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Vorwort. 


Indem  ich  den  ersten  Band  dieses  Werkes  dem  technischen 
Publicum  abgeschlossen  yorlege,  erscheint  mir  eine  Erläuterung  imd 
MotiTimng  seines  Planes  um  so  mehr  geboten,  als  es  der  Maschinen- 
wisgenschaft  an  einer  allseitig  anerkannten  präcisen  Gliederung  bisher 
gefehlt  hat  und  selbst  ihre  Fundamentalbegriffe  und  ihre  Ziele  einer 
Tiel£EU)h  abweichenden  Bestimmung  unterliegen.  Die  Begriffsbestimmung 
der  theoretischen  Maschinenlehre  setzt  natürlich  vor  Allem  eine 
Definition  der  Maschine  als  ihres  Objectes  voraus.  Ich  verstehe  dar- 
unter eine»  Mechanismus  oder  eine  Verbindung  von  Mechanismen  zum 
Zwecke  einer  bestinmiten  mechanischen  Arbeitsleistung,  unter  einem 
Mechanismus  aber  eine  Verbindung  von  Körpern  von  bestimmter 
gegenseitiger  Beweglichkeit. 

Diese  Begriffsbestimmung  der  Maschine  enthält  zwei  verschieden- 
artige Einzelbestimmungen,,  von  denen  nur  die  eine,  welche  sie  als 
Mechanismus  oder  Verbindung  von  Mechanismen  bezeichnet,  eine  sach- 
Udie  Definition  ist,  während  die  andere  sie  als  ein  Hülfsmittel  zweck- 
mässiger Thätigkeit  charakterisirt,  mit  deren  vervielfachten  und  ver- 
änderten Zielen  auch  der  Umfang  und  die  einzelnen  Probleme  des 
Maschinenwesens  variabel  sind.  Nur  in  der  ersteren  Beziehung  ist  die 
Maschinenlehre  eine  sachlich  bestimmt  abgegrenzte  Wissenschaft,  welche, 
insoweit  sie  von  der  MassenhafÜgkdt  der  beweglichen  Körper  und  von 
den  wirksamen  Kräften  (ausser  sofern  dieselben  etwa  zur  Sicherung 
einer  bestimmten  relativen  Beweglichkeit  der  Maschinentheile  wesent- 
lich beitragen)  abstrahirt,  vielmehr  nur  die  auf  Sätzen  der  Geometrie 
Tind  der  Phorononue  (Lehre  von  der  Bewegung  an  imd  für  sich)  be- 
mbende  Vermittelung  einer  bestimmten  gegenseitigen  Beweglichkeit 
der  zum  Mechanismus  verbundenen  Körper  in  Betracht  zieht,  als  Kine- 
OLatik  einer  selbständigen  wissenschaftlichen  Bearbeitung  unterzogen 
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wurde.  In  BetJ?öff  der*  in  ihr  wirksamen  Kräfte,  der  Massen  und  der 
(durch  die  Mechanismen  an  sich  nur  verhältnissmässig  bestinunten) 
Geschwindigkeiten  ist  die  Maschine  ein  Problem  der  angewandten  Me- 
chanik, dem  aber  auch  sowohl  mit  Rücksicht  auf  seine  Gebundenheit 
an  die  als  Mechanismus  bezeichnete  Körperverbindung  von  besonderer 
Art,  als  auch  mit  Rücksicht  auf  die  wirthschaftliche  Bedeutung  der 
mannigfachen  Zwecke  mechanischer  Arbeitsleistung  der  Charakter  einer 
besonderen  Wissenschaft  zugesprochen  werden  kann. 

Wenn  der  Mechanismus  resp.  die  Mechanismenverbindung  erst 
durch  den  Zweck  der  Arbeitsleistung  zur  Maschine  wird,  so  ist   die 
Eintheilung  der  Maschinen  in  erster  Reihe  von  der  Classification  jener 
Arbeitszwecke  abhängig  zu  machen.    Vor  Allem  ist  nun  diese  mechar 
nische  Arbeit,  deren  Verrichtung  durch  die  Maschine  bezweckt  wird, 
entweder  nur  quantitativ  durch  ihre  Grösse  in  der  Zeiteinheit,  nämlich 
allgemein  durch  eine  Summe  von  Kräften  nebst  den  Geschwindigkeiten 
ihrer  Angriffspunkte  im  Sinne  der  Kräfte,  oder  sie  ist  zugleich  quali- 
tativ durch  die  zu  bewirkende  Aenderung  des  räumlichen  Zustandes 
eines  Körpers  resp.  eines  Aggregats  von  Köi'pem  gegeben.  Wenn  zwar 
auch  im  ersten  Falle  die  Arbeitsleistung  durch  die  Bewegung  eines 
Maschinenbestandtheils,  also  durch  die  Ortsänderung  eines  gewissen 
Körpers  vermittelt  wird,  so  wird  dabei  doch  dieser  eben  nur  als  Hülfs- 
mittel  zur  Uebertragung  einer  gewissen  Krafbgrösse  mit  einer  gewissen 
Geschwindigkeit  resp.  eines  gewissen  Kraftmomentes   mit  einer  ge- 
wissen Winkelgeschwindigkeit  betrachtet  unter  Abstraction  von  der 
Verwendung  der  entsprechenden  Arbeit  zur  Aenderung  des  räunüiohen 
Zustandes  eines   bestimmten  Körpers   oder  Aggregats   von  Körpern. 
Mit  nicht  ganz  zutreffenden,  aber  üblich  gewordenen  Benennungen 
unterscheidet  man  hiemach  Kraft-  oder  Betriebsmaschinen  und 
Arbeitsmaschinen,  eine  Unterscheidung,   die  dadurch  nicht  hin- 
fällig wird,  dass  zuweilen  beide  Arten  von  Maschinen  zu  einem  Ganzen 
vereinigt  erscheinen.    Erstere  sollen  ein  gegebenes  Arbeitsvermögen 
unter  solchen  Verhältnissen  in  mechanische  Arbeit  umsetzen,  dass  diese 
als  Betriebsarbeit  gewisser  Arbeitsmaschinen  geeignet  ist;  sie  zerfallen 
naturgemäss  in  Gruppen  je  nach  den  Formen  des  in  der  Natur  oder 
auch  schon  nach  einer  vorhergegangenen  zweckmässig  geleiteten  Um- 
formung disponiblen  Arbeitsvermögens,  welche  verschiedenen  Formen 
zu   analysiren   hier  noch  nicht  der  Ort   ist.    Die  Arbeitsmasdiinen 
können  in  Maschinen  zur  Ortsänderung  und  Maschinen  zur 
Formänderung   eingetheilt  werdei,  wobei  die  Fonnänderung  im 
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Aflgemeinen  zugleich  eine  Volumen-  und  GestafieändPi^ng  in  sich  he- 
greift. Freilich  ist  eine  Fonnänderung  stets  auch  im*  einer  Orts- 
änderang,  diese  häufig  mit  jener  verbunden ,  so  dass  zuweilen  dieselbe 
Arbeitsmaschiiie  je  nach  der  Betrachtungsweise  als  ortsändemde  oder 
fonnandemde  gelten  kann,  wie  überhaupt  der  Zweck,  da  er  andere 
gleichzeitige  Zwecke,  insbesondere  solche  Aenderungen  nicht  ausschliesst, 
die  als  wesentlich  zur  Erreichung  jenes  Zweckes  zugleich  mit  bezweckt 
werden  müssen,  natürlich  stets  nur  eine  relativ  zutreffende  Eintheilung 
bedingen  kann.  Mit  Rücksicht  darauf  indessen,  dass  Flüssigkeiten  eiöer 
selbständigen  (von  derjenigen  einer  sie  einschliessenden  Hülle  unab- 
hängigen) Form  nicht  fähig  sind,  erscheint  es  gerechtfertigt  und  können 
zugleich  die  Zweifel  der  fraglichen  Fintheilung  dadurch  in  der  Haupt- 
sache vermieden  werden,  da;3s  der  Begriff  der  formändemden  Maschine 
auf  solche  Arbeitsmaschinen  beschränkt  wird,  die  zur  beabsichtigten 
Formänderung  fester  Körper  übrigens  unabhängig  davon  dienen,  ob 
damit  zugleich  eine  mehr  oder  weniger  erhebliche  Ortsänderung  ver- 
bunden ist,  dass  aber  alle  übrigen  Arbeitsmaschinen,  insbesondere 
solche,  die  zu  irgend  einer  Aenderung  des  räumlichen  Zustandes  von 
Fliissigkeiten  dienen,  zu  den  ortsändernden  Maschinen  gerechnet  werden. 
Die  Maschinen  zur  Formänderung  sind  als  Fabrikationsmaschinen 
zu  bezeichnen,  wenn  die  dadurch  in  ihrer  Form  geänderten  Körper 
unter  den  Begriff  des  Fabrikates  fallen,  d.  h.  einer  durch  Bearbeitung 
Ton  Körpern  hergestellten  Waare  oder  eines  Zwisohenproducts  zur  Her- 
stellung einer  solchen.  — 

Die  Charakterisirung  der  Wissenschaft,  die  in  diesem  Werke  als 
„theoretische  Maschinenlehre"  dargestellt  werden  soll,  wird  verdeutlicht 
durch  eine  Uebersicht  der  besonderen  Wissenschaften,  in  welche  ausser- 
dem die  Maschinenlehre  zerlegt  zu  werden  pflegt.  Von  denselben  be- 
bandelt die  allgemeine  Maschinenlehre  die  Maschine  historisch 
und  beschreibend  in  möglichst  vollständiger  und  systematisch  geord- 
neter uebersicht  ihrer  Classen,  Gruppen  und  Arten,  wobei  die  Zwecke 
in  erster,  die  Mechanismen  zu  ihrer  Erreichung  in  zweiter  Reihe  als 
Einttieilungsprincipien  dienen.  Ihr  stehen  gegenüber  die  speciellen 
Maschinenlehren,  welche  gewisse  Classen  oder  Gruppen  von  Ma- 
schinen sx)6cieller  behandeln,  sei  es  mit  Rücksicht  auf  eine  grössere 
Mannigfaltigkeit  von  Arten  und  auf  die  Berücksichtigung  von  Einzel- 
heiten der  Anordnung  sowie  der  Anforderungen  praktischer  Ver- 
wendung unter  verschiedenen  Umstanden,  sei  es  insofern,  als  zugleich 
andere  Gesiditspunkte  (solche  der  theoretischen  Maschinenlehre  und 
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des  MaschJQj^wßS')  w^  der  histonscbeii  und  beschreibendea  Dar- 
stellung Yerbundeii  werden. 

Die  mechanische  Technologie,  indem  sie  die  mediamache 
Verarbeitung  der  Körper  zu  Fabrikaten  lehrt,  hat  die  Besprechung  der 
Fabrikationsmaschinen  mit  der  allgemeinen  Maschinenlehre  resp.  mit 
den  betreffenden  speciellen  Maschinenlehr^i  gemein.  Indem  sie  aber 
von  den  Eigenschaften  der  gegebenen  Rohstoffe  oder  Zwischenproducte 
und  von  den  beabsichtigten  Eigenschaften  der  Fabrikate  auszugehen 
hat,  soll  sie  sich  nicht  auf  eine  historische  und  beschreibende  Dar- 
stellung beschränken,  sondern  die  angewendeten  oder  yielmehr  die  der 
Natur  der  Sache  nach  anwendbaren  Mittel  zur  Erreichung  des  Zwecks 
imter  den  gegebenen  Umständen  systematisch  dedudren  und  kritisch 
erörtern.  Sofern  diese  Mittel  nicht  nothwendig  in  der  Benutzung  von 
Maschinen  zu  bestehen  brauchen,  sowie  auch  durch  ihre  Rücksicht- 
nahme auf  Güte  und  Werth  des  Fabrikates  als  Handelswaare  und  auf 
die  Wirihschaftlichkeit  des  Fabrikationsverfahrens  hat  sie  yielfeu^h  über 
das  Gebiet  der  Maschinenlehre  hinauszugehen,  so  dass  sie  nicht  eigent- 
lich als  ein  Zweig  derselben,  sondern  als  eine  verwandte  Wissenschaft 
bezeichnet  werden  kann,  för  welche  gewisse  specielle  Maschinenlehren 
als  Hülfs^  oder  Ergänzungswissenschaften  zu  betrachten  sind.  Weil 
übrigens  die  Formänderung  der  Körper  mit  einer  Aenderung  ihrer 
chemischen  Beschaffenheit  vielfach  Hand  in  Hand  geht,  ist  die  Trennung 
der  mechanischen  von  der  chemischen  Technologie  in  mancher  BUnsicht 
schwankend  und  willkürUch. 

Die  Maschinenbaukunde  lehrt  die  einem  gegebenen  Zweck  der 
Maschine  unter  gegebenen  Umständen  angemessen  entsprechende  con- 
structive  Gestaltung  derselben  bezüglich  der  Disposition  der  sie  zu- 
sammensetzenden Mechanismen,  sowie  der  Gestalten  und  Dimensionen 
der  einzelnen  Bestandtheile  dieser  Mechanismen  mit  Rücksicht  auf  ihr 
Verhalten  tmter  dem  Einflüsse  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Yortheilhaftigkeit  ihrer  praktischen  Herstellung. 
Jenes  Verhalten  betrifft  die  Widerstandsfähigkeit  gegen  Brudi  und 
Deformation,  sowie  die  Abnutzimg  durch  Reibung  und  die  Schädigung 
durch  Einflüsse,  die  je  nach  den  Umständen  verschieden  sein  können. 
Insoweit  es  diese  hauptsächlichsten  Rücksichten  gestatten,  soll  auch 
der  ästhetischen  Erscheinung  ihr  Recht  zu  Theil  werden.  Der  construc- 
tive  Maschinenbau,  indem  er  das  der  materiellen  Ausfuhrung  (dem 
praktischen  Maschinenbau)  unmittelbar  vorhergehende  Endziel  der 
Maschinenwissenschaft  ist,  setzt  die  theoretische  Maschinenlehre  v(^aus; 
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aoaBerdem  sind  seiiie  wesentlichsten  HüUswissensohaften  die  dantellende 
Geometrie,  die  Elasticitäte-  und  Festigkeitslehre,  MateriaUenkunde  und 
diejenigen  Theile  der  mechanischen  Technologie»  die  von  der  Bear- 
beitung der  zu  Maschinentheilen  benutzbaren  Stoffe,  insbesondere  der 
Metalle  handeln. 

Die  theoretische  Maschinenlehre  endlich,  wie  ich  sie  we» 
nigstens  hier  verstehe,  hat  die  Aufgabe,  im  Wesentlichen  theoretisch 
auf  Grund  der  Gesetze  der  Mechanik  (nur  nöthigenfalls  ergänzt  durch 
empirische  Thatsachen)  zu  untersuchen,  wie  der  in  einer  bestimmten 
mechanischen  Arbeitsverrichtung  bestehende  Zweck  der  Maschine  auf 
piindiiiiell  verschiedene  Weisen,  insbesondere  auf  die  einfachste  Weise 
und  mit  möglichst  wenig  Verlust  an  disponiblem  Arbeitsvermögen  er- 
reicht werden  kann;  sie  hat  die  Bewegung  der  Maschine  sowohl  in 
Betreff  ihres  geometrischen  Charakters  und  der  damit  zusammenhän- 
genden Geschwindigkeitsverhältnisse,  als  auch  in  Betreff  der  durch  die 
bew^ten  Massen  und  die  bewegenden  Kräfte  bedingten  absoluten 
Grössffli  dieser  Geschwindigkeiten  zu  untersuchen;  sie  hat  diese  Kräfte 
durch  die  Maschine  hindurch  zu  verfolgen  und  deren  Abmessungen  zu 
bestunmen,  insoweit  dies  nicht  nach  Obigem  zur  Aufgabe  des  Maschinen- 
baues gehört:  endlich  hat  sie  nicht  nur  diese  Bestimmungen  mit  Rüok- 
sidit  auf  möglichst  vollständige  Yerwerthung  des  disponiblen  Arbeits- 
vermögens auszufuhren,  sondern  auch  die  Grösse  des  unter  gegebenen 
Umständen  erreichbaren  YoUkommeoheitsgrades  dieser  Yerwerthung 
nachzuweisen.  Die  allgemeine  Anordnung  einer  üi  Untersuchung  ge- 
zogenen Maschinenart  nimmt  sie  zwar  meistens  (aus  der  aUgemeinen 
Maschinenlehre)  als  gegeben  an  und  beschränkt  sich  auf  deren  theore- 
tische Prüfung  und  nähere  zweckmässige  Bestimmung;  doch  soll  es 
freilich  ihr  Ziel  sein,  die  zu  bestimmten  Zwecken  verfügbaren  Formen 
des  Arbeitsveimögens  und  machinalen  Hülfsmittel  systematisch  zu  er- 
örtern und  mit  Rücksicht  auf  ihre  principielle  Yortheilhaftigkeit  zu 
prüfen.  Mit  dieser  Steigerung  ihrer  Aufgabe  darf  sie  indessen  in  mehr- 
iacher  Hinsicht  eine  Besdiränkung  verbinden.  Im  Gegensatz  zur  all- 
gaaeinen  und  zu  den  speciellen  Maschinenlehren  beschränkt  sie  sich 
auf  eine  geringere  Zahl  principiell  wichtiger  Unterscheidungen  ver- 
schiedener Maschinensysteme;  die  Maschinen  zur  Formänderung  be- 
trachtet sie  im  Wesentlichen  nur  mit  Rücksicht  auf  die  Grösse  und 
Odconomie  der  Arbeitsleistung  und  überlässt  solche,  bei  denen  diese 
Backsichten  in  den  Hintergrund  treten,  vielmehr  fast  nur  die  Art  der 
Arbeit,  die  Beschaffenheit  und  Güte  des  Fabrikates  in  Betracht  kommen» 
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ganz  der  mechanischen  Technologie  oder  den  betreffenden  specielien 
Maschinenlehren;  im  Gegensatz  zur  Maschinenbaukundc  endlich  ge- 
nügen ihr  einfache  Skizzen  oder  gar  nur  schematische  DarsteHungen 
des  machinalen  Organismus,  indem  die  Rücksichten  der  praktischen 
Ausführung  in  den  Einzelheiten  für  sie  nebensächlich  sind,  und  sie 
vielmehr  der  Maschinenbaukunde  es  überlässt,  die  Resultate  ihrer 
Untersuchungen  in  Betreff  ihrer  constructiven  Brauchbarkeit  zu  prüfen 
und  zu  sichten. 

Trotz  dieser  Beschränkungen  bleibt  die  Aufgabe  der  theoretischen 
Maschinenlehre  eine  sehr  grosse,  und  es  soll  nicht  behauptet  werden, 
dass  sie  in  dem  vorliegenden  Werke  mit  genügender  Vollkommenheit 
gelöst  werde,  üeber  die  Art,  wie  es  wenigstens  versucht  und  der  In- 
halt unter  vier  Bände  vertheilt  wurde,  mögen  die  folgenden  Bemer- 
kungen hier  Platz  finden. 

Der  erste  Band  behandelt  Hülfswissenschaffcen,  deren  Kenotniss 
für  die  theoretische  Maschinenlehre  nöthig  ist,  die  aber  in  den  Liehr- 
büchern  der  Physik  und  der  theoretischen  Mechanik  nicht  in  solcher 
Weise  und  Ausdehnung  behandelt  zu  werden  pflegen,  dass  eine  ein- 
fache Verweisung  darauf  genügen  könnte.  Vor  Allem  gehört  dahin  die 
HydrauUk,  die  in  ihrer  jRir  die  Maschinenlehre  verwendbaren  Form 
allzusehr  mit  empirischen  Elementen  und  nur  angenähert  zutreffenden 
vereinfachenden  Annahmen  versetzt  ist,  als  dass  sie  in  der  theoretischen 
Mechanik  ihre  passende  Stelle  finden  könnte,  während  die  erheblichen 
Fortschritte,  die  freilich   die   hydraulischen  Untersuchungen   in-  der 
neueren  theoretischen  Physik  gemacht  haben,  zu  schwierige  analytische 
Methoden  erfordern  und  gleichwohl  doch  noch  zu  erhebliche  Lücken 
unausgefüUt  lassen,  als  dass  ihre  Verwendung  in  solcher  Form  den 
Studirenden  der  Maschinenlehre  und  den  ausübenden  Maschinentech- 
nikem  zuzumuthen  wäre.    Die  Eenntniss  der  Hydraulik  ist  aber  für 
die  theoretische  Maschinenlehre  Bedürfhiss  besonders  mit  Rüdraicht 
auf  wichtige  Formen,  in  denen  das  für  die  Zwecke  der  Maschine  dis- 
ponible Arbeitsvermögen  an  Flüssigkeiten  gebunden  vorkommt,  femer 
mit  Rücksicht  auf  wichtige  Arbeitsmaschinen,  die  es  mit  dem  Trans- 
port von  Flüssigkeiten  und  event.  (im  Falle  von  luftförmigen  Flüssige 
keit^)  zugleich  mit  ihrer  Volumenänderung  zu  thun  haben,  femer  mit 
Rücksicht  auf  die  Verwendung  von  Flüssigkeiten  als  üebertragungs- 
mittel  von  Kräften,  endlich  in  Betreff  des  Widerstandes  fester  Körper 
bei  ihrer  Bewegung  in  Flüssigkeiten.    Eine  sehr  wichtige,  ja  die  we- 
nigstens im  gegenwärtigen  Stadium  der  Technik  wi6htigste  Form,  in 
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welcher  das  durch  Maschinen  yerwerthbare  Arbeitsvermögen  von  der 
Natur  uns  dargeboten  wird,  diejenige  Form,  auf  welche  streng  ge- 
nommen alle  mit  einziger  Ausnahme  des  Arbeitsyermögens  der  Fluäb« 
wellen  zurückgeführt  werden  können,  ist  die  Wärme,  und  es  ist  des- 
halb mit  einer  Darstellung  der  mechanisohen  Wärmetheorie  der  An- 
fang gemacht  worden  um  so  mehr,  als  auch  schon  die  allgemeinen 
und  besonders  die  auf  luftformige  Flüssigkeiten  bezüglichen  Gresetze 
der  Hydraulik  wesentlich  durch  sie  bedingt  werden.  Indem  aber  die 
Wärme  Yorwiegend  gebunden  als  Heizeffect  brennbarer  Körper  uns 
nutzbar  gegeben  ist,  handelt  ein  dritter  Abschnitt  des  ersten  Bandes 
Ton  den  Principien,  auf  denen  die  möglichst  ökonomische  Entwicke- 
lang dieser  chemisch  gebundenen  Wärme  durch  Verbrennung  und  ihre 
Verwerthung  durch  Mittheilung  an  andere,  insbesondere  an  flüssige 
Körper  beruht,  während  die  Art,  wie  die  Körperwärme  der  letzteren 
dann  weiter  in  die  Form  mechanischer  Arbeit  verwandelt  werden 
kann,  principiell  schon  in  dem  von  der  mechanischen  Wärmetbeorie 
bändelnden  ersten  Abschnitte  besprochen  werden  musste,  specieller 
aber  erat  in  der  Theorie  der  calorischen  Kraftmaschinen  zu  be- 
sprechen blieb. 

Mit  dem  zweiten  Bande  beginnt  erst  die  theoretische  Maschinen-« 
lehre  selbst,  imd  zwar  soll  er  die  Maschine  besonders  mit  Rücksicht 
auf  den  sachlichen  Theil  ihrer  Definition  behandeln,  demzufolge  sie 
als  ein  Mechanismus  oder  eine  Verbindung  von  Mechanismen,  der 
Mechanismus  aber  als  eine  Verbindung  von  Körpern  von  bestimmter 
gegenseitiger  Bew^lichkeit  definirt  wurde.  Sofern  also  hierbei  einst- 
weilen der  Zweck  nicht  in  Betracht  kommt,  mit  Rücksicht  auf  welchen 
die  Maschinen  in  Kraftr-  und  Arbeitsmaschinen  verschiedener  Classen, 
Gruppen  und  Arten  eingetheilt  werden  können,  hat  diese  Lehre  von 
den  Mechanismen  einen  in  hohlerem  Grade  sachlidi  begrenzten  und 
selbständigen  wissenschaftlichen  Charakter,  namentlich  ihr  erster  und 
baaptsächlichster  Theil,  die  Kinematik,  die  von  Reuleauz  bezeichnet 
und  behandelt  wird  als  „die  Wissenschaft  von  derjenigen  besonderen 
Einrichtung  der  Maschine,  vermöge  deren  die  gegenseitigen  Bewe- 
gungen in  derselben,  soweit  sie  Ortsveränderungen  sind,  zu  bestimmten 
werden.^  Die  theoretische  Maschinenlehre  hat  aber  ferner  die  Mechar 
msmen  auch  in  Beziehung  auf  die  mit  ihrer  Bewegung  unt^  Ein- 
wirkung von  Kräften  verbundenen  Reibungen  zu  untersuchen,  insofern 
dieselben  Arbeitsverluste  verursachen,  während  die  gleichzeitig  dar- 
dorch  bedingte  Abnutzung  in  den  Bereich  der  dem  Maschinenbau  zu- 
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kommenden  Erwägungen  fällt.  Endlich  sollen  schon  hier  in  Verbm- 
dnng  mit  der  allgemeinen  Mechanismenlehre  die  Hülfsmittel  (Mechi^ 
nismen  oder  Bestandtheile  von  isolchen)  einer  besonderen  Unter« 
suchung  unterworfen  werden,  welche  den  Gang  der  Maschine  in 
bestimmter  Weise  zu  reguliren,  d.  h.  eine  gesetzmässige  Veränderlich* 
keit  der  durch  die  gegenseitigen  Bewegungen  in  der  Maschine  einzig  in 
Betreff  ihrer  Verhältnisse  bestimmten  Geschwindigkeiten  zu  bewirken, 
besonders  sie  in  gegebene  Grenzen  einzuschliessen  geeignet  sind,  inso- 
weit wenigstens  diese  Hülfsmittel  einen  allgemeineren,  von  dem  beson- 
deren Zweck  der  Maschine  unabhängigen  Charakter  haben. 

Der  zweite  Band  dieses  Werkes  wird  ausserdem  einen  Abscdinitt 
enthalten,  der  zwar  gemäss  der  hier  zu  Grunde  liegenden  Auslassung 
nicht  eigentlich  einen  Theil  der  Maschinenlehre  ausmacht,  indessen 
doch  angemessener  Weise  in  Verbindung  damit  und  zwar  im  Anschlnss 
an  die  Lehre  von  den  Mechanismen  abgehandelt  wird;  er  betnfft  das 
Wesen  und  die  Theorie  der  Instrumente  zur  Messung  mechani- 
scher   Grössen   (Zeiten,   Geschwindigkeiten,    Massen,    Kräfte    und 
mechanische  Arbeiten),  sowie  auch  der  Instrumente  zum  Zählen  und 
mechanischen  Rechnen.    SachUch  können  dieselben  ebenso  wie  Instra- 
mente zu  mancherlei  anderen  Zwecken  (z.  B.  zu  geodätischen,  optischen 
9iüsikalischen  Zwecken:   Theodolit,  Teleskop,  Klavier  etc.)  ganz  der- 
selben Definition  wie  eine  Maschine  entsprechen,  ohne  mit  Rücksicht 
auf  den  verschiedenen  Zweck  hier  als  solche  verstanden  zu  werden. 
Indessen  sind  die  oben  bezeichneten,  zum  Zählen  und  zum  Messen 
mechanischer  Grössen  dienenden  Instrumente  als  wesentlichste  Hülfs- 
mittel zur  erfolgreichen  Anstellung  von  Beobachtungen  und  Versuchen 
von  so  erheblicher  Wichtigkeit  für  die  Maschinenwissenschaft,  deren 
VervoUkonmmung    grossentheils    nur    durch    zuverlässige    messende 
Beobachtungen  ermöglicht  wird,  dass  eine  Uebersicht  und  theoretische 
Besprechung  derselben  gerechtfertigt   erscheint,  und  zwar  vor  dem 
Eintritt  in  die  specieUere  Maschinenlehre,  dagegen  im  Anschlüsse  an 
die  Lehre  von  den  Mechanismen,  aus  denen  sie  im  Wesentlichen  ebenso 
wie  eine  Maschine  gebildet  sein  können. 

.'Für  die  im  dritten  Bande  abzuhandelnde  Theorie  der  Kraffc- 
maschinen  ist  besonders  der  Umstand  charakteristisch,  dass  hier  die 
Zweckmässigkeit  vorwiegend  in  Wirthschaftlichkeit  besteht.  Sie  stellt 
sich  zwar  in  erster  Reihe  die  Aufgabe,  die  z.  Z.  üblichen  und  be- 
währten Arten  von  Kraftmaschinen,  indem  sie  Princip  und  aUgemeine 
Anordnung  derselben  als  gegeben  voraussetzt,  in  Betreff  ihrer  princi- 


pdl  zweckmissigsten  ConatmctiongTerhältniiwe  und  ihres  vortbeühaf- 
testen  Ganges  theoretisch  zu  xuitersuchen  und  die  unter  gegebenen 
Umständen  erreichbare  Grösse  ihJ^er  Nutzarbeit  zu  bestimmen;  sie  scdl 
aber  auch  prüfioi,  ob  und  wie  etwa  jene  Anordnungen  zu  modificiren 
sind,  um  ein  noch  besseres  Resultat  bezüglich  aof  grösstmögUche  Yeiv 
werthang  des  disponiblen  Arbeitsvermögens  zu  Nutzarbeit  zu  erreichen. 
Ihr  allgemeines  Ziel  besteht  in  einer  wissenschafüidien  Discussion  der 
prindpiell  möglichen  und  mit  den  Anforderungen  des  Maschinenbaues 
waiigstens  Yoraussicbtlich  nicht  unvereinbaren  machinalen  Hülfsmittd 
zu  moghchst  wirthschaitlicher  Verw^rthung  der  natürlich  gegebenen 
verachiedenen  Formen  von  Arbeitsvermögen  als  Betriebsarbeit  zu 
technischen  Zwecken,  sowie  in  der  Vergleichung  des  wirthschaftlichen 
Werthes  der  entsprechenden  verschiedenen  Gruppen  und  Arten  von 
Kraftmaschinen  mit  Bücksicht  auf  die  (mit  Ort  und  Zeit  im  Allge- 
meinen variablen)  Umstände.  Die  Entwickelang  der  volkswirthschaft- 
lichen  Zustände  hat  eine  Tendenz  zm:  Concentration  gewisser  Industrie- 
zweige zur  Folge  besonders  in  solchen  Bezirken,  wo  die  nöihigen 
Betriebskräfte  am  ausgiebigsten  und  billigsten  zu  beschaffen  sind. 
Wenn  auch  durch  vermehrte  und  verbesserte  Yerkehrawege  manche 
bisher  entlegene  kleinere  natürliche  Betriebskräfte  für  die  Industrie 
verwendbar  werden  und  insofern  eine  grössere  Vertheilung  der  letz- 
ieien  dadurch  bedingt  wird,  so  wird  doch  andererseits  auch  die  Ge- 
legenheit dadurch  vermehrt,  dass  Fabriken  und  Werkstätten  sich 
gnippenweise  concentrirt  an  Orten  ansiedeln,  wo  ein  grosses  Arbeits- 
vermögen disponibel,  insbesondere  auch  in  solcher  Form  natürlich  ge- 
g^en  ist»  dass  es  bisher  kaum  vortheilhaft  nutzbar  war  noch  ausgiebig 
benutzt  wurde,  wie  namentlich  die  lebendige  Kraft  des  in  grösseren 
Flüssen  strömenden  Wassers  und  das  Arbeitsvermögen  der  an  Meereb- 
kästen  mit  der  Ebbe  und  Fluth  periodisch  gehobenen  und  gesenkten 
Wassermassen;  das  Bedür&iss  hierzu  wird  wahrscheinlich  einst  eiiy- 
treten  und  um  so  mehr  zunehmen,  je  mehr  die  Yorräthe  an  für  uns 
zugänglichen  fossilen  Brennstoffen  als  der  z.  Z.  noch  wichtigsten  und 
vorzugsweise  transportablen  Form  des  natürlich  gegebenen  Arbeits- 
vermögens erschöpft  werden.  Ein  solches  auf  grosse  Massen  vertheil- 
tes  Arbeitsvermögen  wird  aber  zu  seiner  vortheilhaften  Benutzung  vor 
iUem  grössere  Kraftmaschinen-Anlagen  erfordern,  für  welche  dasselbe 
nach  seiner  Umsetzung  in  die  Form  von  technisch  nutzbarer  Betriebs- 
arbeit die  Bedeutung  einer  Handelswaare  gewinnt,  die  auf  grössere 
Entfernungen  zu  transportiren  und  an  die  einzelnen  Abnehmer  der 
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gewerUiohen  Ansiedelung  nach  Maass  abzugeb^i  ist  Indessen  aaeh 
abgesehen  von  solchen  Zukunftsbildeni  arbeiten  schon  die  heutigen 
Kraftmaschinen  bis  zu  weit  li^enden  Grenzen  um  so  vortheilhafter,  je 
grösser  sie  sind,  und  schliesst  sich  deshalb  die  Discussion  der  Mittel 
zur  Fortpflanzung  und  geregelten  Yertheilung  von  Betriebsarbeit  nahe 
an  die  Theorie  der  Kraftmaschinen  an  als  eine  Untersuchung,  die  im 
Lauf  der  Zeit  wahrscheinlich  immer  mehr  an  Wichtigkeit  gewinnen 
wird,  so  wenig  auch  (in  Uebereinstimmuug  mit  einer  Ausfübrung 
Keuleaux's)  aus  mancherlei  Gründen  eine  noch  weiter  getriebene 
Concentration  der  industriellen  Anlagen  wünschenswerth  erscheinen 
mag.  Uebrigens  hat  sich  solche  Untersuchung  nicht  auf  die  Fortleitung 
von  Arbeitsyermögen  in  der  Form  entwickelter  Bewegungsarbeit  zu  be- 
schränken, sondern  alle  möglichen  Formen  zu  umfassen,  insbesondere 
z.  B.  die  des  Gebundenseins  als  Heize£fect  eines  bremibaren  Gases,  in 
welcher  Form  die  fragliche  Leitung  auf  weit  grössere  Entfemongen 
Yortheilhaft  zu  ermöglichen  ist  und  so  in  Verbindung  mit  entsprechend 
Yortheilhaft  arbeitenden  kleineren  Gaskraftmaschinen  einer  wenigstens 
auf  städtische 'Entfernungen  getrennten  selbständigen  Hausindustrie  die 
zu  ihrer  Concurrenzfähigkeit  nöthige  Betriebsarbeit  verschafft  werden 
kann. 

Von  den  Arbeitsmaschinen  endlich  sollen  im  vierten  Bande 
hauptsächlich  diejenigen  einer  theoretischen  Untersuchung  unterworfen 
werden,  welche  zur  Ortsveränderung  von  Körpern  entgegen  gewissen 
Widerstandskräften  dienen,  von  formändemden  Maschinen  dagegen  nur 
solche,  bei  denen  die  Grösse  der  zu  verrichtenden  Arbeit  wesentlich 
in  Betracht  kommt  und  einer  theoretischen  Bestimmung  bisher  zu- 
gänglich gemacht  werden  konnte;  ihre  Prüfung  in  Beziehung  auf  Güte 
der  Arbeit  wird  besonders  der  mechanischen  Technologie  überlassen. 
Eine  speciellere  Uebersicht  des  Inhalts  dieses  Bandes  würde,  wenn  sie 
mehr  als  eine  unvermittelte  Aufzählung  von  Einzelheiten  sein  soll,  auf 
eine  begründungsbedürftige  Classification  hinauslaufen,  der  aber,  da  sie 
nicht  ganz  einfach  ist  und  von  verschiedenen  Gesichtspunkten  ausgehen 
kann,  hier  nicht  vorgegriffen  werden  soll.  — 

Was  insbesondere  den  hier  zunächst  vorliegenden  ersten  Band 
betrifft,  so  soll  es  weder  als  Verdienst,  noch  als  Maassstab  seines  wissen- 
schaftlichen Gehaltes  in  Anspruch  genommen  werden,  wenn  er  um- 
fänglicher ausfiel,  als  ursprünglich  in  der  Absicht  lag.  Manche  der 
darin  behandelten  Probleme  können  vielleicht  als  in  zu  losem  Zusammen- 
hange mit  den  Aufgaben  der  Maschinenlehre  stehend  erscheinen,  andere 
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mögen  bei  geschickterer  Darstellung  einer  kürzeren  und  übersichtlicheiren 
Behandlung  fähig  gewesen  sein;  zum  grossen  Theil  ab^  ist  die  Um- 
fiogHchkeit  dieses  Bandes  eine  Folge  des  mangelhaften  Zustande»  der 
darin  Yorzugsweise  behandelten  Hydraulik^  welcher  es  nöthig  machte, 
einen  unverhaltnissmässig  grossen  Raum  zur  Besprechung  und  Ver- 
arbeitung von  empirischen  Thatsachen  zu  verwenden.  Insbesondere 
gilt  das  Ton  den  Bewegungsgesetzeu  luftförmiger  Flüssigkeiten,  die  mit 
der  gebührenden  Rücksichtnahme  auf  die  Principien  der  mechauischeu 
Wännethcorie  am  unvollständigsten  ausgebildet  sind,  so  dass  theils 
Terschiedene  Anschauungen  zugleich  berücksichtigt  werden  mussten, 
wo  ein  endgültiges  Urtheil  über  die  relative  Vorzüglichkeit  der  einen 
oder  anderen  noch  nicht  thunlich  schien,  theils  namentlich  die  be- 
treffenden Versuche  zur  Werthbestimmung  gewisser  mit  den  Formeln 
zu  verbindender  Erfahrungscoefficienten  einer  fast  vollständigen  Neu- 
berechnung bedurften  nebst  Rechtfertigung  dieses  Rechnungsverfahrens 
gegenüber  dem  seither  befolgten. 

Schliesslich  seien  mir  nur  noch  einige  Worte  über  die  Methode 
dar  Darstellung  gestattet,  die  ich  mit  Rücksicht  darauf  zu  beurtheilen 
bitte^  dass  mit  dem  Buche  weder  ein  Leitfaden  zu  Vorträgen,  noch 
überhaupt  ein  Lehrbuch  zur  ersten  Einführuug  in  die  betreffende  Wissen- 
sdiaft  bezweckt  ist.    Wenn  es  mir  freilich  bei  meinen  eigenen  Vor- 
trägen Dienste  leisten  soll,  so  bestehen  dieselben  doch  im  Wesentlichen 
nur  in  einer  Ergänzung,  sofern  es  gestattet»  unter  Verweisung  der  Zu- 
hörer auf  seine  theils  allgemeineren  Entwickeluugen,  theils  specielleren 
Ausfuhrungen  xmd  Anwendungen,  den  Inhalt  der  Vorträge  im  Ganzen 
auf  eine  Uebersicht,  im  Einzelnen  auf  das  principiell  und  technisch 
Wichtigste  zu  beschränken,  wobei  dann  die  mathematische  Entwickelung 
mehrfach  einer  anderen,  mehr  direct  auf  das  gerade  behandelte  Pro- 
blem abzielenden  Anlage  bedarf,  als  es  im  vorliegenden  Werke  ge- 
schehen ist    Bei  diesem  bin  ich  in  der  Regel  der  Art  vom  Allgemeinen 
zum  Besonderen  fortgeschritten,  dass  ein  zunächst  mögUchst  allgemein 
charakterisirtes  Problem  erst  nach  und  nach  durch  die  Einfuhrung 
weiter  beschränkender  Annahmen  specialisirt  und  vereinfacht  wurde, 
sobald  die  £ntwi(^elung  zu  einem  Punkte  gediehen  war,  an  welchem 
dazu  das  Bedürfniss  sich  herausstellte,  um  sie  überhaupt  oder  wenig- 
stens so  weiter  führen  zu  können,  dass  sie  Resultate  lieferte,  die  in 
Betreff  ihrer  Einfachheit  und  Brauchbarkeit  dem  Zuverlässigkeitsgrade 
der  zu  Grunde  Hegenden  Anschauungen  und  empirischen  Thatsachen 
sowie  den  Bedürfnissen  technischer  Verwendung  möglichst  entsprechend 
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seien:   Wenn  es  dann  freilioh  vorkommen  kann,  dass  am  Ende  einei 
solchen  durch  mehrere  Stadien  schrittweise  vereinfachten  Problemi 
u.  A.  ein  so  einfaches  Resultat  erscheint,  welches,  wie  z.  B.  die  be- 
kannte Formel  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  des  Wassers,    dard 
summarische  Einführung  aller  jener  nach  und  nach  erst  gemachten  An- 
nahmen auf  weit  kürzerem  Wege  hätte  erhalten  werden  können,   sc 
kann  ich  doch  die  betreffende  Bemängelung  in  einer  Kritik  (Zeitschrift 
des  Architekten*  und  Ingenieurvereins  zu  Hannover),  über  die  ich  mich 
im  Uebrigen  zu  beklagen  keine  Veranlassung  habe,  dass  nämlich  bei 
solcher  Methode  durch  den  Schein  einer  wissenschaftlichen  Schärfe  die 
doch  so  wesentlich  empirische  Grundlage  des  fraglichen  Resultats  ver- 
hüllt werde,  nicht  als  gerechtfertigt  anerkennen.    Sofern  es  nur  nicht 
versäumt  wird,  die  nach  und  nach  eingeführten  Annahmen  ausdrücklich 
als  solche  zu  kennzeichnen,  kann  durch  diese  nur  schrittweise  Ein- 
führung 'derselben  jener  vermeintliche  Schein  für  Denjenigen  nicht  er- 
weckt werden,  der  die  ganze  Entwickelung  des  verzweigten  Problems 
verfolgt  und  nicht  nur  die  Endresultate  ohne  nähere  Prüfung  sich  an- 
eignet.   Ausserdem  aber  können  nur  auf  solche  Weise  die  Einflüsse 
dieser  Beschränkungen  und  Annahmen  auf  die  Gestaltung  des  Problems 
und  seiner  Entwickelung  einzeln  erkennbar  werden,  und  wird  es  zu- 
gleich dadurch  ermöglicht,  dass  die  Behandlung  irgend  einer  Aufgabe, 
die  dem  allgemeinen  Problem  als  Specialfall  von  höherer  oder  niederer 
Ordnung  angehört,  nicht  jedesmal  von  Grund  aus  wiederholt  zu  werden 
braucht,  sondern  an  passender  Stelle  der  Entwickelung  des  stufenweise 
mehr  speciaUsirten  Gattungsproblems  angeknüpft  werden  kann.  Die  in 
Rede  stehende  Bemängelung  würde  nur  dann  gerechtfertigt  sein,  wenn 
die  bei  der  stufenweisen  Bearbeitung  eines  allgemeineren  Problems 
nach  imd  nach  erhaltenen  und  einstweilen  unvollständig  ausgeführt  ge- 
bliebenen Zwischenresultate  weder  an  anderen  Stellen  des  Werkes  Ver- 
wendung fanden,  noch  überhaupt  bei  vervolbtändigten  Methoden  und; 
Erfahrungen  und  für  neu  auftauchende  Probleme  irgend  eine  Ver* 
Wendung  zu  finden  Aussicht  hätten.  Somit  glaube  ich  auch  in  den  fol** 
genden  TheUen  dieses  Werkes  dieselbe  übrigens  auch  an  und  für  sich 
den  Anforderungen  einer  möglichst  wissenschaftlichen  Gliederung  ent« 
sprechende  Methode  der  Darstellung  in  der  Regel  beibehalten  zu  sollen, 

Carlsruhe,  im  Juli  1875. 
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ERSTER  ABSCHNITT. 


Mechanische  Wärmetheorie. 


Die  folgende  Darstellung  der  mechanischen  Wärmetheorie  beschränkt 
tidi  im  Wesentlichen  aaf  diejenigen  hauptsächlichsten  und  als  sicher  be- 
grfindet  zu  betrachtenden  Sätze,  welche  für  die  Anwendungen,  besonders 
in  Betreff  des  Verhaltens  von  Gasen  und  Dämpfen,  wichtig  sind.  Zum 
Zwecke  einer  logischen  Entwickelung  ist  es  im  Sinne  dieser  Theorie  vor 
Allem  nöthig,  die  Grundbegriffe  der  Wärmelehre  auf  bekannte  Begriffe  der 
Mechanik  und  der  allgemeinen  Physik  durch  eine  gegliederte  Folge  ent- 
sprechender Definitionen  zurttckzuführen,  insbesondere  schon  die  ersten 
Gnmdbegriffe  von  Wärme  selbst  und  von  Temperatur  streng  objectiv  und 
rem  mechanisch  zu  definiren.  Dabei  wird  zunächst  von  allen  Hypothesen 
in  Betreff  des  Wesens  der  Materie  und  der  Constitution  der  Körper  ab- 
ächtüch  abstrahirt,  um  nicht  die  zu  entwickelnden  Hauptsätze  als  abhängig 
Ton  jenen  noch  vielfach  unvollkommenen  und  schwankenden  Vorstellungen 
erscheinen  zu  lassen. 

A.   Onmdbegriffe  und  allgemeine  Sätze. 

§.  1.   Zustand  eines  KQrpers. 

Wenn  man  von  dem  Räume  spricht,  welchen  ein  physischer,  materieller 
Körper  einnimmt,  um  das  Volumen  und  die  Begrenzungsfläche  jenes  Raumes 
Adas  Volumen  und  die  Oberfläche  des  materiellen  Körpers  zu 
<Miiiiren,  so  liegt  dabei  die  Vorstellung  einer  continuirlichen  Raum- 
erfftUung  durch  die  Materie  zu  Grunde.  Bei  den  mathematischen 
Untersuchungen  über  den  Zustand  und  die  Zustandsänderungen  eines  Körpers 
imter  Anwendung  der  höheren  Analysis,   welche  die  Denkbarkeit  seiner 
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Zerlegung  in  unendlich  kleine,  continuirlich  an  einander  grenzende  Elemente 
von  gleichartiger  Beschaffenheit  erfordert,  muss,  wie  es  im  Folgenden  ge- 
schieht, von  jener  Vorstellung  wenigstens  als  einer  Abstraction  von  der  in 
Wirklichkeit  etwa  als  discontinuirlich  vorausgesetzten  materiellen  Consti- 
tution des  Körpers  ausgegangen  werden. 

Der  Zustand  eines  Körpers  in  einem  gewissen  Augenblicke  ist 
bestimmt  durch  die  augenblicklichen  Zustände  der  (im  Allgemeinen  nach 
3  Dimensionen)  unendlich  kleinen  Elemente,  aus  welchen  er  bestehend  ge- 
dacht werden  kann;  denn  dem  Begriffe  des  unendlich  Kleinen  gemäss  ist 
unbeschadet  der  im  Allgemeinen  stetigen  Zustandsverschiedeuheit  von  Punkt 
zu  Punkt  eines  Körpers  doch  der  augenblickliche  Zustand  in  allen  Punkten 
eines  unendlich  kleinen  Körperelcmentes  als  gleich  und  nur  in  verschiedenen 
Elementen  als  ungleich  zu  denken.  Wenn  ein  solches  Körperelement 
im  Verlaufe  der  Zustandsänderungen  eines  Körpers  beständig  als  der  In- 
begriff und  Träger  derselben  bei  der  ursprünglichen  Zerlegung  darin  ent- 
haltenen Materie  betrachtet  wird,  so  soll  es  insbesondere  als  ein  Massen- 
element des  Körpers  bezeichnet  werden;  einem  solchen  muss  mit  Rück- 
sicht auf  die  nicht  starre  Beschaffenheit  irgend  eines  physischen  Körpers 
die  Eigenschaft  der  Veränderlichkeit  nach  Grösse  und  Gestalt  zugeschrieben 
werden.  Materielle  Punkte  heissen  die  Massenmittelpunkte  oder  auch 
andere  bestimmte  Punkte  der  Massenclemente,  in  welchen  ihre  Massen 
vereinigt  gedacht  werden  können.  Wenn  man  dagegen  die  Zerlegung  eines 
Körpers  in  Elemente  bei  verschiedenen  Zuständen  desselben  wiederholt 
denkt,  so  sollen  diese  Elemente,  welche  jedesmal  andere  Materie  enthalten 
können,  als  Volumen  demente  des  Körpers  bezeichnet  werden. 

Eine  bestimmte  Zustaudsänderung  eines  Körpers,  bestimmt  nämlich 
durch  den  Anfangs-  und  den  Endzustand,  kann  auf  unendlich  mannigfache 
Weise  stattfinden;  das  Gesetz  (die  Art)  der  Zustaudsänderung  ist  bestimmt 
durch  die  Zustände  des  Körpers  in  Augenblicken,  welche  nach  unendlich 
kleinen  Zcitelementen  auf  einander  folgen.  Man  betrachtet  solche  Zustands- 
änderungen zunächst  als  die  Wirkungen  von  Ursachen  so  vielfach  verschie- 
dener Art,  als  man  verschiedene  Erscheinungsarten  des  Körperzustandes 
unterscheidet.  Dabei  können  zwei  solcher  Ursachen  selbst  als  in  der  Be- 
ziehung von  Ursache  und  Wirkung  zu  einander  stehend  oder  beide  als 
Wirkungen  derselben  dritten  Ursache  erkannt  werden.  Auf  die  Erkenntniss 
solcher  Beziehungen  ist  das  Streben  der  Naturwissenschaft  vorzugsweise 
gerichtet,  um  so  die  mannigfaltigen  Naturerscheinungen  als  die  Wirkungen 
möglichst  weniger  Ursachen  von  bestimmten  Wirkungsgesetzen  erklären  zu 
können. 
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§.  2.  Aensserer  Zustand  eines  Körpers. 

Die  Bewegung  eines  Körpers,  wie  sie  in  der  Mechanik  untersucht 
wird  und  auch  im  Folgenden  zunächst  nur  verstanden  werden  soll,  besteht 
in  der  messbaren  continnirlichen  Ortsänderung  seiner  Massenelemente. 
Die  Kichtungen  und  Grössen  der  Geschwindigkeiten  dieser  Elemente  in 
einem  gewissen  Augenblicke  bestimmen  den  augenblicklichen  Bewegungs- 
zustand des  Körpers;  die  Grössen  jener  Geschwindigkeiten  insbesondere 
bestimmen  die  sogen,  lebendige  Kraft  des  Körpers  =  der  Summe  der 
lebendigen  Kräfte  seiner  Massenelemonte  =  der  Summe  der  halben  Pro- 
docte  ans  den  Massen  und  den  Quadraten  der  Geschwindigkeiten  dieser 
Elemente.  Sind  alle  diese  Geschwindigkeiten  =  Null,  so  ist  die  lebendige 
Kraft  =  Null,  und  umgekehrt;  der  Körper  befindet  sich  dann  im  Ruhe- 
zustände. Der  Zustand  der  Ruhe  oder  der  Bewegung  eines  Körpers  soll 
ii  der  Folge  sein  äusserer  Zustand  genannt  werden. 

Die  Bewegung  eines  Körpers  kann  im  Allgemeinen,  und  zwar  auf 
unendlich  mannigfache  Weise,  bestehend  gedacht  werden  aus  der  relativen 
Bewegnng,  d.  h.  der  messbaren  continnirlichen  relativen  Ortsänderung  seiner 
Xassenelemente  gegen  ein  im  Körper  fixirtes  System  von  Gobrdinatenaxen 
OX^-OY^  OZ^  und  aus  der  Bewegung  dieses  Axensystems;  die  letztere  kann 
fir  jedes  Zeitelement  bekanntlich  auf  eine  unendlich  kleine  Schrauben- 
bewegung zurttckgeführt  werden,  welche  ihrerseits  auf  unendlich  mannig- 
fiiehe  Weise  in  eine  unendlich  kleine  Translation  und  eine  unendlich  kleine 
Botation  zerlegbar  ist,  der  Art  jedoch,  dass  alle  verschiedenen  Rotations- 
azen  (Momentanaxen)  parallel,  sowie  die  Elementar-Rotatiouen  um  dieselben 
(oder  die  entsprechenden  augenblicklichen  Winkelgeschwindigkeiten)  gleich 
gross  sind  und  in  gleichem  Sinne  stattfinden,  so  dass  nur  die  Lage  der 
Momentanaxe  nebst  Grösse  und  Richtung  der  Translationsgeschwindigkeit 
terschieden  sind.     Ein  Axensystem  wird  im  Körper  fixirt  durch 
Fixirung  seiner  Lage  gegen  3  materielle  Punkte  A^  B^  C  des  Körpers,  in- 
dem man  etwa  den  Ursprung  0  beständig  mit  dem  Punkte  A  zusammen- 
Men,  die  Axe  OX  beständig  durch  den  Punkte  und  die  Ebene  XOFoder 
XOZ  beständig  durch  den  Punkt  C  gehen  lässt,  wobei  vorausgesetzt  ist, 
daas  die  fraglichen  3  Punkte  nicht  in  gerader  Linie  liegen.    Die  relative 
Bewegung  der  Massenelemente  eines  Körpers  gegen  einander  ist  durch  ihre 
relativen  Bewegungen  gegen  irgend  ein  solches  im  Körper  fixirtes  Axen- 
system bestimmt  und  soll  in  der  Folge  schlechtweg  die  relative  Bewe- 
gung des  Körpers  genannt  werden;  sind  die  relativen  Geschwindigkeiten 
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aller  Massenelemente  in  Beziehung  auf  ein  im  Körper  fixirtes  Axensystem 
oder  ist  die  entsprechende  relative  lebendige  Kraft  des  Körpers  =  Nall, 
so  befindet  sich  derselbe  in  relativer  Ruhe  schlechtweg.  Bei  relativer 
Ruhe  eines  Körpers  ist  seine  Bewegung  vollkommen  bestimmt  durch  die- 
jenige eines  Axensystems  von  fixirter  Lage  im  Körper.  In  der  That  freilich 
ist. jede  von  uns  beobachtete  Bewegung  eines  Körpers  eine  relative,  wobei 
dann  aber  (im  Gegensatze  zu  seiner  schlechtweg  so  genannten  relativen 
Bewegung)  die  ausdrückliche  Bezeichnung  des  fremden  Körpers  resp.  des 
in  diesem  fixirten  Axensystems  oder  des  sonstigen  unveränderlichen  Gebildes 
vorbehalten  ist,  worauf  die  Bewegung  des  betrachteten  Körpers  bezogen 
wird;  nur  die  relative  Bewegung  eines  irdischen  Körpers  gegen  die  Erde 
soll  dem  Sprachgebrauche  gemäss  schlechtweg  als  seine  Bewegung  bezeichnet 
werden. 

Die  auf  einen  Körper  wirkenden  Kräfte,  welche  als  die  Ursachen 
der  Aenderungen  seines  äusseren  Zustandes  vorausgesetzt  werden,  sind 
theils  Massenkräfbe,  theils  Oberflächenkräfte;  erstere  sind  an  die  Massen- 
elemente  gebunden,  so  dass  sie  als  in  ihnen  angreifend  gedacht  werden 
können,  letztere  wirken  auf  die  Oberfläche  des  Körpers,  in  deren  Flächen- 
elementen sie  angreifend  zu  denken  sind,  unabhängig  von  den  Massenele- 
menten,  welche  sich  gerade  an  der  Oberfläche  befinden.  Die  Arbeit  der 
ersteren  ist  also  bedingt  durch  die  Bewegung  der  Massenelemente,  die 
Arbeit  der  letzteren  durch  die  Bewegung  der  Oberflächcnelemente  des 
Körpers.  Uebrigens  werden  bekanntlich  alle  Kräfte  hinsichtlich  ihrer  Grösse 
oder  Intensität  P  auf  dieselbe  Weise  gemessen:  durch  das  Product  einer 
Masse  m  und  der  ihr  ertheilten  Beschleunigung  (p.  Dabei  kann  entweder 
die  Masseneinheit  (als  die  Masse  eines  bestimmten  Körpers)  oder  die  Kraft- 
einheit (als  die  Kraftgrösse,  welche  einer  bestimmten  Masse  eine  bestimmte 
Beschleunigung  ertheilt)  willkttrlich  gewählt  werden,  wonach  durch    die 

Gleichung 

P='mq> 

im  ersten  Falle  die  Krafteinheit,  im  zweiten  Falle  die  Masseneinheit  be- 
stimmt ist,  falls  der  Beschleunigungseiuheit  bestimmte  Längen-  und  Zeit- 
einheiten zu  Grunde  gelegt  werden.  Mit  Rücksicht  auf  die  Unveränder- 
lichkeit  einer  bestimmten  Masse  im  Gegensatze  zu  der  von  den  Umständen 
abhängigen  Grösse  irgend  einer  auf  diese  Masse  wirkenden  Kraft  könnte 
das  erstere  Verfahren  zwar  rationeller,  insbesondere  auch  dem  Gebrauche 
unserer  sogen.  Gewichtssätze  entsprechender  scheinen,  welche  eigentlich 
Massensätze  sind,  indem  ihre  einzelnen  Körper  bestimmte  Massen  reprä- 
sentiren;  indessen  ist  das  zweite  Verfahren  das  übliche,  nach  welchem  ins- 
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besondere  die  im  Folgenden  stete  za  Grnnde  gelegte  Krafteinheit,  das  Kilo- 
gnmm,  streng  genommen  definirt  ist  als  das  Gewicht  (Grösse  der  Schwer- 
kraft) eines  Cnbikdecimeters  reinen  Wassers  im  Zustande  grösster  Dich- 
tigkeit (oder  einer  anderweitigen  ebenso  grossen  Masse)  an  einem  bestimmten 
Orte  der  Erde.  Bei  dem  praktischen  Gebrauche,  eines  Gewichtssatzes  zur 
immittelbaren  oder  mittelbaren  Messung  von  Kräften  (z.  B.  zur  Eintheilung 
der  Slnüa  eines  zur  unmittelbaren  Messung  dienenden  Instrumentes)  pflegt 
jedoch  die  Schwere  des  bestimmten  Körpers  des  Gewichtssatzes  unabhängig 
vom  jedesmaligen  Gebrauchsorte  ein  Kilogramm  genannt  und  als  Krafteinheit 
benutzt  zu  werden,  so  dass  dann  streng  genommen  diese  Einheit  an  ver- 
miedenen Orten  der  Erde  einen  verschiedenen,  dem  betreffenden  Werthe 
der  Beschleunigung  g  der  Schwere  proportionalen  Werth  hat.  In  der  Folge 

wird  stets: 

^  =  9,81*  für  Meter  und  Secundo 

als  Längen-  und  Zeiteinheit  gesetzt,  somit  als  Krafteinheit  diejenige 
Kraflgrösse  vorausgesetzt  und  ein  Kilogramm  genannt,  wodurch  einer 
Masse  =  der  Masse  von  einem  Cubikdecimetor  Wasser  im  Znstande  grösster 
Dichtigkeit  eine  Beschleunigung  ^  =  9,81  eitheilt  wird. 

Die  nach  heutigen  mechanischen  Begriffen  unpassende  Bezeichnung 
lebendige  Kraft^  für  eine  Grösse,  welche  nicht  mit  einer  Kraft,  sondern 
mit  der  Arbeit  einer  Kraft  (Einheit:  ein  Kilogramm -Meter)  vergleichbar, 
d.  h.  von  einerlei  Art  ist,  stammt  aus  einer  früheren  Zeit,  zu  welcher  man 
mit  Leibnitz  zweierlei  Kräfte,  todte  und  lebendige  Kräfte,  unterscheiden 
zu  sollen  glaubte. 

Die  Massen kräfte  sind  theils  äussere,  theils  innere.  Als  innere 
Massen  kraft  kommt  hier,  nämlich  als  eine  Ursache  der  Aenderung  des 
äusseren  Körperzustandes,  nur  die  allgemeine  Massenanziehung  in  Be- 
tracht, welche  je  zwei  Massenelemente  des  Körpers  gegenseitig  auf  einander 
aasaben  und  welche  dem  Product  ihrer  Massen  direct,  dem  Quadrat  ihrer 
Entfernung  umgekehrt  proportional  ist;  indessen  ist  bei  irdischen,  im  Ver- 
gleich mit  der  Eitle  sehr  kleinen  Körpern  die  Gesammtwirkung  dieser 
gegenseitigen  Anziehungen  so  klein,  dass  davon  in  der  Kegel  abstrahirt 
werden  darf.    Als  äussere  Massenkräfte,  welche  von  der  gegenseitigen 


*  Allgemein  kann  für  die  geographische  Breite  v^  und  die  Höhe  A  Meter 
ftber  dem  Meere  gesetzt  werden: 

^==9,8058  (1—0,0026  cos  2?^)  (1—0,000000314  h\ 
vonach  y==9,81  nahezu  der  geographischen  Breite  1^  =  50®  an  der  Meeres- 
oberfläche entsprechen  würde,  einer  grösseren  Breite  bei  grösserer  Höhe  des 
Ortes  über  dem  Meere.  • 


XX 


INHALT. 


II.    Gleichgewicht  der  Luft. 

Pangnpli  Seite 

66.  Allgemeine  Bemerkungen 861 

67.  Barometrische  Höhenmessung 364 

68.  Bestimmung  des  specifischen  Gewichts  der  Körper 374 

B.  Bewegung  der  Flüssigkeiten. 

69.  Uebersicht  der  Aufgaben  und  ihrer  Behandlung 380 

J.   Allgemeine  Sätze. 

70.  Widerstandslose  Bewegung  einer  Flüssigkeit  für  den  Fall  der  Existenz 

einer  Kraftfunction  und  einer  Geschwindigkeitsfunction     .    .    .  386 

71.  Wirbellinien  und  Wirbelfäden      . 394 

72.  Strömende  Bewegung  längs  gegebenen  Bahnen 398 

73.  Permanente  Strömung  längs  gegebenen  Bahnen 406 

♦ 

IL   Strömende  Bewegung  in  Gefässen  und  Uohren. 

74.  Voraussetzungen  und  Bezeichnungen 409 

a.  Fenaanente  Bewegung. 

75.  Allgemeine  Gleichungen 412 

76.  Hydraulische  Bewegungswiderstände 416 

77.  Vereinigung  von  Flüssigkeitsströmen 422 

1.   Permanente  Bewegung  des  Wassers. 

78.  Fundamentalgleichungen 426 

a.   Ausfluss  des  Wassers  aus  Gerässen. 

79.  Ausflussgeschwindigkeit  und  Ausflussmenge 428 

80.  Beaction  des  ausfliessenden  Wassers;  Maximum  der  Gontraction    .    .  433 

81.  Ausfluss  aus  bewegten  Gefässen 438 

82.  Bestimmung  der  Erfahrungscoefficienten 440 

83.  Kreisförmige  Mündungen 445 

84.  Rechteckige  Mündungen 449 

85.  Bechteckige  Mündungen  mit  Ansatzgerinnen 458 

86.  Cylindrische  Ansatzröhren 464 

87.  Conische  Ansatzröhren .  472 

88.  Zusammengesetzte  Ansatzröhren 473 

ß.  Bewegung  des  Wassers  in  Röhren. 

89.  Leitungswiderstand  gerader  cylindrischer  Röhren 477 

90.  Gesetz  des  Leitungswiderstandes  nach  Hagen  mit  Rücksicht  auf  die 

Versuche  von  Darcy 486 


INüAliT. 


XXI 


Puagrapli  Seite 

91.  Widerstand  von  Knie-  und  Kropfröhren 494 

92.  Widerstand  in  P'olge  plötzlicher  Aenderung  des  Rohrquerschnltts     .  499 
%.  Einfache  Wasserleitung 508 

94.  Leitungsrohre,  welche  der  Forderung  grösstmöglicher  lebendiger  Kraft 

des  ausfliessenden  Wassers  entspricht 513 

95.  Leitungsröhre,  deren  Weite  und  hindurchfli essende  Wassermenge  vom 

einen  zum  anderen  Ende  stetig  veränderlich  ist 519 

96.  Zusammengesetzte  Wasserleitung 527 

97.  Städtische  Wasserleitung 532 

98.  Bewegung  des  Wassers  durch  Sandfilter 540 

2.   Permanente  Bewegung  der  Luft. 

99.  Fundamentalgleichungen 546 

a.  Ausflnss  der  Luft  aus  Gefassen. 

100.  Ausflnssmenge  und  Zustand  der  ausflittssenden  Luft 548 

101.  Andere  Gestalt  der  Ausflussformeln,  nach  Zeuner 559 

102.  Erfaiuningscoefficienten 566 

103.  Theilweise  Neuberechnung  der  Weisbach'schen  Versuche     ....  580 

ß.   Bewegung  der  Luft  in  Röhren. 

104.  Voraussetzungen  und  allgemeine  Gleichungen       592 

105.  Bewegung  der  Luft  in  einer  Röhre,  durch  deren  Wand  eine  nur  un- 

wesentliche Mr&rmeleitung  stattfindet 593 

1116.  Bestimmung  des  Leitungswiderstandes 597 

107.  Beispiele 605 

108.  Einfiuss  besonderer  Widerstände 614 

109.  Bewegung  der  Luft  in  einer  Röhre,  durch  deren  Wand  eine  wesent- 

liche Wärmeleitung  stattfindet 625 

3.   Permanente  Bewegung  der  Dämpfe. 

HO.   Fundamentalgleichungen 630 

CT.   Ausfluss  der  Dämpfe  aus  Gefössen. 

111.  Theoretische  Formeln 634 

112.  Versuche 639 

113.  Sicherheitsventile  von  Dampfkesseln 646 

ß.   Bewegung  der  Dämpfe  in  Röhren. 

114.  Bewegung  in  einer  Röhre,  durch  deren  Wand  eine  nur  unwesentliche 

Wärmeleitung  stattfindet 656 

115.  Bewegung  der  Dämpfe  in  Röhren  mit  Rücksicht  auf  die  Wärme- 

leitong  der  Bphrwände 661 


8  IKKKBEB  ZUSTANI)  SIKES  KÖRPEBS.  §.  3. 

ämlening,  einer  relativen  Bewegung  nur  insofern  fähig,  als  dieselbe  durch 
jene  Aendemngen  der  Massenelemente  an  sich  bedingt  wird,  während  be- 
nachbarte (an  einander  grenzende)  Massenelementc  beständig  benachbart 
bleiben.  Der  letztere  Umstand  kann  kürzer  dadurch  ausgedrückt  werden, 
das8  benachbarte  Elemente  eines  festen  Körpers  keiner  relativ  gleitenden 
Bewegung  ^hig  sind. 

Flüssige  und  luftförmige  Körper,  welche  zusammen  auch  wohl  flüssig 
im  weiteren  Sinne  genannt  werden,  haben  die  Eigenschaft  einer  unbe- 
sdiräiikten  Veränderlichkeit  ihrer  Gestalt  und  einer  unbeschränkten  Misch- 
barkeit ihrer  Massenelemente;  letztere  selbst  sind  also  in  unbeschränktem 
Grade  der  Gestaltsänderung  und  der  relativen  Bewegung,  insbesondere  be- 
nachbarte Elemente  auch  einer  relativ  gleitenden  Bewegung  fähig.  Die 
Veränderlichkeit  des  Volumens  der  Massenelemente  und  somit  des  ganzen 
Körpers  ist  bei  einem  flüssigen  Körper  im  engeren  Sinne  (tropfbar 
flüssigen  Körper)  beschränkt,  bei  einem  luft förmigen  Körper  dagegen 
bezüglich  auf  Vergrösserung  unbeschränkt  bei  unbeschränkter  Abnahme 
des  Oberflächendrucks.  Ist  auch  die  Voluraenverkleinerung  eines  luftför- 
migen  Körpers  (soweit  unsere  Erfahrung  reicht)  unbeschränkt,  so  heisst 
derselbe  ein  Gas  (permanentes  Gas),  widrigenfalls  ein  Dampf. 

In  der  Regel  sind  die  genannten  verschiedenen  Aggregatformen  einer 
gewissen  Körperart  scharf  von  einander  geschieden;  doch  giebt  es  auch 
Substanzen,  bei  welchen  ein  allmähliger  Uebergang  von  der  festen  zur  flüs- 
sigen Form  oder  umgekehrt  stattfindet  durch  eine  Reihe  von  Zwischen- 
zuständen, in  denen  der  Körper  mehr  oder  weniger  weich,  plastisch  oder 
zähflüssig  erscheint  (z.  B.  Schwefel  und  Phosphor,  häufiger  chemisch  zu- 
sammengesetzte, namentlich  gewisse  organische  Stoffe,  Fette  u.  s.  w.).  Dabei 
scheint,  von  der  festen  Aggregatform  ausgehend,  die  Veränderlichkeit  der 
Gestalt  der  Massenclemente  schneller  zuzunehmen,  als  ihre  relative  Beweg- 
lichkeit, resp.  der  Widerstand  gegen  jene  Gestaltsänderung  schneller  abzu- 
nehmen, als  der  Widerstand  gegen  die  relativ  gleitende  Bewegung  benach- 
barter Massenelcmente,  so  dass  solche  Körper  zwar  in  eine  beliebige  Gestalt 
gebracht,  jedoch  nur  unvollkommen  und  oberflächlich  gemischt  werden 
können,  z.  B.  durch  wiederholtes  Zusammenbringen  verschiedener  Stellen 
der  Oberfläche  (durch  Kneten).  Ein  ähnliches  Verhalten  zeigen  gewisse 
plastische  Körper,  welche  als  innige  Gemische  sehr  fein  zertheilter  fester 
und  flüssiger  Bestandtheile  von  im  Allgemeinen  zugleich  verschiedener  Art 
zu  betrachten  sind. 

Ein  Körper  heisst  in  der  Folge  homogen,  wenn  er  von  gleichförmiger 
Art  ist  und  alle  seine  Elemente  dieselbe  Aggregatfonn  haben.    Für  deu 
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FiU  des  allmähligen  Ueberganges  aus  dor  festen  in  die  flüssige  Aggregat» 
fionn  mfisste  der  Begriff  der  Homogenität  darch  besondere  Definition  fesir 
gestellt  werden  auf  Grand  der  Wahl  eines  Maasses  fttr  den  Widerstand 
gegen  die  Gestaltsänderung  und  die  relative  Bewegung  in  den  verschiedenen 
Zwischenzustäuden  zwischen  der  vollkommen  feston  und  der  vollkommen 
fldsaigen  Aggregatform.  Im  Allgemeinen  werden  die  im  Folgenden  zu  be- 
trachtenden Körper  nicht  als  homogen  vorausgesetzt;  insbesondere  können 
ne,  wenn  auch  von  gleichförmiger  Art,  doch  aus  Theilen  von  unmessbar 
kleiner  oder  auch  von  messbarer  Grösse  bestehen,  welche  verschiedene 
Aggregatformen  haben.  £s  kann  z.  B.  ein  Gemenge  von  Eisstücken  und 
Wasser,  oder  der  mit  tropfbar  flüssigen  Wassertheilchen  gemischte,  also 
feuchte  Wasserdampj^  oder  selbst  der  ganze  Inhalt  eines  Dampfkessels,  be- 
stehend aus  getrennten  Quantitäten  von  Wasser  und  Dampf,  als  ein  Körper 
ftr  sich  betrachtet  und  in  Betreff  seiner  Zustandsänderungen  unter  gewissen 
Umständen  untersucht  werden.  Besteht  ein  solcher  Körper  aus  gleich- 
artigen Theilen  verschiedener  Aggregatform,  welche  einzeln  unmessbar 
klein  und  so  gemischt  sind,  dass  auch  die  Differenz  des  Mischungsverhält- 
aisses  in  je  zwei  benachbarten  unmessbar  kleinen  Volumentheilen  unmess- 
bar klein  ist,  so  soll  er  eine  continuirliche  Mischung  genannt  werden, 
indem  dann  bei  der  Rechnung  die  einzelnen  Bestandtheile  als  unendlich 
klein  von  solcher  Ordnung  vorausgesetzt  werden  können,  dass  das  Mischungs- 
verhältniss  selbst  von  einem  zum  anderen  unendlich  kleinen  Yolumeneloment 
nch  eontinnirlich,  also  unendlich  wenig  ändert. 

Unter  dem  speci fischen  Volumen  v  eines  homogenen  Körpers  oder 
einer  continuirlichen  Mischung  in  einem  gewissen  Punkte  wird  der  Quotient 
aus  dem  Volumen  durch  das  Gewicht  eines  diesen  Punkt  enthaltenden  un- 
endlich kleinen  Körperelementes  verstanden  (Volumen  pro  Gewichtseinheit 

des  Körperelementes);  der  reciproke  Worth  =—  des  specifischen  Volumens 

istdas  speci  fische  Gewicht  y  in  dem  betreffenden  Punkte  (Gewicht  pro 
Volomeneinheit  eines  den  Punkt  enthaltenden  Körperelementes);  die  spe- 

cifische  Masse  ist  ^  =  -.   Das  mittlere  specifische  Volumen  eines 

9 

Körpers,  welcher  auch  eine  discontinuirliche  Mischung  sein  kann,  ist  der 
Qaotient  aus  dem  ganzen  Volumen  durch  das  ganze  Gewicht  desselben;  das 
mittlere  specifische  Gewicht  und  die  mittlere  specifische  Masse  sind  dadurch 
auch  in  obiger  Weise  bestimmt.  — 

Bei  der  zu  Grunde  liegenden  Vorstellung  einer  continuirlichen  Raum- 
erMong  durch  die  Materie  wird  die  Wirkung  der  äusseren  Kräfte  im 
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Inneron  des  Körpers  dadurch  von  einem  zum  anderen  Körperelemente 
überragen,  dass  diese  unendlich  kleinen  Elemente,  in  die  man  sich  den 
Körper  auf  beliebige  Weise  zerlegt  denken  kann,  an  ihren  Berühmngs- 
flächen  mit  gewissen  Kräften,  sogenannten  inneren  Flächenkräften, 
gegenseitig  auf  einander  wirken.  Dieselben  sind  secundäre  Kräfte,  welche 
mit  jenen  primären  Kräften^  (den  äusseren  Kräften  des  Körpers)  und  mit 
der  relativen  Bewegung  des  Körpers  auftreten  und  verschwinden,  aussei^ 
dem  aber  von  der  Beschaffenheit  (der  Art  und  der  Aggregatform)  desselben 
abhängen,  indem  sie  als  der  mechanische  Ausdruck  des  durch  diese  matc^ 
rielle  Beschaffenheit  bedingten  Widerstandos  zu  betrachten  sind,  dessen 
Ueberwindung  die  Aenderung  des  Volumens  und  der  Gestalt  der  Massen- 
elemente, sowie  die  relativ  gleitende  Bewegung  benachbarter  Elemente 
gegen  einander  im  Allgemeinen  erfordert.  Durch  die  bei  verschiedenen 
Körpern  verschiedenen  Beziehungen,  welche  zwischen  den  inneren  Flächen- 
kräften  und  denjenigen  Grössen  stattfinden,  wodurch  die  Aenderungen  des 
Volumens  und  der  Gestalt  der  Massenelemento  sowie  die  relativ  gleitenden 
Bewegungen  benachbarter  Elemente  bestimmt  sind,  wird  die  Körper- 
beschaffenheit, soweit  sie  hierbei  in  Betracht  kommt,  gewissermassen  erst 
definirt,  da  sie  übrigens  bei  der  vorläufigen  Abstraction  von  irgend  einer 
bestimmten  Voraussetzung  in  Betreff  des  Wesens  und  der  Constitation  der 
Materie  an  und  für  sich  undefinirbar  wäre. 

Dabei  sind  diejenigen  inneren  Flächenkräfte,  welche  dem  Widerstände 
gegen  die  Volumen-  und  Gestaltsänderung  der  Massenelemente  entsprechen, 
von  anderer  Art  wie  diejenigen,  welche  als  Widerstandskräfte  gegen  die 
relativ  gleitende  Bewegung  benachbarter  Elemente  zu  betrachten  sind. 
Nur  die  crstercn,  die  sogen.  Spannungen,  charakterisiren  den  inneren 
Zustand;  die  letzteren,  welche  allein  bei  flüssigen  und  luftförmigon  Körpern 
vorkommen  und  als  innere  Reibungen  bezeichnet  werden  können,  be- 
dingen den  inneren  Zustand  nur  mittelbar,  indem  die  Spannungen  von 
ihnen  abhängig  sind.  Zwischen  den  inneren  Reibungen  in  irgend  einem 
Körperpunkte  für  verschiedene  durch  diesen  Punkt  gehende  Ebenen  finden 


*  Der  Begriff  von  primären  und  seeundären  Kräften  ist  nur  relativ  zn 
verstehen.  Die  äusseren  Kräfte,  welche  in  Beziehung  auf  die  davon  abhängigen 
inneren  Flächenkräfte  hier  alle  primäre  Kräfte  genannt  werden,  können  in  an- 
derer Beziehung  zum  Theil  selbst  secundäre  Kräfte  sein,  insbesondere  die  Rei- 
bung an  der  Oberfläche,  welche  mit  der  relativ  gleitenden  Bewegung  des  Körpers 
längs  einem  anderen  auftritt  und  verschwindet  und  in  Betreff  ihrer  Grösse  ent- 
weder von  der  Geschwindigkeit  dieser  gleitenden  Bewegung  (flüssige  Körper) 
oder  von  dem  äusseren  Druck  auf  die  Oberfläche  als  primärer  Kraft  (feste 
Körper)  oder  von  beiden  Umständen  zugleich  abhängen  kann, 
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fibrigens  analoge  Beziehungen  statt  wie  zwischen  den  botreffenden  Span- 
Bingen;  die  letzteren  Beziehungen,  welche  aus  der  Elasticitätstheorie  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden,  lassen  sich  nämlich  auf  innere  Flächenkräfte 
tberfaaupt  ausdehnen  und  sind  in  dieser  Verallgemeinerung  im  Wesent- 
hdien  folgende.* 

A  sei  ein  Punkt  der  in  einem  Körper  angenommenen  Fläche  F,  AB 
die  in  bestimmtem  Sinne  genommene  Normale  derselben  im  Punkte  A^  dF 
ein  diesen  Punkt  enthaltendes,  nach  jeder  Richtung  unendlich  kleines  Ele- 
ment von  F.  Unter  der  inneren  Flächenkraft  =  (»  im  Punkte  A  der 
Fläche  F  werde  daim  der  Quotient  verstanden,  welcher  durch  Division 
waX  dF  in  die  innere  Kraft  erhalten  wird,  die  auf  das  Flächonelement  dF 
von  dem  nach  AB  hin  angrenzenden  Körpertheile  ausgoäbt  wird;  diese 
innere  Kraft  kann  eine  Spannung  oder  zugleidi  eine  innere  Reibung  sein. 
Zerlegt  man  diese  specifischo,  d.  h.  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Flächen- 
kraft ^,  deren  Richtung  mit  der  Richtung  AB  irgend  einen  Winkel  o 
zwischen  0  und  n  bilden  kann,  in  zwei  Componenten  nach  der  Normalen  und 
nach  der  Tangentialebene  von  F^  so  sei  die  Normalcomponente  Q€09C9  =  0, 
die  Tangentialcomponente  q  stn  €0^=1.  Erstere  ist  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  sie  nach  AB  oder  nach  BA  gerichtet  ist,  einem  Zug  oder  Druck 
auf  dF  entsprechend;  die  Tangentialcomponente  ist  eine  absolute  Grösse, 
kann  aber  in  der  Tangentialebene  wieder  in  Componenten  nach  gewissen 
Richtungen  zerlegt  werden,  die  dann  positiv  oder  negativ  sind,  je  nachdem 
diese  Richtungen  mit  der  Richtung  von  l  spitze  oder  stumpfe  Winkel  bilden. 

Es  seien  nun  insbesondere  AX,  A  F,  AZ  drei  zu  einander  senkrechte 
Richtungen  parallel  den  Coordinatcnaxen,  auf  welche  der  Köq)er  bezogen 
wird  und  für  welche  ar,  y,  s  die  Coordinaten  des  Punktes  A  sind;  es  seien 
femer  die  Componenten  der  inneren  Flächenkräftc 

nach  den  Richtungen  AX  AY  AZ 

1)  im  Punkte  A  der  Ebene  YAZ=  o^     hu     hs 

2)  im  Punkte  A  der  Ebene  ZAX=lyj.    öy      lyi 

3)  im  Punkte  A  der  Ebene  XAY=:l^    hy     ög 

verstanden  im  Sinne  derjenigen  Kräfte,  welche  die  auf  den  Seiten  der  po- 
sitiven Axrichtungen  AX^AY,  AZ  gelegenen  Körpertheile  auf  die  genannten 
ÖKjncn  pro  Flächeneinheit  im  Punkte  A  ausüben.  Betrachtet  man  A  als 
Eckpunkt  eines  rechtwinkeligen  parallelepipedischen  Körperclementcs, 
dessen  gegenüber  liegender  Eckpunkt  A^  die  Coordinaten  x-\-dx^  y  -f-  rfy, 
z-f^  hat,  so  erhält  man  die  Flächenkräfte,  welche  auf  die  drei  um  den 


*  Siehe  des  Verfassers  ,,Festigkeit8lehre'S  Nr.  209  u.  ff. 
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Eckpunkt  A  keruroliegeDdeu  Seitcnebeiien  dieses  Körperelementes  von  <H 
äusserlich  angrenzenden  Körpennasse  ausgeübt  werden,  indem  man 
obigen  drei  Gruppen  von  specifischen  Kräften  unter  1),  2)  und  3)  bezie] 
ungsweiso  mit  —  rfyrfs,  —  dzdx  und  —  dxdy  multiplicirt,  desgleu 
die  Kräfte,  welche  auf  die  drei  um  den  Eckpunkt  Ä^  herumliegenden  Seitei 
ebenen  von  der  äusserlich  angrenzenden  Körpermasse  ausgeübt  werdei 
indem  man  dieselben  Gruppen  specifischer  Kräfte  mit   dyd%^  dtdx  m 
dxdy  multiplicirt,  nachdem  sie  zuvor  um  ihre  partiellen  Differentiale,  be- 
ziehungsweise nach  a;,  y  und  %  genommen,  vergrössert  worden  sind. 

Die  so  erhaltenen  18  Oberflächenkräfte  des  Körperelementes  sind  in 
Gleichgewichte  mit  den  auf  seine  Masse  wirkenden  äusseren  Kräften  und 
mit  den  Reactionskräften  dieser  Masse  gegen  ihre  Beschleunigung.    Ist 
(i  die  specif.  Masse  des  Körpers  (Masse  der  Volumeneinheit)  im  Punkte  J^ 

und  sind  im  Sinne  der  Coordinateuaxen 
X,  F,  Z  die  Componenfen  der  äusseren  Kraft  pro  Masseneinheit, 
^x^  9>»?  ^t  diö  Componenten  der  Translationsbeschleunigung  des  Körper- 
elementes, 
so  sind  die  Componenten  seiner  äusseren  Kraft 

=  (iXdxdydz^     flYdxdydt^     fiZdxdy  d% 

und  die  Componenten  der  Reactionskraft  gegen  seine  Translationsbeschleu- 
nigung 

=  —  ii(pj.dxdydzy     —  (iq>jf  dx dydz^     —  (iq)g  dx dy dz^ 

während  die  Reactionskräftepaare  bezüglich  auf  die  Winkelbeschleunigungen 
des  Körperelementes  um  drei  durch  seinen  Mittelpunkt  parallel  den  Coor- 
dinatenaxen  gelegte  Axen  mit  den  betreffenden  Trägheitsmomenten  unend- 
lich klein  5ter  Ordnung  sind.  Die  6  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichtes aller  auf  das  Körperelement  wirkenden  Kräfte  ergeben  die  fol- 
genden Beziehungen:* 


hc. 


hl 


xy 


bx 


+ 


xs 


hy 
hl 


+ 


+ 


hl 


sx 


hl 


»y 


hx 


+  sf  + 


h% 

hCg 


+  (i  (Z-~9x)  =  0 
^  H{Y-q>,)  =  0 


'MM 


''MX 


^xy 


=  l 


Vf 


=  l 


XM 


=    l 


yx 


> . 


CD- 


*  Die  runden  h  dienen  hier,  wie  in  der  Folge  immer,  zur  Bezeichnung 
partieller  Diiferentialquotienten,  im  Gegensatze  zu  den  geraden  d,  durch  welche 
Differentiale  und  vollständige  Differentialquotienten  bezeichnet  werden. 


f  3. 
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Setzt  man  hiemach  kürzer: 


lyg     Igy     Taf,  Iggc    Ixg     'y»  *«|f     ^jfX     *fl 


10  ist: 


hc. 


hx 


+  ^  +  #  +  f^(X-9)x)  =  0 


ÖS 


br 


+  vf+^  +  i"(^-9>.)=0 


Die  6  Grössen 


öy 


'y? 


öl, 


+  ^  (^—9).)  =  0 


(2). 


h',  ^y?  ^j  bestimmen  die  innere 
Flächenwirknng  im  Punkte  A  vollständig,  denn  sie  bestimmen  nach 
GrOfise  nnd  Richtung  (Winkel  mit  den  Axen  =  a,  h^  e)  die  innere  Flächen- 
kraft  Q  im  Punkte  A  einer  beliebigen  Ebene,  deren  Normale  Aß  die  Winkel 
OL,ß,  Y  mit  den  Axen  bildet,  und  zwar  durch  die  Gleichungen: 


Q  eos  a  =  Ox  C08  a  -\-  ly  cos  f  -\-  lg  cos  ß 
Q  cos  h  =  öy  cos  ß  '\-  If  cos  a  -{-  Ix  cos  y 
Q  eos  c  =  6g  cos  y  -\-'  Ix  cos  ß  -\-  Iff  cos  a 


.  .  (3), 


entqirechend  dem  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  unendlich  kleinen 
Tetraeder,  welches  von  der  körperlichen  Ecke,  deren  Kanten  AX^  AY^  AZ 
sind,  Ton  einer  zu  AB  senkrechten  Ebene  abgeschnitten  wird. 

Die  Normalcomponente  C  dieser  inneren  Flächenkraft  q  ergiebt  sich 
mit  Hftlfe  der  Gleichungen  (3): 

C  z=z  Q  (eos  a  eos  a  -\-  cos  b  cos  ß  -\-  cos  e  cos  y) 

=  6x  cos^  (X.  '\-  Cy  cos*  ß  -\-  ög  cos*  y  -^  2  Zx  cos  ß  cos  y  -\-  2ty  cos  y  cos  a 

-{-  2  Tg  cos  a  cos  ß  .  .  .  (4), 

iForaus  dann  weiter  zu  schliessen  ist,  dass  die  Summe  dieser  Normal- 
kräfte 0  für  je  drei  in  einem  Punkte  A  sich  rechtwinkelig 
sehneidende  Ebenen  gleich  gross  ist.  Auch  kann  daraus  gefolgert 
werden,  dass  sich  durch  jeden  Punkt  eines  Körpers  immer  drei  zu  einander 
senkrechte  Ebenen  legen  lassen,  für  welche  die  Tangentialcomponenten  der 
inneren  Flächenkräfte  in  diesem  Punkte  =  Null,  letztere  selbst  also  nor- 
ml  sind. 

Den  Gleichungen  (2)  zufolge  bedingen  sich  die  Bewegung  eines 
Körpers  und  sein  innerer  Zustand  (bestimmt  durch  den  Spanuungszustand 
ond  durch  fi  bei  gegebener  Art  und  Aggregatform  des  Körpers)  gegenseitig, 
so  dass  im  Allgemeinen  beide  gleichzeitig  in  Untersuchung  gezogen  werden 
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müssen.     Dabei  sind  die  beiden  Fälle  eines  festen  Körpers  und   einer 
Flüssigkeit  (im  weiteren  Sinne  des  Wortes)  zu  unterscheiden,  nicht  nur  weü 
im  letzteren  Falle  die  Grössen  ö  und  t  ausser  den  Spannungscomponenten 
zugleich  die  Componenten  der  inneren  Reibung  in  sich  schliessen,  sondern 
auch  weil  den  Differentialgleichungen  der  Bewegui^  bei  einer  Flüssig- 
keit überhaupt  eine  andere  Auffassung  zu  Grunde  liegt  wie  bei  einem  festen 
Körper.  Indem  nämlich  die  Massenelemente  der  Flüssigkeit  einer  beliebigen 
relativen  Bewegung  fähig  sind,  wobei  sie  zugleich  rotiren  und  eine  anbe- 
schränkte Gestaltsverändemng  erfaliren  können,  lässt  sich  die  Aendemng 
ihres  äusseren  und  inneren  Zustandcs  nur  mittelbar  dadurch  verfolgen,  dass 
diese  Zustände  für  dasselbe  Yolumenelement  zu  verschiedenen  Zeiten  und  für 
verschiedene  Yolumenelemente  zu  derselben  Zeit  bestimmt  werden  abgesehen 
zunächst  von  der  individuellen  Materie,  welche  in  den  betreffenden  Volamenr 
elementen  enthalten  ist  Während  also  das  Körperelement,  welches  den  obigen 
Betrachtungen  hinsichtlich  der  inneren  Flächenkräfte  zu  Grunde  lag,  bei  der 
Anwendung  auf  einen  festen  Körper  als  ein  Massenelement  (im  Sinne  der 
Definition  in  §.  1)  zu  betrachten  ist,  hat  man  es  bei  der  Anwendung  anf 
eine  Flüssigkeit  nur  während  eines  unendlich  kleinen  Zeitelementes  als  den 
Inbegriff  und  Träger  einer  individuell  bestimmton  Masse  zu  betrachten. 
Dabei  können  relativ  gleitende  Bewegungen  auch  im  Inneren  dieses  Körper- 
elementes und  von  solcher  Art  stattfinden,  dass  sie  schräg  gegen  die  Ober- 
fläche desselben  gerichtet  sind,   somit  auch  die  Reibung  ebenso  wie  die 
Spannung  an  irgend  einer  Stelle  der  Oberfläche  des  Elementes  im  Allge- 
meinen aus  einer  normalen  und  einer  tangentialen  Componente  besteht. 
Die  Differentialgleichungen  (2)  enthalten  10  unbekannte  Functionen: 

<>a:,    Öy,    Ö«,    ?i:,    ty,    Tg]     (px,    9?y,    g)s',    fl 

der  unabhängig  Veränderlichen  ar,  y,  z  und  der  Zeit  t.  Um  sie  zur  Be- 
stimmung der  Zustandsänderungen  (der  Aenderungen  des  äusseren  und 
inneren  Zustandes)  eines  Körpers  unter  gegebenen  Umständen  geschickt  zu 
machen,  müssen  sie  so  umgeformt  und  ergänzt  werden,  dass  die  Zahl  der 
zur  Verfügung  befindlichen  Gleichungen  gleich  der  Zahl  der  darin  vor- 
kommenden Grössen  ist,  welche  als  Functionen  von  a?,  y,  z,  t  zu  bestimmen 
sind.  Vor  Allem  dienen  dazu  die  allgemeinen  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Spannungen  und  den  Deformationen  der  Massenelemente,  sowie  zwischen 
den  inneren  Reibungen  und  den  relativen  Bewegungen  benachbarter  Ele- 
mente des  Körpers  stattfinden. 
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f.  4.    BUrereBtiftlirleiehaBgen   zur  Untersnekanir   <l6T  ZnstandsSiidemiigr 
daet  festen  KSrpen  unter  der  Einwirkung  gefebener  Süsserer  Krftfte. 

Die  inneren  Flächenkräfte  sind  in  diesem  Falle  lediglich  Spdnnungen^ 
die  Grössen  o  Normalspannungen,  die  Grössen  t  Tangentialspann- 
oBgen«  Die  rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  werden  im  Körper  fixirt 
gedacht  (siehe  §.  2),  und  es  bezeichnen  x^  y,  z  diejenigen  Coordinaten 
eines  materiellen  Punktes  A^  welche  dem  Falle  entsprechen,  dass  die  in 
Betracht  gezogenen  äusseren  Kräfte  =  Null  sind  und  der  Körper  sich  in 
relaÜTer  Ruhe  befindet,  somit  auch  alle  Spannungen  =  Null  sind,*  für 
welchen  Fall  der  Zustand  des  Körpers  sein  ursprtlnglicher  Zustand 
faeissen  mag;  durch  diese  Coordinaten  sind  der  materielle  Punkt  A^  desgl. 
der  materielle  Punkt  A^  (x  -{-dx^  y-{-  dy^  z-^-dz)  sowie  das  parallelepipe* 
dische  Massenelement,  dessen  Diagonale  AA^  ist,  individuell  bestimmt 
Ebenso  sind  X,  F,  Zdie  Componeuten  der  relativen  beschleunigenden 
Kraft  bezüglich  auf  das  im  Körper  fixirte  Axensystem,  dessen  etwaige 
eigene  Bewegung  im  Folgenden  ausser  Betracht  bleibt,  indem  der  Zustand 
des  Körpers  nur  als  innerer  und  als  relativer  Bewegungszustand  aufgefasst 
wird.  Sind  nun  §,  tj,  g  die  Aenderungen  der  Coordinaten  rr,  y,  s  des  ma- 
teriellen Punktes  A^  so  sind  sie  als  Functionen  von  x^  y,  z  und  der  Zeit 
i  zo  bestimmen,  um  dadurch  den  Zustand  des  Körpers  in  jedem  Augenblicke 
zu  kennen. 

Zunächst  ist  nämlich  durch  diese  Grössen  ^  ij^  <;  die  verhältnissmässig 
kleine  Deformation  des  parallelepipedischen  Massenelementes  AA^  bestimmt, 
sofern  dieselbe  bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  in 
einer  Längenftnderung  der  Kanten  und  einer  Aenderung  der  von  ihnen 
gebildeten  ursprAnglich  rechten  Winkel  besteht  Sind  im  geänderten  Zu- 
stande 

die  Kantenlängen  =  dx  {1  -\-  e^),     dy  (1  -\-  b^)^     ä  (1  -|-  f, ), 


die  Kantenwinkel  =  y  —  /^  ,    —  —7^,    J  ~^'^ 


so  ist:** 


*  Wenn  man  gewisse  äussere  Kräfte,  z.  B.  den  Atmosphärendruck  auf 
die  Oberfläche  oder  die  Schwere  des  Körpers,  bei  einer  Untersuchung  unbe- 
racksichtigt  lässt,  so  werden  auch  die  ihnen  entsprechenden  Spannungen  in  die 
Grössen  a  und  Z  nicht  einbegriffen. 

**  In  Betreff  dieser  und  der  folgenden  Relationen  siehe  n.  A.  des  Verfassers 
..Festigkeitslehre",  Nr.  221  u.  ff. 
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§4. 


e«  =  r-= 


7*  = 


r» 


7'  = 


^5      ÖS 

hz  "*"  hy 
6y     '    hx 


(1)- 


Durch  diese  Ausdehnungen  €x,  £y,  fi  ina  Punkte  A  nach  den 
Richtungen  der  Axen  und  durch  die  Verschiebungen  7,,  y^,  7,  der 
beziehungsweise  diesen  Richtungen  parallelen  Seitenebenen  des  parallel- 
epipedischen  Elementes  nach  den  anderen  Axrichtungen  ist  die  Ausdeh- 
nung s  im  Punkte  A  nach  der  Richtung  (a,  ß,  7)  bestimmt  durch  die 
Gleichung: 

e  =:  £g.  eos^a  +  e^  eos^ß  +  f,  eos^  7  '\-  7x  ^'  ß  eosy  -\-  y^  eosy  eos  a 

-\-  yg  cos  a  cos  ß  .  ,  .  (2), 

aus  welcher,  der  Gl.  (4)  in  §.  3  analogen,  Gleichung  sich  ergiebt,  dass 
für  jeden  Punkt  die  Summe  der  Ausdehnungen  nach  je  drei  sich 
rechtwinkelig  schneidenden  Richtungen  constant  ist;  diese 
Summe: 


e 


+  ^f,  +  ^' 


hat  die  Bedeutung  der  Volumenausdohnung  im  Punkte  ^  (Vergrösse- 
rung  der  Volumeneinheit  eines  den  Punkt  A  enthaltenden  unendlich  kleinen 
Massenelementes  beim  Uebergange  aus  dem  ursprünglichen  in  den  verän- 
derten Zustand). 

Auch  kann  aus  Gl.  (2)  gefolgert  werden,  dass  sich  durch  jeden  Punkt 
A  eines  Körpers  immer  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  legen  lassen, 
für  welche  die  Verschiebungen  7  in  jenem  Punkte  =  Null  sind,  so  dass  ein 
parallelepipedisches  Massenelement,  von  welchem  im  ursprünglichen  Zn- 
stande drei  Seitenebenen  mit  jenen  Ebenen  zusammenfallen,  auch  im  ge- 
änderten Zustande  rechtwinkelig  bleibt.  Diese  Ebenen  sind  dieselben  wie 
diejenigen,  für  welche  nach  §.  3  die  Tangentialspannungen  =  Null,  also 
die  Spannungen  Normalspannuugen  sind.  Letztere  =  ö^,  Ö2,  Ö3  heissen  die 
Hauptspannungen,  die  entsprechenden  Ausdehnungen  nach' den  Rich- 
tungen derselben  =  f^,  s^^  s^  die  Hauptausdehnungen  im  Punkte  A; 
unter  ihnen  befinden  sich  (algebraisch  verstanden)  die  grösste  und  die 
kleinste  Normalspannung  C  resp.  Ausdehnung  £,  welche  im  Punkte  A  nach 
irgend  welchen  Richtungen  stattfinden. 


|4 
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Die  Beziehangen  zwischen  den  Grössen  0,  l  und  f,  7,  bezogen  aif 
denselben  Punkt  und  dieselben  Axrichtungen,  enthalten  verschiedene  Con- 
stante,  welche  von  der  Beschaffenheit  des  Körpers  abhängen  und  sieh  fUr 
den  Fall  eines  isotropen  Körpers,  d.  h.  eines  Körpers,  welcher  naclf 
allen  Richtungen  gleich  beschaffen  ist,  auf  nur  zwei  reduciren;  es  ist  dann 
B&mlich: 


ö. 


--('.+^)=-(t'+.-i: 


ö,  —  2G 


{'■  +^,)  - 


hz  '   «—2. 


(3). 


Die  beiden  Constanten  O  und  n  stehen  zu  einer  anderen  Constanten, 
dem  sogenannten  Elasticitätsniodul  J?,  in  der  Beziehung: 

mit  deren  Hälfe  der  Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  b  und  ö  auch 
in  der  Form  dargesteUt  werden  kann: 


:eb, 


Or " 


ö^  +  ö. 


^^n  =  <iif  — 


n 


n 


ÜB, 


(4). 


Aus  diesen  Gleichungen  geht  die  Bedeutung  der  Constanten  E  und  n 
am  deutlichsten  hervor,  wenn  man  zwei  der  drei  Normalspannungen  =  Null 


Ox  Bx 

setzt;  z.  B,  öjf  =  ög  =  0  giebt:  JF  =    -  und  «  =^  —      = 


Bb 


THe  Bedeutung  der  Constanten  G  ist  ohne  Weiteres  aus  den  Gleichungen: 


G  =  ^  =  -^  = 


Yy 


s 


pßichtlich.  Die  Constanten  F  und  G  sind  fttr  verschiedenartige  Körper 
sAr  verschieden;  w  dagegen  hat  nur  wenig  verschiedene  Werthe  für  alle 
solche  Körper,  welche. näherungsweise  als  isotrop  gelten  können,  und  hat 
ach  insbesondere  für  Kupfer,  Messing,  Eisen  und  Glas  nach  Versuchen  von 

OTiBhof,  tlieoret.  MaBchineiüehTe.    I.  «2 
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ZünAMOBÄMßEXtnSQ  MIXBS  FS8Tm  KÖKFKB8. 


§^4. 


Wertheim  and  von  Regnaalt  =  3  bis  4  ergeben.*  Tbeoretuche  unter» 
suchnngen  anf  Gmnd  der  atornktiscfaen  Ansicht  in  Betreff  der  Constitntioa 
der  Materie  lassen  vermathen,  daas  n  sich  nm  so  mehr  der  Qrenze  4 
n&hert,  je  vollkommener  die  Isotropie  des  Körpers  ist** 

Wenn  man  die  AnsdrOcke  von  <;^,  <>„  0«,  f,?  f^i  h  als  Fnnetionem 
von  ^fl,^  nach  GL  (3)  zusammen  mit  den  AnsdrQcken  der  Beschleunigung»- 
componenten: 


h^i 


in  den  Gleichungen  (2)  von  §.  3  substituirt,  so  erhält  man  mit  Rflcksicht 
darauf;  dass 

2 

~       U— 2  öx  "^  bi«  +  öy«  "^  Ö«V 

ist  und  dass  die  zweite  und  dritte  jener  Gleichungen  in  Beziehung  auf  die 
y-Axe  resp.  s-Axe  ebenso  gebildet  sind  wie  die  erste  in  Beziehung  auf  die 
;i^Axe: 


=<'[^s+^+S)+ 


^+ 


*5  4-  *S  4.  *S 


b'§\ 
bfj 

=  0 

bhj\ 
'  btV 

—  0 

'  btV 

—  0 

Durch  diese  Gleichungen,  in  welchen 

bg       ö,       6$ 

(5). 


*  In  Betreff  der  Yersuchsmethode  siehe  des  Verfassers  ,,Festigkeitslehre*S 
Nr.  169. 

**  Siehe  u.  A.  ,,Studien  zur  mathematischen  Theorie  der  elastischen 
KOrper*'  von  J.  Dienger  in  Grüner t*8  Archiv  der  Mathematik  und  Physik, 
23.  Theil. 
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ist  md  li  (nrsprOn^be  speeif.  Masse  im  Punkte  z^  y,  %)  soi^ie  die  Com- 
ponenten  X,  F,  Z  der  beschleunigenden  Massenkraft  im  Allgemeinen  als 
Fonctioneii  Ton  op,  y,  2  gegeben  vorausgesetzt  werden,  sind  mit  Kflcksicht 
aaf  die  gegebenen  Oberfläcbenbedingungen  (Oberflächenkräfte,  Unterstützung 
oder  Befestigung  des  Körpers  an  gewissen  Stellen  der  Oberfläche)  und  den 
fegebenen  Anfangszustand  (äusseren  und  inneren  Zustand  für  ^  =  0)  die 
Grössen  §,  j^^  ^  als  Functionen  von  x^  y,  z  und  t  bestimmt.  Somit  ist  dann 
auch  für  jeden  Augenblick  durch  die  Geschwindigkeitscomponenten 

H    htj     ög 

der  relative  Bewegungszustand,  durch  die  Grössen  ö  und  t  nach  Gl.  (3) 
der  Spannungsznstand  und  mit  e  auch  die  speeif.  Masse  =  jU  (1 — e)  in 
aOen  Punkten  des  Körpers  bestimmt  — 

Bei  den  späteren  Untersuchungen  wird  in  der  Kegel  vorausgesetzt, 
dass  der  innere  Zustand  für  jeden  Punkt  eines  Körpers  durch 
nur  zwei  Grössen  bestimmt  sei.  Soll  das  fttr  einen  festen  Körper 
gelten,  so  müssen  alle  Tangentialspannungen  für  beliebige  Ebe- 
nen =  Null  sein,  was  u.  A.  jedenfalls  voraussetzt,  dass  auf  die  Oberfläche 
des  Körpers  nur  normale  äussere  Kräfte  wirken.  In  den  Gleichungen  (3) 
in  Tongern  §.  ist  dann: 

ud  für  jede  Richtung  ci,  ß^  y- 

a  =  a,  h  =  ß,  c  =  Y, 
folglich 

d.  h.  die  Normalspannung  in  irgend  einem  Punkte  für  alle  Ebe- 
nen gleich  gross.  Wird  dieselbe,  welche  dann  schlechtweg  die  Spann- 
ung im  betreffenden  Punkte  genannt  werden  kann,  mit  C  bezeichnet, 
so  ist  durch  fi  und  0  bei  gegebener  Art  und  Aggregatform  des  Körpers 
sein  innerer  Zustand  im  fraglichen  Punkte  bestimmt.  Nach  den  Gleichungen 
(2X  |.  3  ist  dann: 

^^fi  (X-9),)  =  0;  ^+  i"  (y-9y)=0',  ^+f,(Z-<jp,)  =  0  .  (6), 

voraus  im  Falle  relativer  Ruhe,  für  welchen  fi  und  c  nur  von  ^,  ^,  % 
abhängig  sind, 

da  =  —fi  {Xdx  +  Ydy  +  ZisL) (7) 

folgt.   Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  das  vollständige  Differential 

2* 
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einer  Function  von  x,  jr,  s  ist,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  rechten  Seite, 
d.  h.  es  giebt  6ine  gewisse  Function  F  (x,  y,  t)  der  Art,  dass 

^„_hF(x,y,%)  hF{x,y,z)       ,,  „_iiF(x,y,z) 

''^-~hx^'  ''^-~b^''  ^'^-~hr~ 

ist.    Aus  Gl.  (7)  folgt  damit: 

<>  =  —  F{x^y^z)  -\-  Const,^ 

wobei  die  Constante  durch,  den  äusseren  Druck  =  p^  in  irgend  einem 
Punkte  Xq^  y^,  z^  der  Oberfläche  bestimmt  ist;  nämlich: 

Cmst  =  —  jt?o  +  F(xq,  yo,  z^). 

Der  Körper  kann  in  diesem  Falle  durch  Flächen  gleicher  Spann- 
ung, deren  Gleichungen 

Fix,y,z)  =  C 

sind,  unter  C  verschiedene  Constante  verstanden,  in  unendlich  dünne 
Schichten  zerlegt  werden  so,  dass  nur  von  einer  zur  anderen  Schicht  die 
Spannung  sich  ändert. 

Ist  schon  X  dx  -{-  Ydy  -|-  Zdz  =  df{x^  y,  2)  das  vollständige 
Differential  einer  Function  von  a:,  y,  25,  also 

da  =  —n  df(x,  y,  2)  =  —  dFix,  y,  2), 

so  ist  fi  eine  Function  der  Function  /;  die  Gleichung: 

/(a?,y,8)  =  c, 

unter  c  verschiedene  Constante  verstanden,  gehört  dann  einer  Schaar  von 
Flächen  an,  in  deren  sämmtlichen  Punkten  (i  und  ö  gleich  gross 
sind. 

Wären  die  äusseren  Massenkräfte  =  Null  (X=  Y=  Z=tO\ 
so  hätte  die  Function  /  für  alle  Punkte  des  Körpers  denselben  Werth,  und 
es  mUssten  also  auch  fi  und  0  in  allen  Punkten  gleich  sein,  ins- 
besondere —  0  =  Pq  =  dem  äusseren  Druck,  welcher  für  alle  Punkte  der 
Oberfläche  gleich  sein  müsste. 

Wäre  umgekehrt  Pq  =  Const  gegeben,  so  würde  daraus  nur  folgen, 
dass  die  Oberfläche  eine  Fläche  gleicher  Spannung  ist,  also  der  Flächen- 
schaar: 

F  (X,  y,z)=C 
angehört.  — 

Diese  letzteren  Bemerkungen  über  die  Flächen  gleicher  Spannung  gelten 
ebenso  wie  die  Gleichung  (7)  allgemein  für  alle  Körper,  in  welchen  keine 
Tangentialspannungen  vorkommen.  Bei  Flüssigkeiten  werden  sie  später  in 
der  Hydrostatik  als  sogenannte  Niveauflächen  in  Betracht  kommen. 


ih. 
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i  5.  Biffereiitialirleiebiiiiireii  zur  Untersuelittiiip  der  ZastandsXnderiiiiir 
tiier  Flisdrkeit  (in  weiteren  8inne)  unter  der  Einwirkung  fe^bener 

Ansserer  Krifte. 

Die  Coordinatenaxen  werden  im  allgemeinen  Falle,  dass  die  Flüssig- 
keit in  relativer  Bewegung  ist,  ausserhalb  derselben  fixirt  gedacht  an  das 
Gföss,  die  Röhre,  den  Canal,  überhaupt  das  System  fester  Wände,  worauf 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  bezogen  wird.  Die  Coordinaten  o?,  y,  z  eines 
nämlichen  Punktes  A  können  dann  auch  als  die  Coordinaten  des  materiellen 
Punktes  der  Flüssigkeit  betrachtet  werden,  welcher  sich  zur  Zeit  t  im 
Pi|nkte  A  des  Raumes  oefindet;  «,  y,  %  sind  im  ersteren  Falle  unabhängig 
Tiriabel,  im  letzteren  Falle  Functionen  von  t.    Ebenso  können 

die  specifische  Masse  =  fi, 

die  Componenten  der  beschleunigenden  Massenkraft  =  X^  Y^  Z^ 

die  Componenten  der  Beschleunigung  =  g)x^  q>^  g)^  und 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  =  u,  v^  w 

im  Punkte  A  des  Raumes  zur  Zeit  ^,  welche  Grössen  Functionen  der  (bei 
dieser  Auffassung  unabhängigen)  Variablen  :r,  y,  s,  t  sind,  auch  auf  den  ma- 
teriellen Punkt  bezogen  worden,  welcher  sich  zur  Zeit  t  im  Punkte  A  dos 
Raames  befindet,  wobei  dann  x,  y,  z  Functionen  von  t  sind  und 


u 


dx 
dt' 


dy 
dt' 


w 


d% 
dV 


du       b«       hu  dx       hu  dy       hu  dz 
^'^  Ü^^ht^hxÜ^hy  dt  ~^  h%  dt 


hu 


hu 


,       ,       5«    ,         hu 

^b^+^^  +  ^öy  +  'ö. 

dv       hv  hv    ,       hv  hv 

desgl.  <f>,  =-^=^  +  "öi  +  '-by'^"'  ö", 

hw 


U) 


du>      hw         hw         hw    . 
^        dt       ht~    hx^    hy^      hz 

ist  Die  inneren  Flächenkräfte  (p,  6  und  l)  der  Formeln  in  §.  3  sind 
)etzt  aus  Spannungen  und  inneren  Reibungen  zusammengesetzt.  Wenn  man 
^r  den  Begriff  einer  Flüssigkeit  dahin  ergänzt,  dass  ihre  Massenelemento 
nicht  nur  einer  unbeschränkten  Gestaltsänderung  fähig  sind,  sondern  dass 
einer  solchen  an  und  für  sich,  d.  h.  abgesehen  von  einer  gleichzeitig  statt- 
findenden Yolumenänderong  und  relativ  gleitenden  Bewegung,  sich  auch 
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kein  Widerstand  entgegensetzt,  wenn  man  wenigstens,  was  tropfbare 
FlOssigkeiten  betrifiFt,  die  mathematische  Untersnchnng  aof  solche  ideale 
oder  vollkommene  Flüssigkeiten  beschränkt,  welche  (wie  la£üS5rmige 
Fläsngkeiten  anbedingt)  jener  Yoraossetznog  vollkommen  widerstandsloser 
Gestaltsändemng  der  Massenelemente  entsprechen,  so  sind  die  Tangential- 
spannnngen  =  Null,  die  Grössen  t  also  lediglich  innere  Reibungen.  Be- 
zeichnet man  dann  mit  /i^,  p^^  p^  und  p  die  Pressungen  der  FlOssigkcit 
im  Punkte  A  (x,  y,  z)  für  Ebenen,  die  zu  den  Richtungen  AX^  AT,  AZ 
und  AB  (a,  ß,  y)  senkrecht  sind,  welche  Pressungen  hier  statt  der  ent- 
gegengesetzten Normalspannungen  eingeführt  werden,  da  letztere  negativ 
sind,  wenigstens  nur  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  kleine  positive  Werthe 
haben  können,  die  dann  ausnahmsweise  negativen  Werthen  der  Pressungen 
p  entsprechen  würden,  bezeichnet  man  femer  mit  <Jjc,  ö»^,  d  die  Normal- 
componenten  der  inneren  Reibungen  im  Punkte  A  für  die  zu  AX^  A  F,  AZ 
senkrechten  Ebenen,  mit  q  die  innere  Reibung  im  Punkte  A  der  zur  Rich- 
tung AB  senkrechten  Ebene,  und  mit  a,  ä,  c  die  Richtungswinkel  von  Q 
mit  den  Coordinatenaxen,  so  gehen  die  Gleichungen  (3),  §.  3  über  in: 

—  pco8a-{-  Q€08a  =  ( —  Pj^  -f-  ö^)  cos  a -\- l^  cos  y  -\-  lg  cos  ß 

—  pcosß  -^  Qcosb  =  ( —  pg  -f-  öy)  cos  ß  -\- ts  cos  a -\-  Ix  cos  y 

—  p  cos  y  -{-  (f  cos  c  =  ( — pt  -\-  Og)  cos  y  -{-  l^cos  ß  -\-  lg  cos  a , 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Pressung  und  die  innere 
Reibung  sich  unmittelbar  nicht  gegenseitig  bedingen,*  müssen 
diese  Gleichungen  von  den  Pressungen  unabhängig  von  den  Werthen  der 
inneren  Reibungen,  und  von  letzteren  unabhängig  von  den  Werthen  der 
erster en  erfüllt  werden;  daraus  folgt: 

und  Qcosa:=6xCosa-{-  lyCasy  -\-  lg  cos  ß 
Qcosh:=  öy  cos  ß  -\-  lg  cos  a -\-  Ix  cos  y 

QCOSC:=    Ög  cos  y  -\- tx  COS  ß  -\-  ly  COS  « 

für  alle  Richtungen  a,  j3,  /. 

Die  hiernach  im  Punkte  A  für  alle  Ebenen  gleiche  Pressung  p  kann 
schlechtweg  die  Pressung  der  Flüssigkeit  in  diesem  Punkte  genannt 


*  Diese  Annahme  ist  den  theoretischen  Untersuchungen  über  die  Fiflasig- 
keitsreibung  fast  allgemein  zu  Grunde  gelegt  worden,  mit  Ausnahme  von  Euler, 
welcher  die  Reibung  auch  in  Flüssigkeiten  (wie  zwischen  festen  Körpern)  der 
Pressung  proportional  setzte;  die  aus  der  üblichen  Annahme  gezogenen  Folge- 
rungen sind  indessen  mit  der  Erfahrung  in  Einklang. 
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werden;  sie  bestimmt  mit  der  specif.  Masse  fi  (oder  dem  specif.  Volumen 
resp.  dem  specif.  Gewicht)  den  inneren  Zustand  in  diesem  Punkte. 

Da  nun  die  in  §.  3  fiir  die  resultirenden  inneren  Flächenkräfte  anf- 
gfstoUten  Gleichungen  (3)  auch  für  die  inneren  Reibungen  allein  gelten, 
so  lassen  sich  auch  die  daraus  gezogenen  Folgerungen  ohne  Weiteres  auf 
die  inneren  Reibungen  übertragen.  Insbesondere  gilt  auch  für  sie  die  dor- 
tige Gl.  (4),  und  es  ist  in  jedem  Punkte  A  die  Summe  der  Normal- 
componenten  der  inneren  Reibungen  für  je  drei  sich  rechtwin- 
kelig schneidende  Ebenen  gleich  gross. 

Ausdrücke  für  die  tangentialen  Reibungskräfte  r^,  fy,  l^  ergeben 
skh  aus  der  schon  von  Newton  gemachten,  seitdem  von  den  meisten  Au- 
toren zu  Grunde  gelegten  und  durch  gewisse  Erfahrungen,  von  denen  in 
der  Hjdi^ulik  später  die  Rede  sein  wird,  genügend  ][>e8tätigten  Annahme, 
dass  die  Reibung  zwischen  zwei  ebenen  Flüssigkeitsschichten  von  der  Dicke 
^«,  welche  sich  nach  einer  gewissen  Richtung  AC  (Fig.  1)  längs  ihrer  Be- 
Tührungsebene  F  mit  den  Geschwindigkeiten  c  und  c-^  de  bewegen,  der 

de 
Grösse  —  proportional  sei,  also  der  Schnelligkeit,  mit  welcher  sich  die 

Geschwindigkeit  von  einer  zur  anderen  Schicht  ändert.    Indem  de  die  re- 
^^-  ^'  lative  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  JVgegen 

den  materiellen  Punkt  A  im  Sinne  AC  ist  (AN=^dn 
normal  zur  Berührungsebene  F  der  beiden  Schichten), 


y 


c*de 


de 


\  so  ist  auch  —  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher 

sich  AN  gegen  AC  hin  dreht,  oder  die  Winkelge- 
schwindigkeit, mit  welcher  sich  der  rechte  Winkel  NAC  verkleinert.  Be- 
zeichnet  man  die  entsprechende  innere  Reibung  im  Punkte  A  der  zu  AN 
senkrechten  Ebene  F  nach  der  Richtung  AC  mit  l^^c  und  betrachtet  sie  als 
die  Kraft,  welche  die  im  Sinne  AN  an  die  Ebene  F  grenzende  Flüssigkeits- 
schicht auf  die  Flächeneinheit  von  F  ausübt,  so  ist  nach  dem  Newton*- 
schen  Princip: 

de 
dn' 

Dabei  ist  R  eine  erfahrungsmässig  zu  bestimmende  Constante,  welche  für 
verschiedene  Flüssigkeiten  und  vielleicht  auch  für  verschiedene  Zustände 
derselben  Flüssigkeit  verschieden  sein  mag,  indem  sie  nur  als  unabhängig 
You  der  Pressung  vorausgesetzt  wird. 


tue  =R 


2i 
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Fig.  2. 

Es  sei  non  A  ein  materieller  Punkt  der  Flüssigkeit^ 
dessen  Coordinaten  zur  Zeit  <  =  jj,  y,  a  sind, 

X,  y  -|-  </y,  z  die  entsprechenden  Coordinaten    des 

materiellen  Punktes  Ä, 
X,  y,  2  +  <f2  die  entsprechenden  Coordinaten   des 
*^  materiellen  Punktes  e. 

Im  Zeitelemente  dt  ist  dann  die  partielle  relative  Verrückung  von  B 
gegen  A  in  Folge  der  Verschiedenheit  der  Geschwindigkcitscomponenten 
dieser  beiden  Punkte  im  Sinne  AZ: 

hb.  =  r—  dy  dt 
^       öy  ^ 

and  dieselbe  von  c  gegen  ^  in  Folge  der  Verschiedenheit  der  Gesckwin- 
digkeitscomponenten  im  Sinne  AT: 

ce.  =  ^—dzdt. 
oz 


also  die  Verkleinerung  des  rechten  Winkels  bAe 


bb,        cCi 


hz       by  / 


]dt 


und  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  diese  Verkleinerung  zur  Zeit 
t  stattfindet, 

bv      hw 

Dieselbe  kann  auch  entweder  als  Folge  der  resultirenden  relativen 
Bewegung  von  b  gegen  A  im  Sinne  Ac^  oder  als  Folge  der  resultirenden 
relativen  Bewegung  von  c  gegen  A  im  Sinne  Ab^  betrachtet,  und  dem- 
gemäss  die  entsprechende  innere  Reibung  im  Punkte  A 


für  die  zn  AY  senkrechte  Ebene  mit  l^ 
für  die  zu  AZ  senkrechte  Ebene  mit  l 


ijr'j 


Myt 


bezeichnet  werden.    Beide  sind  einander  gleich 


Ix 

<. 

"^  hy) ' 

ebenso  ist  lg  — 

-(ä 

o 

l.- 

-C^ 

+  s") 

(2). 


$.  Sl  ZÜSTAimfiÄNDEBUNO  BINfiB  PLÜSSIOKEIT.  25 

Die  Normalcomponenten  Ox,  ffif,  (fi  der  inneren  Reibungen  im  Punkte 
A  für  die  Ebenen  YAZ^  ZAX^  XAY  sind  dem  Newton'schen  Principe 
gemäss  auch  als  lineare  Functionen  der  partiellen  Differentialquotienten 
Ton  «,  9,  w  nach  x,  y,  s  anzunehmen,  wonach  sie  im  Allgemeinen  aus  je 
9  Gliedern  bestehen  könnten;  indessen  ergiobt  sich  zunächst  eine  Be- 
schränkung dieser  Zahl  durch  die  folgende  Erwägung. 

Es  sei  AS  irgend  eine  von  A  aus  gezogene  Richtungslinie,  deren 
Winkel  mit  den  Axen  =  a,  ^,  y  sind,  AA^  =  ds  ein  unendlich  kleines 
Längenelement  von  AS^  dessen  Projectionen  auf  die  Axen  =  dx^  dy^  dz 
sind.  Dann  ist  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  A  nach  der 
Richtang  AUS: 

c  =  ueo8 a-\-  vcosß  -\-  wcosy 

m 

und  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  A^  nach  derselben  Richtung: 

(hv  hv  hv     \ 

dx  dy  dz 

also  wegen    —  =co8a,     —-  =  cosp^     —  =  coav: 
ds  09  di 

-r  ==  ir- co8^  a -{- <-  co8^ a  -\-  ^— eo9^  y  -\~  \  ^ -\-  v—  ]€08  ß  eoa  r 
ds       ox  oy  o«  \08       oy/ 

-1'  [-^ \-  ^-  !  C08  y  €08  a-\~  [  ;r — \-  ^-  ]  cos  a  co8  ß (3). 

\öx       02/  \oy       ox/ 

Ans  dieser  Gleichung,  welche  der  Gl.  (2)  in  §.  4  analog  ist,  folgt 
für  die  Ge^hwindigkeiten  q,  c^y  e^  im*  Punkte  A  nach  irgend  drei  zu 
einander  senkrechten  Richtungen  ^<S\,  AS^^  A^^  die  Relation: 

dc^        de^        dc^       hu       hv       hw 

—     — ^       ■!  ■-    --         -    ^^  —  -  ,  t    ■  -     -4  —     --     - 

dsi        d»^       V/«3       hx       hy       hz 

Die  Bedeutung  dieser  für  je  drei  zu  einander  senkrechte  Richtungen 
in  demselben  Punkte  und  Augenblicke  gleich  grossen  Summe,  welche  in  der 
Folge  mit  A  bezeichnet  werde,  also: 

hu      hv       hto 
'^  =  hx  +  hy-^~hz     ^')' 

ist  leicht  erkennbar.  Denkt  man  sich  das  rechtwinkelig  parallelepipedische 
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RaumelemeBt  AA^^  dessen  düimetnü  gegenüber  liegende  Eckpunkte  ^  und 
Ai  die  Coordinaten  x^  y,  s  und  x -{-  4x^  y  -{-  iy^  %-^  dz  liaben,  so  ist 

dffd%.^-dxdl-\-dzdx.;r-dydt-\-dxdy.^-'dzdt=^dxdyd%,d.dt 
öx  öy  uz 

die  Somme  der  Flüssigkeitsvolamina,  welche  im  Zeiielemente  dt  durch  die  um 
A^  hemmliegenden  Seitenebenen  ans  diesem  Raumelemente  mehr  heraus- 
fliessen,  als  durch  die  um  A  herumliegenden  Seitenebenen  hineinfliessen,  und 
es  ist  also  J  die  Vergrösserung,  welche  dieses  Raumelement  pro  Yolamen- 
einheit  in  der  Zeiteinheit  erfahren  würde,  wenn  es  um  das  Volumen  der  aus- 
fliessenden Flüssigkeit  vergrössert  und  um  das  der  hincinfliessenden  Flüssig- 
keit verkleinert  würde,  und  wenn  der  augenblickliche  Bewegungszustand 
während  der  Zeiteinheit  unverändert  bliebe.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass 
diese  Grösse  A  ftlr  jedes  solche  Raumelement  bei  A  gleich  gross  ist,  ist 
sie  ein  Maass  fClr  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Volumen- 
änderung  der  Flüssigkeit  im  Punkte  A  stattfindet. 
Indem  nun  auch  die  Summe: 

öx   +   öy   +    öjr 

für  den  betreffenden  Punkt  A  denselben  Werth  behalten  muss,  wie  immer 
das  System  der  Coordinatenaxen  gedreht  werden  mag,  so  können  mit  Rück- 
sicht zugleich  auf  die  isotrope  Beschaffenheit  eines  flüssigen  Körpers  die 
Normalcomponenten  der  inneren  Reibung  im  Allgemeinen  folgende  Ausr 
drücke  haben: 

Ox 


0^  =  S  ^+  TA 


ö,  =  S  ~-\-  TA, 

Darin  sind  8  und  T  Constante.  Wenn  aber  bei  A  die  Bewegung  nur  l&ngs 

der  Ebene  YAZ  stattfindet,  wenn  also  u  und  c-  =:^  Null  sind,  so  muss  auch 

ox 

offenbar  6^  =  Null,  also  T  =  Null  sein,  so  dass  sich  die  obigen  Ausdrücke 

rednciren  auf: 

hu  hv  hw 

Ebenso  ist  dann  die  Normalcomponente  o  der  inneren  Reibung  für 
eine  Ebene,  deren  Normale  AS^  längs  welcher  die  Geschwindigkeit  =  0  ist, 
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■it  den  Goordiiiatenaxeii  die  Winkel  a^  ßj  y  bildet,  mit  Rttcksicbt  aaf  die 
GJeidiiuigen  (2)  und  (3): 

-\-  ^{1x^^09  ß  <oay  -\-  IgCOMy  CM  a  -{-  Im  cos  a  cm  ß) 
IC 

er 

-f-    -  (fj5  COS  ßcosy  -\-  Ijf  cos  ycosa-{-  f,  cos  a  cos  ß\ 

Damit  diese  Gleichung,  wie  nöthig,  mit  der  Gl.  (4)  in  §.  3  für  alle 
Werthe  von  a,  /},  /  übereinstimme,  moss  S=  2i^,  also  schliesslich 

sein.  Die  Analogie  dieser  Ausdrücke  unter  (2)  und  (5)  für  die  Compo- 
nenten  der  inneren  Flüssigkeitsreibung  mit  den  Ausdrücken  unter  (3)  in 
i  4  für  die  Spannungscomponenten  eines  festen  Körpers  fällt  in  die 
Augen;  sie  ergeben  sich  aus  jenen  Ausdrücken  für  die  Spannungscompo- 
nenten mit  n  =  oo  und  durch  Substitution  von  a,  r,  w  für  g,  iy,  S  sowie 
von  Ä  für  ö^. 

Wenn  man  nun  in  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  (2),  §.  3 

—p  +  öxitiröx,  —p  +  ayrnröf^  — ;?  +  ö,fürö/ 

setzt,  dann  für  djp,  0^  ög  die  Ausdrücke  (5), 
fürr^,   l^   lg    „  „         (2), 

fär  9)«,  9)y,  9).  „  „         (1), 

ao  ei^ebt  sich  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  A  für  die  Summe  Gl.  (4): 

lbp_hu         hu         bu         hu     R /hA     hH     h^u     bV 
liihx~  hi'^''  hx^  ""  hy^"^  h%~^\hx'^hx^'^ 


.(6). 


\hp hw         hw         hw         hw     R(hd  ,  h^w  ,  5'ig  ,  h^w" 

Damit  durch  diese  Gleichungen  die  5  Grössen  u,  v^  w^  ^,  p  als  Func- 
tionen von  ;r,  y,  st,  ^  mit  Rücksicht  auf  die  gegebenen  Oberflächenbeding- 
ongen  und  den  gegebenen  Anfangszustand  bestimmt  seien,  sind  noch  zwei 
weitere  Relationen  zwischen  ihnen  erforderlich.    Eine  derselben  ergiebt 
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sich  durch  die  Erwftgung  (analog  der  obigen,  welche  znr  Erkennung  der 
Bedeutung  von  J  gedient  hatte),  dass  im  Zeitolementc  dt  aus  dem  rechte 
winkelig  parallelepipedischen  Raumelemente  dx  dy  dz  mit  der  Diagonale 
AA^  durch  die  um  A^  herumliegenden  Scitenebenen  eine  gewisse  Flüssig- 
keitsmasse mehr  hcrausfliesst,  als  durch  die  um  A  herumliegenden  Seiten- 
ebenen hineinfliesst,  welche  sich  ausdrücken  lässt  durch: 


dydz.y^     dxdt  -\-  dz  dx .  — /^  -  dy  dl  -\-  dxdy.  - 
ox  öf/ 


dz  dt. 


hy  bz 

welche  aber  mit  Rücksicht  auf  die  continuirliche  Raumerfüllung  durch  die 

Flüssigkeit  auch 

,    ,       hu  ^ 
=  —  dx  dy  dz  ^  dt 
•^      bt 

ist,  woraus  sich  die  Continuitätsgleichung: 

hfl      h(jiu)      hifiv)     *  hQiw)  _ 

ergiebt.  Statt  der  specifischen  Masse  fi  wird  in  der  Folge  gewöhnlich  das 
specifische  Volumen  =  —  zur  Charakterisirung  des  inneren  Zustandes  be- 
nutzt,  d.  h.  das  Volumen  der  Gewichtseinheit. 


§.  6.  Beformationsarbeit  und  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  eines  Orpen. 

Bei  einem  in  continuirlicher  Zustandsänderung  begriffenen  Körper 
seien  zur  Zeit  t  im  Punkte  A  {x^  y,  2):  w,  r,  w  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit nach  den  Richtungen  der  rechtwinkeligen  Coordinatenaxen, 

X,  F,  Z  die  Componenten  der  beschleunigenden  Massenkraft, 

(i  die  specifische  Masse. 

Ein  unendlich  kleines  Massenelcment  des  Körpers  habe  zur  Zeit  t  die 

Form  eines  rechtwinkeligen  Parallelepipcds  mit  den  gegenüber  liegenden 

Eckpunkten  A  (x^  y,  2)  und  A^  (x  -]--  dx^  y  +  <^y?  2  -f-  ^2),  so  dass  seine 

Masse 

ff  d  V=  n  ,dxdy  dz 

ist.     Für  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  des  Körpers  im  Zeit- 
elemeute  dt  ist  die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  dieses  Massenelementes: 

dZ  =  (id  V(u  du -]- V  dv -\- fff  dw) 
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flod  die  Arbeit  der  auf  dasselbe  wirkenden  Massenkraft: 

dM=  ndViXu  4-  Fi;  -f  Zw)  dt 
Setzt  man  also  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (2),  §.  3 
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(Px  = 


du 
dt' 


dv 


dw 


dt  dt 


Qod  multiplicirt  dann  die  Gleichungen  beziehungsweise  mit 

öV.udt,    öV.vdt,    dV.wdt, 

so  ergiebt  sich  durch  ihre  Addition: 

dL^dM-\-dO^ 


Ci) 


mit  dO^=^  6  V 


to 


dt 


(2). 


Dieses  dO^  ist  die  Arbeit  der  Flächenkräfte,  mit  welchen  die  das 
Ma^enelement  umgebende  Körpermasse  auf  seine  Oberfläche  wirkt,  insoweit 
diese  Arbeit  von  der  Deformation  (Volumen-  und  Gestaltsänderung)  des 
Massenelementes  während  des  Zeitelem^ntes  dt  unabhängig  ist,  indem  dann 
^  Gl.  (1)  dem  bekannten  Satze  entspricht,  dass  für  einen  materiellen  Punkt 
oder  fftr  ein  starres  Massensystem  der  Zuwachs  an  lebendiger  Kraft  =  der 
Snmme  der  Arbeiten  aller  äusseren  Kräfte  (Massen-  und  Oberflächenkräfte) 
ist  Die  ganze  Arbeit  dO  jener  Oberflächenkräfte  des  Massenelementes, 
insoweit  dieselben  Spannungen  sind,  enthält  ausser  dO^  noch  einen  anderen 
Bestandtheil  dO^^  welcher  von  der  Deformation  des  Massenelementes  ab- 
bängt.  Es  ist  nämlich  zunächst  die  Summe  der  Arbeiten  derjenigen  Kräfte, 
welche  auf  die  beiden  zur  x-Axe  senkrechten  Seitenebenen  wirken,  ' 


=  dyd%*    — 


—  6x  u  dt- 

ö,«+      ^     dx 

dt 

—  Ixif  vdt-\- 

'          ö(r,,f^)     1 

dt 

—  l^^wdt-^ 

hzW-\ ^ dx 

ox 

dt 
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l     bx  ÖX 


hx     . 


dt 


mit  den  kürzeren  Bezeichnungen: 

7y  für  txM    und  7«  für  T^^. 

Analoge  Ausdrücke  gelten  fUr  die  Arbeiten  der  auf  die   anderen 
Seitenebenen  wirkenden  ELräfte,  so  dass  im  Ganzen 

n — vi — r 


dO  =  6V 


bx 


bx 


hx 


"•"      b*     "^     08      "^      öa 


(» 


(3) 


ist.    Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  folgt: 

hu  /bv  ,  hte\ 


dO^=dO  —  dO^  —  6V 


öt^    .    _  /Ott  .  hv\ 


,        bw   ,       [hu  ,  bi? 


(2^ 


(4\ 


Diese  Arbeit  (fOj  ist  der  Theil  von  rfO,  welcher  zur  Deformation 

des  Massenelementes  verbraucht  wird;  er  ist  entgegengesetzt  gleich  der 

Arbeit 

dE  =^  — -  dO^ , 

welche  das  Massenelement  selbst  durch  seine  Deformation  verrichtet  und 
welche  die  Deformationsarbeit  desselben  bei  der  fraglichen  unendlich 
kleinen  Zustandsänderung  genannt  werden  soll.  Indem  diese  Deformations- 
arbeit nur  von  den  Spannungen,  nicht  von  den  etwaigen  Reibungen  an  der 
Oberfläche  des  Massenelementes  verrichtet  wird,  sind  unter  den  Grössen 
C  und  7,  welche  ii  Gl.  (2)  zugleich  Spannungen  und  innere  Reibungen  sein 
können,  in  Gl.  (4)  nur  Spannungen  zu  verstehen;  in  der  That  beziehen 
sich  die  in  diesen  letzteren  Gleichungen  vorkommenden  Differentialquoti- 
enten von  u,  47,  to  nach  x^  y,  z  nur  auf  solche  Geschwindigkeitsänderungen, 
welche  innerhalb  des  betrachteten  Massenelementes  stattfinden,  während 
die  inneren  Reibungen  durch  die  relativen  Geschwindigkeiten  benachbarter 
Massenelemente  bedingt  sind. 
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Wenn  man  mit  §,  i/,  g  die  Wege  bezeichnet,  welche  der  materielle 
Pirakt,  der  sich  zor  Zeit  t  im  Ramnpnnkte  A  befindet,  während  dieser  Zeit 
f    t  nach  den  Richtungen  der  Coordinatenaxen  darchlanfen  hat,  so  sind  §,  tj^ 
^  Functionen  von  x^  y,  z,  t^  und  es  ist: 

ÖS  ^V  K 

Sind  ferner  £,,  6^,  t^^  7^,  /y,  /i  die  Ausdehnungen  und  Yerschie- 
bongen,  welche  den  Deformationszustand  des  Körpers  im  Punkte  A  zur 
Zeit  t  bestimmen  und  welche  mit  g,  tj^  g  durch  die  Gleichungen  (1),  §.  4 
ZDsammenh&ngen,  so  ist: 


^-^JL-^(^\-'^^.      des«!     ^-^ 


bw      big 


bu>       bu b/y       b«       öf»       by. 

Somit  ist  nach  61.  (4): 

und  mit  Hfllfe  dieser  Deformationsarbeit  des  Massenelementes  lässt  sich 
die  Differentialgleichung  der  lebendigen  Kraft  desselben,  nämlich 
GL  (1)  auch  schreiben: 

dZ^dM-^dO-^dE (6). 

Durch  Addition  der  entsprechenden  Gleichungen  für  alle  Massen- 
elemente des  Körpers  erhält  man  dieselbe  Gleichung  (6),  worin  aber  nun 

dZ  die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  des  ganzen  Körpers, 

dM  die  Arbeitssnmme  aller  Massenkräfte, 

dO  die  Arbeitssumme  aller  Oberflächenkräfte  und  inneren  Flächen» 
krfifte, 

dE  die  Deformationsarbeit  des  ganzen  Körpers  für  die  unendlich 
kleine  Znstandsänderung  im  Zeitelemente  dt  bedeutet.  Dabei  kann  dO  in 
Terschiedene  Theile  zerlegt  werden.  Zunächst  besteht  die  Arbeit  der  Ober- 
üi^chenkräfte  aus  der  Arbeit  dP  des  äusseren  Drucks  (Normaldrucks),  welche 
poatiT  oder  negativ  sein  kann  wie  dM^  und  aus  der  Arbeit  der  Reibung 
an  der  Oberfläche  oder  der  äusseren  Reibung,  welche  stets  negativ  ist  und 
absolut  genommen  mit  dE  bezeichnet  sei.    Was  die  inneren  Flächenkräfte 
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betrifft,  80  sind  sie  s^  je  zwei  entgegengesetzt  gleich,  and  es  ist  deshalb 
ihre  Arbeitssümme  =  Null,  falls  die  Geschwindigkeitsänderungen  im  Körper 
überall  continnirlich  stattfinden;  in  Folge  der  entgegengesetzten  inneren 
Flächenkräfte,  womit  zwei  benachbarte  Körperelemente  auf  einander  wirken, 
wird  dann  das  eine  beschleunigt,  das  andere  verzögert,  indem  die  lebendige 
Kraft  des  einen  um  ebenso  viel  zunimmt  wie  die  des  anderen  abnimmt. 
Wenn  aber  discontinuirliche,  plötzliche  Geschwindigkeitsänderungen  vor- 
kommen —  sei  es,  dass  zwei  benachbarte  Massenelemente  im  Sinne  der 
Normalen  zu  ihrer  Bertthrnngsfläche  eine  relative  Geschwindigkeit  von  end- 
licher Grösse  besitzen  und  somit  einen  Stoss  auf  einander  ausüben  (ein 
Fall,  der  bei  festen  und  flüssigen  Körpern  vorkommen  kann),  sei  es,  dass 
(bei  Flüssigkeiten)  ihre  relative  Geschwindigkeit  längs  der  Berührungsfläche 
von  endlicher  Grösse  ist  —  so  ist  damit  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft, 
eine  negative  Arbeitssumme  der  inneren  Flächenkräfte  verbunden.  Wird 
letztere  absolut  genommen  für  die  unendlich  kleine  Zustandsäuderung  des 
Körpers  mit  dS  bezeichnet,  so  ist  also  nun 

dO  =  dP—dB—dS 

und  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  des  Körpers: 

dL  =  dM-\~  dP—  dR  —  dS  -\-  dF (7). 

Darin  ist  die  Deformationsarbeit  des  Körper?  allgemein: 

Sind  alle   Tangentialspannungen  =  Null   und   somit  alle  Normal- 
spannungen im  betreffenden  Punkte  gleich  gross  =  o,  so  \^ird: 

oder,  wenn  mit 

he 
d6V=6V,rrrdt 

Ol 

die   unendlich    kleine    Volumenänderung   des    Körperelementes    und   mit 
p  =  — ö  die  Pressung  bezeichnet  wird: 

dE=Jp,ddV (9). 

Die  Deformationsarbeit  soll  in  diesem  Falle  die  Expansionsarbeit 
genannt  werden,  indem  sie  nur  von  den  Volumenänderungen  der  Körper- 
elemente abhängt;  der  Absolutwerth  einer  negativen  Expansionsarbeit  heisse 
eine  Compressionsarbeit 
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Ist  die  Pressung  in  allen  Punkten  des  Körpers  gleich,  also 
=r  dem  specifischen  äusseren  Druck  p,  so  wird,  unter  V  das  ganze  Körper- 
fofaunen  Terstanden, 

dI!=p,df6V=p,dK 

Die  Geschwindigkeitscomponenten  nach  den  Richtungen  der  Coordina- 
toiaxen,  welche  bisher  mit  «,  r,  w  bezeichnet  wurden,  sollen  in  der  Folge 
mit  n^,  «y,  Ug  bezeichnet  werden,  die  resultirende  Geschwindigkeit  mit  «, 
so  dass  insbesondere  die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  den  Ausdruck  hat: 


=/.rfF«;=y;<jr; 


2 

während  der  Buchstabe  v  stets  zur  Bezeichnung  des  specifischen  Volumens 

febniacht  werden  soll,  welches  in  der  Regel  statt  des  specifischen  Gewichtes 

1  7        1 

7  —  -  oder  der  specifischen  Masse  u=     ==:       zur  Charakterisirung  des 
«  9       9^ 

ioaeren  Zustandes  benutzt  wird. 


§.  7.    Wftrme  und  Temperatur* 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  findet  im  Allgemeinen  eine  gegenseitige 
Abhängigkeit  statt  zwischen  den  Aenderungen  des  inneren  und  des 
loaseren  Znstandes  eines  Körpers,  indem  die  letztere  im  Allgemeinen  mit 
einer  Deformation  des  Körpers  verbunden  ist,  wodurch  Aenderungen  des 
specif.  Volumens  und  des  Spannungszustandes  in  den  verschiedenen  Punkten 
desselben  bedingt  werden,  möglicherweise  selbst  die  Aggregatform  sich 
ändert,  sofern  die  Möglichkeit  des  Bestehens  einer  gewissen  Aggregat- 
fionn  bei  gegebenem  Spannungszustande  an  einen  gewissen  Grenzwerth 
des  specif.  Volumens,  bei  gegebenem  specif.  Volumen  an  gewisse  Grenz- 
werthe  der  Spannungen  gebunden  sein  kann.  Es  können  indessen  Aende- 
mngen  des  inneren  Zustandes  mit  oder  ohne  gleichzeitige  Deformations- 
arbeit des  Körpers  auch  ohne  Aenderung  des  äusseren  Zustandes  (ohne 
Arbeit  äusserer  Kräfte)  stattfinden,  so  dass  sie  als  Wirkungen  einer  anderen 
Ursache  erscheinen,  als  die  Aenderungen  des  äusseren  oder  Bewegungs- 
zssUndes. 

Es  kann  z.  B.  die  Pressung  eines  luftförmigen  Körpers  bei  constantem 
Vohunen  in  hohem  Grade  veränderlich  sein*,  eine  Mischung  von  Eis  und 
Wasser  kann  ganz  in  die  Form  von  Wasser  übergehen  so,  dass  das  Volumen, 

»       Oriihof,  theoret.  lUachineiüehre.    I.  3 
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Während  der  Schmelzung  des  Eises  abnehmend  und  später  zunehmend, 
schliesslich  dem  Anfangsvolumen  wieder  gleich  ist.  Bei  Voraussetzung 
einer  in  allen  Punkten  gleichen  Pressung  ist  in  beiden  Fällen  die  Defor- 
mationsarbeit =  Null,  desgl.  kann  jede  der  übrigen  auf  der  rechten  Seite 
von  Gl.  (7),  §.  6  vorkommenden  Arbeiten  =r  Null  sein;  gleichwohl  hat 
sich  der  innere  Zustand  geändert.  In  der  Regel  ist  mit  solcher  Aenderung 
eine  Deformationsarbeit  verbunden;  wenn  aber  letztere,  wie  es  hierbei  der 
Fall  sein  kann,  positiv  ist,  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  ohne  Aenderung 
der  lebendigen  Kraft  .des  Körpers  dagegen  negativ  (z.  B.  bei  der  Ausdeh- 
nung eines  ruhenden  Körpers,  auf  dessen  Oberfläche  der  Atmosphärendnick 
wirkt),  so  kann  man  um  so  mehr  nach  der  Ursache  fragen,  welche  hier 
zugleich  die  Aenderung  des  inneren  Zustandes  und  die  Deformationsarbeit 
zur  Folge  hat. 

Diese  Ursache  heisst  Wärme.  Es  ist  also  Wärme  die  Ursache  solcher 
Acnderungen  des  inneren  Zustandes  eines  Körpers,  welche  in  Aenderungen 
der  Aggregatform,  des  specifischen  Volumens  oder  des  Spannungszustandes 
bestehen.  Insoweit  der  innere  Zustand  durch  diese  drei  Kriterien  (Aggre- 
gatform, specif.  Volumen  und  Spannungszustand)  in  den  verschiedenen 
Punkten  eines  Körpers  charakterisirt,  also  durch  die  Wärme  bedingt  ist, 
soll  er  der  Wärmezustand  heissen.  Ein  Körper  von  gleichförmigem 
Wärmezustande  ist  ein  homogener  Körper  (§.  3),  dessen  specif.  Volumen 
und  Spannungszustand  in  allen  Punkten  gleich  sind. 

Als  Grösse  wird  die  Wärme  der  Messung  und  Rechnung  zugänglich 
gemacht  durch  die  Definition:  Zwei  Wärmen  oder  Wärmegrössen  verhalten 
sich  =  1:»,  wenn  die  Massen  gleichartiger  Körper  von  gleichförmigen 
und  gleichen  Wärmezuständen  sich  =  1 : «  verhalten,  in  denen  sie  gleiche 
Aenderungen  der  Wärmezustände  verursachen.  In  Folge  der  früheren  Auf- 
fassung vom  Wesen  der  Wärme  als  einer  mit  gewissen  Eigenschaften  aus- 
gestatteten Materie  ist  statt  Wärmegrösse  die  Bezeichnung:  Wärmemenge 
gebräuchlich  geworden  und  geblieben.  Die  Wahl  der  Wärmeeinheit  beruht 
auf  dem  Begriffe  der  Temperatur. 

Man  sagt:  zwei  Körper  von  gleichförmigen  Wärmezuständen  haben 
gleiche  Temperatur,  wenn  lediglich  in  Folge  ihrer  gegenseitigen  Be- 
rührung ihre  Wärmozustände  sich  nicht  ändern.  Indem  hierbei  das  Fehlen 
äusserer  Wärmeeinwirkung  vorausgesetzt  ist,  müsste  eine  Aenderung  des 
Wärmezustandes  des  einen  Körpers  mit  einer  entgegengesetzten  des  anderen 
verbunden  sein,  so  dass  aus  der  Uuveränderlichkeit  des  Wämiezustandos 
des  eipen  Körpers  auch  auf  die  des  anderen,  somit  auf  die  Gleichheit  der 
Temperaturen  beider  geschlossen  werden  kann.     So  sagt  man,  ein  Körper 
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bbe  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  oder  des  gefrierenden  Wassers, 
»am  in  BerQbrung  mit  einem  Gemisch  von  Eis  und  Wasser  sein  Wärme- 
zsstand  sich  nicht  ändert 

Wenn  zwei  Körper  sich  nicht  unmittelbar  berühren,  sondern  durch 
eile  Scheidewand  getrennt  sind,  so  kann  die  Gleichheit  ihrer  Temperaturen 
Bit  Hülfe  des  Grundsatzes  beurtheilt  werden,  dass  zwei  Grössen,  welche 
einer  dritten  gleich  sind,  auch  einander  gleich  sein  müssen.  Wenn  z.  B. 
der  Wftrmezustand  des  Quecksilbers  eines  in  eine  Flüssigkeit  getauchten 
Qoecksilberthermometers  unter  Ausschluss  fremder  Wärmewirkuug  sich 
Hiebt  ändert,  d.  h.  wenn  das  Volumen  des  Quecksilbers  bei  constanter 
Pressung  constant  bleibt,  so  gilt  dasselbe  von  dem  Glase  und  somit  auch 
von  der  Flüssigkeit,  welche  durch  das  Glas  vom  Quecksilber  getrennt  ist; 
es  haben  also  Quecksilber  und  Glas,  Glas  und  Flüssigkeit,  folglich  auch 
Qnecksilber  und  Flüssigkeit  gleiche  Temperaturen. 

Ist  nun  bei  gleichförmigem  Wärmezustande  und  bei  normalem  At- 
mosphäreudruck  (gemessen  durch  eine  0,76  Meter  hohe  Quecksilber- 
Äule  von  der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises): 

Vf,  das  Volumen  einer  gewissen  Meiige  reiner,  d.  h.  von  ihren  neben- 
sächlichen und  zufälligen  Bestandtheilcn  befreiter  atmosphärischer  Luft  bei 
der  Temperatur  des  (unter  atmosphärischem  Druck)  schmelzenden  Eises, 

r«  ihr  Volumen  bei  der  Temperatur  des  unter  normalem  Atmosphären- 
druck  kochenden  Wassers, 

V  ihr  Volumen* in  irgend  einem  anderen  Wärmezustande, 
so  wird  als  Maasszahl  der  Temperatur  oder  kurzweg  als  Temperatur  der 
Luft  in  diesem  letzteren  Zustande  diejenige  Zahl  t  definirt,  welche  der 
Gleichung  entspricht: 


n 


y  y 


0 


(1), 


wonach  V  =  V^  für  t — to  =  0, 

r  =  r«  für  t—to  =  n    ist. 

Dabei  sind  to  und  n  willkürlich  zu  wählende  Zahlen,  welche  auch  je 
nach  der  angenommenen  Temperaturskale  verschieden  gewählt  werden, 

nach  Celsius:  ^^  =r  0  und  n  =  100, 

nach  R^aumur:  ^^  =  0  und  n  =  80, 

nach  Fahrenheit:  t^  =  32  und  »  =  180. 

Im  Folgenden  wird  stets  die  Celsius'sche  Skale  zu  Grunde  gelegt, 
50  dass  die  Temperatur  des  unter  atmosphärischem  Druck  schmelzenden 
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Eises  ==  0,  die  des  unter  normalem  Atmosphärendruck  kochenden  Waasen 
=  100,  oder  =  0  Grad  (0®)  resp.  =  100  Grad  (100^)  ist,  indem  eiii 
Temperaturunterschied  At  =  1  ein  Temperaturgrad  genannt  und  raH 
1®  bezeichnet  wird. 

Aus  dem  somit  festgestellten  Begriffe  der  Lufttemperatur  für  einen 
gewissen  gleichförmigen  Wärmezustand  der  Luft  und  dem  Gleichheitsbe- 
griffe der  Temperaturen  zweier  Körper  von  gleichförmigen  Wärmezaständen 
ergiebt  sich  sofort  auch  die  Definition  der  Temperatur  eines  beliebigen 
Körpers  von  gleichförmigem,  demnächst  der  Temperatur  in  einem  gewissen 
Punkte  eines  Körpers  von  im  Allgemeinen  ungleichförmigem  Wärmeznstaade. 
Die  praktische  Messung  der  Temperatur  vermittels  eines  sogenannten 
Thermometers  beruht  ferner  auf  dem  Grundsatze  von  der  Gleichheit 
zweier  Temperaturen,  welche  beide  einer  dritten  gleich  sind;  die  Brauch- 
barkeit irgend  eines  Thermometers  aber  beruht  auf  der  Bekanntschaft  mit 
der  Beziehung,  welche  zwischen  seinen  Angaben  und  denen  eines  idealen, 
d.  h.  ganz  reine  atmosphärische  Luft  von  stets  normalem  Atmosphärendruck 
enthaltenden  Luftthermometers  stattfindet.*  Mit  dem  Begriffe  der  Tem- 
peratur pflegt  man  den  der  Wärmehöhe  als  gleichbedeutend  zu  verbinden 
und  demgemäss  von  hoher  und  niedriger  anstatt  von  grosser  und  kleiner 
Temperatur  zu  sprechen. 

Als  Wärmeeinheit  (Calorie)  wird  jetzt  diejenige  Wärmemei^e  an- 
genommen, wodurch  die  Temperatur  der  Gewichtseinheit  (1  Kilogramm) 
reinen  Wassers  unter  einem  constanten,  dem  normalen  Atmosphärendmck 
gleichen  äusseren  Druck  von  0®  auf  1®  erhöht  wird.  Die  Voraussetzungeines 


*  Zur  Definition  der  Temperatureinheit  musste  das  Verhalten  einer  be- 
stimmten Körperart  unter  bestimmten  Umständen  (z.  B.  reiner  atmosphärischer 
Luft  unter  normalem  atmosphärischen  Druck)  benutzt  werden,  um  nicht  solchen 
Erfahrungen  vorzugreifen,  deren  Ausspruch  auf  dem  eben  erst  zu  definirendea 
Begriffe  beruht  und  welche  zudem  nur  eine  angenäherte  Gültigkeit  haben,  so 
dass  die  Strenge  der  Definition  dadurch  beeinträchtigt  worden  wäre.  So  ist  es 
bekanntlich  nur  angenähert  wahr,  dass  der  Ausdehnungscoefficient  fOr  1* 
Temperaturzunahme,  d.  i.  die  Grösse 

nVo 

der  obigen  Gleichung  (1)  für  andere  Gase  ebenso  gross  wie  für  reine  atmo- 
sphärische Luft  und  dass  er  von  der  Grösse  der  ^übrigens  constanten)  Pressung 
unabhängig  ist;  ebenso  ist  die  verhältnissmässige  Ausdehnung  eines  anderen 
Körpers,  als  eines  Gases,  z.  B.  des  Quecksilbers,  nur  näheningsweise  deijenigen 
der  Luft  innerhalb  gewisser  Temperaturgrenzen  proportional. 
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kfitimmten  äusseren  Druckes  ist  hierbei  zwar  unwesentlich  (wenn  auch 
iicht  überflfissig)  wegen  der  sehr  geringen  Znsammendrückbarkeit  des 
Wassers;  dagegen  ist  es  wesentlich,  nicht  nur  eine  bestimmte  Temperatur- 
zflBahme,  sondern  auch  eine  bestimmte  Anfangstemperatur  bei  dieser  De- 
inition  der  Wärmeeinheit  vorauszusetzen,  weil  die  zur  Erhöhung  der  Tem- 
peratur eines  Kilogramms  Wasser  von  ^^bis(^  -(-  1)^  erforderliche  Wärme- 
aenge  merklich  von  t  abhängt. 


§.  8.  Toranssetsmn^n  uid  Bezeiehnangren;  Zastandsgleiehung. 

Im  Folgenden  soll  immer,  sofern. das  Gegentheil  nicht  ausdrücklich 
bemerkt  ist,  stillschweigend  vorausgesetzt  sein,  dass  keine  Tangential- 
spannungen  in  dem  betrachteten  Körper  vorkommen,  dass  also 
die  Normalspannungen  in  irgend  einem  Punkte  für  alle  Ebenen  gleich  sind. 
Durch  diese  Voraussetzung  wird  die  Allgemeingültigkeit  der  zu  entwickeln- 
den Sätze  in  Betreff  der  flüssigen  und  luftförmigen  Körper  nicht  berührt, 
dieselbe  nur  in  Betreff  fester  Körper  beschränkt,  die  Untersuchung  aber 
wesentlich  vereinfacht,  indem  dann  der  Spannungszustand  in  einem  gewissen 
Punkte  durch  eine  einzige  statt  durch  im  Allgemeinen  6  Grössen,  nämlich 
durch  die  kurzweg  so  genannte  Spannung  C  (§.  4)  bestimmt  ist.  Statt 
der  letzteren  soll  jedoch  ihr  Entgegengesetztes,  die  Pressung  =  —  ö,  in 
die  Rechnung  eingeführt  werden,  weil  diese  Pressung  in  der  Regel  (bei 
hiftformigen  Körpern  iijimer)  positiv  ist.  Der  Wärmezustand  in  einem 
Punkte  eines  Körpers  ist  hiemach  bestimmt  durch  die  Aggregatform,  das 
specif.  Volumen  und  die  Pressung.    In  der  Folge  soll  stets  mit 

V  das  specifische  Volumen, 

p  die  Pressung, 

i  (ovent.  ^  wenn  t  zur  Bezeichnung  der  Zeit  dient)  die  Temperatur 

eines  Körpers  von  gleichförmigem  Wärmezustande  resp.  in  «einem  Punkte 
Qnes  Körpers  von  ungleichförmigem  Wärmezustande  bezeichnet  werden. 
Dabei  sollen,  sofern  nicht  ausdrücklich  eine  anderweitige  Verfügung  ge- 
troffen wird,  bei  der  Messung  dieser  Grössen  sowohl,  wie  auch  überhaupt 
bei  der  Messung  von  Längen,  Flächen,  körperlichen  Räumen,  Zeiten,  Ge- 
schwindigkeiten, Beschleunigungen,  Kräften,  Arbeiten,  Temperaturen  und 
Winnemengen,  die  folgenden  Einheiten  zu  Grunde  gelegt  und  in  der  an- 
gegebenen Weise  abgekürzt  bezeichnet  werden: 
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1  Meter  =  1  Mtr. 
1  Quadratmeter  =  1  Quadratm. 
1  Cubikmeter  =  1  Cubikm. 

1  Secunde  =  1  See.  =  l" 
1  Kilogranun  =  1  Kgr. 
1  Kilogramm-Meter  =  1  Egmtr. 
1  Grad  Celsius  =  1^ 
1  Wärmeeinheit  =  1  Cal., 
letztere  den  Einheiten:  1  Kgr.  und  1*^  entsprechend.  — 

Wenn  zwei  Körper  von  gleicher  Art  sich  in  gleichförmigen  und 
gleichen  Wärmezuständen  befinden,  also  gleiche  Aggregatförm,  gleiches 
specif.  Volumen  und  gleiche  Pressung  haben,  so  haben  sie  crfahrungsmässig 
auch  dieselbe  Temperatur,  wenigstejis  mit  nur  wenigen  Ausnahmen,  welche 
(insbesondere  z.  B.  bei  Wasser)  in  dem  Falle  beobachtet  werden,  dass  der 
Wärmezustand  sich  nahe  der  Grenze  befindet,  welcJie  die  Zustandsgebiete 
der  festen  und  flüssigen  Aggregatform  trennt.  Die  Temperatur  t  eines 
Körpei*s  von  bestimmter  Art  ist  also  durch  seinen  Wärmezustand,  d.  h. 
durch  die  Aggregatform,  das  specif.  Volumen  v  und  die  Pressung  p  im 
Allgemeinen  bestimmt,  oder  es  ist  t  eine  Function  von  v  und  /?,  deren 
Form  und  Coefficienten  von  der  Aggregatform  und  von  der  Körperart  ab- 
hängig sind,  welche  also  für  alle  Elemente  eines  homogenen  Körpers  die- 
selbe ist,  auch  wenn  dieselben  sich  übrigens  in  verschiedenen  Wanne- 
zuständen  befinden. 

Diese  Gleichung  zwischen  v^  p  und  t  heisse  (nach  Bauschiuger)  die 
Zustandsgieichung  des  homogenen  Körpers  der  betreffenden  Art 
fUr  die  betreffende  Aggregatform.  Unserer  bisherigen  Kenntniss  zufolge 
hat  man  Grund  anzunehmen,  dass  (abgesehen  von  den  Besonderheiten, 
welche  gewisse  Körper  in  der  Nähe  der  Grenze  zwischen  zwei  Aggregat- 
formeu  zeigen")  die  Form  der  Zustandsgieichung  nur  durch  die  Aggregat- 
form, nicht  durch  die  Körperart  bedingt  wird,  dass  also  die  Zustands- 
gleichuugen  verschiedenartiger  homogener  Körper  bei  gleicher  Aggregatform 
auch  einerlei  Form  und  nur  verschiedene  Coefficienten  haben,  so  dass  man, 
wenn  letztere  als  allgemeine  Buchstabeugrösseu  eingeführt  werden,  auch 
kurzweg  von  der  Zustandsgieichung  einer  Aggregatform  reden 
kann.  Dieselbe  kann,  abgesehen  von  speculativen  Voraussetzungen  in 
Betreff  der  Molekularcoustitution  der  Materie,  nur  durch  Induction  aus 
einer  grossen  Zahl  quantitativ -ex|>erimeuteller  Bestimmungen  der  Grössen 
r,  ;#,  t  ahstraliirt  werden,  wobei  es  ferner  der  Fall  sein  kann,  dass  man 
sich  vorläufig  mit  solchen  Gleichungen  behelfeu  muss,  welche  nur  für  einen 


§.  8.  ZüSTANDBOLEICHime.  39 

lefrissen  Theil  des  Umfangsgebietes  einer  Aggregatform  mit  geuügeudcr 
Annähening  gelten,  z.  B.  für  luftfönnige  Körper  in  der  Nähe  desjenigen 
Greii2zastandes,  welcher  dem  Uebergange  zur  tropfbar  flüssigen  oder  festen 
Aggregatform  entspricht  (Dämpfe),  oder  in  der  Nähe  des  entgegengesetzten 
Grenzznstandes  (vollkommene  Gase). 

Durch  die  Zustandsgleichnng  wird  t  im  Allgemeinen  nur  eindeutig 
als  Function  von  v  und  p  bestimmt,  in  den  erwähnten  Ausnahmefällen  da-  • 
gegen  zweideutig.  Wenn  z.  B.  bei  gewissen  Werthen  von  v  und  p  die 
Temperatur  des  Wassers  <<  4^  ist,  so  kann  sie  bei  denselben  Werthen 
TOB  r  und  p  noch  einen  anderen  Werth  >  4®  haben,  indem  für  ^  =  4^ 
ungefähr  das  specif.  Volumen  bei  gegebener  Pressung  ein  Minimum  ist. 

Im  AUgemeinen  ist  die  Zustandsgieichung  von  solcher  Art,  dass, 

wenn  v  coustant  ist,  p  und  t  in  gleichem  Sinne, 

,,     t        „  „  V     „    p  „  entgegengesetztem  Sinne 

sich  gleichzeitig  ändern. 

Vermöge  der  Zustandsgieichung  kann  jede  der  drei  Grössen  t?,  j?,  t 
als  Function  der  beiden  anderen  betrachtet  und  somit  der  Wärmezustand 
eines  homogenen  Körpers  von  gewisser  Art  und  für  eine  gewisse  Aggregat- 
form nicht  nur  (der  ursprünglichen  Definition  gemäss)  durch  v  und  p, 
sondern  auch  durch  v  und  t  oder  durch  p  und  t  bestimmt  werden.  Die 
Bestimmung  durch  p  und  t  ist  in  der  Praxis  besonders  bei  Flüssigkeiten 
im  weiteren  Sinne  gebräuchlich,  weil  Pressung  und  Temperatur  derselben 
durch  die  betreflfenden  Instrumente  (Manometer  und  Thermometer)  am 
leichtesten  messbar  sind. 

Nicht  homogene  Körper  kommen  im  Folgenden  nur  a}s  continuir- 
hche  Gemische  oder  als  Nebeueinanderlagerungen  (discontinuirliche  Ge- 
DttBche)  zweier  Körper  von  gleicher  Art,  aber  verschiedener  Aggregatform 
in  Betracht,  z.  B.  von  Wasser  und  Wasserdampf,  Eis  und  Wasser,  und 
zwar  im  Falle  eines  discontinuirlichen  Gemisches  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  p  und  t  in  allen  Punkten  dieselben  Werthe  haben,  widrigen- 
&lJs  die  Zustandsänderungen  der  beiden  Bestandtheile  verschiedener 
Aggregatform  gesondert  untersucht  werden  müssten.    Ist  in  diesem  F'alle 

r  das  specif.  Volumen  in  einem  gewissen  Punkte  des  continuirlichen 
resp.  das  mittlere  specif.  Volumen  des  discontinuirlichen  Gemisches, 
w  das  specif.  Volumen  des  einen, 
w  -\-  /i  dasselbe  des  anderen  Bestandtheils, 
1  —  y  die  Gewichtsmenge  des  ersten, 
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betrifft,  so  sind  sie  zu  je  zwei  entgegengesetzt  gleich,  nnd  es  ist  deshalb 
ihre  Arbeitssumme  z=  Null,  Mh  die  Geschwindigkeitsänderungen  im  Körper 
überall  continnirlich  stattfinden;  in  Folge  der  entgegengesetzten  inneren 
Flächenkräfte,  womit  zwei  benachbarte  Körperelemente  auf  einander  wirken, 
wird  dann  das  eine  beschleunigt,  das  andere  verzögert,  indem  die  lebendige 
Kraft  des  einen  nm  ebenso  viel  zunimmt  wie  die  des  anderen  abnimmt. 
Wenn  aber  discontinuirliche,  plötzliche  Geschwindigkeitsänderungen  vor- 
kommen —  sei  es,  dass  zwei  benachbarte  Massenelemente  im  Sinne  der 
Normalen  zu  ihrer  Berührungsfläche  eine  relative  Geschwindigkeit  von  end- 
licher Grösse  besitzen  und  somit  einen  Stoss  auf  einander  ausüben  (ein 
Fall,  der  bei  festen  und  flüssigen  Körpern  vorkommen  kann),  sei  es,  dass 
(bei  Flüssigkeiten)  ihre  relative  Geschwindigkeit  längs  der  Berührungsfläche 
von  endlicher  Grösse  ist  —  so  ist  damit  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft, 
eine  negative  Arbeitssumme  der  inneren  Flächenkräfte  verbunden.  Wird 
letztere  absolut  genommen  für  die  unendlich  kleine  Zustandsänderuug  des 
Körpers  mit  dS  bezeichnet,  so  ist  also  nun 

dO  =  dP—dE—dS 

und  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  des  Körpers: 

dL  =  dM^  dP—  dR  —  dS  +  dE (7). 

Darin  ist  die  Deformationsarbeit  des  Körper?  allgemein: 

Sind  alle  Taugentialspannungen  ==  Null  und  somit  alle  Normal- 
Spannungen  im  betreffenden  Punkte  gleich  gross  =  d,  so  \vird: 

oder,  wenn  mit 

he 
ddV=dV,.r:dt 

Ol 

die  unendlich  kleine  Volumenänderung  des  Körperelementes  und  mit 
p  =  — ö  die  Pressung  bezeichnet  wird: 

dE=Jp.d6V (9). 

Die  Deformationsarbeit  soll  in  diesem  Falle  die  Expansionsarbeit 
genannt  werden,  indem  sie  nur  von  den  Yolumeuänderungen  der  Körper- 
elemente abhängt;  der  Absolutwerth  einer  negativen  Expansionsarbeit  heisse 
eine  Compressionsarbeit 
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Ist  die  Pressang  in  allen  Punkten  dea  Körpers  gleich,  also 
=  dem  speeifischen  äusseren  Druck  p^  so  wird,  unter  V  das  ganze  Körper- 
TOlumen  Yerstanden, 

dE=p.dJöV=p,dV. 

Die  Geschwindigkeitscomponenten  nach  den  Richtungen  der  Coordina- 
tenaxen,  welche  hisher  mit  v,  r,  w  bezeichnet  wurden,  sollen  in  der  Folge 
mit  «^,  «y,  Ug  bezeichnet  werden,  die  resultirende  Geschwindigkeit  mit  u, 
so  dass  insbesondere  die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  den  Ausdruck  hat: 


=j,6v:;^fr6vi 


wfthrend  der  Buchstabe  v  stets  zur  Bezeichnung  des  speeifischen  Volumens 
gebraucht  werden  soll,  welches  in  der  Regel  statt  des  speeifischen  Gewichtes 

1  7         1 

7  =  -  oder  der  speeifischen  Masse  u  =  —  =       zur  Charakterisirung  des 
9  9       9^ 

inneren  Znstandes  benutzt  wird. 


§.  7.    W&rme  und  Temperatur* 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  findet  im  Allgemeinen  eine  gegenseitige 
Abhängigkeit  statt  zwischen  den  Aenderungen  des  inneren  und  des 
loaseren  Zostandes  eines  Körpers,  indem  die  letztere  im  Allgemeinen  mit 
einer  Deformation  des  Körpers  verbunden  ist,  wodurch  Aenderungen  des 
specif.  Volumens  und  des  Spannungszustandes  in  den  verschiedenen  Punkten 
d^selben  bedingt  werden,  möglicherweise  selbst  die  Aggregatform  sich 
indert,  sofern  die  Möglichkeit  des  Bestehens  einer  gewissen  Aggregat- 
üxnn  bei  gegebenem  Spannungszustande  an  einen  gewissen  Grenzwerth 
des  specif.  Volumens,  bei  gegebenem  specif.  Volumen  an  gewisse  Grenz- 
werthe  der  Spannungen  gebunden  sein  kann.  £s  können  indessen  Aeude- 
roAgen  des  inneren  Zustandes  mit  oder  ohne  gleichzeitige  Deformations- 
trbeit  des  Körpers  auch  ohne  Aenderung  des  äusseren  Zustandes  (ohne 
Arbeit  äusserer  Kräfte)  stattfinden,  so  dass  sie  als  Wirkungen  einer  anderen 
Crsache  erscheinen,  als  die  Aenderungen  des  äusseren  oder  Bewegungs- 
zostandes. 

Es  kann  z.  B.  die  Pressung  eines  luftförmigen  Körpers  bei  constantem 
Volumen  in  hohem  Grade  veränderlich  sein;  eine  Mischung  von  Eis  und 
Wasser  kann  ganz  in  die  Form  von  Wasser  übergehen  so,  dass  das  Volumen, 

Oraskof,  theoret.  MasehiiieiilehTe.    I.  3 
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während  der  Schmelzung  des  Eises  abnehmend  und  später  zunefameod 
schliesslich  dem  Anfangsvolumen  wieder  gleich  ist  Bei  Yoraussetzunf 
einer  in  allen  Punkten  gleichen  Pressung  ist  in  beiden  Fällen  die  Defor 
mationsarbeit  ==  Null,  desgl.  kann  jede  der  übrigen  auf  der  rechten  Seit« 
von  Gl.  (7),  §.  6  vorkommenden  Arbeiten  =  Null  sein;  gleichwohl  hai 
sich  der  innere  Zustand  geändert.  In  der  Regel  ist  mit  solcher  Aenderuni 
eine  Deformationsarbeit  verbunden;  wenn  aber  letztere,  wie  es  hierbei  dei 
Fall  sein  kann,  positiv  ist,  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  ohne  Aendcrani 
der  lebendigen  Kraft  .des  Körpers  dagegen  negativ  (z.  B.  bei  der  Ausdeh- 
nung eines  ruhenden  Körpers,  auf  dessen  Oberfläche  der  Atmosphärendruct 
wirkt),  so  kann  man  um  so  mehr  nach  der  Ursache  fragen,  welche  hiei 
zugleich  die  Aenderung  des  inneren  Zustandes  und  die  Deformationsarbeit 
zur  Folge  hat. 

Diese  Ursache  heisst  Wärme.  Es  ist  also  Wärme  die  Ursache  solcher 
Aenderungen  des  inneren  Zustandes  eines  Körpers,  welche  in  Aenderungen 
der  Aggregatform,  des  specifischen  Volumens  oder  des  Spannungszustandes 
bestehen.  Insoweit  der  innere  Zustand  durch  diese  drei  Kriterien  (Aggre- 
gatform, spccif.  Volumen  und  Spannungszustand)  in  den  verschiedenen 
Punkten  eines  Körpers  charakterisirt,  also  durch  die  Wärme  bedingt  ist, 
soll  er  der  Wärmezustand  heissen.  Ein  Körper  von  gleichförmigem 
Wärmezustande  ist  ein  homogener  Körper  (§.  3),  dessen  specif.  Volumen 
und  Spannungszustand  in  allen  Punkten  gleich  sind. 

Als  Grösse  wird  die  Wärme  der  Messung  und  Rechnung  zugänglicii 
gemacht  durch  die  Definition:  Zwei  Wärmen  oder  Wärmegrössen  verhalten 
sich  =  l:n,  wenn  die  Massen  gleichartiger  Körper  von  gleichförmigen 
und  gleichen  Wärmezuständen  sich  =  1 :  n  verhalten,  in  denen  sie  gleiche 
Aenderungen  der  Wärmezustände  verursachen.  In  Folge  der  früheren  Auf- 
fassung vom  Wesen  der  Wärme  als  einer  mit  gewissen  Eigenschaften  aus- 
gestatteten Materie  ist  statt  Wärmegrösse  die  Bezeichnung:  Wärmemenge 
gebräuchlich  geworden  und  geblieben.  Die  Wahl  der  Wärmeeinheit  beruht 
auf  dem  Begriffe  der  Temperatur. 

Man  sagt:  zwei  Körper  von  gleichförmigen  Wärmezuständen  haben 
gleiche  Temperatur,  wenn  lediglich  in  Folge  ihrer  gegenseitigen  Be- 
rührung ihre  Wärmezustände  sich  nicht  ändern.  Indem  hierbei  das  Fehlen 
äusserer  Wärmeeinwirkung  vorausgesetzt  ist,  müsste  eine  Aenderung  des 
Wärmezustandes  des  einen  Körpers  mit  einer  entgegengesetzten  des  anderen 
verbunden  sein,  so  dass  aus  der  Unveränderlichkeit  des  Wärmezustandes 
des  einen  Körpers  auch  auf  die  des  anderen,  somit  auf  die  Gleichheit  der 
Temperaturen  beider  geschlossen  werden  kann.    So  sagt  mau,  ein  Körper 
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hAe  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  oder  des  gefirierenden  Wassers, 
wena  in  Berührung  mit  einem  Gemisch  von  Eis  und  Wasser  sein  Wärme- 
Z8stand  sieh  nicht  ändert. 

Wenn  zwei  Körper  sich  nicht  unmittelbar  berühren,  sondern  durch 
«ine  Scheidewand  getrennt  sind,  so  kann  die  Gleichheit  ihrer  Temperaturen 
nt  Hülfe  des  Grandsatzes  beurtheilt  werden,  dass  zwei  Grössen,  welche 
diier  dritten  gleich  sind,  auch  einander  gleich  sein  müssen.  Wenn  z.  B. 
der  Wärmeznstand  des  Quecksilbers  eines  in  eine  Flüssigkeit  getauchten 
Qoecksilberthermometers  unter  Ausschluss  fremder  Wärmewirkung  sich 
iriclit  ändert,  d.  h,  wenn  das  Volumen  des  Quecksilbers  bei  constanter 
Pressung  constant  bleibt,  so  gilt  dasselbe  von  dem  Glase  und  somit  auch 
Ton  der  Flüssigkeit,  welche  durch  das  Glas  vom  Quecksilber  getrennt  ist; 
es  haben  also  Quecksilber  und  Glas,  Glas  und  Flüssigkeit,  folglich  auch 
Quecksilber  und  Flüssigkeit  gleiche  Temperaturen. 

Ist  nun  bei  gleichförmigem  Wärmezustande  und  bei  normalem  At- 
mosphä rendruck  (gemessen  durch  eine  0,76  Meter  hohe  Quecksilber- 
aule  von  der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises): 

J\  das  Volumen  einer  gewissen  Menge  reiner,  d.  h.  von  ihren  neben- 
sächlichen und  zufälligen  Bestandtheilen  befreiter  atmosphärischer  Luft  bei 
der  Temperatur  des  (unter  atmosphärischem  Druck)  schmelzenden  Eises, 

r„  ihr  Volumen  bei  der  Temperatur  des  unter  normalem  Atmosphären- 
dnick  kochenden  Wassers, 

V  ihr  Volumen* in  irgend  einem  anderen  Wärmezustande, 
so  wird  als  Maasszahl  der  Temperatur  oder  kurzweg  als  Temperatur  der 
Luft  in  diesem   letzteren  Zustande  diejenige  Zahl  t  definirt,  welche  der 
Gleichung  entspricht: 


vonach 


V        V 

^K 

1"+'':^}'^  ^»)] 

V  ~.  Vo  far  t—t,  —  0, 

r  — :   r„  för  t—to  —  »    ist. 

(1), 


Dabei  sind  to  und  n  willkürlich  zu  wählende  Zahlen,  welche  auch  je 
nach  der  angenommenen  Temperaturskale  verschieden  gewählt  werden, 

nach  Celsius:  to=  0  und  n  =  100, 

nach  Bdaumur:  ^<,  =  0  und  n  =  80, 

nach  Fahrenheit:  t^  =  32  und  n  =  180. 

Im  Folgenden  wird  stets  die  Celsius'sche  Skale  zu  Grunde  gelegt, 
80  dass  die  Temperatur  des  unter  atmosphärischem  Druck  schmelzenden 
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der  Art,  dass  sie  nur  dann  immer  unendlich  klein  ist,  wenn  die  Schichte 
demselben  homogenen  Körper  oder  demselben  Gemisch  von  theilweise 
flüssigen  gleichartigen  Körpern  angehören. 

Wenn  durch  Mittheilung  von  Wärme  ein  fester  Körper  flüssig,  ein 
flüssiger  luftförmig,  oder  durch  Entziehung  von  Wärme  ein  luftförmiger 
Körper  flüssig,  ein  flüssiger  fest  wird,  so  ist  während  einer  solchen  all- 
mähligen  Aenderung  der  Aggregatform  die  T^emperatur  des  Körpers  nur 
von  der  Pressung  abhängig,  also  constant,  wenn  letztere  constant  ist. 
Wenn  also  die  Pressung  eines  continuirlichen  Gemisches  gleichartiger 
Bestandtheile  von  verschiedenen  Aggregatformen  in  demselben  Augenblicke 
in  allen  Punkten  gleich  resp.  in  je  zwei  Punkten  nur  unendlich  wenig 
^verschieden  ist,  was  nicht  ausschlicsst,  dass  sie  im  Verlauf  der  Zeit  stetig 
veränderlich  sein  kann,  so  ist  auch  die  augenblickliche  Temperatur  in  je 
zwei  Punkten  nur  unendlich  wenig  verschieden,  während  gleichwohl  die 

Wärmeleitung  mit  endlicher  Geschwindigkeit  ^^  ^i:,,.    stattfinden    kann; 

dr  dt 

der  Wärmeleitungscoefficient  Z  ist  in  solchem  Falle  unendlich  gross.  Wenn 
femer  einer  homogenen  Flüssigkeit  im  weiteren  Sinne  Wärme  von  unten 
her  mitgetheilt  oder  von  oben  her  entzogen  wird,  so  kann  durch  die  Aen- 
derung des  specif.  Gewichtes  eine  so  lebhafte  Mischungsbewegung  in  der 
Flüssigkeit  veranlasst  werden,  dass  die  Temperatur  in  demselben  Augen- 
blicke in  je  zwei  Punkten  nur  unmessbar  wenig  verschieden,  der  Wärme- 
leitungscoefficient X  also  unmessbar  gross  ist,  falls  der  Wärmeübergang 
an  der  Oberfläche  mit  endlicher  Geschwindigkeit  stattfindet.  Ebenso  kann 
X  bei  einem  discontinuirlichen  Gemische  von  zwei  gleichartigen  Bestand- 
theilen  verschiedener  Aggregatforra  an  der  Grenze  dieser  Bestandtheile 
unendlich  gross,  im  Inneren  der  (im  weiteren  Sinne)  flüssigen  Theile  in 
Folge  von  Mischungsbewegungen  wenigstens  unmessbar  gross  sein.  Nur 
bei  homogenen  festen  Körpern  hat  X  unter  allen  Umständen  einen  end- 
lichen Werth. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  der  Wärmeleitungscoefficient  X  unendlicfa 
oder  wenigstens  unmessbar  gross  ist,  so  dass  er  in  der  Rechnung  bei  Ab- 
straction  von  unmessbar  kleinen  Differenzen  als  unendlich  gross  zu  betrachten 
ist,  kann  die  Temperatur  des  Körpers,  obschon  sie  in  je  zwei  Punkten  des- 
selben nur  unendlich  wenig  verschieden  ist,  doch  von  der  Temperatur  in 
der  unmittelbaren  Umgebung  des  Körpers  um  Endliches  verschieden  sein, 
sofern  der  Wärmeübergangscoefficient  X^  nicht  etwa  selbst  unendlich  gross 
ist.  Im  Gegensätze  dazu  schliesst  die  Voraussetzung  einer  in  je  zwei 
Punkten  eines  Körpers  von  endlicher  Grösse  unendlich  wenig  verschiedenen 
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Prefisnng  auch  ohne  Weiteres  die  Voraussetzung  ein,  dass  diese  Pressung 
TOB  dem  äusseren  Druck  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  nur  unendlich 
wenig  Terschieden  sei. 

Schliesslich  mag  in  Betreff  der  Anwendung  auf  eine  Flüssigkeit  aus- 
drllcklich  herrorgehoben  werden,  dass  6V  in  der  obigen  Gleichung  (2)  das 
Volumen  eines  Körperelementes  bedeutet,  von  welchem  vorausgesetzt  wird, 
dass  es  keinerlei  Mischung  mit  Flüssigkeit  von  anderer  Temperatur  während 
des  Zeitelementes  dt  erfährt;  anderenfalls  würde  es  an  genügenden  Anhalts- 
punkten zur  Wahl  des  entsprechenden  Werthes  von  X  fehlen  und  das  Aen- 
derungsgesetz  der  Temperatur  im  Inneren  der  Flüssigkeit  sich  nur  empi- 
risch bestimmen  lassen. 


§.  10.    Wärmemittheilung  dureh  Strahlniig. 

Erfahrungsmässig  können  sich  zwei  Körper  JT  und  JT^,  wenn  sie  sich 
in  einem  geeigneten  Mittel  befinden,  auch  dann  Wärme  mittheilen,  wenn 
sie  sich  nicht  berühren,  und  zwar  ohne  dass  die  Temperatur  dieses  Mittels, 
welches  auch  durch  einen  leeren  Raum  ersetzt  werden  kann,  dadurch  ge- 
ändert wird.  Solche  Wärmemittheilung  heisst  Wärmestrahlung;  sie  ist 
ganz  analogen  Gesetzen  unterworfen  wie  die  Lichtstrahlung.  Bezüglich  auf 
die  Aenderung  des  Wärmezustandes  eines  Körpers  steht  sie  zu  der  Wärme- 
mittheilung durch  Berührung  in  einem  ähnlichen  Verhältnisse  wie  bezüglich 
auf  die  Aenderung  des  äusseren  Zustaudes  eine  aus  beliebiger  Ferne  wir- 
kende äussere  Massenkraft  zu  einem  äusseren  Druck  auf  die  Oberfläche; 
die  im  Inneren  des  Körpers  geleitete  Wärme  entspricht  den  inneren 
Flächenkräften,  und  endlich  kann  den  inneren  Massenkräften  entsprechend 
auch  Wärmestrahlung  im  Inneren  des  Körpers  selbst  stattfinden. 

Ist  A  ein  Punkt  der  Oberfläche  des  Körpers  JT,  welcher  dem  Körper 
JT,  Wärme  zustrahlt,  und  erstreckt  sich  die  von  A  ausgehende  Wärme- 
strahlung in  einem  Zeitelemente  dt  bis  zu  einer  gewissen  Fläche  J^,  so 
kann  man  ebenso  wie  bei  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  alle  Punkte  A' 
von  F"  als  neue  Wärmecentra  betrachten,  von  denen  sich  im  folgenden 
Zeitelemente  dt  die  Wärmestrahlung  bis  zu  gewissen  Flächen  /'  erstreckt, 
dann  alle  Punkte  A"  der  Umhüllungsfläche  F"  dieser  Flächen  /'  abermals 
sls  neue  Centra,  von  denen  aus  sich  im  folgenden  Zeitelemente  cU  die 
Wärmestrahlung  bis  zu  gewissen  Flächen  /"  mit  der  gemeinschaftlichen 
Uiuhflllungsfiäche  F'"  erstreckt  u.  s.  f.  Die  so  erhaltenen  Umhüllungsflächen 
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F\  F^\  F^"  ...  beissen  die  von  Ä  ausgehenden  Wärmewellenflächen, 
und  jede  Linie  A  Ä  Ä'  Ä"  .  .  . ,  welche  alle  diese  Wellenflächen  normal 
durchschneidet,  heisst  ein  von  A  ausgehender  Wärmestrahl.  Diese 
Wärmestrahlen  können  im  Allgemeinen  krumme  und  selbst  stellenweise  ge- 
brochene Linien  sein,  indem  das  Medium  sich  längs  denselben  stetig  oder 
plötzlich  ändern  und  dadurch  zu  Brechungen  und  Reflexionen  Veranlassung 
geben  kann.  Dabei  sind  zunächst  Wärmestrahlen  von  einerlei  Gattung, 
also  von  gleicher  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  demselben  Mittel  vor- 
ausgesetzt. 

Ist  A^  irgend  ein  Punkt  des  Wärmestrahls  A Ä Ä* Al" . . . ,  z.  B.  ein 
Punkt  der  von  demselben  getroffenen  Oberfläche  des  Köpers  A\,  so  ist  der 
Strahl  AA^  auch  dadurch  charakterisirt,  dass  er  der  Weg  ist,  auf  welchem 
die  von  A  aus  gestrahlte  Wärme  den  Punkt  A^  in  der  kürzesten  Zeit  er- 
reicht. Ist  nämlich  A a  d' a" ...  A^  irgend  ein  anderer  beliebig  nahe  be- 
nachbarter Weg  zwischen  A  und  A^^  unter  a\  d\  d"  . . .  Punkte  der  Flächen 
F\  F'\  F'"  . . .  verstanden,  welche  den  Punkten  -4',  Ä\  Ä" ...  des  Strahls 
AA^  beliebig  nahe  liegen,  so  können  nicht  alle  Elemente  ^«',  aV\ . .  des 
Weges  Ada'  ...A^  normal  zu  den  Flächen  F\  F" . . .  sein.  Ist  aber  z.  B. 
d  d'  nicht  normal  zu  F"^  so  liegt  der  Punkt  «"  ausserhalb  der  Fläche 
/",  bis  zu  welcher  sich  von  d  aus  die  Wärmestrahlung  im  Zeitelemente  dt 
erstreckt,  und  es  braucht  also  die  Wärmestrahlung  von  d  bis  d'  eine 
grössere  Zeit,  als  von  d  bis  zum  Berührungspunkte  der  Flächen  f"  und 
F"^  welch'  letztere  der  zur  Strahlung  von  A'  bis  A''  erforderlichen  Zeit 
gleich  ist. 

Die  Wärmestrahlung  zwischen  zwei  Körpern  IT  und  JT^^  ist  gegenseitig, 
und  es  hängen  die  Wärmemengen,  welche  sie  einander  in  einer  gewissen 
Zeit  zustrahlen,  von  den  Beschaffenheiten  der  Ober  flächenschichten  beider 
Körper,  von  den  Temperaturen  derselben  und  von  der  Beschaffenheit  des 
von  der  Wärme  durchstrahlten  Mittels  ab.  Dass  im  Falle  der  Gleichheit 
jener  Oberflächentemperaturen  der  Körper  K  dem  Körper  F^^  unter  allen 
Umständen  ebenso  viel  Wärme  zustrahle,  wie  er  von  ihm  in  derselben  Zeit 
durch  Strahlung  empfängt,  lässt  sich  nicht  ohne  Weiteres  behaupten;  denn 
die  Definition  der  Gleichheit  zweier  Temperaturen  (§.  7)  setzt  lediglich 
Wärmemittheilung  durch  Berührung  voraus  und  lässt  sich  als  Definition 
auch  nicht  ohne  Vorurtheil  erweitern.  Bei  der  Mannigfaltigkeit  von  mög- 
lichen Fällen  und  den  mancherlei  Fehlerquellen,  mit  denen  die  Versuche 
über  die  Wärmestrahlung  zu  kämpfen  haben,  lässt  sich  auch  auf  dem  Wege 
des  Versuchs  aUein  eine  vollkommene  Feststellung  der  Bedingungen,  unter 
denen  das  Wärmegleichgewicht  durch  Strahlung  stattfindet,  kaum  erwarten; 
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durch  eine  mathematische  Untersuchung    ergeben  sie  sich  in  folgender 
Weise.* 

Es  seien  A^  B^  C  drei  Ebenen;  in  jeder  derselben  seien  zwei  recht- 
winkelige Coordinatenaxen  angenommen,  in  Beziehung  auf  welche 

x^  und  ya  die  Coordinaten  eines  Punktes  a  in  der  Ebene  A^ 

T^  und  yt     „  „  „  „        *  „     1,         ,1      ^, 


Xc  und  yr     „ 

•1 

< 

sind.    Es  seien  femer 

ti^  —  einer  Function  von  x^,^ 

yfti   ^c, 

yc. 

*«c               M                 w                -1      ^aj 

ya,  ^c, 

ffc. 

^ab               ?i                  11                11      "^a? 

ytii  ^ftf 

Vh 

11  11 


die  Minimalzeiten  der  Wärmestrahlung  beziehungsweise  von  h  bis  r,  von 
«  bis  «  und  von  a  bis  &,  also  die  Zeiten,  welche  die  Fortpflanzung  der 
Wftrme  durch  Strahlung  längs  den  Wärmestrahlen  hc^  ae  und  ah  oder  um- 
gekehrt erfordert. 

£s  handelt  sich  zunächst  um  die  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  6  Coordinaten  der  drei  Punkte  ö,  3,  c  stattfinden  mUssen, 
wenn  diese  in  demselben  Strahle  liegen  sollen,  und  zwar  so, 
dasB  c  zwischen  a  und  h  liegt,  der  Strahl  also  ach  oder  hca  ist.  Jeden- 
hS\&  ist  dann 

^ac   +   ^6c  ^=  ^ab  \ 

allein  diese  Bedingung  genflgt  nicht,  weil  durch  zwei  der  drei  Punkte  im 
Allgemeinen  der  dritte  bestimmt  ist,  durch  4  jener  6  Coordinaten  folglich 
die  beiden  anderen  bestimmt  sein  müssen.  Ist  aber  a  ein  Punkt  der  Ebene 
Ä  in  der  Nähe  von  ö,  welcher  also  nicht  in  der  Verlängerung  des  Strahls 
hc  liegt,  so  ist  die  Zeit  iah  des  directen  Strahls  ah  die  kleinste  Zeit  der 
Strahlung  von  a  bis  &,  also  kleiner  als  die  Summe  der  Zeiten  längs  den 
Strahlen  ac  und  ch^  d.  h. 

^ab  <C  ^uc  +  hc  oder  ial ^ac  <C  ^6ci 

80  dass  der  Punkt  a  als  in  der  Verlängerung  des  Strahls  he  gelegen  durch 
die  Bedingung 

tob  —  ^ac  =  max, 
bestimmt  ist,  woraus  folgt: 


*  Vergl.  Claasius:   „lieber  die  Concentration  von  Wärme-  und  Licht- 
stiaUen  und  die  Grenzen  ihrer  Wirkung/'    Poggendorff*s  Annaleu,  Bd.  121. 
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ö« 


ab 


tac) 


=  0; 


b(<a6  —  ^ae\ 


=  0 


Ist  ebenso  ß  ein  Pnnkt  der  Ebene  B  nahe  bei  3,  so  ist 


(1). 


ha  <  ^ac  +  tue  oder  ^«^  —  ^^^^  <  ^ 


ao 


so  dass  der  Punkt  h  als  in  der  Verlängerung  des  Strahls  ac  gelegen  der 
Bedingung 

^ab  —  hc  —  W«^. 


entsprechen  muss,  woraus  folgt: 

K^ab  —  hc) 


=  0; 


Ö(<at  —  hc) 


=  0 


Ist  -endlich  /  ein  Punkt  der  Ebene  C  nahe  bei  c^  so  ist 

<  hy  +  ^6y,   also   hc  +  ^6c  =  »«««^ 


(2). 


=  0; 


K^ac  -]rhc) 

öyc 


=  0 


(3). 


Jedes  der  Systeme  (1),  (2)  und  (3)  von  je  zwei  Gleichungen  drückt  die 
gegenseitige  Beziehung  der  drei  Punkte  aus,  in  welchen  ein  Strahl  die 
drei  Ebenen  so  schneidet,  dass  der  Punkt  c  zwischen  a  und  h  liegt;  jedes 
dieser  3  Paare  von  Gleichungen  hat  die  beiden  anderen  Paare  und  auch 
die  Gleichung  tac-[-hc=^^ab  zur  nothwendigen  Folge,  falls  es  nur  einen 
Strahl  zwischen  den  Punkton  a  und  h  giebt. 

Es  sei  nun  in  der  Ebene  A  der  Punkt  a  gegeben,  in  der  Ebene  B 
ein  unendlich  kleines  Flächenelement  dB\  die  Strahlen,  welche  vom  Punkte 
a  nach  allen  Punkten  des  Umfanges  von  dB  gehen,  schneiden  dann  die 
Ebene  C  im  Umfange  eines  Flächenelementes  dC^  dessen  Yerhältniss  zu 
dB  bestimmt  werden  soll.  Wird  das  Element  dB^  dessen  Gestalt  hierbei 
gleichgültig  ist,  als  ein  Rechteck  =  dx^,  dyi  angenommen,  so  dass  die 
Coordinaten  der  Endpunkte  &,  h^^  b^  und  ^3  beziehungsweise 

=  ^6,  y*;  ^b  +  dx^  yt;    ^6,  yo  +  dyy\    arfc  -1-  dx^,  yu  -\-  dft 

^*^-  '*  sind,  so  kann  das  entsprechende  Element  dC  als  ein 

Parallelogramm  c  c^  c^  c^  (Fig.  3)  betrachtet  werden, 
dessen  Eckpunkte  c^  und  r^,  welche  auf  den  Strahlen 
ab^  und  ab^  liegen,  bezüglich  auf  den  Eckpunkt  c, 
welcher  auf  dem  Strahle  ah  liegt,  die  folgenden 
relativen .  Coordinaten  haben : 
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hx 


hxc 


^b 


6 


P2C,  =  ^^^dyt 


Ist  nun  9j   der  SchDÜtpnnkt  von  p^c^  mit  c^c^^  q^  der  Schnittpunkt  von 
rpj  mit  ^2^3,  und  q^q^  parallel  cp^^  so  ist 

dC=ee^e^e^=ec^qiq^=cp^q^q^ 

=  ^l  (cp^—P^qi)  =  Cp^  [cp^  —   l-^  i'l^l  )  =  ^1  •  CP9—P2^9  'Plh 

\  cpi  / 

'ö^  öy c  ^  b^  öyc\  ^^    , 

,      ^C* hxc  'byc ö^c  '^Vc 

dB      hxt  hyh      hi/bbxi, 

Um  die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  partiellen  Bifferential- 
qaotienten  als  Functionen  der  Coordinaten  der  Punkte  a,  &,  c  auszudrückea, 
kann  irgend  eines  der  Gleichungenpaare  (1),  (2),  (3)  benutzt  werden;  hier 
mögen  die  Gleichungen  (1)  gewählt  werden,  welche,  sofern  hier  Xa  und  y« 
CoQstante  sind,  sich  dadurch  auszeichnen,  dass  , 

;r—  und  C-—  nur  die  Variablen  xi,  und  y^, 
oxa         öy« 

r-^*^  und  r-^  nur  die  Variablen  Xg  und  y« 
OXa         oya 

enthalten.    Setzt  man  zur  Abkürzung  vorübergehend 

he  =  -^i     hc  =  -ö?     taA=C 

ond  bezeichnet  eine  Differentiation 

nach  Xa  y«    a?&  y&    «c  ^c 
durch  den  Zeiger  a    a     b    ß     c    y^ 

90  lassen  jene  Gleichungen  (1)  sich  so  schreiben: 

Ca—JBa  =  0',       Ca—Ba  =  0. 

Wenn  man  sie  nach  xi,  di£ferenzirt  und  berücksichtigt,  dass  Xe  und  ye  Func- 
tionen von  x^  sind,  so  folgt: 


6 


bxi,  '  hx 

r        n    ^^'      »    ^y^  —  n 


Oraskof,  theoret.  llaschiaeAlehre.    1. 
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desgl.  durch  Differentiation  nach  yt- 


Cfi/t jS„r  -z: -D/tv  Z 0 


"^      '"  öy»       "''  hl 


Aus  den  beiden  ersten  dieser  4  Gleichungen  folgt: 

1 :  >r      :  r      —  -Oac  *^ay        -"ay  -"ac  • 

und  aus  den  beiden  letzten: 


1 :  5^ —  :  5- —  =  Bae  Bay  —  B^y  B^c  - 

oyh  oyi 


:  Bay  C^ß  —  Caß  B^y  :  0^^  Bae  —  -^«c  ^a/? ; 

endlich  aus  diesen  beiden  Doppelproportionen: 


1  •  >r~  s~ ^T"  ^T"  =  \^ac  ^ay J^ay  -^ae)    ' 


b^^       hxc  hyt 
hxi,  hyb     .  öyft  öiTft 

:  (Bay  Cah  —  Cah  ^ay)  (^a/*  ^ac ^ac  Caß)  —  (Bay  Caß  —  Caß  Bay) 

(Gab  Bae  —  B^e  C?«*) 

oder 

1 :  —  =  (Bae  ^ay ^ay  ^ae)^-  {Bae  Bay  —  Bay  Bae)  (Cab  Caß Cafi  €„{) 


dB 


dB  BgC  Bgy  Bgy  Bgc 


dC         Cab  Caß Caß  Cah 

Derselbe  Ausdruck  wäre  gefunden  worden,  wenn  das  Element  dC  an* 
genommen  und  das  entsprechende  Element  dB  dazu  bestimmt  worden  w&re. 
Auch  ist  ohne  Weiteres  ersichtlich,  dass  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen 
(2)  ein  ganz  analoger  Ausdruck  für  das  Yerhältniss  der  Flächenelemente 
dA  und  dC  der  Ebenen  A  und  C  ergiebt,  welche  einem  von  einem  Punkte 
b  der  Ebene  B  ausgehenden  StrahlenbOschel  entsprechen,  desgl.  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  (3)  für  das  Yerhältniss  der  Flächenelemente  dA  und  dB 
der  Ebenen  A  und  B,  welche  einem  von  einem  Punkt«  e  der  Ebene  C  aas- 
gehenden Strahlenbüschel  entsprechen.  Jedes  dieser  Verhältnisse  ist 
dem  folgenden  Doppclverhältnisse  zu  entnehmen: 
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dA:d£:dC=a:bie   .  .- 

worin  a,  b,  e  die  Absolutwerthe  der  folgenden  Aasdrücke 
bedeuten: 


^^  ^^      ö^Tft  bxe  hifb  hyc       ^^b  öy^  ^b  ^^e 

■           z>      i>  »       2>  ^  *ac       ^  ^ac  O  tac        ^  *ac 

9  =  Hac  ^ay -»ay  ^ac  = 


.  .  (5). 


e  =  C    C    —C     C    =.^^    <^'^a^  _    ^^^ab     i^Xb^ 

«P  a/f      a6  {)^^5^^  ÖyaÖy6  ^^a^Pb  ^ffa^^b 

Znr  Bestinunnng  der  Wärmemenge,  welche  irgend  zwei  Ele- 
mente i^^  nndi^  der  Ebenen^  und^S  sich  gegenseitig  zustrahlen, 
werde  nnn  zunächst  angenommen,  dass  eine  Concentration  der  Strahlen 
nicht  stattfindet,  dass  also  jeder  Punkt  des  einen  Elementes  von  jedem 
Punkte  des  anderen  einen  und  zwar  nur  einen  Strahl  (derselben  Gattung) 
eriiält 

Um  insbesondere  die  Wärmemenge  =  dQax,  zu  bestimmen,  welche  das 
Element  dA  dem  Elemente  dB  in  der  Zeiteinheit  zustrahlt,  werde  die 
Mittelebene  C  parallel  der  Ebene  A  in  einem  so  kleinen  Abstände  q  an- 
genommen, dass  das  durchstrahlte  Mittel  zwischen  dA  und  der  Ebene  C 
als  gleichförmig,  jeder  der  betreffenden  Strahlentheile  ae  folglich  als  gerad- 
linig vorauszusetzen  ist  Ist  nun  dC  das  Flächenelement,  in  welchem  der 
Ton  einem  beliebigen  Punkte  a  des  Elementes  dA  nach  dem  Elemente  dB 
gehende  Strahlenbfischel  die  Ebene  C  schneidet,  so  ist  den  Grleichungen 
(5)  zufolge 

dC  =  ^dB, 

0 

worin  die  Grösse  h  sich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auf  eine 
sehr  einfache  Form  bringen  lässt.  Werden  nämlich  die  Coordinatenaxen  in 
den  Ebenen  A  und  C  einander  parallel  und  so  angenommen,  dass  die  Yer- 
bindangslinie  ilirer  Anfangspunkte  auf  diesen  Ebenen  senkrecht  ist,  so  ist 
der  Abstand  r  des  Punktes  a  mit  den  Coordinaten  ^a,  y^  von  dem  beliebigen 
Punkte  e  (xc,  yc)  des  Elementes  dCi 


r  =  y^Q^-\-{Xc  —  XaY  +  (Se  —  Pa)* 

und  wenn  ir«  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  strahlenden  Wärme  in 
dem  Mittel  zunächst  dem  Elemente  dA  bedeutet,  so  ist 

r  .  1    /   ÖV        ÖV  b*r        b^r 

"^        «^11 '  Wn*  \hXahXe  hf/ab^c         ^Xa  bpe  by^  bx^ 

4* 
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oder,  weil  dem  Ausdrucke  von  r  zufolge 

fiXa  r      '      hxc 


*r         ••', 


a 


b*r 


hXahXc 


^      _ 


r  — 


{Xc—Xa)^ 


'6h 


^scahyc       r 


\  (..-..f-^=^ 


ä 


ist,  auch 


{Vc—Va) 


21 


'     öy^barc       r* 


=  -5  (j/c—^a) 


h  = 


1      1 


Wa*r* 


»•^  —  (^c— a;«)^  —  {yc—VaY 


2 


2^.4 


Wa'^r 


(6). 


Hiemach  ist 


dC=Wa^-^c.dB, 


Je  zwei  Strahlen  des  vom  Punkte  a  nach  dem  Elemente  dB  gehenden 
Büschels  bilden  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander,  so  dass  die 
Richtung  ac  eines  solchen  Strahls  im  Punkte  a  als  die  Richtung  des  ganzen 
Büschels  in  diesem  Punkte  bezeichnet  werden  kann.  Bildet  diese  Richtung 
mit  der  gegen  die  Ebene  C  hin  gerichteten  Normalen  der  Ebenen  A  und  C 
den  Winkel  fl-,  so  ist 

co8d-==  —  .      also  auch  dC  =  — -  -  cdB. 
r  coa^v- 

Denkt  man  sich  femer  um  a  als  Mittelpunkt  mit  den  Halbmessern  q 
und  r  Kugelflächen  beschrieben,  so  wird  letztere  Kugelfläche  vom  Strahlen- 
büschel in  einem  Flächenelemente  =  dC.  cos  ^  geschnitten,  also  die  erstere, 
nämlich  die  Kugelfläche  mit  dem  Halbmesser  q  im  Flächenelemente 

d£'=^  dC.coad-, 

woraus  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  dC  sich  ergiebt: 

dK 


w 


2 


.2 


eos'd' 


(7). 


Diese  Grösse  =  dem  Flächenelemente,  in  welchem  der  Strahlen- 
büschel  eine  um  seinen  Ursprung  a  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser 
1  beschriebene  Kugelfläche  schnitte,  wenn  er  bis  dahin  dieselbe  Richtung 
wie  in  a  behielte,  kann  die  Oeffnungsgrösse  des  von  a  nach  dS 
gehenden  Strahlenbüschels  genannt  werden.  Sie  ist  für  die  Strahlen- 
büschel,  welche  von  den  verschiedenen  Punkten  a  des  Elementes  dA  nach 
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iB  gehen,  uur  unendlich  wenig  verschieden,  nnd  es  ist  somit  die  Wärme- 
menge d(la>  einerseits  dieser  Oeffnungsgrösse  und  anderseits  der  Projection 
von  dA  auf  eine  zu  den  gleichen  Richtungen  aller  Strahlenhüschel  senk- 
reehte  Ebene  proportional  zu  setzen: 

dJT 
dQah  =  e  .dAcosd-,    ^  =  bwJ  c.  dA  dB. 

worin  e  einen  Coefficienten  bedeutet,  welcher  durch  die  specifische 
Wärmeemission  =  e^  des  Flächenelementes  dA,  d.  i.  durch  die  Wärme- 
Beoge  bestimmt  ist,  welche  von  demselben  pro  Flächeneinheit  in  l"  im 
Ganzen  gegen  die  (unendliche)  Ebene  C  hin  ausgestrahlt  wird.  Aus  der 
eBtsprechenden  Gleichung 

e  dA  cos  &   ^  =    s  ^^  /  ^^^^  ^  =  ea  dA, 


I  e  dAcos  &   -  ^  =    ^dA  l  i 

J  ^     p    J 


worin  das  Integral  sich  über  die  ganze  Halbkugel  zum  Halbmesser  q  er- 
äreckt,  also 


/ 


Bt  folgt 

f  =  -,   also  dQat  =  eaWa^^-dAdB (8) 

=  der  Wärmemenge,  welche  das  Element  dA  dem  Elemente  dB 
in  l"  durch  Strahlung  zusendet,  worin  die  Grösse  c  durch  die  be- 
treffende Gl.  (5)  bestinmit  ist.  Ebenso  ist  umgekehrt  die  Wärmemenge, 
welche  dA  von  dB  in  l"  empfängt,  wenn  ^j  und  m^^  die  entsprechenden 
Bedeutungen  fftr  dB  wie.^«  und  Wa  für  dA  haben, 

dQi,a  =  ei,wt'^--dAdB 

dQab:dQba  =  eaWa^ietWb* (9). 

Es  werde  jetzt  angenommen,  die  Wärmestrahlung  zwischen  den  Ele- 
menten dA  und  dB  sei  mit  einer  Concentration  der  Strahlen  (durch 
Brechung  oder  Reflexion)  verbunden,  und  zwar  soll  zunächst  der  extreme 
Fall  vorausgesetzt  werden,  dass  alle  Strahlen,  welche,  von  irgend  einem 
Pankte  a  des  Elementes  dA  ausgehend,  durch  ein  gewisses  endliches 
Flächenstück  AC  der  Ebene  C  hindurchgehen,  in  einem  Punkte  h  von  dB, 
dem  conjugirten  Brennpunkte  von  a,  zusammentreffen.  Das  Element 
dB  sei  das  optische  Bild  von  dA,  d.  h.  der  Ort  der  coi^ugirten  Brenn- 
pinkte  h  aller  Punkte  a  von  dA\  umgekehrt  ist  dann  auch  dA  das  optische 
Bild  von  dß. 
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Die  Grösse  c,  GL  (5)  ist  in  diesem  Falle  unendlich.  Denn  durch  den 
Punkt  (ajfl,  ya)  des  Elementes  dA  ist  sein  conjugirter  Brennpunkt  [x^  y») 
im  Elemente  dB  zugleich  mitgegeben  und  umgekehrt,  so  dass  die  im  Aus- 
drucke von  c  vorkommenden  Differentialquotienten  von  ^«6  ii^ch  irgend 
welchen  der  Coordinaten  x^^  y«,  a?^,  y^  hier  keine  endlichen  Werthe  haben 
können.  In  der  That  sind  auch  die  Verhältnisse  dA\dC  und  dBidC^  welche 
nach  Gl.  (5)  beziehungsweise  =  a:e  und  =  b:c  wären,  im  vorliegenden 
Falle  unendlich  klein,  weil  ein  von  a  nach  dB  oder  von  b  nach  dA  gehen- 
der Strahlenbttschel  die  Ebene  C  in  einer  Fläche  AC  von  endlicher  Grösse 
schneidet. 

Ein  Strahlenbüschel  dagegen,  welcher  von  irgend  einem  Punkte  c  der 
Fläche  Je  nach  dA  oder  dB  geht,  schneidet  die  Ebene  B  in  dB  resp.  die 
Ebene  A  in  dA,  so  daas  zwischen  diesen  Elementen  dA  und  dB  nach  wie 
vor  die  Beziehung  stattfindet: 

dA:dB  =  a:b     (X0\ 

welche  auch  in  optischer  Beziehung  von  Interesse  ist,  indem  sie  mit  Rück- 
sicht auf  die  Bedeutungen  von  a  und  b  nach  Gl.  (5)  die  allgemeinste 
Gleichung  zur  Bestimmung  des  Grössenverhältnisses  zwischen  einem  Gegen- 
stande und  seinem  optischen  Bilde  ist. 

Ist  nun  dC  ein  Element  der  Fläche  AC^  so  ist  die  Wärmemenge  dQah 
welche  das  Element  dA  dem  Elemente  dB  durch  dieses  Element  dC  hin- 
durch zusendet,  gleich  der  Wärmemenge,  welche  überhaupt  von  dA  nach 
dC  gestrahlt  wird,  indem  letztere  vollständig  in  dB  concentrirt  wird,  und 
da  zwischen  diesen  Elementen  dA  und  dC  dieselbe  Beziehung  stattfindet 
wie  zwischen  dA  und  dB  in  Gl.  (8),  dass  nämlich  von  jedem  Punkte  des 
einen  nach  jedem  Punkte  des  anderen  Elementes  ein  und  nur  ein  Strahl 
geht,  so  ist  hier 

b 

3t 

erhalten  aus  Gl.  (8)  durch  Vertauschung  von  dB  mit  dC  und  von  e  mit  ^, 
welche  letztere  Grösse  nach  Gl.  (5)  ebenso  von  tac  abhängt  wie  c  von  t^ 
Dieselbe  Gleichung  gilt  für  alle  Elemente  von  JC,  und  es  ist  also  die  ganze 
Wärmemenge,  welche  in  l"  von  dA  nach  dB  gestrahlt  wird, 

AQ,^^-6,,Wa^-  dA\hdC^-^^  IbdAdC (11). 


fa  Wa^  -dAlhdC^  -^^  fb 


Ebenso  ist  umgekehrt  die  Wärmemenge,  welche  dA  von  dB  in  1 
emp^ngt. 


tf 
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JQ^^-LA^    adBdC, 


wobei  die  Integration  ebenso  wie  in  Gl.  (11)  sich  über  die  Fläche  JC 
erstreckt 

Diese  Wärmemengen,  welche  die  Flächenelemente  dA  und  dB  mit 
eiitander  anstanschen,  sind  in  Folge  der  Concentration  der  Strahlen  we- 
sentlich andere  wie  im  vorigen  Falle  ohne  solche  Concentration,  ihr  Ver- 
hiltniss  aber  ist  dasselbe  wie  früher,  nämlich  mit  Rücksicht  anf  61.  (10): 

AQab'^Qha=^ek^a^'^h^b^    .' (9,  «). 

£s  seien  nun  allgemein  A  und  B  irgend  zwei  begrenzte  Flächen, 
welche  sich  gegenseitig  Wärme  zustrahlen,  C  eine  zwischen  ^und 
B  liegende  Fläche,  AC  das  Stück  derselben,  welches  der  Ort  aller  Punkte 
ist,  in  welchen  die  von  A  nach  B  oder  umgekehrt  gehenden  Strahlen  die 
Fläche  C  schneiden.  Mag  diese  Strahlung  mit  oder  ohne  Concentration 
der  Strahlen  in  A  und  B  stattfinden,  so  kann  doch  die  beliebige  Fläche  C 
immer  so  gewählt  werden,  dass  in  ihr  keine  Concentration  der  Strahlen 
stattfindet,  dass  also  von  jedem  Punkte  der  Flächen  A  und  B  nach  irgend 
einem  Punkte  von  AC  nur  ein  Strahl  geht.  Es  ist  dann  die  Wärmemenge, 
welche  das  Element  dA  der  Fläche  A  durch  das  Element  dC  von  AC  hin- 
durch der  Fläche  B  in  l"  znstrahlt,  nach  Gl.  (8)  bei  Vertauschung  von  dB 
mit  d€  und  e  mit  h: 

wobei  die  in  der  Grösse  h  nach  Gl.  (5)  vorkommenden  Coordinaten  a?«,  y« 
and  Xc^  ffc  sich  auf  Axen  in  den  Berührungsebenen  der  Flächen  A  und  C 
beziehen,  mit  welchen  die  Elemente  dA  und  dC  derselben  zusammenfallen. 
Die  Berechnung  der  ganzen  Wärmemenge,  welche  in  l"  von  A  nach  B 
gestrahlt  wird,  erfordert  eine  zweimal  zweifache  Integration  über  die  ganze 
Fläche  A  und  das  ganze  Flächenstück  J(7,  ist  also 

Qab=-  jeaiOa^dAJbdC  =  ~  jj eawJbdAdC  .  .  .  (12), 

wobei,  sofern  dA  und  dC  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  sind,  jede  der 
beiden  Integrationen  zwei  einzelne  Integrationen  in  sich  begreift  und  die 
Grenzen  der  Integration  in  Beziehung  auf  dC  durch  die  Grenzen  der  Fläche 
B  bestimmt  und  übrigens  Functionen  des  Ortes  sind,  wo  das  Element  dA 
in  der  Fläche  A  liegt.  Ebenso  ist  umgekehrt  die  Wärmemenge,  welche 
die  Fläche  A  in  l"  von  der  Fläche  B  empfängt, 
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Ö6a  = 


-  I etiCi^^dB  I  adC=—  rjef,tc^^adBda 


wobei  die  Grenzen  der  Integration  in  Beziehung  anf  dC  durch  die  Grenzen 
der  Fläche  A  bestimmt  nnd  übrigens  Functionen  des  Ortes  sind,  wo  das 
Element  dB  in  der  Fläche  B  hegt  Nun  können  die  Flächen  A  und  B 
insbesondere  so  in  Elemente  zerlegt  werden,  dass  je  zwei  derselben  dA 
and  dB  demselben  Strahlenbüschel  entsprechen,  dessen  Ursprung  c  in  der 
Fläche  C  Hegt;  dann  ist  nach  61.  (5) 

hdA  =  adB 

und  es  entspricht  jedem  Elementargliede  hdAdC  \m  Ausdrucke  von  <2ab  ^u^ 
gleiches  Elementarglied  adBdC  im  Ausdrucke  yon  Q^,  so  dass,  die  Inte* 
grale  zwischen  den  Torerwähnten  Grenzen  genommen,  auch 

JJhdAdC=  JJadBdC 

ist  und  somit,  wenn  e^  und  tOa  in  allen  Punkten  von  A^  e^  und  tr^  in 
allen  Punkten  von  B  gleich  sind,  sich  wieder  verhält: 

Qab''Qba  =  ^a^a^''^b^b^ (9,  b). 

Bei  diesen  Betrachtungen  sind  Strahlen  von  einerlei  Gattung  (von 
gleicher  sogen.  Wärmefarbe)  vorausgesetzt  worden;  sind  aber  dieselben  von 
ungleicher  Gattung,  so  dass  sie  mit  etwas  verschiedenen  Geschwindigkeiten 
in  demselben  Mittel  fortgepflanzt  werden,  so  sind  unter  w^  und  w^  die  be- 
treffenden Mittelwerthe  zu  verstehen.  Wenn  femer  die  Wärmestrahlnng 
zwischen  A  und  B  mit  Wärmeverlusten  unterwegs  verbunden  ist  (durch 
Brechung,  Reflexion  oder  durch  Absorption  von  Seiten  des  Mittels),  so 
werden  dadurch  die  Absolutwcrthe  von  Qab  und  Ö6a  zwar  vermindert,  doch 
bleibt  ihr  Verhältniss  dasselbe,  weil  jene  Verluste  auf  demselben  Wege 
oder  Strahle  stets  dieselben  sind,  mag  derselbe  im  einen  oder  im  umge- 
kehrten Sinne  durchlaufen  werden. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  A  und  B  die  Oberflächen  von 
Körpern  sind,  von  der  Wärme  Qab  im  Allgemeinen  nur  ein  Theil  =  0^0^^ 
von  der  hinter  B  liegenden  Körperschicht  absorbirt  wird,  also  eine  Tem- 
peraturerhöhung derselben  bewirkt,  während  ein  zweiter  Theil  von  der 
Fläche  B  reflectirt  und  ein  dritter  durch  die  Körperschicht  hindurch 
gestrahlt  werden  kann.  Ebenso  sei  aa  Qba  derjenige  Theil  der  von  B 
nach  A  in  l"  gestrahlten  Wärme,  welcher  von  der  Körperschicht  hinter 
A  absorbirt  wird.  Die  sogen.  Absorptionscoefficienten  a«,  und  a^ 
sind  von  den  Beschaffenheiten  der  betreffenden  Körperschichten  abhängig, 
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ftr  ToUkommen  schwarze  Körper  =  1.  Sollen  nun  die  beiden  Körper- 
schichten  sich  im  Temperatargleichgewichte,  d.  h.  im  Beharrungszu- 
Stande  der  gegenseitigen  Wärmemittheilung  durch  Strahlung 
befinden,  so  mass 

«ft  Qab  =  «a  Qba  ,      »IsO     ~  iV^^  =  —  Wb^ 

CCa  Cth 

sein.  Für  den  Fall,  dass  die  Körper  sich  in  einem  gleichförmigen  Mittel 
'z.  B.  beide  in  der  atmosphärischen  Luft)  befinden  und  dass  eine  Concen- 
tntion  der  Strahlen  nicht  stattfindet^  kann  es  als  crfahrungsmässig  con- 
statirt  betrachtet  werden,  dass  der  Beharrungszustand  dann  stattfindet, 
wenn  die  Temperaturen  der  übrigens  beliebig  verschieden  beschaffenen 
Oberflächenschichten  der  beiden  Körper  einapder  gleich  sind.  Setzt  man 
also  die  specifischen  Wärmeemissionen  ea  und  e^^  welche  im  Allgemeinen 
TOD  den  materiellen  Beschaffenheiten  und  Temperaturen  der  Oberflächen- 
üchichten  und  von  den  Beschaffenheiten  der  angrenzenden  Mittel  abhängen 
können,  beziehungsweise 

unter  e^  und  e^  die  nur  von  den  Temperaturen  der  Oberflächenschichten 
and  von  den  angrenzenden  Mitteln  abhängigen  specif.  Wärmeemissionen 
Tollkonunen  schwarzer  Körper,  unter  Sa  und  e»  also  Emissionscoeffi- 
cienten  verstanden,  welche  für  vollkommen  schwarze  Körper  =  1  sind, 
so  dass  das  Temperaturgleichgewicht  durch  Strahlung  nun  allgemein  an  die 
Bedingung 

—  ea    Wa^=—eb    Wft* 
CCa  CCb 

gebunden  ist,  so  ist  im  erwähnten  Falle  eines  zwischen  A  und  B  gleich- 
f5rmigen  Mittels  (wa  =  m?ö)  ^r  den  Boharrungszustand  auch  ej  =  «&', 
also  £a  : ßfl  =  f ö •  ffft-  DieEmissions- und  Absorptionscoefficioriten 
f  und  a  verschiedener  Körper  haben  also  bei  gleicher  Neigung 
der  aus-  und  einfallenden  Strahlen  (wie  solche  hier  überall  statt- 
findet) ein  constantes  Verhältniss  zu  einander.  Die  Bedingung  des 
Temperatnrgleichgewichtes  durch  Strahlung  reducirt  sich  dadurch  auf: 

^a  ^J  =  eb  «^6* (13). 

Wenn  es  also  allgemein  wahr  sein  soll,  dass  das  Temperaturgleichge- 
wickt  zweier  sich  Wärme  mittheilender  Körper  durch  die  Gleichheit  ihrer 
Oberflftchentemperaturen  charakterisirt  ist,  nämlich  nicht  nur  im  Falle  der 
Wännemittheilang  durch  Berührung,  wofür  diese  Gleichheit  durch  Definition 
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stattfindet,  sondern  auch  im  Falle  der  Wärmestrahlung,  so  dass  also  auch 
niemals  von  selbst  ein  flberschflssiger  Wärmettbergang  von  einem  kälteren 
in  einen  wärmeren  Körper  stattfinden  kann,  so  muss  man  annehmen,  dass 
die  specifischen  Wärmeemissionen  vollkommen  schwarzer  Kör- 
per von  gleichen  Oberflächentemperaturen  den  Quadraten  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  Strahlen  in  den  angren- 
zenden Mitteln  umgekehrt  proportional  sind,  wobei  es  keinen 
Unterschied  macht,  ob  die  Strahlen  durch  Brechungen  oder 
Reflexionen  in  beliebiger  Weise  concentrirt  werden  oder  nicht 


§.  11.  Aeqoivalenz  von  Wärme  nnd  Arbeit;  Wärmegleichong  und 

€rleichung  des  Arbeitsvermögens« 

Unzähligen  Erfahrungen  zufolge  kann  durch  Aufwendung  von  Arbeit 
Wärme  gewonnen,  also  der  Wärmezustand  eines  Körpers  verändert  werden, 
und  umgekehrt  durch  Aufwendung  von  Wärme  Arbeit  verrichtet  oder  ent- 
sprechende lebendige  Krafk  gewonnen,  also  der  äussere  Zustand  eines 
Körpers  verändert  werden.  Beispiele  der  ersten  Art  von  Wirkungen  sind 
die  Wärmegewinnung  durch  Reibung  und  durch  die  Compression  eines 
Gases  unter  Verbrauch  von  Arbeit  oder  entsprechender  lebendiger  Kraft, 
Beispiele  der  zweiten  Art  gewähren  alle  sogenannten  calorischen  Maschinen, 
vermittels  welcher  Arbeit  unter  Verbrauch  von  Wärme  gewonnen  wird. 
Wenn  nun  Kräfte  als  die  Ursachen  der  Aenderun^en  des  äusseren  Zu- 
standes  eines  Körpers  definirt  wurden,  so  dass  insbesondere  die  Arbeiten 
von  Kräften  die  Ursachen  von  Aenderungen  der  lebendigen  Kraft  sind, 
während  nach  jenen  Erfahrungen  auch  Wärme  dieselbe  Wirkung  haben 
kann,  wenn  femer  die  Wärme  als  Ursache  der  Aenderungen  des  inneren 
Zustandes  definirt  wurde,  insoweit  derselbe  durch'  Aggregatform,  spedf. 
Volumen  und  Spannungszustand  als  sogen.  Wärmezustand  charakterisirt 
ist,  während  nach  obigen  Erfahrungen  auch  Arbeiten  die  gleiche  Wirkung 
haben  können,  so  muss  man  nothwendig  schliessen,  dass  Wärmemengen 
und  Arbeiten  mit  einander  vergleichbare  Grössen  sind,  welche  sich  unter 
geeigneten  Umständen  gegenseitig  vertreten  können,  und  zwar  muss  man, 
wenn  die  früheren  Definitionen  nicht  hinfällig  werden  sollen,  diese  Ver- 
tretung als  eine  Umwandlung  betrachten  der  Art,  dass  Arbeit  sich  in 
Wärme  verwandelt,  indem  sie  eine  Aenderung  des  Wärmezustandes  eines 
Körpers  zu  Folge  hat,  und  dass  Wärme  sich  in  Arbeit  verwandelt,  indem 
sie  die  lebendige  Kraft  eines  Körpers  ändert  oder  eine  äussere  Kraft  als 
Widerstand  Überwindet 
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Der  Begriff  einer  solchen  gegenseitigen  Yerwandlang  hat  das  Prin- 
eip  der  AeqniTalenz  von  Arbeit  und  Wärme  zur  nothwendigen 
F<^,  d.  h.  er  setzt  ein  bestimmtes  Maassverhältniss  der  sich  in  einander 
rerwandelnden  Grössen  yoraas,  dessen  Zahlenwerth  nur  von  den  Einheiten 
aUAngt,  durch  welche  die  Grössen  gemessen  werden.  In  der  That  lehrt 
uch  die  Erfahrung,  dass,  wenn  durch  Aufwendung  von  Arbeit  der  Wärme- 
ztstaad  eines  Körpers  verändert  und  die  aufgewendete  oder  verbrauchte 
Arbeit  mit  der  Wärmemenge  verglichen  wird,  welche  dem  Körper  zur 
Bewirkimg  derselben  Aenderung  des  Wärmezustandes  hätte  mitgetheilt 
werden  müssen,  oder  wenn  umgekehrt  durch  Veränderung  des  Wärme- 
zBstandes  eines  Körpers  Arbeit  verrichtet  und  die  verrichtete  oder 
gewonnene  Arbeit  mit  der  Wärmemenge  verglichen  wird,  welche  dem 
Körper  zur  Bewirkung  derselben  Aenderung  des  Wärmezustandes  hätte 
entzogen  werden  mitosen,  alsdann  jene  Arbeit  dieser  Wärme  stets  so  nahe 
m  demselben  Verhältnisse  =  1:A  proportional  ist,  dass  die  Unterschiede 
den  Beobachtungsfehlern  zugeschrieben  werden  können. 

Die  Wärmemenge  -4,  welche  der  Arbeit  =  1  entspricht,  heisst  der 
Wärmewerth  der  Arbeitseinheit  (das  calorische  Arbeitsäquivalent), 

die  Arbeit  —  =  JF^  welche  der  Wärmemenge  =  1  entspricht,  heisst  der 

Arbeitswcrth  der  Wärmeeinheit  (das  mechanische  Wärmeäquivalent). 
Im  Mittel  aus  vielen  experimentellen  Bestimmungen  (besonders  ausgeführt 
von  Joule  durch  Vergleichung  der  zur  Unterhaltung  einer  Reibung  auf- 
gewendeten Arbeit  mit  der  dadurch  gewonnenen  Wärmemenge)  hat  sich 
ergeben: 

~=  ?r=:  424  Kgmtr. 

^  =  —  = Cal. 

W      424 

Nach  dea  Principien  der  Mechanik  (§.  6,  Gl.  7)  sind  Arbeiten  und 
l^tendige  Kräfte  im  Zahlenverhältnisse  =  1  einander  gleichwerthig,  so 
dtts  durch  Verbrauch  einer  gewissen  Arbeit  eine  ebenso  grosse  lebendige 
Kraft  gewonnen  wird  und  umgekehrt;  zwischen  lebendiger  Kraft  und 
Wärme  besteht  deshalb  dieselbe  Aequivalenz  im  Zahlenverhältnisse  1 :  A 
=  W:1  wie  zwischen  Arbeit  und  Wärme. 

Dem  Vorstehenden  zufolge  hat*  ein  Körper  in  Folge  seines  augen- 
bheUichen  Zustandes  aus  einem  doppelten  Grunde  das  Vermögen,  Arbeit 
n  verrichten:  in  Folge  seines  aussäen  oder  Bewegungszustandes  und  in 
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Folge  seines  Wärmezustandes.  Das  Arbeitsvermögen,  welches  dem  Bewe- 
gungszustande des  Körpers  entspricht,  ist  =  seiner  lebendigen  Kraft  L 
und  heisse  sein  äusseres  Arbeitsvermögen;  das  dem  Wärmezustande 
entsprechende  Arbeitsvermögen  heisse  das  innere  Arbeitsvermögen 
und  sei  mit  27  bezeichnet  Das  gesammte  oder  Arbeitsvermögen  kurzweg 
ist  dann  =  i  +  C^.  Der  Wärme werth  des  inneren  Arbeitsvermögens  ^==^A.U 
heisse  die  Körperwärme;  dieselbe  kann  ebenso  wie  U  nicht  absolut, 
sondern  nur  relativ,  nämlich  als  Differenz  der  Körperwärmen  resp.  der 
inneren  Arbeitsvermögen  für  den  augenblicklichen  und  einen  gewissen 
anderen  anfänglichen  Wärmezustand  des  Körpers  bestimmt  werden.  Für 
ein  Gemisch  von  Wasser  und  gesättigtem  Wasserdampf  lässt  sich  z.  B. 
bestimmen,  um  welchen  Betrag  die  Körperwärme  oder  das  innere  Arbeits- 
vermögen desselben  in  einem  gewissen  Zustande  grösser  ist,  als  wenn  sich 
die  ganze  Masse  im  Zustande  von  Wasser  bei  0^  Temperatur  und  einer 
bestimmten  Pressung  befände;  es  lässt  sich  aber  kein  Wärmezustand  der 
Masse  (als  Eis)  angeben,  welcher  einer  weiteren  Aenderung  durch  Wärme- 
entziehung nicht  mehr  ^hig,  und  für  welchen  also  die  Körperwärme  resp. 
das  innere  Arbeitsvermögen  =  Null  wäre. 

Nach  dem  Princip  der  Aequivalenz  von  Arbeit,  lebendiger  Kraft  und 
Wärme  ist  für  irgend  eine  unendlich  kleine  Zustandsäuderung 
eines  Körpers  der  Zuwachs  an  Arbeitsvermögen  desselben 
=  der  Arbeitssumme  der  auf  ihn  wirkenden  äusseren  Kräfte 
+  dem  Arbeitswerth  der  ihm  von  aussen  mitgetheilten  Wärme. 
Eine  besondere  Rolle  spielt  hierbei  die  Reibung  an  der  Oberfläche;  ihr 
Erfolg  besteht  in  der  Verwandlung  einer  gewissen  Arbeit  =  dR  (oder 
äquivalenten  lebendigen  Kraft)  in  Wärme,  welche  in  einem  gewissen  Vor- 
hältnisse a\\  —  a  theils  dem  Körper  selbst,  theils  seiner  Umgebung  (dem 
Bertthrungskörper,  längs  welchem  er  mit  Reibung  in  gleitender  Bewegung 
begriffen  ist)  mitgetheilt  wird.  Die  Arbeitssumme  der  äusseren  Kräfte  för 
die  unendlich  kleine  Zustandsäuderung  des  Körpers  enthielte  also  ausser 
der  Arbeitssumme  =  dM-^-  dP  der  Massenkräft©  und  des  äusseren  Drucks 
(§.  6)  noch  die  negative  Arbeit  =  —  dM  der  äusseren  Reibung,  und  der 
Arbeitswerth  der  dem  Körper  an  seiner  Oberfläche  mitgetheilten  Wärme 
enthielte  den  Bestandtheil  ==  a  dR^  so  dass  in  dem  Ausdruck  für  die  Aen- 
derung des  Arbeitsvermögens  mit  Rücksicht  auf  die  äussere  Reibung  das 
Glied  vorkäme: 

-~dR-{-adR  =  —  {l  —  a)  dR 

— -  dem  Entgegengesetzten  des  Arbeitswerthes  der  an  die  Umgebung  mit- 
getheilten Reibungswärme.    Wenn  man  aber  diese  letztere  Wtaae  ab 
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negntiTeii  Bestaadtbeil  in  die  Wärmemenge  =  dQ  einrechnet,  welche  dem 
Körper  bei  seiner  anendlich  kleinen  Znstandsändenmg  von  aussen  mit- 
getheilt,  nämlich  mehr  mitgetheilt,  als  entzogen  wird,  indem  man  sich 
Totstellen  kann,  dass  zunächst  die  ganze  äussere  Reibungswärme  an  den 
betrachteten  Körper  tibergeht  und  erst  nachträglich  ein  Theil  derselben 
ihm  wieder  entzogen  wird,  so  hat  man  die  Gleichung 

d{L+  ü)  =  dM+dP-^  WdQ    (1), 

weldie  in  der  Folge  die  Gleichung  des  ArbeitsTermOgens  genannt 
«erden  soll.  Durch  Verbindung  derselben  mit  der  Gleichnng  der  leben- 
digen Kraft  —  §.  6,  GL  (7)  — 

dL  =  dM+  dP—dR—dS+dE 
ergiebt  sich: 

dU=  WdQ  +  dR-['  dS—  dE (2). 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  dS  die  Arbeit  der  inneren  Widerstände, 

deren  Wirkung  erfahrungsmässig  ebenso  wie  die  der  äusseren  Reibung  in 

einer  Verwandlung  von  Arbeit  (lebendiger  Kraft)  in  Wärme  besteht.    Es 

ist  also 

WdQ  -i-dR  +  dS 

der  Arbeitswerth  der  dem  Körper  im  Ganzen  mitgetheilten,  nämlich  theils 
Yon  aussen  mitgetheilten  (der  Umgebung  Entzogenen),  theils  durch  die 
äussere  Reibung,  theils  durch  die  inneren  Widerstände  erzeugten  Wärme, 
und  die  Gl.  (2),  welche  in  der  Folge  die  Wärmegleichung  heissen  mag, 
drückt  ans,  dass  jene  Wärme  =  dU  -f*  äE  theils  zur  Vermehrung 
des  inneren  Arbeitsvermögens  des  Körpers  (resp.  der  Körper- 
wärme AU),  theils  zur  Verrichtung  von  Deformationsarbeit  des- 
selben verwendet  wird. 

Hiemach  findet  tiberhaupt  die  Verwandlung  von  Wärme  in  Arbeit  in 
aoldier  Weise  statt,  dass  sie  zunächst  in  Deformationsarbeit  sich  umsetzt, 
welche  dann  gemäss  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  theils  zur  Ver- 
mehrung der  lebendigen  Kraft  des  Körpers,  theils  zur  Ueberwindung  von 
Widerstandskräften  dienen*  kann.  Die  Wärme,  welche  sich  in  Deformations- 
arbeit verwandelt,  kann  dabei  theils  solche  Wärme  sein,  welche  dem  Körper 
erst  mitgetheilt  wird,  sei  es  von  äusseren  Körpern  durch  Berührung  oder 
Strahlung,  sei  es  an  der  Oberfläche  durch  die  Verwandlung  von  Reibungs- 
aibeit  (dB)  oder  im  Inneren  durch  die  Verwandlung  innerer  Widerstands- 
arbeit (dS)  in  Wärme,  theils  kann  sie  der  Körperwärme  selbst  entnommen 
sein,  entsprechend  dem  Falle,  dass  in  Gl.  (2)  dU  negativ  und  dE  positiv 
ist  Umgekehrt  kann  auch,  einem  negativen  Werthe  von  dE  entsprechend, 
Deformationsarbeit  sich  in  Wärme  verwandeln;  aber  es  kann  die  Verwand- 
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lung  von  Arbeit  überhaupt  in  Wärme,  —  und  dadurch  onterscheidet  sie  sich 
wesentlich  von  der  umgekehrten  Verwandlung,  —  auch  unabhängig  von  De- 
formationsarbeit,  nämlich  durch  Yermittelung  der  seeundären  Bewegungs- 
widerstände  (der  äusseren  Reibung  und  der  inneren  Widerstände)  statt- 
finden. Während  also  die  gegenseitige  Verwandlung  von  Deformations- 
arbeit und  Wärme  in  einander  eine  umkehrbare  Verwandlung  ist,  ist 
die  Umsetzung  der  Arbeit  secundärer  Bewegungswiderstände  in  Wärme 
eine  nicht  umkehrbare  Verwandlung;  es  liegt  im  Wesen  der  seeun- 
dären Bewegungswiderstände,  dass  sie  immer  eine  negative  Arbeit  ver- 
richten, d.  h.  Arbeit  oder  entsprechende  lebendige  Kraft  verbrauchen, 
welche,  indem  sie  als  solche  verschwindet,  als  Wärme  erhalten  wird. 
Wenn  gemäss  der  Voraussetzung  in  §.8  keine  Tangentialspannungen  in 
dem  betrachteten  Körper  vorkommen,  so  ist  die  hier  im  Allgemeinen 
sogenannte  Deformationsarbeit  iJL^  die  in  §.  6  näher  charakterisirte,  nämlich 
durch  Grl.  (9)  daselbst  allgemein  bestimmte  Ezpansionsarbeit,  welche  nur 
von  den  Pressungen  und  den  Volumenänderungen  der  Körp^elemente 
abhängt. 

Ihren  Begriffen  zufolge  sind  die  Körperwärme  und  das  innere  Arbeits- 
vermögen eines  Körpers  durch  den  Wärmezustand  desselben  bestimmt. 
Das  innere  Arbeitsvermögen  pro  1  Kgr.  =  U  oder  das  specifische 
innere  Arbeitsvermögen  eines  Körpers  von  gleichförmigem  Wänne- 
zustande,  resp.  das  specif.  innere  Arbeitsvermögen  in  einem  gewissen 
Punkte  eines  homogenen  Körpers  von  ungleichförmigem  Wärmezustande 
oder  eines  continuirlichen  Gemisches  von  ungleichförmigen  Mischungs- 
verhältnisse, oder  auch  das  mittlere  specif.  innere  Arbeitsvermögen 
eines  discontinuirlichen  Gemisches  ist  also  durch  dieselben  Grössen  be- 
stimmt, wie  der  Wärmezustand,  insbesondere  z.  B.  durch  v  und  p  bei  einem 
Körper,  in  welchem  keine  Tangentialspannungen  vorkommen;  oder  es  hängt 
(formell,  wenn  auch  nicht  thatsächlich,  noch  etwas  allgemeiner)  U  mit 
jenen  den  Wärmezustand  charakterisirenden  Grössen  und  mit  einer  anderen^ 
die  aber  mit  Httlfe  der  Zustandsgieichung  (§.  6)  eliminirt  werden  kanu^ 
durch  eine  Gleichung  zusammen,  welche  in  der  Folge  die  Gleichung  des 
inneren  Arbeitsvermögens  genannt  werden  boU.  — 

Das  Princip  der  Aequivaleuz  und  gegenseitigen  Umwandelbarkeit  von 
Wärme  und  Arbeit  oder  lebendiger  Kraft  ist  mit  der  Anschauung  von  der 
Wärme  als  einer  Materie,  somit  einer  unveränderlichen  Grösse,  nicht  ver- 
einbar, hat  dagegen  zu  der  Aimahme  geführt  resp.  dieselbe  weiter  begrün- 
det, dass  das  Wesen  der  Wärme  in  dem  Molekularzustande  der  atomistiscfa 
constituirten  Materie  zu  suchen  sei,  nämlich  in  der  Gruppirung,  den  gegen- 
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sdtigeii  mneren  Krftften  und  einer  nnnchtbaren  inneren  Bewegnng  der 
üe  Kdrper  in  discreter  Weise  mit  leeren  Zwisckenränmen  constitnirenden 
tiemstoi  Mafiseniheilchen^  wobei  die  Gruppirung  auf  gewisse  mittlere  Lagen 
dieser  kleinsten  Massentheilchen  sich  bezieht,  welche  sie  bei  der  inneren 
Bewegung  höchstens  periodisch  vorübergehend,  wenn  überhaupt  wirklich 
einn^imen,  nnd  wobei  die  innere  Bewegung  oder  deren  Aenderung  an  und 
£Qr  sich  nicht  mit  einer  wahrnehmbaren  Aenderung  der  Massenvertheilung 
Teibnnden  ist,  während  eine  Aenderung  jener  Gruppirung  sich  entweder 
durch  eine  Aenderung  der  Aggregatform  oder  durch  eine  messbar  verän- 
derte Massenvertheilung  (Aenderung  des  specifischen  Volumens)  oder  durch 
beides  zugleich  zu  erkennen  giebt  Von  der  ausdrücklichen  Zugrunde- 
legung dieser  Annahme  und  ihrer  näheren  Bestimmung  hinsichtlich  der 
Art  der  constituirenden  kleinsten  materiellen  Theilchen  (Aetheratome, 
Körper-Atome  und  Moleküle)  und  der  besonderen  Art  ihrer  Gruppirung 
lad  inneren  Bewegung  sowie  der  Wirkungsgesetze  der  ihnen  immanenten 
Kräfte,  welche  zur  vollständigen  Erklärung  der  Wärmeerscheinungen  und 
somit  zur  Rechtfertigung  der  Annahme  an  sich  vorausgesetzt  werden 
Biüssten,  soll  jedoch  hier,  wie  schon  einleitungsweise  zu  diesem  Abschnitte 
bemerkt  wurde,  umsomehr  vorläufig  abgesehen  werden,  als  eine  solche 
Dednction  der  Wärmeerscheinungen  aus  bestimmten  atomistischen  Annahmen 
hi^er  nur  sehr  unvollkommen  gelungen  ist.  Das  Princip  der  Aequivalenz 
von  Wärme  und  Arbeit  wird  hier  also  ebenso  wie  die  folgende  weitere 
Ansfilhrung  und  Ergänzung  desselben  zunächst  als  lediglich  empirisch 
inducirt  hetrachtet. 


i  12.    Allgr^^meine  Oleiehungen   zur  Bestimmung   der  Zustandsftnderung 
efaier  Flllssigkeit  (in  weiteren  Sinne)  unter  gegebenen  Umständen. 

Die  in  f.  5  entwickelten  Differentiidgleichungen  gewähren  noch  keine 
vollständige  und  allgemeine  Lösung  dieser  Aufgabe;  denn  abgesehen  davon, 
dass  noch  eine  fünfte  Beziehung  zwischen  den  in  den  Gleichungen  (6) 
uad  (7)  daselbst  vorkommenden  abhängig  variablen  Grössen  Uj  Vy  Wj  (i^  ^, 
weldie  als  Functionen  der  Coordinaten  :r,  y,  z  und  der  Zeit  t  zu  bestimmen 
varen,  fehlte,  war  dort  von  Aenderungen  *  der  Temperatur  gar  nicht  die 
Rede,  und  es  wurde  die  Zustandsändcrung  lediglich  als  Wirkung  äusserer 
Kräfte  betrachtet,  während  die  hier  als  gegeben  vorausgesetzten  Umstände 
na  Allgemeinen  zugleich  eine  Mittfaeilung  oder  Entziehung  von  Wärme 
eiuschliessen  können. 
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Wenn  die  Geschwindigkeitscomponenten  zur  Zeit  t  im  Punkte  (^,  y,  s] 
nach  der  Richtung  der  Coordinatenaxen,  welche  in  §.  5  mit  u,  %  w  bezeichnet 
wurden,  jetzt  mit  u^^  i^y,  Ug  bezeichnet  werden,  und  die  specif.  Masse 

II  =  —  gesetzt  wird,  unter  v  das  specif.  Volumen  verstanden,  so  ist  nacb 

ffV 

den  Gleichungen  (6)  a.  a.  0. 
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ÖiT*  Öy! 


(1) 


-        .  ÖM^e  bw 

mit  A  = 


unter  X,  F,  Z  die  Componenten  der  beschleunigenden  Massenkraft  und 
unter  E  eine  Constante  verstanden,  welche  sich  auf  die  innere  Reibung 
bezieht;  ferner  nach  Gl.  (7)  daselbst: 

bi  ö^   ö^  h"^ 

«?  «7  t?  «? 

bT^b^'^bf^bT^^' 

wofür  mit  Rflcksicht  auf  die  Bedeutung  von  A  auch  geschrieben  werden 
kann: 


,  öi     bi     bi     bi 

;r+ör+"^b7  +  "^b^+^'öz-  =  ^ 


(2). 


Bezeichnet  femer  l  die  Temperatur  im  Punkte  (or,  y,  z)  zur  Zeit  ^,  jl  des 
Wärmeleitungscoef&cienten  daselbst,  so  ist  nach  §.9,  Gl.  (2)  die  Wärme^ 
menge,  welche  einem  diesen  Punkt  enthaltenden  Massenelemente  der 
Flüssigkeit,  dessen  Volumen  zur  Zeit  ^=cfr  ist,  im  Zeitelement«  dt  mit- 
getheilt  wird, 
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6y' 

wobei  Toransgesetzt  ist,  dass  im  Inneren  der  Flflssigkeit  die  Wärme  nur 
dordi  Leitung  und  ohne  Mischungsbewegung  flbertragen  wird.  Dieselbe 
Wännemenge  ist  nach  der  Wärmegleichung  —  §.11,  61.(2)  —  auch 

dU-\-dE 

indem  hier  dR  =  0  ist,  sofern  das  betrachtete  Massenelement  im  Inneren 
der  Flüssigkeit  liegt,  und  auch  dS=0  gesetzt,  d.  h.  ebenso  wie  in  den 
Gleichungen  (1)  von  discontinuirlichen  Geschwindigkeitsänderungen  ab- 
strahirt  werden  muss,  weil  die  betreffenden  inneren  Bewegungswiderstände 
sich  nicht  in  Elemente  zerlegen  lassen,  ihre  Wirkungen  vielmehr  nur  im 
Ganzen  beurtheilt  und  (nach  Ausführung  der  Integration  der  hier  aufisu- 
stellenden  Differentialgleichungen  über  einen  gewissen  Theil  der  Flüssigkeit) 
in  Rechnung  gebracht  werden  können.  In  dem  letzteren  Ausdrucke  von 
dQ  ist  nach  §.  6,  Gl.  (9)  die  Expansionsarbeit 

dE^p.döV 

und  somit  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  dQ: 

hy 

Darin  bedeutet  U  das  innere  Arbeitsvermögen  des  Flüssigkeitselementes 
vom  Volumen  ÖVzxlt  Zeit  t  Bezeichnet  man  aber  mit  ^das  specif.  innere 
Arbeitsvermögen  im  Punkte  (:r,  y, «)  zur  Zeit  t  (§.  1 1),  so  ist 

6V 
statt  dU  zu  setzen:        dV. 

V 

and  indem  femer  gesetzt  werden  kann: 

V 

erbalt  die  letzte  Gleichung  nach  Multiplication  mit  v.  ,^  und  Division  mit  dt 

ÖJ 

die  Form: 

^  fdU  ,       dv\       ^   ß^T   ,  hH    ,   hH\ 

dU        dv 
In  dieser  letzten  Gleichung  sind   _    und      vollständige  Differentialquotien- 

dt  di 

ten,  indem  IT' und  v  auf  ein  Massenelement  bezogen*  wurden,  welches  zur 

Grashof,  theoret.  ÜUschiaeiilehre.    I.  5 
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Zeit  t  den  Raumpunkt  («,y,2)  enthält;  es  ist  also  (analog  der  Entwickelung 
von  gPjc  (Pff  und  gp^  in  §.  5) 

dU      hU  ,       hU  ,       hu  ^       bU 

dt        ht    ^      hx  ^    "hy  ~    'ö« 


dv        bv  bv  hv  hv 

Indessen  können  auch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit  Hülfe  voll- 
ständiger Differentialquotienten  etwas  einfacher  geschrieben  werden: 


öy       dt  \hy       bx^        6y 

hy 
1 


(l,a) 


letztere  Gleichung  auch: 


d 

+  ,,-  =  0 (2,a), 

V        dt 


dv 


Durch  die  5  Gleichungen  (1)  — (3)  in  Verbindung  mit  der  Zustands- 

gleichung  (§.  8) 

f(v,p,l)  =  0    i^) 

und  der  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  (§.  11) 

F{v,pJ,U)  =  0 (5) 

sind  die  7  Grössen  «j, «^ «„ «?, p^ f,  17 als  Functionen  von  x^y^t^t  bestimmt, 
wenn  die  übrigen  in  den  Gleichungen  vorkommenden  Grössen  theils  als 
Constante,  theils  als  Functionen  von  x^  y,  s,  t  gegeben  sind  und  wenn  ferner 
zur  Bestimmung  der  willkürlichen  Constanten  und  Functionen,  die  durch 
die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  eingeführt  werden, 
der  Anfangszustand  und  die  Oberflächenbedingungen  gegeben  sind,  nämlich 
der  Zustand  (äusserer  und  Wärmezustand)  zu  einer  bestimmten  Zeit,  die 
Oberflächenkräfte  und  die  Umstände,  von  welchen  der  Wärmeaustausch 
zwischen  der  Flüssigkeit  und  ihrer  Umgebung  abhängt.  Wie  dabei  die 
oberflächliche  Reibung  und  wie  die  inneren  Bewegungswiderstände  in 
Rechnung  zu  bringen  sind,  wird  später  in  der  Hydraulik  näher  dargelegt 
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Verden.  Während  die  Gleichungen  (1)  —  (3)  allgemein  für  jede  Art  von 
Flüssigkeit  gelten,  sind  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  fUr  verschied^ie 
Flo^gkeiten  verschieden,  weshalb  auch,  abgesehen  von  den  analytischen 
Schwierigkeiten,  welche  die  Integration  der  ersteren  Gleichungen  darbietet, 
die  weitere  Behandlung  des  Problems  auf  specielle  Fälle  beschränkt  ist. 
In  dem  besonderen  Falle  eines  continuirlichen  Gemisches  von  Flüssigkeit 
nnd  gesättigtem  Dampf  derselben  Art  kommt  zu  den  genannten  sieben 
noch  eine  achte  als  Function  von  :r,^,z,^  zu  bestimmende  Grösse,  das 
Mischungsverhältniss,  wogegen  aber  auch  eine  achte  Gleichung  9p  (j?,  t)  =  0 
zur  Verfügung  ist. 

Wenn  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  u  in  jedem  Punkte 
(x,y,z)  den  Umständen  gemäss  gegeben  ist  oder  angenommen 
wird,  wie  es  namentlich  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Bewegung  der  Flüs- 
sigkeit durch  eine  von  festen  Wänden  gebildete  Leitung  beschränkt  wird, 
und  wie  es  überhaupt  meist  geboten  ist,  um  die  mathematische  Unter- 
suchung zu  erleichtem  oder  gar  zu  ermöglichen,  so  sind  durch  u  auch  die 
Componeuten  u^^u^yU^  bestimmt,  und  es  reducirt  sich  die  Zahl  der  zu  be- 
stimmenden Functionen  auf  5,  nämlich 

«,  V,  p,  r,  U, 

Die  drei  Gleichungen  (1)  können  dann  in  eine  zusammengezogen 
werden.    Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (l,a)  beziehungsweise  mit 

dx  =  «j.  dty     dy  =  Uff  dt^     dz  =  u^  dt, 

wo  also  dx^dy^dz  die  Projectionen  des  Weges  ds  =  udt  auf  die  Coordi- 
natenaxen  sind,  welchen  ein  materieller  Punkt  im  Zeitelemente  dt  durch- 
läuft, und  dividirt  man  die  Gleichungen  durch  y,  so  ergiebt  sich  durch 
ihre  Addition  mit 

-{Xdx-^  Ydy-{-Zdz)  =  dM 
9 

Ox  oy  dz  ÖS 

^-  dx 4-  -    dy-\-  ^   dz=.-        ds 
hx      ^hy  ^       hz  b« 

1  udu  u^ 

-  («j.  duj:  -\-  Ujf  duy  -\-  Ug  dujr)  =--  -      ^=d  ^^ 

die  folgende  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  pro  1  Kgr.  eines  beliebigen 
Massenelementes  der  Flüssigkeit: 

5* 
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d~  =dM—v^d%  +  Rv 
2g  0« 


^  Vb^«  ^by«  ^bz« ;  '    , 

Die  drei  Glieder  auf  der  rechten  Seite  sind  pro  1  Kgr.  des  FlOssig- 
keitaelementes  und  auf  dem  Wege  ds^^udt: 

1)  die  Arbeit  der  Massenkraft, 

2)  die  Arbeit  der  auf  die  Oberfläche  von  der  umgebenden  Flüssigkeit 

ausgeübten  Pressung,  insoweit  sie  von  der  Aenderung  des  specif. 
Volumens  unabhängig  ist,  also  nicht  zu  Deformationsarbeit  ver- 
braucht resp.  von  solcher  vernichtet  wird, 

3)  die  Arbeit  der  inneren  Keibung. 
Setzt  man  Ux  =  au^  Uy  =  hu,  Ut  =  cu^ 

wo  tf,  3, 0,  nämlich  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  von  u  mit  den  Coordi- 
natenaxen,  gegebene  Functionen  von  a?,y,z  sind,  so  ist  mit  den  Bezeich- 
nungen 

ha  ,        ha  ,        ha  , 


hx 

öy      "' 

>r  — "' 

02 

h*a 

und  den  analogen  Bezeichnungen  hinsichtlich  h  und  c\ 

hux         hu   .      , 
ox  ox 

b^tfx         ^*«   ,   o    '^«<   ,      " 


u.  s.  f.,  also 

b^Wjr    I    ^  Vc    ,    h^ 


fh^u       hhi      b%\  ,  „/    .bw  ,hu  ,hu\  ,  ,    ./  ,      .*  ,       ..^ 


b2«y      b««y      bj«^^ 


=  <L^. + ^7-  +  s"^)  +  ^  ('■  s  +  V|  +*-t)  +<'■" + V + 'O 


§.12. 
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hx'   ^h^ 


,'b*H  ,  6*1«  ,  hht 


s)  +  K''''öi  +  ''»'by  +  '''b, 


)+(■ 


// 


+  V  +  ^i»" 


«. 


Die  Sabstitution  dieser  Ausdrücke  ergiebt  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
also  aaj  -f-  bbj  +  ccj;'  =  0 

iaX^  worin  der  Index  :r  auch  mit  y  oder  s  vertauscht  werden  kann,  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  in  folgender  Form: 

.2 


i-   =dM 
^9 


%7^  + 


+  ÄF 


-  '2     1     Ä  '2     1-  '2' 


/  u 


ds .  .  (6). 


(7). 


Ist  ^  die  beschleunigende  Massenkraft  im  Sinne  von  u,  so  ist  auch 

dM=-  Kd9 
9 

und  man  erhält  durch  Division  von  GL  (6)  mit  udt  =  d9: 

-«'k+s-.+v+s^.-|+v+J^:+:^:[• 

In  di^er  und  in  den  beiden  Gleichungen  (2,  b)  und  (3): 

.      dv     ^      fdU   ,      dv\       ,   ßH   ,   6«r   ,   >sH 

rJ=^^und^(^-+^-j^^.^^-+^^-,  +  ^-.y, 

wodurch  in  Ycrbindang  mit  der  Zustandsgieichung  (4),  der  Gleichung  des 
inneren  Arbeitsvermögens  (5),  den  Oberflächenbedingungen  und  dem  An- 
fuigsznstande  die  Grössen  m,  t>,  j>,  7,  27  im  vorliegenden  Falle  als  Functionen 
von  X,  jf,  t,  t  bestimmt  sind,  ist 

Jr^aX-{-bY-\-eZ 


bJ  ,   ,hA ■      hA 


ö« 


d« 


70  UMKEHBBAJEtE  UKD  NIGHT  ÜMKEHBBA&E  VBBWAKDLÜNGEN.  §.  13. 

hs         bx         öy         bz 

du      btt    ,    /  6m   ,    _  btt    ,      bu\ 
dt       ht  ^  \  hx^    hij~    hzj 

dv       hv    ^    f  bv    ,    ^hv    .      bv\ 

dt       bt  ^  V   bx^    öy  ^    bzj 

dU      bU      /  bU  ^      bU  ,      bU\ 

Dieselben  Gleichungen  gelten  mit  R  =  0  auch  für  einen  festen  Körper, 
in  welchem  keine  Tangentialspannungen  vorkommen  und  X  als  unabhängig 
von  der  Richtung  der  Wärmeleitung  vorausgesetzt  worden  kann. 

Für  den  Beharrungszustand  der  Bewegung  einer  Flüssigkeit, 
d.  h.  für  den  Fall,  dass  der  äussere  und  innere  Zustand  in  jedem  Punkt 
des  Baumes  unveränderlich  ist,  hat  man  zu  setzen: 

bu  bv  bU 

wodurch  t  überhaupt  wegßtllt  und  sämmtliche  Grössen  w,  t?,  p,  l,  77  Func- 
tionen nur  von  x^  y,  »  werden. 


§.  13.  Umkehrbare  und  nicht  umkehrbare  Yerwandlungen  und  Zustands- 

änderungen. 

Wenn  man  das  innere,  d.  h.  das  dorn  Wärmezustande  entsprechende 
Arbeitsvennögon  eines  Körpers  lediglich  als  Wärme  betrachtet,  nur  mit 
einer  anderen  Einheit  als  der  gewöhnlichen  Wärmeeinheit  oder  Caloric 
gemessen,  nämlich  als  Arbeitswerth  der  Körperwärme,  so  wird  Arbeit  oder 
äquivalente  lebendige  Kraft,  welche  aus  Wärme  entsteht,  nach  den  Bemer- 
kungen in  §.  11  gemäss  der  Wärmegleichung  (2)  daselbst  zunächst  stets 
als  Deformationsarbeit  erhalten  (als  Expansionsarbeit  im  Falle  einer  Flüssig- 
keit oder  auch  im  Falle  eines  festen  Körpers,  in  welchem  keine  Tangen- 
tialspannungen vorkommen);  dagegen  kann  umgekehrt  Wärme  nicht  nur  aus 
Deformationsarbeit,  sondern  auch  unmittelbar  aus  den  Arbeiten  secundärer 
Bewegungswiderstände   entstehen,  nämlich  äusserer  Reibung  und  solcher 

■ 

innerer  Widerstände,  welche  durch  discontinuirliche  Geschwindigkeits- 
änderungen bedingt  sind.  Die  gegenseitige  Umsetzung  von  Deformations- 
arbeit und  Wärme  in  einander  wurde  deshalb  eine  umkehrbare  Ver- 


^13.     UVKEHBBABX  UND  KICCTT  UMKEHBBABS  VSBWANDLUNOEK.      71 

Wandlung,  die  Umsetzung  der  Arbeit  secnndftrer  Bewegungswiderstände 
in  Wärme  dagegen  eine  nicht  umkehrbare  Verwandlung  genannt 

Den  Uebergang  der  Wärme  aus  einem  Körper  oder  Körpcrtheile  von 
der  Temperatur  t^  in  einen  Körper  oder  Körpertheil  von  der  Temperatur 
^  kann  man  auch  als  eine  Verwandlung  betrachten,  nämlich  als  eine  Ver- 
wandlung oder  einen  Uebei^ng  der  betreffenden  Wärme  von  der  Tempe- 
ratar  t^  in  solche  von  der  Temperatur  l^-  Abgesehen  von  elektrischen, 
Aberhaupt  von  anderen  inneren  Zuständen,  als  dem  Wärmezustandc,  kann 
ein  solcher  Uebergang  theils  unmittelbar  durch  Leitung  oder  Strahlung, 
theils  durch  Vermittelung  eines  dritten  Körpers  oder  Körpertheils  statt- 
inden,  mit  dessen  entsprechender  Zustandsänderung  dann  im  Allgemeinen 
zagleich  eine  Verwandlung  von  Wärme  in  Arbeit  oder  umgekehrt  verbunden 
ist  Eine  unmittelbare  Wärmemittheiluug  durch  Berührung  (Wärmeleitung) 
kam  der  Definition  (§.  7)  zufolge  nur  von  einem  Körper  höherer  zu  einem 
»leben  niederer  Temperatur  stattfinden;  dasselbe  gilt  fttr  den  Fall  der 
Strahlung  unter  der  in  §.  10  gefundenen  Bedingung.  Wird  letztere  als 
erfUH  vorausgesetzt  (wie  es  auch  ohne  erschöpfende  directe  Bestätigung 
dnreh  den  Versuch  mit  Rücksicht  auf  die  Uebercinstimmung  der  aus  dieser 
Voraussetzung  gezogenen  Folgerungen  mit  der  Erfahrung  gerechtfertigt 
erscheint),  so  kann  also  ein  unmittelbarer  Uebergang  der  Wärme 
immer  nur  von  höherer  zu  niederer  Temperatur  stattfinden; 
derselbe  ist  eine  nicht  umkehrbare  Verwandlung. 

Damit  die  Zustandsänderung  eines  Körpers  mit  nur  umkehr- 
baren Verwandlungen  verbunden  sei,  ist  hiernach  zunächst  erforderlich, 
dass  Arbeitsverlustc,  d.  h.  Verwandlungen  von  Arbeit  in  Wärme  durch  Be- 
wegongswiderstände  nicht  vorkommen.  Ein  unmittelbarer  Uebergang  von 
Wärme  ist  freilich  streng  genommen  unvermeidlich,  sofern  überhaupt 
Wftrmemittheilungen  nicht  ausgeschlossen  werden  sollen,  allein  dem  Begriffe 
des  Unendlichkleinen  als  einem  Grenzbegriffe  gemäss  genügt  zur  Realisirung 
einer  Zustandsänderung  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen  in  dieser 
Hinsicht  die  Bedingung,  dass  bei  einer  Zustandsänderung  von  endlicher 
Grösse  eine  endliche  Wärmemenge  eine  nur  unendlich  kleine  Temperatur- 
iaderung  erfahre.  Dazu  ist  mit  Rücksicht  zunächst  auf  den  Wärmeaustausch 
so  der  Kdrperobcrfläche  nöthig,  dass  die  Differenzen  zwischen  den  Tempe- 
raturen ii  der*  verschiedenen  Elemente  der  Oberflächenschicht  des  Körpers 
vad  den  betreffenden  äusseren  Temperaturen  ^q,  d.  h.  den  Tempera- 
taren der  unmittelbar  angrenzenden  Elemente  anderer  Körper,  mit  welchen 
eine  Wärmemittheilung  durch  Berüliruug,  sowie  der  Oberflächeuelemente 
entfernter  Körper,  mit  denen  ein  Wärmeaustausch  durch  Strahlung  statt- 
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findet,  überall  nnendlich  klein  seien.  Dabei  könnten  diese  entsprechenden 
Temperaturen  t^  und  t^  jede  für  sich  an  verschiedenen  Stellen  um  End- 
liches verschieden  sein.  Wenn  man  dann  aber  dorch  Flächen  constanter 
Temperatur  den  Körper  in  unendlich  dünne  Schichten  zerlegt  denkt,  so 
würde  zwar  die  bei  der  endlichen  Zustandsänderung  des  Körpers  von  einer 
solchen  Schicht  zur  benachbarten  geleitete  endliche  Wärmemenge  nur  eine 
unendlich  kleine  Temperaturänderung  erfahren,  ebenso  wie  die  darch  die 
Oberfläche  gehende  Wärme;  sofern  aber  der  Körper  aus  unendlich  vielen 
solchen  Schichten  besteht,  würde  im  Ganzen  eine  unendlich  grosse  Wärme- 
menge eine  unendlich  kleine  Temperaturänderung  oder  eine  endliche 
Wärmemenge  eine  endliche  Temperaturänderung  erfahren  können.  Damit 
also  auch  mit  Rücksicht  auf  Wärmeleitung  im  Inneren  des  Körpers  seine 
Zustandsänderung  nur  mit  umkehrbaren  Verwandlungen  verbunden  sei, 
müssen  noch,  wenn  der  Körper  homogen  ist,  die  Temperaturdiflferenzen 
zwischen  je  zwei  unendlich  nahen  Körperpunkten  als  unendlich  klein  höherer 
Ordnung  oder  zwischen  je  zwei  beliebigen  Punkten  des  Körpers  als  unend- 
lich klein  vorausgesetzt  werden,  so  dass  dann  auch  die  äusseren  Tempera- 
turen t^  an  verschiedenen  Stellen  nur  unendlich  wenig  unter  sich  ver- 
schieden sein  dürfen.  Ist  aber  der  Körper  nicht  homogen,  sondern  ein 
Gemisch  von  Bestandtheilen  gleicher  Art  und  verschiedener 
Aggregatform,  welche  sich  in  Grenzzuständen  bezüglich  auf  den  Uober- 
gang  aus  der  einen  in  die  andere  Aggregatform  befinden,  so  ist  das  Tem- 
peraturgleichgewicht hinsichtlich  der  Wärmemittheilung  im  Inneren  des 
Körpers  nicht  an  eine  gleichförmige,  sondern  an  eine  solche  Yertheilnng 
der  Temperatur  gebunden,  dass  dieselbe  überall  zur  betreffenden  Pressung 
in  einer  bestimmten  Beziehung  steht;  zur  Ermöglichung  nur  umkehrbarer 
Verwandlungen  muss  also  in  diesem  Falle  die  Körpertemperatur  in  jedem 
Punkte  der  Pressung  entsprechend  (von  der  ihr  entsprechenden  Grenz- 
temperatur höchstens  um  ein  Unendlichkleines  höherer  Ordnung  vorschieden) 
sein,  wobei  die  Oberflächentempcratnren  t^  an  verschiedenen  Stellen  um 
Endliches  verschieden  sein  können  unbeschadet  der  unendlich  kleinen  Diffe- 
renzen zwischen  den  sich  entsprechenden  Temperaturen  t^  und  Iq,  — 

Die  Zustandsänderung  eines  Körpers  heisst  im  Ganzen  umkehrbar, 
wenn  die  Umkehrung  des  Acnderungsgesetzes  ihrer  Ursachen  (äusseren 
Kräfte  und  mitgetheilten  resp.  entzogenen  Wärmemengen)  genügt,  um  sie 
in  umgekehrtem  Sinne  d.  h.  so  stattfinden  zu  lassen,  dass  dabei  der  Körper 
mit  allen  seinen  Elementen  durch  dieselben  äusseren  und  Wärmezustände 
wie  zuvor  in  umgekehrter  Aufeinanderfolge  hindurchgeht,  die  äusseren  Zu- 
stände betreffend  zugleich  mit  entgegengesetzten  Geschwindigkeitsrichtungen« 
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Es  ist  daza  erforderlich  und  genügend,  dass  mit  der  Zustandsänderung  nur 
ankdirbare  Verwandlungen  verbanden  sind  und  dass  zu  £ndQ  derselben, 
also  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  die  Umkehrung  stattfinden  soll,  die 
Differenz  t^  — t^  zwischen  der  äusseren  und  der  Oberflächentemperatur  des 
Körpers  an  jeder  Stelle  seiner  Oberfläche,  wo  ein  Wärmeaustausch  mit  der 
Umgebung  überhaupt  stattfinden  kann,  =  Null,  sowie  dass  der  Körper  selbst 
in  Ruhe,  somit  auch  die  Differenz  p^ — p^  zwischen  dem  äusseren  Druck 
f^  und  der  Körperpressung  ^^  an  jeder  in  normaler  Richtung  beweglichen 
Steile  der  Oberfläche  =r  Null  ist.  Während  der  Zustandsänderung  kann 
dann  der  Körper  nicht  streng  genommen  beständig  in  Ruhe  und  können 
jene  Differenzen  t^ — t^  und  p^ — p^  nicht  streng  genommen  beständig  = 
Null  sein;  sie  sind  vielmehr  unendlich  klein  und  von  entgegengesetzten 
Zeichen,  jenachdem  der  Durchgang  durch  den  betreffenden  Zustand  in  dem 
einen  oder  im  umgekehrten  Sinne  stattfindet.  Gleichwohl  kann  der  Begriff 
einer  nicht  nur  im  Oanzen,  sondern  im  Einzelnen,  d.  h.  in  jedem  Augen- 
blicke umkehrbaren,  einer  kurzweg  sogenannten  umkehrbaren  Zustands- 
änderung als  der  eines  Grenzfalles  aufgestellt  werden,  dessen  Betrachtung 
von  besonderem  Interesse  ist.  Es  ist  darunter  eine  Zustandsänderung  zu 
verstehen,  welche  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen  verbunden 
ist  und  mit  verschwindend  kleiner  Geschwindigkeit  stattfindet, 
wobei  dann  freilich  noch  die  Voraussetzung  einer  vorgängigen  unendlich 
kleinen  Aenderung  der  äusseren  Temperaturen  t^ ,  der  äusseren  Drucke  p^ 
und  der  Geschwindigkeiten  gemacht  werden  muss,  wenn  von  irgend  einem 
Augenblicke  an  die  Umkehrung  der  Zustandsänderung  durch  die  Umkehrung 
des  Aenderungsgesetzes  ihrer  Ursachen  bewirkt  werden  soll. 

Bei  verschwindend  kleinen  Geschwindigkeiten  hängt  das  Gesetz,  nach 
welchem  sich  die  augenblickliclie  Pressung  von  Punkt  zu  Punkt  des  Körpers 
ändert,  nur  von  den  Massenkräften  ab  (siehe  die  Gleichungen  (1)  in  §.  12, 
wekhe  mit  R  =  0  auch  für  feste  Körper  ohne  Tangentialspannungeu 
gelten);  wird  von  ihnen  abgesehen,  insbesondere  also  von  der  Schwere,  was 
namentlich  bei  Gasen  und  Dämpfen  meistens  zulässig  ist,  so  ist  (bei  Ver- 
nachlässigung unendlich  kleiner  Differenzen)  die  augenblickliche  Pressung 
in  allen  Punkten  des  Körpers  gleich  und  gleich  dem  äusseren  Druck.  Bei 
Gemischen  gleichartiger  Theile  von  verschiedenen  Aggregatformen  ist  dann 
ebenso  wie  bei  homogenen  Körpern  (bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner 
Differenzen)  auch  die  augenblickliche  Temperatur  in  allen  Punkten  des 
Körpers  gleich  und  gleich  der  äusseren  Temperatur,  so  dass  in  beiden 
FlUen  kurzweg  von  der  augenblicklichen  Pressung  und  Temperatur  des 
Körpers  geredet  werden  kann;  beide  Fälle  unterscheiden  sich  aber  dadurch, 
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dass  die  gleichförmige  Prcssang  und  Temperatur  nur  bei  dem  homogenen 
Körper  auch  ein  gleichförmiges  specif.  Volumen,  ttberhaupt  einen  gleich- 
förmigen Wärmezustand  bedingt. 

In  der  Differentialgleichung  der  lebendigen  Kraft  (§.  6,  GL  7): 

rfZ  =  rfif  +  dP—  dR  —  d8+  dE 

ist  im  Falle  einer  Zustandsänderung  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen 

dR  =  0  und  dS=0, 

im  Falle  einer  umkehrbaren  Zustandsänderung  zugleich  dL  =^  0  zn  setzen, 
wodurch  die  Expansionsarbeit 

dE=fp.  d  6  r=  —  idM+  dP) 

wird  und  bei  Abstraction  von  Massenkräften,  also  bei  gleichförmiger  Körper- 
pressung 

dE=pdV=  —  dP, 

In  diesem  Falle  ist  also  die  Expausionsarbeit  gleich  dem  Entgegengesetzten 
der  Arbeit  des  äusseren  Drucks,  also  gleich  der  Arbeit  des  Drucks,  welchen 
der  Körper  vermöge  seines  Pressungszustaudes  auf  seine  unmittelbare  Um- 
gebung ausübt,  welche  Arbeit  im  Allgemeinen  nur  ein  Theil  der  Expan- 
sionsarbeit ist  und  die  oberflächliche  Expansionsarbeit  oder  die 
Oberflächenarbeit  des  Körpers  genannt  werden  kann. 

Bei  umkehrbaren  Zustaudsändcrungen  eines  Körpers  kann  es 
sich  immer  nur  um  die  Aonderungen  seines  Wärmezustandes  handeln,  und 
zwar  reduciren  sich  alle  dahin  gehörigen  Aufgaben  auf  die  Bestimmung  der 
Wärmemenge,  welche  dem  Körper  mitgetheilt  oder  entzogen 
werden  muss  behufs  einer  gegebenen  und  nach  einem  gegebenen 
Gesetze  stattfindenden  Aenderuug  seines  Zustandes,  d.  h.  seines 
Wärmezustandes.  Dazu  dient  die  Wärmegleichung  (2),  §.  1 1,  nach  welcher 
mit  dR  =  0  und  dS  =  0 

JFdQ  =  dl7-\-dE=dU+fp.ddV (1) 

ist,  wobei  das  Integral  sich  auf  6V  bezieht  und  über  den  ganzen  Körper 
auszudehnen  ist.  Bezieht  man  diese  Gleichung  auf  1  Kgr.  eines  Körper- 
elementes, welches  nöthigenfalls  unendlich  klein  3ter  Ordnung  angenommen 
wird,  um  seinen  Zustand  als  gleichförmig  voraussetzen  zu  dürfen,  und  be- 
zeichnet mit  V  sein  specif.  Volumen,  mit  p  seine  Pressung,  mit  U  =  einer 
Function  von  v  und  p  sein  specif.  inneres  Arbeitsvermögen,  so  ist 

WdQ^dU-{-pdv (2) 

der  Arbeitswerth  der  Wärme,  welche  dem  Körperelement  pro  1  Kgr.  be- 
hufs einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  mitzutheilen  ist,  bei  welcher 
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ädi  V  am  du  and  U  um  dU  ändert;  ist  dQ  negativ,  so  bedeutet  der  Ab- 
sohitwerth  eine  zu  entziehende  Wärmemenge.  Hat  der  Körper  wegen  Ab- 
straction  von  Massenkräften  eine  gleichförmige  augenblickliche  Pressung, 
so  kann  GL  (2)  auch  auf  1  Kgr.  des  ganzen  Körpers  bezogen  werden,  wenn, 
falls  er  nicht  homogen  ist,  unter  v  das  mittlere  specif.  Volumen  und  unter 
IT  das  mittlere  specif.  innere  Arbeitsvermögen  desselben  vcrsUmden  wird. 

Hiernach  ist  der  Arbeitswerth  der  Wärme  Q,  welche  dem  Körper- 
eiement  resp.  dem  ganzen  Körper  pro  1  Kgr.  behufs  einer  endlichen  Zu- 
standsändcrung  mitgetheilt  werden  muss,  wenn  das  specif.  Volumen,  die 
Pressung  und  das  sjecif.  innere  Arbeitsvermögen 

im  Anfangszustande  =  t>j,  />j,  5^, 

im  Endznstande  =  t;^,  ^2,  27,  sind, 

WQ=  U,—  U,  +fpdv (3), 

wobei  das  Integral  =  der  Expansionsarbeit  zwischen  den  Grenzen  «1,  p^ 
and  r^,  p^  zu  nehmen  ist.  Seine  Berechnung  erfordert  die  Kenntniss  des 
Gesetzes,  nach  welchem  die  Zustandsänderung  erfolgt,  nämlich  der  Bezieh- 
ung, welche  dabei  zwischen  v  und  p  beständig  stattfindet,  welche  also  ge- 
geben sein  muss,  wenn  die  Aufgabe  nicht  unbestimmt  sein  soll.  Die 
Gleichung 

/  (t^,  P)  =  0, 

*  wodurch  diese  Beziehung  allgemein  ausgedrückt  werden  kann,  lässt  sich  als 
die  auf  rechtwinkelige  Coordinatenaxen  der  v  (als  Abscissenaxe)  und  der  p 
(als  Ordinatenaxe)  bezogene  Gleichung  einer  ebenen  Curve  betrachten, 
welche  die  Zustandscurve  genannt  werden  soll.  Das  fragliche  Integral 
=  der  Expansionsarbeit  ist  dann  =  dem  Inhalte  der  Fläche,  welche  von 
der  p-Axe,  der  Zustandscurve  und  den  Ordinaten  Pi  und  p^  begrenzt  wird, 
welche  dem  Anfangs-  und  Endzustande  entsprechen;  bei  den  folgenden 
Untersuchungen  wird  diese  geometrische  Darstellung  oft  nützliche  Ver- 
wendung finden. 

Indem  die  obigen  Gleichungen  (1)  bis  (3)  aus  der  allgemeinen  Wärme- 
gleichung unt«r  der  Voraussetzung  dE  =  dS  ^=  0  abgeleitet  wurden,  ohne 
dass  dabei  die  für  eine  umkehrbare  Zustandsänderung  ausserdem  charak- 
teristische Voraussetzung  dL  =  0  in  Betracht  gekommen  wäre,  so  gelten 
jene  Gleichungen  überhaupt  für  umkehrbare  Aenderungen  des  Wär- 
mezustandes, d.  h.  für  die  Aenderungen  des  Wärmozustandes  bei  solchen 
Znstandsänderungen,  welche  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen  verbun- 
den sind,  übrigens  aber  mit  beliebigen  Geschwindigkeiten  stattfinden  können. 
Nur  folgt  in  solchen  Fällen  aus  der  Abstraction  von  Massenkräften  nicht 
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auch  eine  gleichförmige  Körperpressung,  so  dass  selbst  bei  dieser  Abstrac* 
tion  zur  Untersuchung  der  Aenderung  des  Wärmezustandeä  eines  Körpers 
im  Allgemeinen  eine  Zerlegung  desselben  in  Elemente  nöthig  ist,  und  die 
Gleichungen  (2)  und  (3)  nur  auf  1  Egr.  eines  solchen  Elementes  zu  be- 
ziehen sind.  Mit  dieser  Einschränkung  gelten  alle  Gesetze,  welche  im  Fol- 
genden der  Einfachheit  wegen  für  umkehrbare  Zustandsänderungen  noch 
aufgestellt  werden,  allgemein  für  die  Aenderungen  des  Wärmezustandes 
bei  Zustandsänderungen  mit  nur  umkehrbaren  Verwandlungen,  d.  h.  für 
umkehrbare  Aenderungen  des  Wärmezustandes.  Bei  der  Herleitung  frag- 
licher Gesetze  kann  übrigens  immer  ein  Körper  von  gleichförmiger  Tem- 
peratur und  Pressung  vorausgesetzt  werden  von  1  Kgr.  Gewicht,  dessen 
Volumen  also  =  v  ist;  nur  ihre  Anwendung  ist  an  Einschränkungen  ge- 
bunden, nämlich  im  Allgemeinen  auf  unendlich  kleine  Körperelemente  be-* 
schränkt,  wenn  nicht  die  Geschwindigkeiten  und  Massenkräftc  verschwindend 
klein  sind,  wobei  zudem  im  Falle  nicht  homogener  Körper  von  endlicher 
Grösse  v  und  17  als  Mittelwerthe  zu  verstehen  sind. 

Besondere  Arten  umkehrbarer  Zustandsänderungen  von  Interesse  für 
die  Anwendungen  sind  folgende: 

1)  Zustandsänderung  bei  konstantem  Volumen:  dv  =  0.  Die  Zustands- 
curve  ist  eine  zur  |j-Axe  parallele  Gerade. 

2)  Zustandsänderung  bei  constanter  Pressung:  dp  =  0,  Die  Zustauds- 
curve  ist  eine  zur  w-Axe  parallele  Gerade. 

3)  Zustandsänderung  bei  constanter  Temperatur:  rf^  =  0.  Die  Zu- 
standscurve  heisst  die  isothermische  Curve. 

4)  Zustandsänderung  bei  constantem  innerem  Arbeitsvermögen  (con- 
stanter Körperwärme):  dU  =  0.  Die  Zustandscurve  heisse  (nach  Cazin) 
die  isodynamische  Curve. 

5)  Zustandsänderung  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme: 
dQ  =  0.  Die  Zustandscurve  heisse  (nach  Rank  ine)  die  adiabatische 
Curve  (ündurchlässigkeitscurve,  nämlich  der  Zustandsänderung  eines  Kör- 
pers in  einer  für  Wärme  undurchdringlichen  Hülle  entsprechend).  — 

Solche  Zustandsänderungen,  welche  nicht  nur  mit  wesentlichen  Aen- 
derungen des  äusseren  Zustandes  (Bewegungszustandes),  sondern  auch  mit 
nicht  umkehrbaren  Verwandlungen  verbunden  sind,  lassen  sich  häufig 
selbst  durch  Zerlegung  des  Körpers  in  Elemente  nicht  in  ihren  einzelnen 
Theilen  bezüglich  auf  Raum  und  Zeit  verfolgen,  besonders  wenn  solche 
discontinuirliche  Geschwindigkeitsänderungen  (Mischungen,  Stösse,  Wirbel- 
bewegungen etc.)  im  Inneren  vorkommen,  deren  Gesetzmässigkeit  nicht 
mathematisch  ausdrückbar  oder  gan^  unbekannt  ist.    Unter  den  specieUen 
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Fragen,  welche  indessen  auch  in  solchen  Fällen  anf  Grund  der  allgemeinen 
Gleichungen  in  §.  11  leicht  zu  beantworten  sind,  ist  die  folgende  Aufgabe 
bemerkenswerth:  Bestimmung  der  Aenderung  des  inneren  Arbeits- 
Termögens  für  den  Fall,  dass  nur  im  Anfangs-  und  Endzustande 
der  Körper  sich  in  Ruhe  befindet,  falls  gegeben  sind  die  mitgetheilte 
Wärme  =  Q,  die  Volumenänderung  des  Körpers  und  der  äussere  Druck 
f^  in  den  normal  zur  Oberfläche  bewegten  Punkten  der  letzteren  während 
der  Bauer  dieser  Bewegung.  Ein  specieller  solcher  Fall  findet  z.  B.  statt, 
wenn  ein  luftförmiger  Körper,  der  sich  in  einem  Gefässe  in  Ruhe  befindet, 
nach  der  Oeffnung  eines  Verschlusses  zum  Theil  in  ein  anderes,  zuvor  luft- 
leer gemachtes  Gefäss  überströmt,  bis  in  den  communicirenden  Gelassen 
ein  neuer  Ruhezustand  eintritt. 

Durch  Integration  der  Gleichung  des  Arbeitsvermögens 

rf(Z-f  ir)  =  dM+dP-i-  WdQ 

für  die  ganze  Dauer  der  Zustandsänderung,  für  welche  jdL  -  -  0  ist,  er- 
giebt  sich  hier 

dabei  ist,  unter  p^  den  specif.  äusseren  Druck  für  ein  Oberflächenelement 
iF  verstanden,  während  dasselbe  sich  um  da  im  Sinne  der  Normalen  aus- 
wärts bewe^ 

-P^ffpodFd, 

=  der  Oberflächenarbeit  des  Körpers.  Insbesondere  bei  der  Abstraction 
von  Massenkräften  ist  also 

U^-U^^WQ—fJp^dFd, (4); 

in  dem  Doppelintegral  hat  sich  die  eine  Integration  über  den  in  normaler 
Richtung  bewegten  Theil  F  der  Körperoberfläche,  die  andere  über  den 
ganzen  Betrag  dieser  Bewegung  zu  erstrecken.  Der  Vorgang  besteht  hier- 
bei darin,  dass  sich  Körperwärme  in  Expansionsarbeit  verwandelt,  von 
welcher  ein  Theil  den  äusseren  Druck  überwindet,  der  Rest  sich  in  leben- 
dige Kraft  umsetzt,  die  aber  demnächst,  indem  sie  durch  die  Arbeit  von 
Bewegungswiderständen  verbraucht  wird,  in  Körperwärme  sich  zurückver- 
wandelt;  der  Arbeitswerth  der  letzteren,  das  innere  Arbeitsvermögen,  würde 
aho  schliesslich  um  den  Betrag  der  Oberflächenarbeit  abgenommen  haben, 
weui  nicht  von  aussen  Wärme  =  Q  mitgetheilt  würde,  welche  die  Körper- 
wärme um  einen  ihr  selbst  gleichen  Betrag  oder  das  innere  Arbeitsvermögen 
am  ihren  Arbeitswerth  =   WQ  vergrössert. 
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Ist  der  äussere  Druck  auf  F  in  jedem  Augenblicke  der  Normalbe- 
wegung  dieser  Fläche  F  gleichförmig  vertheilt,  so  ist 

TT^_i;^=WQ—Jp^JdFds=  WQ-Jp^dV (5), 

unter  V  das  veränderliche  Körpervolumen  in  irgend  einem  Augenblicke 
während  seiner  Aenderung  von  V^  bis  V^  verstanden.  Bleibt  dabei  p^  be- 
ständig gleich,  so  ist 

U^-^ü^=WQ  —  p^{V^—V^) (6), 

wie  z.  B.  in  dem  oben  erwähnten  Specialfall  der  in  ein  luftleeres  Greföss 
theilweise  überströmenden  luftförmigen  Flüssigkeit,  wobei  zugleich  p^  =  O, 
also 

U^—U^=r   WQ 

ist,  insbesondere  U^  =  U^^  wenn  von  der  Wärmeleitung  der  Gefässwände 
mit  Rücksicht  auf  deren  Beschaffenheit  und  wegen  unbedeutender  Differenz 
der  inneren  und  äusseren  Temperaturen  sowie  der  massigen  Dauer  der 
Zustaudsänderung  abgesehen  werden  kann.  Das  Aeuderungsgesetz  der 
äusseren  Ursachen,  welches  hier  ein  unverändertes  inneres  Arbeitsvermögen 
des  Körpers  (der  luftförmigen  Flüssigkeit)  trotz  der  Zunahme  des  Volumens 
von  T\  bis  V^  zur  Folge  hatte,  bestand  darin,  dass  die  äusseren  Kräfte 
(Massenkräfte  und  äusserer  Druck  auf  den  normal  bewegten  Theil  der 
Oberfläche)  beständig  =  Null  waren  und  dass  Wärme  von  Aussen  weder 
mitgetheilt  noch  entzogen  wurde.  Die  Umkehrung  dieses  Aenderungsge- 
setzes  würde  dasselbe  hier  unverändert  lassen,  wobei  es  offenbar  unmöglich 
wäre,  den  Körper  in  den  ursprünglichen  Zustand  zurückzuversetzen,  indem 
vielmehr  die  Arbeit  eines  äusseren  Drucks,  also  ein  von  Null  verschiedener 
Werth  von  ^q,  und  die  Entziehung  von  Wärme  ^=  dem  Wärmewerth  jener 
aufgewendeten  Arbeit  dazu  erforderlich  wäre. 


§.  14.    Kreisproeesse  und  Aeqnlvalenz  der  Terwandlungen. 

Des  einfacheren  Ausdrucks  wegen  soll  in  der  Folge  eine  gegenseitige 
Verwandlung  von  Wärme  und  Arbeit  in  einander  eine  Verwandlung  der 
ersten  Art,  eine  Verwandlung  von  Wärme  in  eben  solche  von  anderer 
Temperatur  eine  Verwandlung  der  zweiten  Art  genannt  werden.  Jede 
derselben  kann  in  zweierlei  Sinn  stattfinden,  und  zwar  soll  die  Verwandlung 
von  Wärme  in  Arbeit  eine  positive,  die  umgekehrte  von  Arbeit  in  W^ftrme 
eine  negative  Verwandlung  der  ersten  Art,  der  Wärmeübergang  von 
niederer  zu  höherer  Temperatur  eine  positive,  der  umgekehrte  von  höherer 
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20  niederer  Temperatur  eine  negative  Verwandlung  der  zweiten  Art 
heisen.  Bern  Früheren  zufolge  kann  eine  positive  Verwandlung  der  ersten 
Art  nur  so  stattfinden,  dass  die  in  Arbeit  sich  umsetzende  W&rme  zunächst 
ak  Defdrmationsarbeit  eines  diese  Verwandlung  vermittelnden  Körpers  er- 
kalten wird;  ebenso  kann  eine  positive  Verwandlung  der  zweiten  Art  nicht 
dareh  unmittelbare  Leitung  oder  Strahlung  der  Wärme  von  einem  Körper 
Biederer  zu  einem  solchen  höherer  Temperatur,  sondern  stets  nur  durch 
Vennittelung  eines  dritten  Körpers  erfolgen.  Jede  positive  Verwandlung 
erfordert  also  die  Zustandsänderung  eines  vermittelnden  Körpers.  Dabei 
ist  der  Fall  bemerkenswerth,  dass  die  letztere  ein  sogenannter  Kreispro- 
cess,  d.  h.  eine  solche  Zustandsänderung  ist,  welche  den  vermittelnden 
Körper  in  seinen  Anfangszustand  zurückführt.  Darauf  bezieht  sich  nämlich 
das  von  Clausius  auidgestellte  Princip  der  Aequivalenz  der  Verwand- 
lungen, welches  behauptet,  dass,  wenn  ein  solcher  Kreisprocess  mit  einer 
positiven  Verwandlung  verbunden  ist,  dann  nothwendig  zugleich  eine  ne- 
gative Verwandlung  erfolgt  sein  muss,  welche  zu  jener  in  einer  gewissen 
Beziehung  steht  der  Art,  dass,  wenn  jede  Verwandlung  bezüglich  auf  ihre 
Art,  ihre  Grösse  und  ihren  Sinn  durch  einen  gewissen  algebraischen  Aus- 
druck, ihren  sogenannten  Verwandlungswerth,  dargestellt  wird,  alsdann 
bei  jedem  Kreisprocesse  die  Summe  aller  Verwandlungswerthe 
=  Null  oder  negativ  ist,  nämlich  =  Null  für  den  Grenzfall 
eines  umkehrbaren  Kreisprocesses,  d.  h.  eines  solchen,  welcher  in 
allen  seinen  Theilen  aus  umkehrbaren  Zustandsänderungen  besteht.  Die 
Herleitung  dieses  Princips  nach  Clausius*  beruht  auf  einer  Erweiterung 
der  in  §.13  bezüglich  der  Unmöglichkeit  eines  unmittelbaren  Wärmeüber- 
ganges von  niederer  zu  höherer  Temperatur  gemachten  Voraussetzung, 
nämlich  auf  der  Annahme,  dass  auch  mittelbar  niemals  Wärme  von 
einem  kälteren  zu  einem  wärmeren  Körper  übergehen  könne 
ohne  irgend  eine  diesen  Vorgang  begleitende  sonstige  Verän- 
derung, sei  es  die  Zustandsänderung  eines  vermittelnden  Körpers  oder 
eine  andere  gleichzeitig  stattfindende  Verwandlung.  Ebenso  wie  jene  Vor- 
aussetzung in  §.13  bezüglich  der  Wärmestrahlung,  findet  auch  diese  er- 
weiterte Annahme  ihre  Rechtfertigung  in  der  Uebereinstimmung  der  dar- 
aus gezogenen  Folgerungen  mit  der  Erfahrung. 

Zur  Herleitung  des  fraglichen  Princips  kann  man  sich  nach  Clausius 
einen  Körper  K  unter  Abetraction  von  Massenkräften  einem  umkehrbaren 
Kreisprocesse  von  besonderer  Art,  nämlich  von  solcher  Art  unterworfen 


*  PoggendoriTs  Annalen,  Dec.  1854. 
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denken,  dass  die  Znstandscarre  (§.  13),  wodurch  das  Gesetz  der  Zustanda- 

• 

änderung  (Aenderung  des  Wärmezustandes)  geometrisch  dargestellt  werden 
kann  und  welche  bei  einem  Kreisprocesse  eine  geschlossene,  in  sich  zurftck- 
kehrende  Linie  ist,  abwechselungsweise  aus  isothermischen  und  adiahatischen 
Gurren,  im  Ganzen  aus  je  drei  Curvenstücken  dieser  beiden  Arten  zusam- 
mengesetzt ist.  Die  Zustandsänderung  nach  einer  adiabatischen  Curve  kann 
man  sich  dadurch  vermittelt  denken,  dass  der  Körper  K  in  eine  Hülle  ein- 
geschlossen wird,  welche  für  Wärme  undurchdringlich  ist  ohne  die  Yolumen- 
änderung  des  Körpers  zu  hindern,  die  Zustandsänderung  nach  einer  isother- 
mischen Curve  dadurch,  dass  der  Körper  höchstens  an  einem  Theile  seiner 
Oberfläche  von  einer  die  Wärme  nicht  durchlassenden  Wand  begrenzt,  am 
übrigen  Theile  dagegen  mit  einem  anderen  Körper  von  constanter  Tempe- 
ratur in  Berührung  gebracht  wird,  welche  somit  auch  im  Körper  K  (dessen 
Zustandsänderung  beliebig  langsam  stattfindend  gedacht  werden  kann)  er- 
halten bleibt,  so  lange  diese  Berührung  dauert.  Die  Art  des  Körpers  K 
betreffend  soll  zunächst  nur  vorausgesetzt  werden,  dass  bei  gleichem 
Volumen  diePressung  um  so  grösser  sei,  je  höher  dieTemperatnr 
ist,  und  dass  bei  constanter  Temperatur  die  Volumenzunahme 
eine  Mittheilung  von  Wärme,  also  die  Yolumenabnahme  eine 
Entziehung  von  Wärme  erfordere. 

Der  Körper  K  habe  1  Kgr.  Gewicht.  Sein  Volumen  und  seine 
Pressung  seien  im  Anfangszustande  =  v  und  p,  dargestellt  in  Fig.  4  dorch 
die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  Punktes  a\ 


Oa  =^v^    aa=p\ 


Fig.  4. 


die  entsprechende  Anfangstemperatar 
sei  =  t  Die  umkehrbare  Zustand»- 
änderung  dieses  Körpers  K  erfolg« 
1)  nach  der  adiabatischen  Curve  «( 
bis  im  Zustande  h  seine  Temperatur 
=  ^1  geworden  ist,  2)  in  Berührung 
mit  einem  Körper  K^  von  constanter 
Temperatur  t^  nach  der  isothermi- 
schen Curve  hc  unter  Volumenzu- 
nahme, also  unter  Aufnahme  einer  gewissen  Wärmemenge  Q^,  welche  dem 
Körper  K^  entnommen  wird,  3)  nach  der  adiabatischen  Curve  cd  in  solchem 
Sinne,  dass  die  Temperatur  abnimmt,  etwa  bis  ^g,  4)  in  BerQhrang  mit 
einem  Körper  K^  von  constanter  Temperatur  t^  nach  der  isothermischen 
Curve  de  unter  Volumenabnahme,  also  Abgabe  einer  gewissen  Wärmemenge 
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kB  den  Körper  K^^  und  zwar  so  lange  bis  im  Znstande  e  eine  ebenso  grosse 
Wirmemenge  Q^  an  diesen  Körper  K^  abgegeben  ist  wie  zuvor  bei  der 
Zostandsänderung  nach  be  dem  Körper  K^  entnommen  worden  war,  5)  nach 
der  adiabatischen  Curve  ef  in  solchem  Sinne  und  so  lange  bis  die  Tempe- 
ratur wieder  =  der  Anfangstemperatur  t  geworden  ist,  6)  nach  einer  iso* 
thermischen  Curve  in  solchem  Sinne  und  so  lange  bis  auch'  das  Volumen 
wieder  =  dem  Anfangsvolumen  v  geworden  ist;  dann  ist  die  resultirende 
Zustandsänderung  ein  umkehrbarer  Kreisprocess,  die  Pressung  also  auch 
wieder  =  p  geworden,  die  resultirende  Zustandscurve  durch  die  isother- 
misehe  Curve /a  im  Punkte  a  geschlossen,  wenn  der  augenblickliche 
Wfirmezustand  als  durch  v  und  t  vollkommen  bestimmt  voraus- 
gesetzt wird,  was  nach  §.  8  bei  einem  homogenen  Körper  sowohl  wie  bei 
einem  Gemische  gleichartiger  Bestandtheile  von  verschiedener  Aggregatform 
selbst  mit  Rücksicht  auf  die  daselbst  erwähnten  Ausnahmezustände  (z.  B. 
des  Wassers  in  der  Nähe  des  Gefrierpunktes)  der  Fall  ist.  Es  ist  nun 
letefat  einzusehen,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  das  Volumen 
0/  des  Körpers  im  Zustande  /  kleiner  sein  muss,  als  das  Volumen  Oa  im 
Anftngszustande  a,  dass  also  die  unter  6)  genannte  letzte  Zustandsänderung 
nach  der  isothermischen  Curve  /a,  nämlich  bei  constanter  Temperatur  =  ^, 
die  Mittheilung  einer  gewissen  Wärmemenge  Q  an  den  Körper  K  erfordert. 
ist  nämlich  s  (Fig.  4)  der  Durchschnittspunkt  der  isothermischen  Curve  de 
mit  der  adiabatischen  Curve  ab  (die  eine  oder  die  andere  oder  beide  nöthigen- 
fklls  bis  zum  Durchschnitt  verlängert  gedacht),  so  werde  zunächst  ange- 
Dommen,  der  Kreisprocess  erfolge  gemäss  der  Zustandscurve  abedsa^  und 
es  sei  Q|  die  Wärmemenge,  welche  bei  der  Compression  nach  ds  an  den 
Körper  JT,  abgegeben  wird.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  bei  gleichem 
Volumen  der  höheren  Temperatur  auch  die  grössere  Pressung  des  Körpers 
K  entspricht,  also  die  Curve  ds  auf  derselben  Seite  von  be  wie  die  Ab- 
sdssenaxe  liegt,  so  wird  bei  dem  Kreisprocesse  abcdsa  eine  überwiegende 
Expansionsarbeit  verrichtet,  nämlich  die  Arbeit 

dabcdid  —  idsadi  =  bcdsb. 
Diese  Arbeit  kann  nur  aus  Wärme  entstanden  sein,  und  da  der  Körper  K 
in  seinen  Anfangszustand  zurückgekehrt  ist,  somit  nach  wie  vor  dieselbe 
Körperwärme  besitzt,  so  muss  jene  gewonnene  Arbeit  das  Aequivalent  einer 
dem  Körper  mehj;  mitgetheilten,  als  entzogeneu  Wärme  sein.  Dem  Körper 
ist  aber  im  vorliegenden  Falle  nur  die  Wärme  Qi  mitgetheilt,  die  Wärme 
Q^  entzogen  worden;  letztere  ist  also  <^  Q^,  und  es  muss  folglich  der 
Körper  bei  der  Temperatur  t^  weiter,  als  von  d  bis  s  comprimirt  werden, 
damit  er  die  Wämvemenge  Q^  an  den  Körper  K^  abgebe.    Daraus  folgt 

Grashof,  theont.  Maschineiilehre.    I.  6 
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die  Behauptung  mit  Rtlcksicht  darauf,  dass  die  adiabatischen  Curven  as  and 
ef  (wie  tiberhaupt  zwei  verschiedene  Zustandscurven  derselben  Art)  sich 
nicht  schneiden  können. 

Bei  dem  ursprünglich  vorausgesetzten  Kreisprocesse  ahedefa  wird  also 
in  der  That  eine  überschüssige  Wärmemenge 

Öl  -Öl  H-Ö=Ö 

dem  Körper  K  mitgetheilt,  welche  als  solche  verschwinde|,  also  in  die 
Arbeit  E  =  der  von  der  Zustandscurve  umschlossenen  Fläche  ahedefa  sich 
verwandelt  gemäss  der  Gleichung 

Q  =--  AE-, 

zugleich  wird  die  Wärmemenge  Qi  von  dem  Körper  K^  an  den  Körper  JT, 
übertragen,  oder  es  geht  diese  Wärme  von  der  Temperatur  t^  zu  der  klei- 
neren Temperatur  t^  über.  Mit*  diesem  Kreisprocesse  ist  also  eine  positive 
Verwandlung  der  ersten  Art  und  zugleich  eine  negative  Verwandlung  der 
zweiten  Art  verbunden-,  er  heisse  rechtläufig,  sofern  ein  beweglicher 
Punkt,  welcher  seine  Zustandscurve  im  Sinne  ahedefa  durchläuft,  dabei 
eine  resultirende  Drehung  im  Sinne  der  Bewegung  eines  Uhrzeigers  ausfuhrt 

Bei  dieser  Betrachtung  ist  die  Höhe  der  Anfangstemperatur  t^  bei 
welcher  auch  die  Wärme  Q  dem  Körper  E  mitgetheilt  wird,  an  keine  ein- 
schränkende Bedingung  geknüpft.  Die  Fig.  4  bezieht  sich  auf  den  Fall 
^  >>  <i ;  in  anderen  Fällen  ändert  sich  nur  die  Figur  ohne  dass  die  Scbluss- 
folgerung  dadurch  berührt  würde.  W^äre  insbesondere  i  <Ci%t  »o  liesse 
sich  (Fig.  5)  der  Kreisprocess  in  einen  rechtläufigen  »heda  und  einen  rück- 
läufigen asefa  zerlegen;  bei  ersterem  wird  Arbeit  gewonnen,  bei  letzterem 

verbraucht.  Weil  aber  auch  hier  der  obige 
Schluss  unverändert  gilt,  dass  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  dem  Körper  bei 
der  Zustandsänderung  nach  fa  eine  gewisse 
Wärmemenge  Q  mitgetheilt  wenden  müsse, 
so  muss  auch  im  Ganzen  Arbeit 

~^^  V ^'     a'    c     d'      '  E-^shcds — a8efa=Wq 

=  dem  Arbeitswerth  der  mitgetheilten  Wärme  gewonnen  werden,  und  es 
ist  also  auch  in  diesem  Falle  eine  positive  Verwandlung  der  ersten 
und  eine  negative  Verwandlung  der  zweiten  Art  mit  dem  Kreis- 
processe verbunden.  Jede  dieser  beiden  Verwandlungen  hat  die  andere 
zur  Folge  und  mag  als  Merkmal  eines  rechtläufigen  umkehrbaren 
Kreisprocesses  im  weiteren  Sinne  betrachtet  werden,  welcher  also  aus 
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rechti&iifigen  und  rücklÄafigen  Kreisprocesseu  im  engeren  Sinne  zusammen- 
gesetzt sein  kann. 

Was  aber  die  femer  hier  zu  Grunde  liegenden  Yoraussetzujagen  be- 
trilt,  daas  bei  gleichem  Yolumon  der  höheren  Temperatur  die  grössere 
Pressung  entspreche,  und  dass  bei  constanter  Temperatur  die  Volumenzu- 
aahme  eine  Mittheilung,  die  Yolumenabnahme  eine  Entziehung  von  Wärme 
erfordere,  welche  Yoraussetzungeu  der  Erfahrung  zufolge  im  Allgemeinen 
zutreffen,  insbesondere  z.  B.  bei  Gasen,  Dämpfen  und  Gemischen  von  Dampf 
oiid  gleichartiger  Flüssigkeit,  so  kann  man  bemerken,  dass  dst&  obige  Re- 
sultat, betreffend  die  nothwendige  Yerbindung  einer  positiven  Yerwandlung 
der  ersten  Art  mit  einer  negativen  Yerwandlung  der  zweiten  Art,  bei  irgend 
einem  (durch  eine  dieser  beiden  Yerwandlungen  als  rechtläufig  charakteri- 
sirten)  umkehrbaren  Kreisprocesse  selbst  dann  noch  gültig  bleibt,  wenn  zu- 
gleich in  beiden  fraglichen  Beziehungen  das  entgegengesetzte  Yerhalten 
stattfindet,  wenn  also,  falls  ausnahmsweise  Yolumenverkleinef ung 
des  Körpers  JT  mit  Wärmemittheilung  an  denselben  bei  con- 
stanter Temperatur  verbunden  ist,  dann  auch  bei  gleichem  Yo- 
Umen  der  höherenTemperatur  die  kleinerePressung  entspricht. 
Sämmtliche  Curvenstücke,  aus  denen  die  Zustandscurve  ahcdefa  des  Kreis- 
processes  besteht,  haben  dann  entgegengesetzte  Richtungen  wie  im  ursprüng- 
lich vorausgesetzten  Falle,  so  dass  die  Rechtläufigkeit  bestehen  bleibt,  wie 
^^«-  «•  z.  B.  Fig,  6  für  den  Fall  t^  >  t  >  t^  er- 

kennen lässt,  wobei  wie  in  den  vorigen  Fi- 
guren die  Pfeile  bei  Q  und  Q^  mitgetheilte 
oder  entzogene  Wärmemengen  andeuten,  je- 
nachdem  sie  gegen  die  von  der  Zustands- 
curve umschlossene  Fläche  hin-  oder  von 
derselben  weggerichtet  sind.  Dieses  entge- 
gengesetzte Yerhalten  zeigt  z.  B.  ein  Ge- 
migch  von  Eis  und  Wasser;  wenn  durch  Wärmemittheilung  bei  constanter 
Temperatur  Eis  geschmolzen  wird,  nimmt  das  Yolumen  nicht  zu,  sondern 
ab,  dagegen  aber  nimmt  auch  die  Schmelztemperatur  des  Eises  (wie  schon 
früher  in  der  Anmerkung  zu  §.  8  hervorgehoben  wurde),  also  die  Tempe- 
ratur des  Gemisches  mit  zunehmender  Pressung  nicht  zu,  sondern  ab.* 


*  Kach  James  und  William  Thomson  um  0,0075  Grad  für  eineDruck- 
zonahme  von  1  Atmosphäre.  Wenn  man  umgekehrt  das  Princip,  um  dessen 
Entwickeluag  es  sich  hier  handelt,  als  allgemein  gültig  voraussetzt,  nachdem 
es  auf  Grund  der  Annahme  eines  den  Gasen  analogen  Yerhaltens  des  vermlt- 
telnden  Körpers  K  hergeleitet  worden  ist,  so  kann  man  daraus  resp.  aas  an- 

6* 
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Denkt  man  sich  nun  den  Kreisprocess  mit  demselben  Körper  K  and 
mit  Hlllfe  derselben  Bertthrnngskörper  Ky  und-  K^  im  umgekehrten  Sinne 
afedoha  ausgeführt,  so  sind  auch  die  begleitenden  Vorgänge  die  entgegen- 
gesetzten. Während  der  Zustandsänderung  nach  af  bei  constanter  Tempe- 
ratur t  wird  die  Wärme  Q  dem  Körper  K  entzogen,  während  der  Zustands- 
änderung nach  ed  bei  constanter  Temperatur  t^  wird  die  Wärme  Q^  dem 
Körper  K  vom  Körper  K^  mitgetheilt,  und  während  derselben  nach  eh  bei 
constanter  Temperatur  t^  giebt  K  die  Wärme  Q^  an  K^  ab.  Diese  Wärme 
Qy  ist  also  schliesslich  von  K^  an  K^  übertragen,  sie  ist  als  Wärme  yon 
der  Temperatur  t^  in  solche  von  der  höheren  Temperatur  *i  verwandelt 
worden;  dabei  ist  dem  Körper  K  eine  überschüssige  Wärme  Q  von  der 
Temperatur  t  entzogen  worden,  welche,  da  dieser  Körper  K  in  seinen  An- 
fangszustand zurückgekehrt  ist,  einen  schliesslichen  Verlust»  an  Körperwärme 
also  nicht  erlitten  hat,  nur  durch  Verwandlung  aus  Arbeit  entstanden  sein 
kann*  nämlich  aus  deijenigen  Arbeit,  welche  zur  Compression  des  Körpers 
K  mehr  aufgewendet  werden  musste,  als  bei  seiner  Expansion  von  ihm  ver- 
richtet wurde,  und  welche  Arbeit  E  =  WQ  wieder  durch  die  von  der  Zu- 
standscurve  afedcha  umschlossene  Fläche  geometrisch  dargestellt  wird. 
Mit  diesem  umgekehrten  oder  rückläufigen  Kreisprocesse  ist 
also  eine  negative  Verwandlung  der  ersten  Art  und  eine  posi- 
tive Verwandlung  der  zweiten  Art  verbunden. 

Bei  dem  beschriebenen  recht-  oder  rückläufigen  umkehrbaren  Kreis- 
processe können,  wenn  auch  die  Temperaturen  ^,  t^  und  t^  unverändert 
bleiben,  doch  die  mit  Q  und  Q^  bezeichneten  Wärmemengen  sehr  verschie- 
den sein,  sofern  dem  Körper  K  im  Anfangszustande  trotz  der  gegebenen 
Temperatur  t  doch  verschiedene  Werthe  von  t;  und  p  entsprechen  können, 
auch  eine  von  den  drei  Zustandsänderungen  bei  constanter  Temperator  i 
resp.  ty  oder  t^  beliebig  weit  ausgedehnt  werden  kann,  endlich  auch  die 
zweierlei  Curven  (isothermische  und  adiabatische  Curven),  aus  denen  die 
ganze  Zustandscurve  des  Kreisprocesses  besteht,  von  verschiedenem  geome- 
trischen Charakter  sein  können,  wenn  statt  des  Körpers  K  ein  Körper  £' 


deren  darauf  beruhenden  Formeln  jene  Beziehung  zwischen  der  Pressung  und 
der  Gefrierungstemperatnr  des  Wassers  mit  Clausius  (Pogg.  Ann.,  September 
1850)  als  eine  Folgerung  des  allgemeinen  Princips  ableiten.  Ich  habe  hier  das 
directere  Verfahren  Torgezogen,  a  priori  die  Bedingungen  allgemein  zu  bezeich- 
nen, unter  denen  das  fragliche  Princip  gültig  ist,  wonach  dann  die  Gültigkeit 
desselben  für  ein  Gemisch  aus  Wasser  und  Eis  erst  aus  dem  Umstände  gefolgert 
werden  kann,  dass  jene  Bedingungen  sich  u.  A.  auch  bei  einem  solchen  Ge- 
mische trotz  seines  im  Einzelnen  abnormen  Verhaltens  erfüllt  finden. 
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von  anderer  Art  gewählt  wird.  Sind  bei  einem  solchen  Kreisprocesse  von 
der  durch  Fig.  4 — 6  dargestellten  Art,  ausgeführt  mit  dem  Körper  K*^ 
etwa  ö'  nnd  ö'i  die  Werthe  der  Wärmemengen^  welche  bei  einem  den- 
selben Temperaturen  t^  t^  und  i^  entsprechenden  solchen  Kreisprocesse 
des  Körpers  K  mit  Q  und  Q^  bezeichnet  wurden,  so  ist  es  nun  wesentlich 
zu  bemerken,  dass,  wie  auch  Q  und  Q',  Q^  und  Q\  verschieden  sein  mögen, 
doch  das  Yerhältniss  dieser  Wärmemengen  stets  dasselbe,  also 

e'  =  ^  ^'"«r«'. ^'^ 

ist.    Denn  wäre  etwa 

Q        n  Qi       » 

unter  m  nnd  n  ganze  Zahlen  verstanden,  so  dass,  wenn  dieselben  nur  hin- 

ttBgüch  gross  genonunen  werden,  ^  jedes  beliebige  rationale  und  in  der 

n 

Grenze  selbst  ein  irrationales  Yerhältniss  darstellen  kann,  so  werde  der 
Kreisprocess  n  mal  rechtläufig  mit  dem  Körper  JT,  dann  m  mal  rückläufig 
mit  dem  Körper  K*  ausgeführt  gedacht.  Dadurch  wird  zuerst  die  Wärme 
»Q  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit  verwandelt  und  die  Wärme  nQ^  vom 
Körper  K^  zum  Körper  K^  übergeführt  (von  der  Temperatur  t^  in  die 
Temperatur  t^  versetzt),  dann  dieselbe  Arbeit  in  Wärme  mQ'  =  «Q  von 
der  Temperatur  t  zurückverwandelt  und  die  Wärme  wQ'j  ^  »öi  von  K^ 
zu  Xj  übergeführt.  Schliesslich  befänden  sich  beide  vermittelnde  Körper 
K  und  K'  in  ihren  anfänglichen  Zuständen,  und  es  bestände  das  Endre- 
sultat darin,  dass  eine  gewisse  Wärmemenge  =  «»Q\ — nQ^  von  dem  Körper 
JTj  zu  dem  wärmeren  Körper  K^  ohne  Compensation,  d.  h.  ohne  irgend 
eine  andere  gleichzeitige  Veränderung  übergeführt  worden  wäre,  was  nach 
dem  oben  erwähnten  Clausius' sehen  Grundsatze  unmöglich  ist.  Denselben 
Widerspruch  hat  die  Annahme 

ö       ^*         j    öl  ^  w 
->  =  "     und  -?->- 

H       f^  Qi       ^ 

zur  Folge,  wenn  man  dann  nur  den  n-maligen  Kreisprocess  des  Körpers  K 
rückläufig  und  den  m-maligen  Kreisprocess  von  K'  rechtläufig  stattfinden 

Yennittels  eines  umkehrbaren  Kreisprocesses  von  der  hier  vorausge- 
setzten Art  kann  jede  der  zweierlei  in  Rede  stehenden  Yerwandlungen  auf 
imendlich  mannigfache  Weise  durch  eine  andere  Verwandlung  derselben 
Art  oder  durch  eine  Verwandlung  der  anderen  Art  ersetzt  werden.     Ist 
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z.  B.  die  Verwandlung  einer  gewissen  Wärmemenge  Q  von  der  Temperatur 
t  in  Arbeit  gegeben,  so  kann  ein  rückläufiger  solcher  Kreisprocess  auf  an- 
endlich mannigfache  Weise  so  eingerichtet  werden,  dass  dabei  Arbeit  in 
dieselbe  Wärmemenge  Ö  von  derselben  Temperatur  t  verwandelt,  also  die 
gegebene  Verwandlung  rückgängig  gemacht  oder  aufgehoben  wird;  dabei 
wird  dann  aber  eine  gewisse  Wärmemenge  Q^  von  der  Temperatur  ^  in 
die  höhere  Temperatur  t^  versetzt,  wo  Q^  So  unendlich  mannigfach  ver- 
schieden sein  kann  wie  t^  und  t^  verschieden  gewählt  werden,  indem  das 
nach  Gl.  (1)  constante  Verhältniss  zwischen  Q  und  Qj  wesentlich  auf  der 
Voraussetzung  beruht^  dass  ^,  t^  und  t^  in  verschiedenen  Fällen  dieselben 
Werthe  haben.  Die  ursprünglich  gegebene  positive  Verwandlung  der  ersten 
Art  findet  sich  somit  durch  eine  positive  Verwandlung  den  zweiten  Art 
ohne  sonstige  resultirondc  Veränderung  ersetzt.  Nun  kann  ferner  der  recht- 
läutige  Kreisprocess  so  eingerichtet  werden,  dass  3ie  so  eben  erhaltene 
Verwandlung  wieder  aufgehoben,  nämlich  die  Wärmemenge  Q^  von  der 
Temperatur  t^  in  die  Temperatur  t^  zurückversetzt,  dafür  aber  eine  ge- 
wisse Wärmemenge  ß'  von  der  Temperatur  t'  in  Arbeit  verwandelt'  wird, 
wo  Q'  je  nach  dem  Werthe  von  t'  unendlich  mannigfach  verschieden  sein 
kann.  Die  ursprünglich  gegebene  Verwandlung  der  ersten  Art  findet  sich 
also  jetzt  durch  eine  andere  solche  derselben  Art  ersetzt  u.  s.  f. 

Nennt  man  nun  mit  Clausius  zwei  Verwandlungen  äquivalent, 
wenn  sie  sich  ohne  anderweitige  resultirende  Aenderung  gegenseitig  er- 
setzen können,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  jede  Verwandlung 
durch  einen  algebraischen  Ausdruck  so  zu  repräsentiren  und  zu  messen, 
dass  äquivalente  Verwandlungen  durch  gleiche  Werthe  dieser  Ausdrücke, 
durch  gleiche  sogenannte  V  er  wandln ngs  werthe  charakterisirt  werden 
der  Ai't,  dass  positiven  oder  negativen  Verwandlungen  auch  positive  resp. 
negative  Verwandlungswerthe  entsprechen. 

Bezeichnet  allgemein  /  (Q,  t)  den  Werth  der  Verwandlung  der  Wärme 
Q  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit,  und  jP  (<3,  ^i,  ^2)  ^^^  Werth  der  Ver- 
wandlung der  Wärme  Q  von  der  Temperatur  ^^  in  eben  solche  von  der 
Temperatur  t^^  so  sind  die  Werthe  der  umgekehrten  Verwandlungen 
=  — /  (Ö,  t)  resp.  =  F  (Ö,  t^,  t^)  =^  —  F  (Q,  t^,  t^).  Nun  ist  von  den 
beiden  Verwandlungen  A  und  B,  welche  mit  einem  umkehrbaren  Kreis- 
processe  von  der  hier  in  Rede  stehenden  Art  (Fig.  4  —  Fig.  6)  verbunden 
sind,  jede  der  umgekehrten  anderen  äquivalent.  Denn  wenn  man  den 
Kreisprocess  in  umgekehrtem  Sinne  wiederholt,  womit  die  Verwandinngen 

—  A  und  —  B  verbunden  sind,  so  wird  die  ft*ühere  Verwandlung  A  durch 

—  A  aufgehoben,  so  dass  sie  durch  die  Verwandlung  — B  ohne  sonstige 
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rpsukirende  Aenderung  ersetzt  erscheint^  ebenso  wird  B  durch  —  B  auf- 
gehoben, also  durch  — A  ersetzt.  Die  Summe  der  Verwandlungswerthe  Ä 
Qiid  B  muss  also  =  Null  sein.  Findet  etwa  der  Kreis^process  rechtläufig 
statt,  und  ist  Q  die  Wärmemenge  von  der  Temperatur  t^  welche  dabei  in 
Arbeit  verwandelt  wird,  Q^  die  Wärmemenge,  welche  von  der  Temperatur 
^,  zur  kleineren  Temperatur  t^  übergeht,  so  hat  man 

Die  Functionen  /  und  F  müssen  aber  von  solcher  Art  sein,  dass  dieser 
Gleichung  für  gegebene  Werthe  von  ^,  t^  und  t^  dem  obigen  Gesetze  unter 
1    zufolge  immer  dasselbe  Yerhältniss  Qi  Qi  entspricht,  zu  welchem  Ende 
zu  setzen  ist: 

f{(i^t)=^Qf{t)  und  F{Q,t^,t^)-^rQF(t,,t^). 

Hiernach  entspricht  dem  obigen  rechtläufigen  Kreisprocesse  die  Gleichung: 

QAt)+Q,F{t,,t,)^0, 

and  wenn  man  dann  einen  rückläufigen  Kreisprocess  derselben  Art  so  statt- 
tmden  lässt,  dass  dabei  die  Wärme  Ö^  von  der  Temperatur  t^  zur  höheren 
Temperatur  t^^  übergeht  und  eine  gewisse  Wärmemenge  Q'  von  der  Tem- 
peratur ^  durch  Verwandlung  aus  Arbeit  erhalten  wird,  so  ist  für  diesen 
die  Summe  der  Verwandlungswerthe: 

—  Ö7(0+  Öl  F(t,J,)  =  -Q'fit')-Q,  F{t,,,t,)^0, 

also 

Qf[t)-Qy{t')^0 (2). 

Dieser  rückläufige  Kreisprocess  ist  unbeschadet  der  gegebenen  Werthe 
von  (2,  t^  und  t^  auf  unendlich  mannigfache  Weise  möglich  (entsprechend 
verschiedenen  Lagen  des  Punktes  a  auf  den  adiabatischen  Curven  ah  der 
obigen  Figuren,  während  die  Figurentheile  hcde  für  einen  bestimmten  ver- 
mittelnden Körper  K  gegeben  sind);  insbesondere  kann  er  so  eingerichtet 
werden,  dass  Q'  <C  6  ist.  Dann  ist  aber  das  Resultat  der  beiden  entgegenge- 
setzten Verwandlungen  der  ersten  Art,  welche  durch  die  beiden  Kreis- 
processe zusammengenommen  bewirkt  wurden,  nämlich  der  Verwandlung 
der  Wärme  Q  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit  und  der  Verwandlung  von 
Arbeit  in  die  Wärme  Q'  von  der  Temperatur  t\  ganz  dasselbe,  als  ob  die 
Wärme  (0 — Q')  von  der  Temperatur  t  in  Arbeit  und  die  Wärme  Q'  von 
der  Temperatur  t  in  ebensolche  von  der  Temperatur  t'  verwandelt  worden 
wäre.  Diese  beiden  Verwandlungen  verschiedener  Art  sind  also  zusammen 
dei  beiden  vorgenannten  Verwandlungen  erster  Art,  deren  Verwandlungs- 
werthe nach  Gl.  (2)  die  Summe  Null  haben,  äquivalent,  so  dass  auch  die 
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Summe  ihrer  Verwandlangswerthe  =  Null  sein,  somit  die  Gleichung  statt- 
finden mnss: 

(Q—Q')f(t)+Q'F(t,t')  =  0, 

woraus  mit  Bflcksicht  anf  Gl.  (2)  folgt: 

F{tJ)^f{t)-f{J!:) C3). 

Die  Function  F  ist  hierdurch  auf  die  Function  /  zurückgeführt;  ftlr  letztere, 
welche  vorläufig  unbestimmt  bleibt,  mag  eine  einfachere  Bezeichnung  ein- 
geführt werden  durch  die  Gleichung 

wo  also  T  wie  /  (^)  eine  Temperaturfunction  bedeutet,  welche  unabh&ngts 
ist  Ton  der  Art  und  dem  Zustande  des  in  Betracht  gezogenen  Körpers,  so- 
fern dieser  Zustand  durch  die  Temperatur  allein  nicht  bestimmt  ist  Ins- 
besondere seien  T^ ,  T^  etc.  diejenigen  Werthe  dieser  Function  T,  welche 
den  Temperaturen  t^^  t^  etc.  entsprechen.    Somit  ist 

ö  Q 

-  resp.  —  - 

der  Verwandlungswerth,  welcher  der  Umsetzung  der  Wärme  Q, 
von  der  Temperatur  t  in  äquivalente  Arbeit  resp.  der  Umsetzung 
von  Arbeit  in  die  Wärme  Q  von  der  Temperatur  t  entspricht,  und 

der  Verwandlungswerth  der  Wärme  Q  beim  Uebergange  von  der 
Temperatur  \  zur  Temperatur  t^.  Eine  Verwandlung  der  zweiten 
Art  kann,  wie  man  sieht,  immer  als  Combination  einer  positiven  und  einer 
negativen  Verwandlung  der  ersten  Art  für  dieselbe  Wärmemenge  betrachtet 
werden,  und  umgekehrt.  — 

Bei  dem  umkehrbaren  Kreisprocesse  von  der  durch  Fig.  4  dargestellten 
Art  ist  nun,  wenn  derselbe  rechtläufig  stattfindet,  wie  durch  die  beigesetzten 
Pfeile  in  der  Figur  angedeutet  ist,  die  Summe  der  Verwandlungswerthe: 

nnd  insbesondM'e  fttr  den  Fall  t  =  t^-. 

oder  wenn  jetzt  Q,-\-  Q^  ™^^  ^  ^^^  ^i  ™^^  %  bezeichnet  wird, 

1-^=0   mitQi-(3,=^ (4) 
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-  dem  Wärmeweiih  der  gewonnenen  Arbeit.  Die  Zustandscurve  a^a^aa^a^ 
6e$  Kreisprocesses  (Fig.  7),  welcher  in  diesem  Falle  ein  einfacher  am- 

Fig.  7. 

kehrbarer  Kreisprocess  heissen  soll,  besteht  ans 
zwei  isothermischen  Cnrven  «o^i)  ^^  ^^^  ^^^i  adia- 
batischen Curven  a^a^  ^2^0'^  ~^  ist  der  Verwand- 

lungswerth,    welcher    der  Zustandsänderung  a^a^a 

entspricht,  indem  die  bei  der  Temperatur  t^  dem 

^  Körper  mitgetheilte  Wärme  Q^  als  in  Arbeit  ver- 

wandelt  betrachtet  werden  kann,  —  ~-  ist  der  Verwandlungswerth,  welcher 

der  Zustandsänderung  aa^a^^  entspricht,  indem  die  bei  der  Temperatur 
^  <^  ^^  dem  Körper  entzogene  Wärme  Q^  <C  61  Als  aus  Arbeit  entstanden 
zn  betrachten  ist.  Findet  dieser  einfache  Kreisprocess  rückläufig  statt,  so 
bedeutet  Q^  eine  dem  betreffenden  Körper  entzogene,  Q^  eine  mitgetheilte 
Wärmemenge,  E  eine  aufgewendete  Arbeit,  und  die  betreffenden  Yerwand- 

hngswerthe  bei  den  Zustandsänderungen  a^a^a  und  aa^^a^  sind  ^  und  —  ^. 

Wenn  ein  Körper  in  beliebiger  umkehrbarer  Zustandsände- 
rung begriffen  ist,  wobei  seine  Temperatur  t  sich  im  Allgemeinen  stetig 
ändert^  und  wenn  dann  für  ein  unendlich  kleines  Element  dieser  Zustands- 
indenmg,  entsprechend  dem  Bogenelement  a^a  der  (in  Fig.  7  punktirten) 
Zustandscurve,  wobei  sich  t  nm  dt  ändert,  dQ  die  dem  Körper  mitgetheilte 
Wärme  bezeichnet  und  zwar  wie  dt  algebraisch  verstanden,  so  dass  der  Ab- 
aolutwerth  eines  negativen  dQ  eine  entzogene  Wärme  bedeutet,  so  kann 
man  sich  fQr  jedes  Element  der  Zustandsänderung  die  Wärmemittheilung 
und  die  Temperaturänderung  nach  einander  statt  gleichzeitig  stattfindend 
denken,  entsprechend  dem  Ersatz  des  Bogenelementes  a^a  der  Zustands- 
curve durch  die  Bogenelemente  einer  isothermischen  und  einer  adiabatischen 
Corve:  a^a^  und  a^^a  oder  aa^  und  ^2^0)  jenachdem  die  Zustandsänderung 
im  Sinne  a^a  oder  im  Sinne  aa^  stattfindet.  Dem  Vorigen  zufolge  ist  dann 
der  Verwandlungswerth  fttr  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  allge- 

dQ 
mein  =  — ,  also  fOr  eine  Zustandsänderung  von  endlicher  Grösse: 


..f 


dQ 

Y (ö)- 

Einen  beliebigen  umkehrbaren  Kreisprocess  kann  man  in  ein- 
fitche  Kreisprocesse  zerlegt  denken,  entsprechend  der  Zerlegung  der  von 
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seiner  Znstandscarve  umschlossenen  Fläche  durch  eine  Schaar  unendlich 
nahe  benachbarter  adiabatischer  Curven  nebst  Ersatz  der  dazwischen  liegen- 
den Bogenelemente  der  Zustandscurve  durch  isothermische  Curvenelemente. 
Durch  wiederholte  Anwendung  der  auf  diese  elementaren  einfachen  Kreis- 
processe  bezogeneu  Gleichungen  (4)  ergiebt  sich  also 

'^-^0 (6), 


Q^/dQ^AIJ;    N^'l^^^ 


wobei  die  Integrale  über  den  ganzen  Kreisprocess  auszudehnen  und  Q  und 
E^  d.  h.  die  überschüssig  mitgetheilte  Wärme  und  gewonnene  Arbeit,  näm- 
lich mehr  mitgetheilte,  als  entzogene  Wärme,  mehr  gewonnene  als  ver- 
brauchte Arbeit,  gleichzeitig  positiv  und  negativ  sind.  Bei  jedem  um- 
kehrbaren Kreisprocesse  eines  Körpers  ist  somit  die  demselben 
überschüssig  mitgetheilte  oder  entzogene  Wärme  =  dem  Wärme- 
werth  der  überschüssig  gewonnenen  oder  verbrauchten  Arbeit, 
und  der  resultirende  Werth  aller  damit  verbundenen  Verwand- 
lungen =  Null. 

Wenn  die  augenblickliche  Temperatur  des  Körpers  nicht,  wie  bisher 
angenommen,  in  allen  Punkten  gleich  wäre,  wie  es  unbeschadet  der  Um- 
kehrbarkeit der  Zustandsänderung  bei  einem  Gemische  gleichartiger  Be- 
standtheilo  verschiedener  Aggregatform  unter  Berücksichtigung  des  Ein- 
flusses von  Massenkräfteu  der  Fall  sein  kann,  so  würde  die  Berechnang 
des  Integrales  N  im  Allgemeinen  eine"  zweifache  Zerlegung  in  Elemente 
erfordern: 


//>«, 


iV-r 

unter  d^Q  die  Wärme  verstanden,  welche  bei  einer  unendlich  kleinen  Zu- 
standsänderung dem  Körper  durch  ein  Element  seiner  Oberfläche  mit^e- 
theilt  wird,  au  welchem  seine  augenblickliche  Temperatur  -=  t  ist.    Für 
einen  Kreisprocess  gelten  aber  die  Gleichungen  (6)  allgemein,  ist  insbe^- 
sondere  auch  in  diesem  Falle  der  resultirende  Verwandlungswerth  IST  z= 
Null.    Denn  wäre  er  positiv,  so  könnte  die  resultirende  Verwandlung  als 
Uebergang  von  Wärme  zu  höherer  Temperatur  betrachtet  werden,  ohne 
dass  damit  eine  sonstige  Verändening  als  Compensation  verbunden  wäfcu 
was  der  zu  Grunde  liegenden  Annahme  gemäss  unmöglich  ist;  wäre  A^  ne- 
gativ, so  würde  bei  Umkehrung  des  Kreisprocesses  N  positiv  werden   und 
somit  derselbe  Widerspruch  sich  ergeben. 

Nach  einer  allgemeinen  Bemerkung  in  §.13  gelten  schliesslich    die- 
selben Gesetze  auch  für  einen  Kreisprocess,  welcher,  ohne  in  jedem  Augen» 
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blicke  umkehrbar  zu  sein,  ohne  nämlich  mit  verschwindend  kleiner  Ge- 
schwindigkeit stattzufinden,  mit  nur  umkehrbaren  Zustandsänderungen  ver- 
booden  ist.  Dagegen  ist  der  resultirönde  Verwandlungswerth  N<iO 
bei  einem  Krcisprocosse,  welcher  mit  nicht  umkehrbaren  Ver- 
landlungen  verbunden  ist,  indem  dergleichen  stets  negativ  sind,  also 
eine  negative  Gesammtsumme  aller  Vcrwandlungswerthe  ergeben,  sofern 
die  Werthe  der  umkehrbaren  Verwandlungen  für  sich  nach  wie  vor  zu- 
sammen den  Werth  Null  haben. 


§.  15.  Tersehledene  Formen  der  Wftrmegletchung;  erste  und  zweite  Hanpt- 

gleiehiiBg. 

Das  in  §.12  erörterte  allgemeine  Verfahren,  die  Zustandsänderungen 
einer  Flüssigkeit  (oder  auch  eines  festen  Körpers,  in  welchem  keine  Tan- 
gentialspaiinnngen  vorkommen)  unter  beliebig  gegebenen  Umständen  zu  be- 
stinunen,  setzt  ausser  der  Zustandsgieichung  (§.  8)  auch  die  Gleichung  des 
inneren  Arbeitsvermögens  (§.11)  für  den  betrcflFendeu  Körper  als  bekannt 
voraus;  ebenso  erfordert  die  Wärmegleichung  (2)  in  §.13: 

WdQ  =  dU  -\-  fdv 

zur  Bestimmung  der  Wärme  Q,  welche  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers 
oder  Körperelementes  behufs  einer  gegebenen  und  nach  gegebenem  Gesetze 
stattfindenden  umkehrbaren  Aenderung  seines  Wärmezustandes  mitzutheilen 
ist,  die  Ketmtniss  des  specifischen  inneren  Arbeitsvermögens  C^als  Function 
von  r  und  ^,  welche  letzteren  Grössen  hier  im  Allgemeinen  als  die  den 
Wärroeznstand  charakterisirenden  Veränderlichen  angenommen  werden.  In- 
dem aber  diese  Kenntniss  a  priori  nicht  vorauszusetzen,  auch  empirisch  die 
Grdfise  U  kaum  direct  als  Function  von  v  und  p  bestimmbar  ist,  so  ist  es 
nützlich,  dnrch  die  Einführung  anderer  Grössen  von  leichter  bestimmbaren 
Abhängigkeitsgesetzen  statt  der  unbekannten  Function   IT  die  Wärmeglei- 
,  ehong  auf  entsprechende  andere  Formen  zu  bringen,  sei  es  zu  unmittelbarem 
1  Gebrauch  bei  den  oben  erwähnten  Problemen,  sei  es  zur  indirecten  Ab- 
^  leitung  der  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  und  selbst  unter  Um- 
standen der  Zustandsgieichung. 
Durch  die  Substitution  von 

d  U=  ^ —  dv  -\-  ^~  dp 
ov  dp 

vird  die  obige  Wärmegleichung,  welche  sich  auf  eine  umkehrbare  Zustauds- 
inderung  bezieht, 
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JFdQ  =r.   Ydv  +  Xdp (1), 

wenn 

gesetzt  wird,  woraus  folgt: 

hY       bX_  h^U  h^U  _ 

Diese  letzte  Gleichung,  von  Zeuner  die  erste  Hauptgleichang 
genannt,  stellt  eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  den  Functionen  X  und 
T  von  V  und  p  dar,  welche  in  der  neuen  Form  (1)  der  Wftrmegleichung 
statt  der  Function  27  vorkommen;  sie  lässt  es  auch  analytisch  unmittelbar 
erkennen,  dass  die  Wärmegleichung  nicht  ohne  Weiteres  (nicht  ohne  dass 
die  Zustandscurve  gegeben  wäre)  integrabel,  nämlich  dass  ihre  rechte  Seite 
kein  vollständiges  Differential  ist,  weil  dazu 

hY      hX      ^ 

q V—  —  0  statt  =  1 

Op         Öv 

sein  müsste.    Wenn  man  indessen  den  Ausdruck 

Ydv -{-Xdp 
mit  einer  gewissen  Function  von  v  und  p  multiplicirt,  so  lässt  sich  die 
letztere  bekanntlich  stets  so  wählen,  dass  das  Product  ein  vollständiges 
Differential  wird,  und  es  ist  bemerkenswerth,  dass  der  reciproke  Werth  der 
in  vorigem  §.  besprochenen  Temperaturfunction  T  hier  eine  solche  Function, 
ein  sogenannter  integrirender  Factor  der  rechten  Seite  von  Gl.  (1)  ist 
Weil  nämlich  W  eine  Constante  und  für  einen  umkehrbaren  Kreisprocess 

jf  =  0,  ».U  ..  G«»e  ./«,  ,.e  ..  ».  „V.U.,.  ..    ^. 

kehrbaren  Zustandsänderung  eines  Körpers  sich  ändern  mag,  doch  immer 
denselben  Werth  Null  wieder  annimmt,  so  oft  der  Körper  in  seinen  An- 
fangszustand zurückkehrt,  so  muss 

WdQ       Y  ^     .   X  ^ 

das  vollständige  Differential  einer  Function  der  den  Wärmezustand  charak- 
terisirenden  Grössen  v  und  p  sein,  woraus  dann  folgt: 

h  fY\       h  (X 


oder 


6F  _  j^br       JsX  _^J 
dp  dj)  öf  6v 
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oder  mit  Racksicht  auf  die  erste  Hauptgleichnng: 

op  Ov 

Diese  Gleichaug,  welche  mit  Zeuner  die  zweite  Hauptgleichung 
genannt  werden  mag,  ist  als  eine  besondere  Ausdrucksform  des  Princips 
derAeqaiyalenz  der  Verwandlungen  zu  betrachten,  während  die  erste  Haupt- 
gleichnng eine  unmittelbare  Folge  der  Aequivalenz  yon  Wärme  und  Arbeit 
ist  Wenn  man  in  der  Wärmegleichung  (1)  mit  HtQfe  der  zweiten  Haupt- 
gkidiung  erstlich  Y  durch  X  und  7,  dann  X  durch  Y  und  T  ausdrückt, 
ogiebt  sich  mit  Rücksicht  darauf^  dass 


,^      bT  ^        hT  ^ 
dT— .       dv  -\-  ^--dp 

H 

X^^    1    T 

bv     '                               XdT^  Tdv 
WdQ—      \^       dv-r^dp—-          Jt 
br             '                         bT 

bp                                       bp 

Y T 

bp                       YdT—  Tdp 
und    WdQ       Ydv+     -l-^^dp      _----_^ 

bv  bv 

Somit  haben  sich  drei  neue  Formen  der  Wärmegleichung  ergeben: 

WdQ=:Ydv-\-Xdp (1) 

XdT+  Tdv  ^g. 


bp 

YdT—  Tdp 
bT 


(3). 


I        In  der  ersten  sind  X  und  Y  Functionen  von  v  und  p ,  welche  in  der 

I 

i  durch  die  erste  Hauptgleichung 

bp        bv 

gegebenen  Beziehung  zu  einander  stehen  und  übrigens  von  der  Art  und 
Aggregatform  des  Körpers  abhängen.  Die  in  der  zweiten  und  dritten 
Gleichung  ausserdem  vorkommende  Grösse  T  ist  unmittelbar  eine  unter 
illen  Umständen  gleiche  Temperaturfunction  und  dadurch  mittelbar  auch 
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eine  von  der  Körperart  und  Aggregatform  abhängige  Function  von  v  und  fi; 
ihre  Beziehung  zu  X  und  Y  ist  durch  die  zweite  Hauptgleichung 


(5) 


gegeben.  Wäre  T  als  Function  der  Temperatur  t  bekannt,  desgl.  t  als 
Function  von  v  und  p  (durch  die  Zustandsgieichung  im  Falle  eines  homo- 
genen Körpers),  so  könnten  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  zur  Bestimmung 
von  X  und  F,  demnächst  auch  zur  Bestimmung  der  Gleichung  des  inneren 
Arbeitsvermögens  dienen  vermittels  der  Differentialgleichungen: 


bU 


^Y-p- 


hu 


=  X 


^6\ 


hv  "^^     hp 

Indessen  mögen  die  Gleichungen  (1)  —  (5)  schon  jetzt  in  noch  anderer 
Weise  umgeformt  werden  durch  Einführung  zweier  anderer  Grössen  von 
einfacher  physikalischer  Bedeutung  statt  X  und  F,  wenn  auch  diese  Be- 
deutung erst  später  nach  Bestimmung  der  Temperaturfunction  T  vollständig 
hervortreten  wird.    Setzt  mau  nämlich 

(?r=^      -  im  Falle  v  =  Consta 

Cp=    -    im  Falle  p  =  Const, 
so  ist  nach  den  Gleichungen  (2)  und  (3): 


e?« 


hp 


also  X=  W  c, 


Cp  = 


W 


hv 


also  Y=  Wc, 


hT 
hp 


hT 
hv 


;o. 


Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  von  X  und  Y  in  den  Gleichungen 


(1)  —(3)  ergiebt  für  die  Wärmegleichung  (mit  A=  ^^ jdie  Formen: 


hT 
hv 


dQ  — -  Cp     -  cfi;  +  c^-^    dp 

^T 


hT 
hp 


:^C,dT+'^-dv 


'S) 


(9) 


=  Cp  dT~ 


hp 
AT 
h¥ 
hv 


dp 


(10) 


§.15.  EBBTE  ÜKD  ZWEITE  HAüPTaLSICHUKO.   •  95 

lud  für  die  beiden  Hauptgleichimgen,  welche  die  Beziehungen  der  Fune- 
tionen  e^  Cp  und  T  zu  einander  ausdrücken: 

^-bpi''h.)-hi-i''bp) ^''^ 

hThT 
A7  =  (e,-c,)^^^-    (12). 

Die  hier  eingeführten  Grössen  Cp  und  Cp  stehen  in  einfacher  Beziehung 
m  der  sogenannten  speci fischen  Wärme.  Unter  der  speciiischen  Wärme 
eines  Körpers  für  einen  gewissen  gleichförmigen  Wärmezustand  und  ein 
gewisses  Aenderungsgesetz  desselben  versteht  man  nämlich  das  Verhältniss 
der  Wärme,  welche  einer  Gewichtseinheit  des  Körpers  behufs  einer  unend- 
Kch  kleinen  jenem 'Gesetze  folgenden  Aenderung  des  fraglichen  Wärme- 
zostandes  mitzutheUen  ist,  zu  der  entsprechenden  Temperaturzunahme,  also 
den  Differentialquotienten 

dQ  _  dQ  dT 
dr~df^'' 

hiernach  ist,  wenn  insbesondere  c  die  specif.  Wärme  für  constantes 
Volumen  und  Cj  die  specif.  Wärme  für  constante  Pressung  bedeutet, 

dT       ,  dT 

c^^c.^^-undq^c,-      (13). 

Dabei  sind  c  und  c^  im  Allgemeinen  als  Functionen  von  v  und  p  zu  be- 
trachten, deren  Formen  von  der  Aggregatform  und  deren  Coefficienten  von 
der  Art  des  Körpers  abhäijgen. 

Wenn  man  statt  v  und  p  andere  Grössen  als  unabhängig  Veränder- 
liche zur  Charakterisirung  des  Wärmezustandes  wählt,  so  können  die  obigen 
Gleichungen  leicht  entsprechend  umgeformt  werden.  Unter  den  verschie- 
denen  in  dieser  Hinsicht  möglichen  Fällen  sind  diejenigen  bemerkenswerth, 
wo  ausser  einer  der  Grössen  v  und  p  noch  die  Temperatur  oder",  was  auf 
dasselbe  hinaus  kommt,  die  Temperaturf unction  T  als  unabhängig  Verän- 
derliche angenommen  wird.    Es  sind  dann  statt  der  Differentialquotienten 


bei  der  Wahl  von  v  und  T: 


bei  der  Wahl  von  p  und  T: 


hT 

und  r^ — 
op 

bp 
bv 

hp 
und  ^— -, 
hT' 

bv 
bp 

und  I— - 
hT 

in  die  Gleichungen  einzuführen,  zu  welchem  Zwecke  es  nützlich  ist,  die 
zwischen  diesen  6  partiellen  Differentialquotienten  stattfindenden  Bezieh- 
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ungen  aUgemein  festzustellen.  Wenn  man  aber  eine  der  drei  Grössen 
v,  p^  T  als  constant  voraassetzt,  so  ist  von  den  übrigen  jede  durch  die  an- 
dere allein  bestimmt;  von  jenen  6  Differentialquotienten  sind  also  je  zwei, 
welche  dieselbe  der  Grössen  «?,  p,  T  als  constant  voraussetzen,  einander  re- 
ciprok,  d.  h.  es  ist 

brb^  ~  StS  hT~hpiv  ~       ^' 

Um  durch  je  zwei  solche  jener  6  Differentialquotienten,  welche  sich  aof 
die  nämlichen  unabhängig  Veränderlichen  r  und  ^,  »  und  T  oder  f  und  T 
beziehen,  die  übrigen  4  ausdrücken  zu  können,  bedarf  es  also  ausser  den 
drei  Beziehungen  (14)  nur  noch  einer  zwischen  den  Differentialquotienten 

b»      br     öt?      ,       6r     ö/;      b© 

_  _  _  --     nnpr —  - 

br'  hv  '  -^f         bp  '  hT'  hv' 

Wenn  man  aber  zunächst  T  als  Function  von  v  und  p  betrachtet  und  in 
der  entsprechenden  Differentialgleichung 

,^      bT   ^     ^    bT       ■ 
dT=^—  dv4-  ;—   dp 
ov  öp 

dann  T  =  Const.^  also  dT  -=  0  setzt,  so  wird  v  eine  Function  von  j?,  also 

dv^=  ^  df 
op 


und  man  erhält: 


ÖT  ör      br 
bi;  b^       bp 


oder  wegei,  ^-  ^  =  i 


^.ff=^-l (15). 

bTbv  bp  ^ 

m 

Werden  z.  B.  p  und  T  als  unabhängig  Veränderliche  angenommen,  so 
ist  nach  Gl.  (12)  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  (14): 

bp  bp 


e.-^cr      ^T^^^^ 


bv 


oder  mit  if„  = —    ^ — nach  Gl.  (15): 
b7  bv 

bp 


r 
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0,— «,=^r^-^  ,. . . .  (16)* 

woraus  u.  A.  folgt,  dass  immer 

ist,  weil  bei  constanter  Temperatur  stets  v  mit  wachsender  Pressung  p  ab- 

nimmt,  d.  h.  r-  negativ  ist. 

öp 

Die  Wärme  dQ^  welche  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers  behufis 
einer  unendlich  kleinen  umkehrbaren  Zustandsänderung  mitzutheileu  ist, 
wird,  jenachdem  die  letztere  durch  die  unendlich  kleinen  Aenderungen  von 
r  und  p,  V  und  t  resp.  T,  p  und  t  resp.  T  gegeben  ist,  unmittelbar  durch 
die  Gleichungen  (1)  oder  (8),  (2)  oder  (9)  resp.  (3)  oder  (10)  ausgedrückt. 
Dabei  sind,  sofern  diese  Veränderliche,  durch  deren  Differentiale  die  Zu- 
standsänderung gegeben  ist,  als  unabhängig  Veränderliche  vorausgesetzt 
werden,  gemäss  den  Beziehungen  (14)  die  Gleichungen  (2)  und  (9)  zu 
sehreiben: 

WdQ  =  ^-  (XdT+  Tdv)    (2) 

dQ  =  c^dT-\-AT  ^dv (9) 

und  die  Gleichungen  (3)^und  (10): 

^rfe  =  ^  iJdT-Tdp) (3) 

dQ^o^dT—AT^~dp (10), 

wobei  es,  da  hier  Überhaupt  nur  die  drei  Grössen  c,  ^,  T  als  event.  unab- 
hängig Veränderliche  in  Betracht  gezogen  sind,  auch  ohne  besondere  Be- 
zeichnung durch  Indices  (wie  solche  z.B.  von  Clausins  angewendet  werden) 

selbstverständlich  ist,  dass   xr--  der  Voraussetzung  t?  =  C(m%L  und  ^—  der 

Yoraossetzung  p  =  Comt.  entspricht. 


^  Siehe  Clausins:  ,,Ueber  verschiedene  fftr  die  Anwendung  bequeme 
Farmen  der  Hauptgleichungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  ^  Gl.  (31)**  in 
Pogg.  Ann.>  Juli  1865. 

Gxathof,  thaoret.  lÜMchiiieiilelire.    I.  7 
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§.  16.   Geometriselie  Darstellimir  der  Torgrängre  bei  umkehrbareo  Zustandft- 

ftttdemn^en. 

Nachdem  im  Vorhergehendeu  die  sogenannte  Zustandscun'e  wieder- 
holt dazu  benutzt  wurde,  das  Gesetz  der  gleichzeitigen  Aenderungen  von 
V  und  p^  sowie  die  gewonnene  oder  aufgewendete  Arbeit  bei  irgend  einer 
umkehrbaren  Zustandsänderung  geometrisch  darzustellen,  mag  schliesslich 
darauf  hingewiesen  werden,  wie  mit  Hülfe  der  in  §.13  erwähnten  beson- 
deren Zustandscurven,  nämlich  der  isothermischen,  der  isodynami- 
schen und  adiabatischen  Curve,  auch  andere  mit  irgend  einer  amkehr- 
baren  Zustandsänderung  verbundene  Vorgänge,  insbesondere  die  Aendemng 
des  inneren  Arbeitsvermögens  27,  die  mitgetheilte  Wärme  Q  und  deren 
Yerwandlungswerth  N  durch  geometrische  Darstellung  zur  Anschauung  ge- 
bracht werden  können  * 

Es  werde  ein  Körper  von  1  Kgr.  Gewicht  vorausgesetzt,  und  es  seien 
die  Werthe  von  r,  f^  <,  T,  U 

im  Anfangszustande  =  v^  p^   t^   T^    Ü^ 
im  Endzustande         ^=  v^.  p^  h   ^2    ^2  • 

^"   *  Jenem  entspricht  (Fig.  8)  der  Punkt  ä| 

mit  den  Coordinaten 

diesem  der  Punkt  a^  mit  den  Coordinaten 

Ob^=v^,    h^a^^=p^', 

a^aa^  sei  die  Zustandscurve,  welche  das 
$^  i^      d  '   Abhängigkeitsgesetz  von  v  und  j9,  also  das 

Gesetz  darstellt,  nach  welchem  die  umkehrbare  Zustandsänderung  statt- 
findet.   Ist  dann 

E  die  hierbei  vom  Körper  verrichtete  Expansionsarbeit,  Q  die  ihm  mit- 
getheilte Wärme,  so  ist 

WQ=U^  —  U^-\.E (1) 

und  E  =  der  Fläche  h^  a^  aa^h^.    Zur  Darstellung  von  C^ —  U^  werde 
durch  den  Punkt  a^  die  isodynamische  Cur\e  U=Con8t,=  ü^, 
durch  den  Punkt  a^  die  adiabatische  Curve  Ä^  gelegt 
und  durch  ihren  Schnittpunkt  c  die  Ordinate  cd. 


*  Yergl.  Zeuner:  Grundzüge  der  mechanischen  Wärmetheorie,  2.  Aufl. 
Seite  80  und  ff. 


§.  16.    DABSTEIiLÜKG  VEBSCHIEDENISB  0BÖ8SEN  DURCH  ZUSTANDS CUEVEN.     99 

Dann  ist  für  die  Zustandsänderung  nach  der  adiabatischen  Curve  A^  von 
Äj  Ms  €  entsprechend  Gl.  (1) 

0  =  U^—  ir^  +  Fläche  h^a^ed, 
also  U^ — ZTj  =rder  Fläche  h^a^cd  und  somit 

Der  Arbeitswerth  der  mitgeth eilten  Wärme  Q  ist  also  =  dem  In- 
halte der  Fläche,  welche  begrenzt  wird  1)  von  der  t?-Axe,  2)  von  der  Zu- 
staodscnrve  a^a^  und  der  durch  den  Endpunkt  a^  derselben  gehenden  adia- 
batischen Cnrve  A^^  3)  von  der  Ordinate  des  Anfangspunktes  a^^  und  4)  von 
der  Ordinate  des  Punktes,  in  welchem  die  adiabatische  Cur\'e  Ä^  von  der 
durch  den  Anfangspunkt  a^  gehenden  isodynamischen  Cun^e  U^  geschnitten 
vird.  Diese  Fläche  wird  durch  die  Ordinate  des  Endpunktes  a^  der  Zu- 
Btandscurre  in  zwei  Theile  getheilt,  von  welchen  der  eine,  begrenzt  von 
der  Znstandscurve  a^a^^  =  der  Expansionsarbeit  E^  der  andere,  be- 
grenzt von  der  adiabatischen  Curve  Ä^^  =  U^ — U^  =der  Zunahme  des 
inneren  Arbeitsvermögens  in  Folge  der  Zustandsänderung  ist.  Dabei 
sind  die  Inhalte  dieser  Flächen  positiv  oder  negativ  zu  setzen  der  Art,  dass, 
wenn  sie  von  einer  beweglichen  Ordinate  beschrieben  gedacht  werden, 
welche  znr  Erzeugung  der  Flächen  =  E  und  =  WQ  von  der  Ordinate 
des  Anfangspunktes  a^  und  zur  Erzeugung  der  Fläche  =  U^ —  U^  von  der 
Ordinate  des  Endpunktes  a^  der  Zustandscune  ausgeht,  diese  Ordinate  po- 
sitive oder  negative  Flächenelemente  beschreibt,  jenachdem  sie  sich  im 
Sinne  der  positiven  oder  der  negativen  t?-Axe  bewegt. 

Um  auch  den  der  Zustandsänderung  nach  a^aa^  entsprechenden  Yer- 


-/ 


dQ 
wandlungswerth  JV=/---  auf  eine  geometrische  Darstellung  zurück- 


zufthren,  werde  durch  den  Punkt  a^  noch  die  isothermische  Curve  T  = 
Cmi«/.=  Tj  gelegt;.^  sei  ihr  Schnittpunkt  mit  der  adiabatischen  Curve  A^. 
Denkt  man  sich  dann  den  Körper  aus  dem  Zustande  a^  {v^^  p^)  in  den  An- 
fiuigszastand  a^  (r^,  p{)  nach  der  Zustandscure  a^ea^  in  umkehrbarer  Weise 

znrackgeführt,  so  ist  der  entsprechende  Verwandlungswerth  =  —  ^ ,  wenn 

Qi  die  Wärme  bedeutet,  welche  dem  Körper  behufs  der  Zustandsänderung 
nach  a^e  mitgetheilt  werden  mQsste,  so  dass  ihm  dieselbe  Wärme  Q^  bei 
der  umgekehrten  Zustandsänderung  nach  ea^  entzogen  werden  muss.  In- 
dem nnn  fÄr  den  umkehrbaren  Kreisprocess  a^aa^e a^  der  resnltirende  Ver- 
wandlungswerth =  Null  ist,  hat  man 

7* 
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■2V-^  =  0,  also  N=^ (2). 

Der  Arbeitswerth  der  Wärme  Q^  kann  dem  Obigen  zufolge  durch  eine 
Fläche  mit  Hülfe  der  Cur\'ett  U^  und  A^  dargestellt  werden;  somit  ist  auch 

lFWTi=  WQi  =  Fläche  h^a^eed 

=  einer  Fläche,  deren  Bildungsgesetz  sich  von  demjenigen  der  zur  Dar- 
stellung von  WQ  dienenden  Fläche  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die 
durch  den  Anfangspunkt  »^  gehende  isothermische  Curve  T^  an  die  St«Ue 
der  Zustandscurve  a^aa^  tritt. 

Der  Gl.  (2)  zufolge  ist  die  Grösse  N  für  einen  gegebenen  Körper  voll- 
kommen bestimmt  durch  das  Curvenstück  \  e,  also  durch  den  Punkt  äj 
und  die  Curve  -4^,  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  a^  auf  der  Curve 
J^  und  von  der  Form  der  Zustandscurve  a^aa^.  So  oft  letztere  dieselbe 
adiabatische  Curve  A^  irgendwo  schneidet,  hat  der  Verwandlungswerth  N 
eine  dieser  Curve  Ä^  eigenthümliche  Grösse;  er  entspricht  in  dieser  Hin- 
sicht der  sogenannten  Kraftfunction  der  Mechanik,  während  die  adiabati- 
schen Curven  den  Niveauflächen  analog  sind. 


B.  Verhalten  der  Gase,  insbesondere  der  atmosphä- 
rischen Luft. 

§.  17.   Definitionen,   Erfahrungssfttze   und   Annahmen;    Zastandsgrl^ielisB^ 

der  Gase. 

Unter  einem  permanenten  Gase  oder  auch  kurzweg  einem  Gase 
pflegt  ein  luftförmiger  Körper  verstanden  zu  werden,  welcher  uns  nur  als 
solcher  bekannt  ist,  indem  er  durch  die  uns  zu  Gebote  stehenden  Mittel 
der  Druckerhöhung  und  der  Wärmeentziehung  bisher  nicht  in  die  flüssige 
oder  feste  Aggregatform  hat  gebracht  werden  können.  Dazu  gehören  u.  A. 
Sauerstoff  und  Stickstoff  sowie  beliebige  Gemische  dieser  einfieLchen  Gase, 
z.  B.  reine  (von  ihren  nebensächlichen  Bestandtheilen,  insbesondere  Wasser- 
dampf  und  Kohlensäure  befreite)  atmosphärische  Luft.  Das  Verhalten 
dieser  permanenten  Gase  ist  mit  grosser  Annäherung  an  zwei  einfache  Ge- 
setze gebunden,  welche  unter  den  Namen  des  Mariotte'schen  und  des  Gay- 
Lussac'schen  Gesetzes  bekannt  sind  und  wodurch  ihr  physikalischer  Cha- 
rakter wesentlich  bestimmt  wird.  Weil  aber  jener  Begriff  eines  perma- 
nenten Gases  nicht  an  sich  bestimmt,  sondern  abhängig  von  unseren  aogen- 
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bticklichen  Kenntnissen  und  Hülfsmittcln  ist,  mit  deren  Vervollkommnung 
ein  bisher  als  permanent  erschienenes  Gas  diesen  Charakter  verlieren  kann, 
weil  femer  auch  andere  Inftförmige  Körper,  die  uns  zugleich  in  flüssiger 
md  fester  Aggregatform  bekannt  sind,  in  gewissen  Wärmezuständen  (bei 
sehr  grossem  specif;  Volumen)  den  fraglichen  zwei  Gesetzen  ebenso  gut 
entsprechen  können  wie  permanente  Gase,  so  wird  es  vorgezogen,  unter 
einem  Gase  hier  jeden  luftförmigen  Körper  von  solcher  Art 
oder  von  solchem  Wärmeznstande  zu  verstehen,  dass  seine  je- 
weils in  Betracht  gezogenen  Zustandsänderungen  als  dem  Ma- 
riotte'schen  und  dem  Gay-Lussac'schen  Gesetze  unterworfen 
ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  vorausgesetzt  werden 
dürfen.  Der  Zustand  eines  vollkommenen  Gases  ist  ein  Grenzzustaud, 
für  welchen  jene  Gesetsu^  genau  gelten  und  welchem  bei  gleicher  Pressung 
und  Temperatur  die  permanenten  Gase  nur  näher  kommen,  als  andere  luft- 
formige  Körper  (Dämpfe). 

Nach  dem  Mariotte 'sehen  Gesetze  sind  das  specif.  Volumen  v  und 
die  Pressung  p  eines  Gases  bei  constanter  Temperatur  t  einander  umge- 
kehrt proportional;  ihre  Zustandsgleichuug  hat  also  die  Form 

woraus  fttr  p  =  Contt.  sich  ergiebt: 

dv      df{t) 

Wäre  das  Gas  reine  atmosphärische  Luft  und  p  =  dem  normalen  Atmo- 

sphärendrnck,  so  wäre  der  Temperatur- Definition  zufolge  der  in  dieser 

dv 
Gleichung  vorkommende  Differentialquotient  -  constant  (siehe  §.  7,  Gl.  1), 

dt 

also  auch  f'{t)=Const.  Nach  dem  Gay-Lussac'schen  Gesetze  sind 
aber  für  alle  Gase  und  beliebige  Werthe  der  constauten  Pressung  die  gleich- 
zeitigen Aenderungen  von  v  und  t  einander  stets  in  demselben  Verhältnisse 
proportional,  ist  also  f(t)  =  einer  Constanten.  Wird  dieselbe  mit  R  be- 
zeichnet, so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung: 

.  pv  '=r.  S  -f-  Rt^ 

onter  8  eine  andere  Constante  verstanden.  Dies  ist  die  Zustandsgieich- 
mg  der  Gase,  welche  auch  geschrieben  werden  kann: 

R 

pv  =  S(l-\-at)  mit  «  =  -     (1) 

o 

a  1 

oder  pv  =  R(a  '-\~  t)    mit  a  =  —=  — (2). 

R        u  . 
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Die  Constante  a  ist  der  sogenannte  Ansdehuungscoefficient  des 
Gases  =  dem  Verhältnisse  der  Yolumenzunahme  Av^  welche  einer  Tempe- 
raturzunahme um  J^  =  1®  bei  constanter  Pressung  p  entspricht,  zu  dem 
Volumen  =  «^^  bei  ^  =  0  und  derselben  Pressung  p\  aus  Gl.  (1)  folgt 
nämlich  unter  diesen  Voraussetzungen  und  mit  diesen  Bezeichnungen: 

Av 
p Av  =  Sa  und  pvQ=  S ^  also  a  =  —  . 

Zur  Bestimmung  des  Ausdehnungscoefäcienten  eines  Gases  kann  naan 
übrigens  auf  Grund  der  Zustandsgieichung  (1)  ebensowohl  die  Werthe  von 
V  messen,  welche  f^r  p  =  Consta  als  die  Werthe  von  p^  welche  fQr  r  = 
Canst,  als  auch  die  Werthe  von  v  und  p,  welche  zugleich  verschiedenen 
Temperaturen  entsprechen;  als  letztere  empfehlen  sich  die  (durch  schmel- 
zendes Eis  und  kochendes  Wasser)  leicht  längere  Zeit  constant  zu  erhal- 
tenden Temperaturen  t  =  0  und  =  100.    Sind  dann 

Vq  und  Pq  die  Werthe  von  v  und  /?  für  ^  =  0, 
«?i  und  pi  die  Werthe  von  v  und  p  fiXr  t  =  100, 

so  ist  nach  Gl.  (1) 

^*   ^  =l-f  100«;     a       ^*   *     ^®  ^ 


PqVq  \OOPqVq 

insbesondere  a  z=  ^       ^   für  p^  =Po' T  .  .  .  (3), 

100  t?Q 

'^rm  ""■="■■■■ '*"■ 

Für  ein  vollkommenes  Gas  müssto  nach  diesen  beiden  Specialformeln  immer 
derselbe  Werth  von  a  gefunden  werden,  und  zwar  für  beliebige  Werthe 
von  Vq  und  p^.  Die  Regnaul t' sehen  Versuche  mit  wirklichen  Gasen  er- 
gaben dagegen  den  Coefficienten  a  etwas  verschieden,  jenachdem  er  nach 
Gl.  (3)  oder  nach  Gl.  (4)  bestimmt  wurde,  ferner  nach  jeder  von  beiden 
Formeln  etwas  verschieden  je  nach  dem  Werthe  von  Vq  oder  p^^  nämlich 
um  so  kleiner,  je  kleiner  p^^  je  grösser  also  Vq  gewählt  wurde.  Für  Wasser- 
stoffgas sind  diese  Verschiedenheiten  am  kleinsten.  Für  verschiedene  Gase 
ist  a  unter  gleichen  Umständen  nicht  mehr  verschieden,  als  für  dasselbe 
Gas  unter  verschiedenen  Umständen. 

Hiernach  ist  der  Ausdehnungscoefßcient  fUr  den  Gronzzustand  eines 
vollkommenen  Gases  als  eine  von  der  Gasart  unabhängige  Constante  zu  be- 
trachten und  dem  kleinsten  Werthe  von  a  höchstens  gleich  zu  setzen,  wel- 
cher für  irgend  ein  Gas  unter  irgend  welchen  Umständen  bisher  gefunden 
wurde,  weil  jedes  Gas  jenem  Grenzzustande  um  so  näher  kommt,  je  grösser 
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bei  gegebener  Temperatur  sein  specif.  Volumen  v  ist,  mit  wachsendem  v 
»ber  a  abnimmt.  Dieser  kleinste  Werth  ist  a  =  0,003661,  gefunden  für 
Wasserstoffgas  nach  Gl.  (3)  für  atmosphärischen  Druck.  Indem  aber  eine 
Steigemug  dieses  Druckes  bis  3  Atm.  noch  kaum  einen  Einflnss  auf  die 
letzte  Decimalstelle  ausübte,  lässt  sich  erwarten,  dass  auch  durch  Vermin- 
derung der  Pressung,  also  durch  Vergrösserung  des  specifischen  Volumens 
eine  merkliche  Abnahme  von  a  nicht  herbeigeführt  werden  würde,  d.  h.  es 
lässt  sich  annehmen,  dass  das  Wasserstoffgas  schon  bei  atmosphärischem 
Drucke  und  ^  =  0^  von  dem  Grenzzustande  eines  vollkommenen  Gases  un- 
merklich abweicht.  Indem  es  aber  für  die  Folge  bequemer  ist,  statt  des 
Aoadehnungscocfficienten  a  seinen  reciproken  Werth  a  in  die  Rechnung 
einzuführen  gemäss  der  obigen  zweiten  Form  der  Zustandsgieichung: 

pv  =  It(a  +  t) (2), 

soll,  wie  es  üblich  geworden  ist,  in  runder  Zahl  gesetzt  werden: 

a  =  273,  entsprechend  «  =  -=0,003663. 

a 

Der  Unterschied  zwischen  diesem  Grenzwerthe  von  a  und  demjenigen, 
welcher  insbesondere  für  atmosphärische  Luft  als  das  f(lr  die  technischen 
Anwendungen  wichtigste  Gasgemenge  gefunden  wurde,  ist  so  klein,  dass 
davon  bei  diesen  Anwendungen  abgesehen  werden  darf.  Es  fand  z.  B. 
Regnanlt  für  reine  atmosphärische  Luft 

nach  GL  (4):  «  =  0,003665  bei^o  =  l  ^^^-^ 
nach  Gl.  (3):  «  =  0,003670  bei  p^^p^^l  Atm., 

«  =  0,003694  bei  pQ=p^=  3,3  Atm. 

Wenn  nun  auch  a  in  der  Zustandsgieichung  (2)  als  eine  für  alle  Gase 
gleiche  Constante  zu  betrachten  ist,  so  ist  doch  E  von  der  Gasart  wesent- 
iidi  abhängig  und  durch  irgend  ein  System  zusammengehöriger  Werthe  von 
p,  9  und  t  bestimmt,  insbesondere  z.  B.  für  reine  atmosphärische  Luft 

durch  ihr  specif.  Gewicht  y  =  —  =  1,2932  Kgr.  für  ^  =:  0  und  normalen 

atmosphärischen  Druck.  Letzterer  ist  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt 
=  dem  Gewichte  einer  Quecksilbersäule  von  1  Quadratm.  Grundfläche  und 
0,76  Mtr.  Höhe  bei  0®  Temperatur  des  Quecksilbers.  Bei  dieser  Teihpe- 
ratur  ist  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  ='  13,596,  die  grösste  Dichtig- 
keit des  Wassers  (bei  ^  =  4^)==  1  gesetzt,  also  das  specif.  Gewicht  des 
Quecksilbers  von  0^=13596  Kgr.  pro  Cubikm.,  und  der  normale 'Atmo- 
sphärendmek 

p=  13596.0,76=  10333  Kgr.  pro  Quadratm. 


IM  zcitAjn^GaacBcmQ  wmm,  AiaüMiiAMacMBJi  ucrt.  §.  17. 

GL  2    mam  =  273  fito-  nne  atwMphinsGhe 


L^: 


J?  = 


10333 


1^j3 


-— — -  =  29^7. 
32 . 273 


hü  6  die  Dklitigkeit  ebies  awiereB  Gases  oder  G^s^cmemges  in  Beziehimg 
a«f  HaoqA.  Lnft  von  gleicher  PresBug  mmd  TeMpentsr,  so  ist  far  das- 
selbe  nach  GL  2, 

«       29/27 

^=-T- ^'^ 

Die  natllriich  vorkommende  nnd  za  technischen  Zwecken  benutzte  atmo- 
ftpbiri^cbe  Lull  enthält  verschiedene  Beimischungen,  namentlich  von  Wasser- 
dampf  owi  Kohlensäure,  jedoch  in  so  kleinen  Mengen,  dass  dadurch  der 
GaM.'harakter  des  Gemisches  nicht  wesentlich  beeinträchtigt  wird»  den  be- 
treflfenden  Rechnungen  also  nach  wie  vor  eine  Zustandsgleichnng  von  der 
F'onn  der  GL  ^"2^  zu  Grunde  gelegt  werden  darf,  besonders  wenn  gleich- 
zeitig der  (Vittstanten  R  ein  Werth  beigelegt  wird,  welcher  nach  GL  (^5;  der 
durch  die  nebensächlichen  Bestandtheile  bedingten  Dichtigkeit  6  entspricht. 
UebrigfruH  ist  es  nur  der  Wassergehalt  der  Luft,  welcher  diese  Werthe  von 
A  und  R  einigermassen  merklieb  beeinflussen  kann.  Ist  dann  p  die  Ge- 
sammtpnfssnng  der  feuchten  Luft,  p'  die  Pressung  des  darin  enthaltenen 
Wans^Tdampfes,  also  p — p'  die  Pressung  der  trockenen  Luft  für  sich  allein, 
so  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  das  specif.  Gewicht  des  Wasserdampfes 
etwa  ''lf^  so  gross  ist  wie  das  der  trockenen  Luft  bei  gleicher  Pressung  und 
TemjK'ratur,  die  Dichtigkeit  6  der  feuchten  Luft: 

p  Hp  Sp 

und  die  konstante  R  ihrer  Zusaudsgleichung: 

29,27  p 

R"^  '      \,    ,,  z.  B.  =  29,38  für  -  =  0,01.   * 

l—     P.  P 

H  p 

Was  die  specifische  Wärme  der  G2Lse  =  e  far  constantes  Volumen, 
rcsp.  —  <?,  für  constante  Pressung  (§.  15)  betrifft,  so  ist  nur  letztere  (nar 
mentlich  von  Reguault)  für  verschiedene  Gase  direct  bestimmt  und  dabei 
nur  abhängig  von  der  Gasart,  dagegen  unabhängig  von  dem  augenblicklichen 
Zustande  dos  Gases  gefunden  worden  wenigstens  mit  einer  ebenso  grossen 
Annäherung,  als  mit  welcher  das  Gas  dem  Mariotte'schen  und  dem  Gay- 
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lüissac'ficheii  Gesetze  folgt.  Insbesondere  fftr  atmosphärische  Luft  er- 
gab sich* 

<?j=;  0^375. 

In  Betreff  der  specif.  Wärme  c  ist  man  einstweilen  auf  das  aus  ver- 
sdiiedenartigen  Versuchen  (siehe  §.  21)  zu  abstrahirende  Verhältniss 

»  ==  ' 

c 

angewiesen,  welches,  freilich  nicht  so  zuverlässig  bestimmt  wie  (^,  fttr  atr 
mo^härische  Luft  =  1,41  gesetzt  werden  kann,  woraus  dann  folgt: 

0,2375  _    , 

c  = -^-  =  0,1684.       - 

Für  irgend  ein  anderes  Gas  kann  die  specif.  Wärme  c  theoretisch  abgeleitet 
werden  ans  seiner  specif.  Wärme  c^^  seiner  Dichtigkeit  6  in  Beziehung  auf 
atmosphärische  Luft  und  aus  den  Werthen  von  e  und  e^  für  atm.  Luft 
:aehe  §.  19X  so  dass  die  Frage,  ob  auch  c  ebenso  wie  <?j  für  jedes  Gas  von 
dem  augenblicklichen  Zustande  desselben  unabhängig  sei,  sich  auf  die  Frage 
reducirt,  ob  für  atmosphärische  Luft  die  specif.  Wärme  c  =  0,1 684, oder 
das  Verhältniss  n=  1,41  ebenso  constant  sei  wie  die  .  specif.  Wärme 
Cj=  0,2375.  Die  bisherigen  experimentellen  ^Bestimmungen,  aus  welchen 
»=1,41  als  angenäherter  und  bis  auf  höchstens  die  zweite  Decimalstelle 
Toraussichtlich  zuverlässiger  Werth  des  Verhältnisses  n  für  atm.  Luft  ab- 
geleitet wurde,  sind  nun  zwar  nicht  umfassend  und  genau  genug,  um  jene 
Frage  sicher  zu  entscheiden,  indessen  spricht  die  innere  Wahrscheinlichkeit 
för  ihre  Bejahung.  Während  die  bei  constantem  Volumen  einem  Gase  mit- 
getheilte  Wärme  nur  eine  Veränderung  seines  Zustandes  bewirkt,  hat  die 
bei  constanter  Pressung  mitgetheilte  zugleich  eine  Expansionsarbeit  =  pdv 
pro  1  Kgr.  des  Gases  zu  verrichten;  die  specif.  Wärme  c  erscheint  somit 
?on  einfacherer  Bedeutung,  als  c^,  und  wenn  schon  letztere  sich  als  eine 
Constante  fftr  jedes  Gas  herausstellt,  so  lässt  sich  dasselbe  um  so  eher  von 
e  vermuthen. 

Im  Folgenden  wird  vorausgesetzt,  dass  beide  specif.  Wärmen  c 
und  e^  für  jedes  Gas  constant  sind,  ihre  Werthe  also  nur  von  der  Art, 
nicht  vom  Zustande  des  Gases  abhängen. 


*  Für  eine  Temperaturerhöhung 

von  —  30«  bis  -f     10«  wurde  gefunden  c,  =  0,2377 
0«   „     -I-  1000      „  „        Ci  =  0,2374 

0*  „    +  200«      „  „        c,  =0,2375. 
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§.  18.  Bestimmuiigr  der  Temperaturfunetion  T. 

Da  die  durch  die  Betrachtungen  in  §.14  eingeführte  Temperaturfune- 
tion T,  welche  in  den  allgemeinen  Gleichungen  des  §.15  eine  so  wesent- 
liehe  Rolle  spielt,  von  der  Art  des  betreffenden  Körpers  unabhängig  ist, 
so  sind  die  einfachen  und  verhältnissmässig  sicher  bekannten  Gesetze, 
welchen  das  Verhalten  der  Gase  unterworfen  ist,  zur  allgemeinen  Be- 
stimmung dieser  Function  T  besonders  geeignet.  Ihre  Bedeutung  ergiebt 
sich  aus  den  beiden  Hauptgleichungen  (11)  und  (12),  §.  15,  in  Verbindung 
mit  der  Zustandsgieichung 

der  Gase  und  der  begründeten  Annahme,  dass  die  beiden  specif.  Wärmen 
e  und  c^  derselben  constant  sind.  Setzt  man  in  jenen  Gleichungen  (11)  und 
(12),  §.  15,  gemäss  Gl.  (13)  daselbst 


dT  dT 

ferner 


''dt  '    ''  —  ''Tt 


hT_^dTht       bT_dTU 
hv       dt  hv^     bp       dt  hp 

dT 
oder  mit  der  kürzeren  Bezeichnung:  -     =  T 

dt 

^•  — ^..   ^P— -7^5     ;Sv^^  bv'  bp~^hp' 
so  ist  nach  der  ersten  Haupt^leichung: 

hp  \'  hvj       hv  V  hp) 
oder,  sofern  e  und  c^  constant  sind, 

hH 

^^^'^-'hvhp  ••. ''' 

und  nach  der  zweiten  Hauptgleichung: 

,ht  ht 
.AT=ie,-c)T^^^-^ (2). 

Durch  Division  von  Gl.  (1)  und  (2)  folgt 

ht  ht 
T  bv  8^5 
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oder  mit  Rflcksicht  auf  die  Zustandsgleichung  der  Gase,  nach  welcher 

U       p     ^        V        hH         1 


hv       R'  hp      ü'    hvbp       R 


ist,  aadi 


T'dt        dT        dt 

'  oder  endlich,  wenn  der  willkürlich  zu  wählende  constante  Coefficient  =  1 
gesetzt  wird, 

T=  a  +  ^  =  273  +  ^ (3). 

Die  Temperaturfunction  T' unterscheidet  sich  also  von  der  Temperatur 
/  Dar  durch  einen  constanten  Summanden;  sie  ist  selbst  eine  Temperatur, 
DBT  Ton  einem  Nullpunkte  aus  gerechnet,  welcher  um  273®  unter  dem  Ge- 
frierpunkte des  Wassers  liegt  und  der  absolute  Nullp  unkt  genannt  wird, 
während  dann  T  entsprechend  die  absolute  Temperatur  heisst.  Mit 
r==  0  oder  i  =  — 273  braucht  man  übrigens  nicht  nothwendig  den  Be- 
griff der  kleinstmöglichen  Temperatur  überhaupt  zu  verbinden;  nur  im  Gas- 
zustände, wenn  derselbe  beständig  durch  die  Gleichung 

pv  =  R{a-\- 1) 

charakterisirt  wird,  kann  ein  Körper  bei  einer  geringeren  Temperatur,  als 
<=  — 11=  —  273  nicht  bestehen. 

Wegen  I^  =  1  bedeutet  jetzt  in  den  allgemeinen  Gleichungen,  §.  15, 
för  einen  beliebigen  Körper 

Cf,  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Volumen^ 
Cp    „       „  „  „    constanter  Pressung; 

^fund  dt  können  in  den  Formeln  beliebig  mit  einander  vertauscht  werden, 
hl  der  Begel  soll  im  Folgenden  die  absolute  Temperatur  T  statt  der  vom 
Gefrierpunkte  des  Wassers  aus  gerechneten  oder  thermometrischen  (durch 
<üe  üblichen  Thermometer  direct  angezeigten)  Temperatur  t  in  die  Rech- 
Bong  eingeführt  werden,  indem  dadurch  manche  Formeln  eine  etwas  ein- 
schere Form  erhalten  und  der  Buchstabe  t  zur  Bezeichnung  der  Zeit  dis- 
ponibel wird. 

Insbesondere  ist  dann  die  Zustandsgleichung  der  Gase: 

pv  =  RT (4), 

^d  wenn  für  sie  die  specif.  Wärmen  e^  und  c^  wie  bisher  mit  o  und  e^ 
bezeichnet  werden,  so  erhalten  mit 
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hT       p  hT       V. 

'<r-  =  -^    und  ^-  =  — 
}^v       R  hp        R 

die  Gleichungen  (8)  —  (10),  §.15,  die  Formen: 

dQ=    -  (c^pdv  -f-  cvdp) :'5) 

R 

ART 

=  cdT  -\ dv  =  cdT-^  Apdv (6i 

ART 
=  e^dT dp  =  c^dT—  Avdp (7). 

p  y 

Sie  drücken  die  Wärmemenge  aus,  welche  einem  Kgr.  eines  Gases  behu£i 
einer  unendlich  kleinen  Aenderung  seines  Wärmezustandes  mitzntheilen  ist, 
jenachdem  letztere  gegeben  ist  durch  die  Aenderungen  von  v  und  p,  oder 
von  V  und  T,  oder  von  p  und  T. 


§.  19.   Speeiflsehe  Wftrme  und  inneres  ArbeitsTeniiVgen  der  Oase. 

bH  1 

Aus  GL  (1)  des  vor.  §.  folgt  mit  ^    >:    =  v. 

ov  dp       R 

c^—c  =  c{n-'\):=AR {\\ 

Für  verschiedene  Gase  ist  also  die  Differenz  ihrer  specif.  Wärmen  bei  con- 
stanter  Pressung  und  bei  constantem  Volumen  proportional  der  Constanten 
R  ihrer  Zustandsgieichung,  somit  umgekehrt  proportional  ihrer  Dichtigkeit 
6:  Gl.  (5),  §.17. 

Sofern  die  Grössen  R  und  c^  mit  grosser  Zuverlässigkeit  insbesondere 
für  atmosphärische  Luft  bekannt  sind,  kann  Gl.  (1)  zur  Berechnung  der 
Constanten  A  dienen  mit  nahe  derselben  Annäherung,  mit  welcher  auch 

e  oder  n  =  —  bekannt  ist.    Mit  den  im  vorigen  §.  angeführten  Wertheii 
c 

dieser  Constanten  bezüglich  auf  atmosphärische  Luft  ergiebt  sich: 

A  0,2375—0,1684  ' 

in  sehr  guter  Uebereinstimmung  mit  directen  Bestimmungen  besonders  von 
Joule,  nach  welchen  in  §.11  angegeben  wurde:  ?r=424.  Diese  Ueber- 
einstimmung gewährt  eine  werthvolle  gegenseitige  Controle  der  directen 
Bestimmungen  von  »=1,41  für  Luft  und  Jr=424  allgemein,  von  denen 
es  fraglich  ist,  welche  an  sich  das  grössere  Zutrauen  verdient,  während  beide 
jedenfalls  weniger  zuverlässig  sind,  als  die  Bestimmungen  von  R  und  c^.  — 


§.19. 
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Da  die  Differenz  ==Ci — e  der  Dichtigkeit  eines  Gases  umgekehrt  pro- 
portional, für  atmospd.  Luft  aber 

Ci—c  =  0,2375  — 0,1684  =  0,0691 

ist,  so  ist  für  irgend  ein  anderes  Gas  oder  Gasgemenge  von  der  Dichtigkeit 
i  bezüglich  auf  atmosph.  Luft 

0,0691 


<?i  —  e 


6 


(2), 


wonach  der  Werth  von  e  aus  den  beobachteten  Werthen  Yon  e^  und  ö  be- 
rechnet werden  kann.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  für  die  (bis  jetzt) 
permanenten  Gase*  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Stickstoff  und  Kohlenoxyd,  so- 
wie für  einige  andere  luftförmige  Körper,  welche  mit  Rücksicht  auf  spätere 
Anwendungen  von  Interesse  sind,  ausser  den  chemischen  Molekularformeln 
and  entsprechenden  Molekulargewichten  m,  die  von  Regnault  gefundenen 
Werthe  von  6  und  Cj  enthalten  nebst  den  nach  GL  (2)  daraus  abgeleiteten 

€ 

Werthen  von  e  und  n  =  — -. 


Wasserstoff.  .  .  . 
Saaerstoff    .... 

Stickstoff 

Kohlenoxyd    .  .  . 

Svmpfgas 

OelbUdendes  Gas 
Kohlensäure  .  .  . 
Wasserdampf    .  . 


m 

d 

Ci 

c 

n 

^ 

2 

0,0693 

3,4090 

2,4119 

1,413 

.0, 

32 

1,1056 

0,2175 

0,1550 

1,403 

N, 

28 

0,9714 

0,2438 

0,1727 

1,412 

CO 

28 

0,9673 

0,2450 

0,1736 

1,411 

CH^ 

16 

0,5027 

0,5929 

0,4679 

1,267 

C^H^ 

28 

0,9672 

0,4040 

0,3326 

1,215 

CO^ 

44 

1,5201 

0,2169 

0,1714 

1,265 

H^O 

18 

0,6219 

0,4805 

0,3694 

1,301 

0,0692 
1,1072 
0,9688 
0,9688 
0,5536 
0,9688 
1,5224 
0,6228 


Das  Yerhältniss  n  ergiebt  sich,  wie  man  sieht,  für  die  permanenten  Gase 
sehr  nahe  gleich  gross  und  =  dem  Werthe  n  =  1,41  für  atmosph.  Luft. 
Während  nach  Gl.  (2)  die  Differenz 

(?jd—<jrf  =  0,0691 


*  Die  Permanenz  des  Gaszustandes  bei  beliebiger  Verstärkung  des  äusseren 
Druckes  oder  Erniedrigung  der  Temperatur,  wovon  hier  allein  die  Rede  ist, 
■chHesst  die  Möglichkeit  einer  Aenderung  der  Aggregatform  unter  der  Ein- 
wirkoDg  von  Molekularkräften  nicht  aus.  So  mag  bei  der  Absorption  von  Gasen 
dorch  flüssige  oder  feste  Körper,  zr  B.  bei  der  auffallend  bedeutenden  Absorp- 
tion von  Wasserstoffgas  durch  Platin  und  Palladium,  das  Gas  als  flüssig  oder 
fest  geworden  zu  betrachten  sein;  allein  die  Eigenschaften  des  absorbirten 
Gsaes  an  sich,  d.  h.  unabhängig  von  den  fraglichen  Molekularkräften,  sind  uns 
in  dem  fraglichen  Zustande  nicht  bekannt. 
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für  alle  Gase  gleich  gross  ist,  entsprechen  jenen  Gasen,  für  welche  n  gleich 
gross  ist,  auch  gleiche  Einzelwerthe  der  Producte  eö  und  c^ö.  Da  d  dem 
specif.  Gewichte  (Gewichte  der  Volumeneinheit}  eines  Gases  bei  gegebener 
Pressung  und  Temperatur  proportional  ist,  so  sind  jene  Producte  eö  und 
e^d  den  betreffenden  specif  ischen  Wärmen  der  Volumeneinheit  ver- 
schiedener Gase  bei  gleicher  Pressung  und  Temperatur  derselben  propor- 
tional. Während  also  für  alle  Gase  die  Differenz  der  specil 
Wärmen  der  Volumeneinheit  (bei  gleichen  Werthen  von  p  und  t)  be- 
ziehungsweise für  constantes  Volumen  und  für  constante  Press- 
ung gleich  gross  ist,  sind  diese  specif.  Wärmen  auch  einzeln 
gleich  gross  für  solche  Gase,  für  welche  n  denselben  Werth  Jiat, 
insbesondere  also  fast  genau  für  die  4  ersten  Gase  der  obigen  Tabelle. 

Dieses  Gesetz  kann  auf  einen  anderen  bemerkenswerthen  Ausdruck 
gebracht  werden,. wenn  es  mit  der  von  Avogadro  zuerst  ausgesprochenen 
und  in  der  theoretischen  Cliemie  ziemlich  allgemein  anerkannten  Hypothese 
verbunden  wird,  dass  im  Gaszustände  bei  gleichen  Werthen  von  p 
und  t  von  allen  Substanzen  gleich  viel  Moleküle  in  gleichen 
Bäumen  enthalten  seien.  Hiernach  wäre,  unter  C  eine  Constante  und 
unter  7n  das  Molekulargewicht  verstanden, 

ö=  Cm,  insbesondere  rf  =  0,0346« (3), 

wenn  die  Constante  im  Mittel  den  Werthen  von  m  und  6  für  Wasserstoff 
Sauerstoff  und  Stickstoff  entsprechend  bestimmt  wird.  Die  nach  Gl.  (3)  be- 
rechneten Werthe  von  6  sind  in  obiger  Tabelle  in  der  Columue  unter  (T 
enthalten  und  sind,  wie  man  sieht,  durchweg  sehr  wenig  von  den  beobach- 
teten Werthen  verschieden.  Indem  also  die  Producte  c6  und  e^ö  auch  den 
Producten  mc  und  mc^,  also  den  specifischen  Molekularwärmen  (specif. 
Wärmen  eines  Moleküls)  proportional  gesetzt  werden,  können,  kann  das 
obige  Gesetz  auch  dahin  ausgesprochen  werden,  dass  im  Gaszustande 
bei  gleichen  Werthen  von  p  und  t  die  specif.  Molekularwärmen, 
welche  beziehungsweise  v=  Const  und  p=  Const,  entsprechen, 
für  alle  Substanzen  dieselbe  Differenz  und  für  solche  Gase, 
für  welche  n  gleich  gross  ist,  auch  einzeln  dieselben  Werthe 
haben.  — 

Die  Wertlie  von  6  und  e^ ,  welche  in  obiger  Tabelle  für  Sumpfgas, 
oelbildendes  Gas,  Kohlensäure  und  Wasserdampf  angegeben  sind,  beziehen 
sich  auf  solche  Wärmezustände  dieser  Gase  resp.  Dämpfe,  in  welchen  die- 
selben, und  zwar  in  zunehmendem  Grade  nach  der  Reihenfolge  ihrer  Auf- 
führung in  der  Tabelle,  schon  so  weit  von  dem  vollkommenen  Gaszustände 
entfernt  sind,  dass  sie  kaum  oder  entschieden  nicht  als  Gase  im  Sinne  der 
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ErUftriiBg  von  §.17  gelten  können.  Die  Anwendung  von  Gl.  (2)  znr  Be- 
redmang  von  e  und  n  war  deshalb  in  diesen  Fällen  eigentlich  nicht  zul&ssig, 
wenigstens  nicht  mit  demselben  Rechte  wie  für  die  ersten  in  der  Tabelle 
toigelührten  Gase  im  engeren  Sinne,  so  dass  die  Werthe  von  e  und  n  in 
diesen  Fftllen  sowohl  für  diejenigen  Zustände,  auf  welche  sich  die  beob- 
achteten Werthe  von  6  und  e^  beziehen,  als  auch  für  die  betreffenden 
Grenzznstände  eines  vollkommenen  Gases  von  den  in  der  Tabelle  ange- 
führten Werihen  merklich  abweichen  können.  Man  könnte  nun  vermuthen, 
dass  nur  durch  diesen  letzteren  Umstand  die  bedeutende  Verschiedenheit  der 
Werthe  von  n  in  der  zweiten  Hälfte  von  denen  in  der  ersten  Hälfte  obiger 
Tabelle  begründet  sei,  dass  aber  in  allen  Fällen  sich  n  derselben  Grenze 
nähere  in  dem  Maasse  wie  der  Zustand  sich  dem  vollkommenen  Gaszustande 
nähert;  allein  dann  müsste  wegen 

e        1        ^       0,0691 

-  =  -  =  1 -— ,    gemäss  Gl.  (2) 

<?,       «  e^o 

auch  das  Product  e^ö  sich  in  allen  Fällen  derselben  Grenze  nähern,  also 
wenigstens  einer  von  beiden  Factoren  c^  und  6  in  viel  höherem  Grade  ver- 
änderlich sein,  als  es  erfahrungsmässig  selbst  bei  Dämpfen  in  der  Nähe  des 
üebergangszustandes  zur  flüssigen  Aggregatform  der  Fall  ist.  Dass  die 
Dichtigkeit  6  der  Dämpfe  bezüglich  auf  atmosphärische  Luft  sich  selbst 
beim  Uebergange  in  den  vollkommenen'  Gaszustand  nicht  erheblich  ändern 
werde,  Iftsst  auch  der  Umstand  vermuthen,  dass  das  Avogadro'sche  Gesetz 
bei  Dämpfen  kaum  weniger  zutrifft,  als  bei  den  permanenten  Gasen.  End- 
Mch  lassen  auch  die  Werthe  von  n  in  den  letzten  4  Fällen  der  Tabelle 
(ebenso  auch  bei  anderen  Dämpfen)  nicht  sowohl  eine  Abhängigkeit  vom 
ünvollkommenheitsgrade  des  Gaszustandes,  als  vielmehr  von  der  atomisti- 
sehen  Constitution  des  Moleküls  erkennen,  und  zwar  so,  dass  n  um  so  kleiner 
ist,  je  grösser  die  Atomzahl  =  a  des  Moleküls  ist.  Von  Dr.  A.  Naumann* 
ist  diese  Beziehung  auf  die  Formel 

^  =  7+3 

febracht  worden,  wonach  z.  B.  für  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Stickstoff  und 
Kohlenoxyd  (a  =  2)  sich  «  =  1,4,  für  Kohlensäure  und  Wasserdampf 
«=3):  «=1,333,  für  Sumpfgas  (a  =  5):  «=1,25,  für  Ölbildendes  Gas 
i>=r  6):  «  =  1,222  ergeben  würde.  Prof.  Dr.  G.  Schmidt  stellte  das 
Verhältniss  «  als  abhängig  dar  nicht  nur  von  der  Atomzahl  des  Moleküls, 


*  Annalen  der  Chemie  und  Pharmacie,  Bd.  142,  Seite  266. 
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sondern  zugleich  von  einer  den  verschiedenartigen  Atomen  in  wenigen  ein- 
fachen Abstufungen  zugeschriebenen  verschiedenen  Werthigkeit.*  Diese 
und  andere  Formeln  werden  erst  dann  von  erheblichem  Werthe  sein,  wenn 
sie  aus  einfachen  Hypothesen  rationell  abgeleitet  erscheinen,  oder  wenn  sie 
wenigstens  als  empirische  Formeln  besser  und  ausnahmsloser,  als  bisher, 
mit  den  Thatsachen  in  Einklang  gebracht  werden  können.  -^ 

Für  die  Wärmemenge,  welche  einem  Kgr.  eines  Körpers  behu&  einer 
unendlich  kleinen  umkehrbaren  Zustaudsänderung  mitzutheUen  ist,  hat  man 
allgemein  nach  §.  13,  Gl.  (2) 

während  für  ein  Gas  nach  §.  18,  Gl.  (6)  auch 

JFdQ=  JFcdT+pdv 

ist.    Daraus  folgt 

dU=  WcdT (4). 

Wegen  c=  Conti,  ist  also  die  Aenderung  des  inneren  Arbeitsver- 
mögens eines  Gases  seiner  Temperaturänderung  proportional 
Ist  U^  der  Werth  von  Ffür  1=T^,  so  ist 

TJ—U^=  Wc{T—T{) 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgieichung 


und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1) 


U-U,=^^=^ (5). 

n — 1 


§.  20.    Zustandsftnderung  nach  dem  Gesetze:  pv^  =  Const   Isothermiselie^ 
isodynamiselie  und  adiabatisehe  Gurve  der  Gase. 

Die  umkehrbare  Zustaudsänderung  eines  Gases  erfolge    nach   dem 
Gesetze 

p^=C (1), 

unter  C  und  m  Constante  verstanden.    Es  ist  dann 

dp  p  ,^ 

v^dp-\-pmv^~^  di>  =  Ox    -     = — w  — (2). 

dv  V 


*  Zeitschrift   des   österreichischen   Ingenieur-   und   Architekten « Vereine, 
1866,  Heft  IX— Xn. 
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Fig.  9. 


Wenn  C  nnd  m  endliche  Werthe  haben,  sind 

dp 

v  =  0,     p  =  cx),     f^  =  oo 

dp 
dv 

zusammengehörige  Werthe;  die  Zustandscurve 
(Fig.  9)  hat  die  Axen  der  v  und  der  p  zu  Asym- 
ptoten. Ist  8T=  8  die  Subtaugente  für  den  be- 
liebigen Punkt  M  der  Zustandscurve  mit  den 
Coordinaten  OS  =  v,  SM^=p,  so  ist  für  den- 
selben 

dp  p       ^  V        OS 

Ist  j>j  die  Pressung  und  T^  die  absolute  Temperatur,  welche  dem  specifi- 
schen  Volumen  v^  (mit  OS^  =  r^  dem  Punkte  M^  der  Zustandscurve)  ent- 
spricht, so  folgt  aus  den  Gleichungen 

pv^'^  =  p^v^"*'  uud  pv-=RT 

m  -l 


p 
Pl 


^«^  /  *'   ^1     Pl^l      ^^  ^  '      ^pj 


m  -i 
m 


(3;. 


Die  Expansionsarbeit  E,  welche  von  1  Kgr.  des  Gases  beim  Ueber- 
gang  ans  dem  Zustande  M^  (v^,  p^^  7\)  in  den  Zustand  M{v,  p,  T)  ver- 
richtet wird,  ist 


V 

*1  «/ 


r 


1 

»I    1 


V 


«1-1 


»1 


oder  E=^^-\\  — 


'V, 


m-l 


(4); 


m — 1  I  \v 

vermittels  der  Gleichungen  (3)  kann  sie  statt  durch  v  auch  durch  p  oder 
/ausser  durch  die  mit  dem  Anfangszustande  M^  gegebenen  Grössen  aus- 
gedrfickt  werden. 

Die  specifische  Wärme,  welche  als  Function  von  m  hier  mit  ^  be- 
zeichnet sei,  ist  mit  Rücksicht  auf  §.18,  GL  (6)  und  auf  die  Zustands- 
gleichnng: 

dQ  ,     j    dv  X     ,^    pd^ 

^       dT  ^     ^  dT  '  d  (pv) 

oder  wegen  AR^=c{n — 1)  und  d{pv)=pdv-{-vdp 

Graskof,  theoret.  Mmsehinenlehre.    L  8 
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(i=€'{- 


e(n- 


•1) 


p  av 


n—1 


m — n 


(ö).- 


oder  endlich  nach  obiger  Gl.  (2) 

1  + 

1 — m/  m — 1 

Diese  specif.  Wärme  ist  positiv  für  w  <  1  oder  w  >  «, 

negativ  für  1  < »*<; n. 

Das  Gesetz,  nach  welchem  sich  (i  mit  m 
ändert,  ist  in  Fig.  10  durch  die  Curve  dar- 
gestellt, deren  Coordinaten  m  und  fi  sind; 
sie  schneidet  die  Axe  der  (i  in  der  Entfer- 
-«ny  nung  OC^  =<?i,  die  Axe  der  m  in  der  Ent- 
fernung 0N=^  n  vom  Anfangspunkte  0.  Die 
Curve  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit 
den  Asymptoten  m^  m^  in  der  Entfernung 
=:  c  von  Oni  und  (i^^  fi^  in  der  Entfernung 
=  1  von  Ofi]  denn  mit 

m  =  m^  -\-  1  und  fi  =  fii  +  c 
wird  ihre  Gleichung  für  die  Axen  0^  m^  und  0^  (i^ : 

»»1  i^i  =  —  («— 1)  c  =  —  (<^i  — «)• 
Schliesslich  ist  die  (positive  oder  negative)  Wärme,  welche  dem  Gase 
pro  1  Egr.  beim  Uebergang  aus  dem  Zustande  M^  in  den  Zustand  M  mit- 
getheilt  werden  muss, 

Q  =  fi{T—2^) (6;, 

worin  nach  den  Gleichungen  (3)  auch  T  durch  v  oder  p  ersetzt  werden 
kann.    Wegen 

Pi^i  (^'^ — 1)  ^ 


T—Tj^  =  —  7\ 


[-&)"]=- 


E       p^v^ 


AB  <«— 1) 


fi(n—l) 


ist  auch 


Q  = 


•m 


n—1 


AE 


(T, 


i^lso  Q  von  gleichem  oder  entgegengesetztem  Zeichen  wie  E,  jenacbdem 
in<^n  oder  »i  >  «  ist  — 

Eine  Zustandsänderung  von  dieser  Art  pv^"  =  CansL  kann  im  Allge- 
meinen, zunächst  wenigstens  versuchsweise  vorbehaltlich  entsprechender 
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Bestimmiing  von  m,  vorausgesetzt  werden,  wenn  die  Zustandscurve  oder 
(Us  Gesetz  der  Wärmemittheilung  nicht  gegeben  sind,  sondern  aus  Beob- 
achtungen abgeleitet  werden  müssen.  Lässt  sich  aus  denselben  mit  Hülfe 
der  Gleichungen  (3)  und  (4)  der  Werth  von  m  bestimmen,  so  ergiebt  sich 
das  Gesetz  der  Wärmemittheilung  aus  Gl.  (5)  und  (6);  ob  die  Voraus- 
setzung des  Gesetzes  pv***  =  Const,  unter  m  eine  Constante  verstanden, 
überhaupt  zulässig  war,  lässt  die  mehr  oder  weniger  vollkommene  Ueber- 
einstimmung  der  aus  verschiedenen  Beobachtungen  abgeleiteten  Werthe  von 
M  erkennen. 

Die  in  §.  13  unter  1)  bis  5)  erwähnten  besonderen  Arten  von  Zu- 
standsänderungen  sind  in  dem  Gesetze  pv^**  =  Conai.  als  Specialfälle  ent- 
halten. 

1)  Mit  m  =  0,  also  pv*^  =  Pt  erhält  man  die  Zustandsänderung 
bei  constanter  Pressung  p.    Dafür  ist 

T        V 

2) Mit  »1  =  1  wird  pv  =  Canst,  also  T=  Const  FUr  diese  Zustands- 
änderung bei  constanter  Temperatur  ist 

p        f^j 
u  =  oo  und  —  =  -^. 

Pi       ^ 
Die  Expansionsarbeit,  welche  nach  Gl.  (4)  in  unbestimmter  Form  erscheint,  ist 

f  (dv  V 

E=Jpdv  :=  p,i\l    -    =  p^v^  in    -  . 

t,  J  *  ^t 

«'1 

Die  isothermische  Curve  pv  =  Const.  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel; 

die  isodynamische  Cui:ve  fällt  mit  ihr  zusammen,  weil  für  dT=0  nach 

S.19,  GL (4)  auch  dU=0  ist. 

3)  Mit  m  =  n  wird  ^  =  0,  also  dQ  =  0,    Die  Zustandscurve  mit  der 

Gleichung 

^r**  =  Const. 

ist  also  die  adiabatische  Curve,  entsprechend  einer  Zustandsände- 
mng  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme.  Von  dem- 
selben  Punkte  (v,  p)  aus  nähert  sie  sich  mit  wachsendem  v  schneller  der 
9-ixe,  als  die  isothermische  Curve;  ist  nämlich  q>n  der  spitze  Winkel, 
welchen  die  erstere,  ^^  derjenige,  welchen  die  letztere  Curve  in  demselben 
Punkte  mit  der  v-Axe  bildet,  so  ist  nach  Gl.  (2) 

8* 
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Diese  Zu^tandsändernng  nach  der.  adiabatischen  dure  ist  von  besonderer 
Wichtigkeit  für  die  Anwendungen;  es  ist  bei  derselben 

'-=(M',  i-=(M"  ■=(?_)"-^ 


n — 1 


-CT]- 


1 

4)Mitm:^cx),  i\^op'^v  =  v  erhält  man  die  Zastandsänderang  bei 
constantem  Volumen  v.    Dafür  ist 


c\ 


T       p 


'    n       Pi 


=  ^;   ^^d. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Wichtigkeit  des  Verhältnisses  n  der  beiden 
specif.  Wärmen  für  constantes  Volumen  und  für  constante  Pressung,  sowie 
zugleich  als  Anwendungsbeispiele  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  For- 
meln mögen  hier  zwei  Methoden  begründet  werden,  welche  zur  Bestim- 
mung dieses  Verhältnisses  insbesondere  für  atmosphärische  Luft  bisher  an- 
gewendet wurden. 

Erste  Methode.  —  In  einem  Behälter,  welcher  mit  einer  yerschlies»- 
baren  Ausflussmündung  und  mit  einem  Manometer  zur  Messung  des  Druckes 
im  Inneren  des  Behälters  versehen  ist,  befinde  sich  ein  Gas,  dessen  Pressung 
=  pi  grösser  ist,  als  die  des  umgebenden  Mediums  (z.  B.  der  Atmosphäre), 
während  seine  (absolute)  Temperatur  =  der  äusseren  =  I\  sei.  Die 
Ausflussmündung  werde  einige  Secund^n  lang  geöffnet,  und  sogleich  nach 
ihrem  Schluss  die  im  Inneren  gesunkene  Pressung  =  p^  beobachtet.  Die 
entsprechend  auf  T^  gesunkene  Temperatur  würde,  auch  wenn  der  Behälter 
mit  einem  in  sein  Inneres  reichenden  Thermometer  versehen  wäre,  nicht 
mit  Sicherheit  beobachtet  werden  können,  weil  dessen  Stand  der  veränderten 
Temperatur  viel  langsamer  folgte  als  der  des  Manometers  der  veränderten 
Pressung,  einige  Zeit  nach  dem  Schluss  der  Ausflussmündung  aber  der  Zu- 
stand des  Gases  sich  schon  merklich  geändert  haben  kann  infolge  des  Ein- 
dringens von  Wärme  durch  die  Wand  des  Behälters.  Wenn  man  aber  von 
derjenigen  Wärmemenge  absieht,  welche  schon  während  der  kurzeii  Zeit 
des  theilweisen  Ausflusses  des  Gases  aus  der  geöffneten  Mündung  durch  die 
Gefilsswand  von  aussen  her  eindringt,  so  lässt  sich  die  der  Pressung  Pf 
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entsprechende,  sofort  nach  dem  Schiasse  der  Mündung  innen  herrschende 
Temperatur  nach  vorigem  §.  unter  3)  berechnen,  nämlich 

M-l 

setzen.  Bei  geschlossener  Mündung  ^es  Behälters  steigt  nun  in  Folge  des 
Eindringens  von  Wärme  die  Temperatur  im  Inneren  allmählig  wieder  bis 
T],  welcher  Werth  als  erreicht  zu  betrachten  ist,  wenn  das  Manometer 
eine  weitere  Zunahme  der  allmählig  auf  p^  gewachsenen  Pressung  nicht 
mehr  erkennen  lässt  Da  diese  Zustandsänderung  des  im  Behälter  abge- 
sperrten Gases  bei  constantem  Volumen  stattfand,  so  ist  dem  vorigen  §. 
afeter  4)  zufolge 

T^       p% 
Durch  die  Multiplication  beider  Gleichungen  ergiebt  sich 

P%  ^PJ  Pl  V«/ 

fPiY     Pl     ^_JlPi—^9P%_  f.. 

Vs^        P%  kPi—kP^ 

Auf  diese  Weise  hat  Weisbach  für  atmosph.  Luft  gefunden:  bei  einem 
Versuche  n  =  1,400,  bei  einem  anderen  n  =  1,405*  Da  die  Luft  in 
ihrem  natürlichen  Zustande  benutzt  wurde,  also  etwas  Wasser-  und  Kohlen- 
säoredampf  enthielt,  für  welche  Bestandtheile  nach  der  Tabelle  in  §.  19  das 
Verhältniss  n  kleiner  ist,  als  für  Sauerstoff-  und  Stickstoffgas,  so  entspricht 
auch  den  Versuchen  ein  etwas  kleinerer  Werth  von  »,  als  reiner  Luft. 
Aach  die  geringe  Wärmemenge,  wqlche  während  der  Oeffnung  der  Aus- 
flüflsmündung  von  aussen  her  in  den  Behälter  eindringt,  liefert  das  Ver- 
hältniss n  etwas  zu  klein.  Ist  nämlich  hierbei  pv"*  =  CansL  das  wahre 
Aenderungsgesetz  des  Gaszustandes  im  Inneren  des  Behälters,  so  hat 

^       dT 

einen  kleinen  negativen  Werth,  sofern  mit  dem  negativen  Werthe  von  dT 
ein  positiver  Werth  von  dQ  verbunden  ist;  also  ist  m  etwas  kleiner,  als 
0N=  n :  siehe  Fig.  10. 

Zweite  Methode.  —  Eine   andere  Methode,  das  Verhältniss  n  zu 
bestimmen,  beruht  auf  der  Beziehung^  welche  zwischen  ihm  und  der  Ge- 


*  ,,Oivilingenieur"  1859,  Seite  46. 
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schwindigkeit  :=  w  stattfindet,  mit  welcher  der  Schall,  überhaupt  irgend 
eine  durch  einen  Impuls  hen^orgebrachte  örtliche  Verdichtung  oder  Ver- 
dünnung  in  einem  Gase  fortgepflanzt  wird.  Für  diese  Geschwindigkeit  w 
mag  zunächst  ein  allgemeinerer  Ausdruck  abgeleitet  werden,  welcher  nicht  < 
nur  für  Gase,  sondern  auch  für  beliebige  Flüssigkeiten  und  selbst  für  feste 
Körper  gilt,  in  welchen  eine  örtliche  Dichtigkeitsänderung  (eine  Verdich- 
tungs-  oder  Verdünnungswelle)  durch  Longitudinalschwingungen,  d.  h. 
durch  solche  Schwingungen  der  Massentheilchen  fortgepflanzt  wird,  welche 
überall  normal  gegen  die  Wellenflächen  gerichtet  sind;  eine  Wellenfl&che 
ist  der  Ort  aller  Punkte,  in  welchen  in  demselben  Augenblicke  gleiche 
Schwingungszustände  stattfinden. 

Im  Punkte  A  des  von  dem  betrachteten  Körper  eingenommenen 
Raumes  sei  AÄ'  die  Richtung  der  Normalen  zu  der  durch  A  gehenden 
Wellenfläche,  genommen  im  Sinne  der  Fortpflanzung  der  Wellen;  v  sei  das 
specif.  Volumen,  f  die  Pressung,  u  die  Vibrationsgeschwindigkeit  zur  Zeit 
t  im  Punkte  A^  diese  Geschwindigkeit  «  positiv  oder  negativ  gesetzt,  je- 
nachdem  sie  die  Richtung  AÄ^  also  die  Richtung  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit w^  oder  die  entgegengesetzte  Richtung  hat.  Wird  dann  die 
Richtung  der  a;-Axe  im  Sinne  AAl  angenommen,  so  ist  nach  §.  12,  Gl.  (1), 
unter  X  die  Componente  der  beschleunigenden  Massenkraft  (insbesondere 
z.  B.  der  Schwerkraft)  im  Punkte  A  nach  der  Richtung  AÄ  verstanden,  mit 

'  und  abgesehen  von  innerer  Reibung: 

b/?       bw  bw 

Ist  AÄ  =  dx^  so  ist  im  Punkte  Ä  die  Vibrationsgeschwiudigkeit  zur  Zeit 

hu 
tz=u-{-^  dx^  also  zur  Zeit  t-{-  dt: 
ox 

u  -\-  ^dxA-  ^  [u  -\-  ^  dx  ]  dt  =:=^u-\-  ^  dx  -\-  ^  dt. 
^    hx       *   b  A         ba:     /  ^hx      ~ht 

Ist  zugleich  AA'=wdt  =  AQm  Weg,  um  welchen  vom  Punkte  A  aus  die 
Welle  während  des  Zeitelementes  dt  fortgepflanzt  wird,  so  müsste  diese 
Vibrationsgeschwindigkeit  im  Punkte  Ä  zur  Zeit  ^  +  rf^  ^^  der  Vibrations- 
geschwindigkeit u  im  Punkte  A  zur  Zeit  t  sein,  falls  die  Schwingungen  mit 
unveränderter  Intensität  fortgepflanzt  würden;  sofern  aber  letzteres  im  All- 
gemeinen nicht  der  Fall  ist,  werde 

\    ^  j     ,   h^  ^  bw  ,       .  dx 

u  +  ,—  dx-\-^-dt=u  —  a^  dx  mit  w  =  - 

Qx  ot  ox  dt 


^ 
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gesetzt,  unter  a  einen  im  Allgemeinen  veränderlichen  kleinen  Bruch  ver- 
standen.   Daraus  folgt 


\  - 

mi  durch  Substitution  in  GL  (2) 


—  (!  +  «)» 


bu 


(1  -{-  a)w — u 


hu 
hx 


(3). 


Das  Massenelement  des  Körpers,  welches  sich  zur  Zeit  t  in  dem  parallele- 
pipedischen  Raumelemente  d:p  dy  dz  mit  dem  Eckpunkte  A  befindet,  erfährt 
infolge  des  Schwingungszustandes  im  Zeitelemente  dt  die  Volumenver- 
grösserung 

(u  -\^  ^~  dx)  di —  udt\  =^  dx dy  dz.;r-  dt\ 

somit  ist  die  verhältnissmftssige  Yergrösserung  des  specif.  Volumens  im 
Punkte  A  während  des  Zeitelementes  dt: 


dy  d% 


hu 


imd  die  Substitution  des  hieraus  sich  ergebenden  Ausdruckes  für  ^  in 
Gl.(3)giebt: 


.x+^.|= 


(1  +  a)u) — u 


\ht 


(4). 


Wird  nun  mit  AÄ  =  dx  =  wdt^  ebenso  wie  oben  die  Vibrationsgeschwin- 
digkeit, auch  die  Pressung  im  Punkte  J!  zur  Zeit  t  -\-  dt  im  Allgemeinen 
etwas  verschieden  von  der  Pressung  =  /?  im  Punkte  A  zur  Zeit  t  gesetzt 
trotz  gleicher  Schwingungsphase,  etwa 

hp  hp  hp  dx 

90  liefert  die  Substitution  des  entsprechenden  Ausdruckes 

hp  1         hp 


in  Gl.  (4): 


—  vX  — 


hx 


gv 


{l+^W  hl 


3 


hp 


(1  -\-  a)w  —  u 


hv 

hi 


{l-\-ff)wht 

oder,  wenn  das  Verhältniss  der  gleichzeitigen  elementaren. Aenderungen 
von  p  und  v  in  demselben  Punkte,  u&mlich 
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ot  öt  dp 

-r —  =  -r =  -7-  gesetzt  wird, 

ov         öv  dv 

{1  -{-  ß)w  dv        dv 

ht 
Die  beiden  letzten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  sind  pe- 
riodisch positiv  und  negativ  und  zwar  so,  dass,  falls  X  unabhängig  von  der 
Zeit  t  ist,  ihre  Mittelwerthe  =  Null  sind.  Der  Mittelwertb  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  Wellen  im  Punkte  A^  welcher  allein 
beobachtet  werden  kann  und  in  Betracht  kommt,  entspricht  also  der 
Gleichung 

(l-^a)il+ß)w'=-gv^^^    (5). 

Je  mehr  der  Körper  bei  der  Fortpflanzung  der  Wellen  sich  vollkommen 
elastisch  verhält,  die  lebendige  Kraft  der  Yibrationsbewegung  also  keinen 
Verlust  (durch  Umsetzung  in  Wärme)  erleidet,  und  je  schwächer  die  Wellen- 
flächen gekrümmt  sind,  je  geringer  also  ihre  verhältnissmässige  Vergrdsse- 
rung  oder  Verkleinerung  bei  der  Fortpflanzung  (einer  im  Sinne  von  w  con- 
vexen*  oder  concaven  Krümmung  entsprechend)  ist,  was  insbesondere  bei 
der  Fortpflanzung  im  unbegrenzten  Mittel  um  so  mehr  zutriflFt,  je  weiter 
die  betrachtete  Stelle  A  vom  Erregungsorte  der  Wellen  entfernt  ist,  desto 
mehr  verschwinden  die  Grössen  a  und  j9,  so  dass  man  erhält: 


V- 


''^l^-^^'t (^^- 

Die  periodischen  Zustandsänderungen  der  einander  benachbarten  Körper- 
schichten erfolgen  so  schnell,  dass  dabei  ein  merklicher  Wärmeaustausch 
zwischen  ihnen  nicht  stattfinden  kann.    In  Gl.  (6),  welche  in  dieser  Form 

dp 
allgemein  gültig  ist,  bedeutet  deshalb  —  das  Verhältniss  der  gleichzeitigen 

dv 

elementaren  Aenderungen  von  p  und  t;,  welche  der  Voraussetzung  ent- 
sprechen, dass  eine  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  nicht  statt- 

dp 
finde,  oder  es  ist  —    die    Richtungstangente    der    adiabatischen 

dv 

Curve. 

Insbesondere  für  Gase  ist  also  nach  §.  20,  Gl.  (2)  mit  m  =  n  zu  setzen: 

dp  p 

-  =-rn  -. 
dv  V 
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Dadurch  wird 


w^^gnpv  =^'^gnRT (7), 

unter  7*  die  mittlere  oder  diejenige  absolute  Temperatur  verstanden^  welche 
im  Zustande  der  Ruhe  an  der  betreffenden  Stelle  herrscht;  mit  den  perio- 
dischen Schwingungen  und  Dichtigkeitsänderungen  sind  nämlich  auch  ent- 
sprechende periodische  Temporaturändernngen  verbunden,  welche  aber  so 
ächnell  stattfinden,  dass  sie  nicht  gemessen  werden  können.  Für  atmosphä- 
rische Luft  ergiebt  sich  mit 

^  =  9,81;    Ä  =  29,27;   »=1,41 

M?= 20,12  yr 

z.  B.  für    ^  =  0^  10^       20«        30« 

oder  r=273        283       293       303 

w  =  332,5     338,5    344,4    350,2  Mtr.  pro  l" 

in  guter  üebereinstimmung  mit  wiederholten  Messungen  der  Schallgeschwin- 
di^eit  Hl  der  Luft. 


C«  Verhalten  fester  und  flüssiger  Körper. 

Die  experimentellen  ^Grundlagen,  welche  die  Anwendung  der  allge- 
meinen Gleichungen  in  §.  15  auf  die  Untersuchung  der  Aenderungen  des 
Wärmezustandes  der  Körper  ermöglichen,  werden  hauptsächlich  gewonnen 

1)  durch  die  Messung  der  specif.  Volumina,  welche  verschiedenen 
Temperaturen  bei  constanter  Pressung  entsprechen, 

2)  durch  die  Messung  der  specif.  Volumina,  welche  verschiedenen 
Pressungen  bei  constanter  Temperatur  entsprechen, 

3)  durch  die  Bestimmung  der  specif.  Wärme  bei  constanter  Pressung 
und  verschiedenen  Temperaturen. 

Wären  diese  Bestimmungen  bei  hinlänglich  vielen  verschiedenen 
Werthen  der  Pressung  und  der  Temperatur  ausgeführt,  so  würden  die 
Messungen  snb  1)  und  2)  zur  empirischen' Erkenntniss  der  Zustandsglei- 
chmig  führen;  aus  dem  Ausdrucke  für  die  specif.  Wärme  Cp  b(*i  constanter 
Pressung  könnte  vermittels  der  zweiten  Hauptgleichung  —  §.  15,  Gl.  (12)  — 
zunächst  die  specif.  Wärme  e^  bei  constantem  Volumen  und  dann  durch 
^ergleichnng  der  verschiedenen  Ausdrücke  von  dQ  als  Functionen  von  c^ 
und  e^  —  §.  15,  Gl.  (8)  bis  (10)  —  mit  der  allgemeinen  Form 

Wd(i  =  dU+pdv 
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der  Wärmegleichung  für  eine  umkehrbare  Aenderung  des  Wärmezustandes 
auch  die  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  gefunden  werden.  Die 
erste  Hauptgleichung  —  §.15,  Gl.  11  —  sowie  gewisse  sonstige  physika- 
lische Erfahrungswerthe,  z.  B.  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles 
in  dem  betreffenden  Körper,  würden  noch  zur  Controle  verwendbar  bleiben. 
Die  Erfahrungen  über  feste  und  flüssige  Körper  sind  freilich  nicht 
umfassend  genug,  um  daraus  ihre  Zustandsgieichung  und  die  Gleichung 
ihres  inneren  Arbeitsvermögens  in  der  angedeuteten  Weise  zuverlässig  ab- 
leiten zu  können;  die  Bestimmungen  der  gleichzeitigen  Aenderungen  von 
Volumen  und  Temperatur,  sowie  die  der  speci£  Wärme  bei  constanter 
Pressung  sind  im  Wesentlichen  bisher  auf  den  Fall  beschränkt,  dass  diese 
constante  Pressung  dem  Atmosphärendrnck  gleich  ist,  und  ebenso  sind  die 
Bestimmungen  der  sich  entsprechenden  Aenderuugen  von  Volumen  und 
Pressung,  für  Flüssigkeiten  überhaupt  nur  in  selir  geringer  Zahl  vorhanden, 
Hast  nur  bei  gewöhnlicher  Lufttemperatur  ausgeführt  worden.  Indessen 
können  doch  die  vorliegenden  Erfahrungen  dazu  benutzt  werden,  mit  Hülfe 
der  allgemeinen  Gleichungen  in  §.  15  gewisse  Folgerungen  daraus  zu  ziehen, 
welche  im  Folgenden,  besonders  bei  der  Untersuchung  des  ftlr  die  tedi- 
nischen  Anwendungen  wichtigeren  Verhaltens  der  Dämpfe,  zum  Theil  Ver- 
wendung finden  werden.  Jene  Folgerungen  beruhen  darauf,  dass  durch  die 
oben  unter  1)  und  2)  genannten  Messungen  die  Werthe  der  partiellen 
Differentialquotienten 

bi  ""^^  5p' 

welche  beziehungsweise  den  Voraussetzungen  p  =  ConsL  und  t  =  Qmd. 
entsprechen,  für  gewisse  Fälle  bekannt  sind,  und  dass  daraus  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen,  für  welche  diese  Werthe  als  gültig  betrachtet  werden,  auch 
die  Werthe  der  übrigen  aus  den  Variablen  v^  p^  t  gebildeten  Differential- 
quotienten gefunden  werden  können  gemäss  den  aus  §.  15  bekannten  Be- 
ziehungen 

hpht  bt  bv hvhp 

ht  bp       bv  bt       bp  bv 

bp  btbv 

bt  bvbp  ' 

in  welchen  auf  Grund  der  aus  §.18  bekannten  Bedeutung. der  Temperatur- 
function  T=  273  -f-  ^  die  Differentiale  von  T  und  t  sich  ersetzen  können. 


§.32.  AU8DXHKÜKO8C0BFFICIBKT  YOK  FLÜ66IGKEITEK.  123 


§.  22.  Terhalten  Ton  Flttsrif  keiten,  insbesondere  des  Wassers* 

■ 

üeber  die  Ausdehnung  flüssiger  Körper  durch  die  Wärme 
bei  constanter  atmosphärischer  Pressung  sind  einige  sehr  vollstän- 
dige Versuchsreihen  vorhanden,  welche  gestatten,  das  Verhältniss  des  specif. 
Tolumens  v  bei  irgend  einer  zwischen  gewissen  Grenzen  liegenden  Terape- 
ntur  t  zu  dem  specif.  Volumen  v  bei  der  willkttrlich  zu  wählenden  An- 
&iigstemperatur  t'  als  Function  von  t  darzustellen: 

also  auch  den  Ansdehnungscoefficienten 

welcher  das  Verhältniss  der  bei  constanter  atmosphärischer  Pressung  sich 

I  entsprechenden  elementaren  Aenderungen  von  v  und  t  ausdrückt,  erstere 

dv 
i  =  —  gemessen  in  T  heilen  des  =  1  gesetzten  specif.  Volumens  bei  der 

I       p 

Temperatur  t'.    Dabei  ist/(0  als- ganze  algebraische  Function  von  t  dar- 
^llbar  gefunden  worden.  So  ist  insbesondere  für  Wasser,*  wenn  v^  sein 

I  specif.  Volumen  bei  4®  (im  Zustande  grösster  Dichte)  bede.utet,    nach 

j  Weidner  zu  setzen  für  t  <  4®: 

V 

=  1  -\-  0,0000082  (4—0  +  0,000005444  (4—0* 

+  0,000000267  (4—0* 


^A 


and  nach  Matthiessen  für  4®<<<32®: 


—  =  1—0,00000253  (^—4)  +  0,000008389  (<— 4)» 

^  —0,00000007173  (<— 4)», 

sowie  fttr  ^>32^: 

-  =  0,999695  +  0,0000054724 1^—  0,00000001 12  6  ^8. 

^4 


Hiemach  kann  in  allen  Fällen  gesetzt  werden: 


V 


^4 


=  a^  +  a,t  +  a,t^  +  a^e^ (1), 


*  Siehe  u.  A.  Hirzel  und  Gretschel:  Jahrbuch  der  Erfindungen  und 
Fortechritte  auf  den  Gebieten  der  Physik  und  Chemie  etc.,  Jahrg.  1867, 
S.  111  u.  ff. 
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§.22. 


also  der  auf  das  kleinste  specif.  Volumen  v^  bezogene  Ausdehnongscoefil- 
cient 

^^"^     =a,+2a^t  +  3a^t^ (2), 


a 


«?4  ht 


wenn  dabei  den  Coefficienten  a^^  a^,  a^,  a^  je  nach  den  Temperatargrenzen 
die  aus  der  folgenden  Zusammenstellung  zu  entnehmenden  Werthe  beigelegt 
werden. 


a. 


u 


*<    4 

4  <  «  <  32 
t  >  32 


1,0001370 


a^-lO»      ,  a^.lO 


10 


Os-lO" 


64568 


1,0001489       —  73085 


0,9996950 


0 


86480  —  26700 
92498  —  7173 
54724  '  —  1126 


Mit  diesen  Werthen  sind  nach  Gl.  (1)  und  (2)  für  Wasser  die  Werthe  von 


V 


V, 


und  a  in  der  weiter  unten  folgenden  Tabelle  berechnet 


Gewöhnlich  wird  die  Temperatur  ^  =  0  als  Anfangstemperatur  ge- 
wählt und  auf  das  entsprechende  specif.  Volumen  Vq  jedes  andere  v  sowie 
der  Ausdehnungscoefficient  a  bezogen.  So  ist  nach  Regnault  für  Queck- 
silber 


V 


-^=  1  +  0,000  179  007  t  +  0,000  000  0252 1 


V 


a 


1  ö 


V 


Vq      ht 


0,000  179  007  +  0,000  000  0504 1 


Auch  wird  der  Ausdehnungscoefficient  häufig  als  Mittelwerth  =  a  ftir  das 
Temperatur-Intervall  0  bis  t  in  die  Rechnung  eingeführt,  entsprechend  der 
Gleichung 

/W-1 


wonach 


'■-it-^h- 


ist,  z.  B.  für  Quecksilber 

a  ^--  0,000  179  007  +  0,000  000  0252 1, 

insbesondere  für  das  Intervall  von  6®  bis  t  =^  100® 

a  =0,00018153. 

Die  Zusammendrückbarkoit  der  Flüssigkeiten  ist  ihrer  ge- 
ringen Grösse  wegen  schwieriger  zu  messen  und  deshalb  auch  weniger  voll- 
kommen und  zuverlässig  bekannt,  als  ihre  Ausdehnung  durch  die  Wärme. 
Nur  wenige  Versuche  liegen  vor,  aus  wolchpn  sich  d^r  Werth  dos  Cpm- 
pressionscoefficienten 
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ß  =  -'^    (3) 

eitaebmen  Iftsst,  welcher  das  Verhältniss  der  bei  constanter  Temperatur  t 

dv 
seh  entsprechenden  Aendemngen  Ton  v  nnd  p  ausdrückt,  erstere  = 

V 

gemessen  in  Theilen  des  =  1  gesetzten  specif.  Volumens  v  bei  der  Tem- 
peratur i  und  bei  atmosphärischer  Pressung. 

Ffir  einige  Flüssigkeiten  (Salzäther,  Alkohol,  Schwefeläther)  fand 
Co  Iladon  den  Coefficienten  ß  etwas  abnehmend  mit  wachsender  Pressung 
(Yon  1  bis  24  Atm.).  Insbesondere  für  Wasser  scheint  jedoch  diese  Ver- 
ftoderlichkeit  sehr  gering  zu  sein;  für  dasselbe  ist  nach  Grassi,*  wenn  p 
in  Atmosphären  ausgedrückt  wird, 

bei    t  =  0'^  26«        50« 

^3  =  0,0000  503  0,0000  456  0,0000  441 

la  der  Nähe  von  0«  vermuthet  Grassi  ein  Maximum  von  ß,  auch  mag 
vielleicht  ß  wieder  zunehmen,  wenn  t  über  50«  hinaus  wächst,  wie  auch 
ftr  Aether  und  Alkohol  bei  ^=14«  resp.  13«  etwas  grössere  Werthe  von 
ß  gefiinden  wurden,  als  bei  ^  =  0«  resp.  7«.  Hiemach  ist  in  der  folgenden 
Tabeüe  für  Wasser  die  Interpolation  der  Werthe  von.jJ.10^  zwischen  ^  =  0 
und  25«,  /  =  25«  und  50«  mit  Hülfe  einer  stetigen  Curve  ausgeführt 
^  worden,  welche  durch  die  3  Punkte  mit  den  Abscissen  =  0,  25,  50  und 
den  Ordinaten  =  503,  456,  441  so  gelegt  wurde,. dass  sie  in  den  End- 
punkten parallel  der  Abscissenaxe  war;  für  t  >^  50«  wurde  in  Ermange- 
hmg  anderweitiger  Anhaltspunkte  ß  constant  =  0,000G441  gesetzt. 

Für  Aether  und  Alkohol  fand  Grassi  d^n  Compressionscoefficienten 
2  bis  3  Mal  so  gross,  als  für  Wasser,  lür  Quecksilber  von  0«  aber  nur 

|3  =  0,00000  295. 
Diurdi  die  Werthe  von  r-  und  :-  ist  nun  auch  der  Differentialquotient 


« 

bv 

bp        —1 

bi 

ht       bt  bv 

bv 

bv  bp 

hp 

bestimmt,  d.  h.  das  Verhältniss  der  bei  constantem  Volumen  sich 
entsprechenden  elementaren  Aendemngen  von  p  und  t    In  der 

*  Krön  ig 's  Journal  für  Physik  und  phys.  Chemie  des  Auslands,  Bd.  II,  S.  129. 
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•  . 

weiter  unten  folgenden  Tabelle  sind  insbesondere  für  Wasser  die  Werthe 
von 

1  hv 


ht  V    1  bt'        V   ß 


(4) 


V^  V  bp 

enthalten,  welche  sich  aus  den  in  den  vorhergehenden  Columnen  enthal- 

V 

tenen  Werthen  von  — ,  a  und  ß  ergeben,  wobei  aber  freilich  die  An- 


^A 


nähme  gemacht  ist,  dass  die  für  atmosphärische  Pressung  gefun- 
denen Werthe  von  a  auch  bei  anderen  constanten  Pressungen 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  gelten.  Ebenso  wie  die  Werthe- 

bp 
von  ß  setzen  natürlich  auch  die  daraus  abgeleiteten  Werthe  von  <-  voraus. 

Ol 

dass  p  in  Atmosphären  ausgedrückt  sei. 

Wird  der  Ausdehnungscoefficient  auf  das  specif.  Volumen  Vq  bei  der 
Temperatur  0  bezogen,  so  ist 

1    hv 
'bp  Vq  ht     __  a 

ht  ~_Li^~  a  +  «'^)ß ' 

Vq  V  hp 

wobei  a  den  mittleren  Ausdehnungscoefficienten  für  das  Temperaturinter- 
vall von  0  bis  t  bedeutet.    Insbesondere  für  Quecksilber  ergiebt  sich 

u  .  .       ^      ^P       179007       ,^  „ 

hp 
Kennt  man  die  Werthe  von    er   ^ür  verschiedene  Temperaturen,  so 

ot 

kann  man  die  Steigerung  =  Ap  der  Pressung  berechnen,  welche^in 

einer  an  der  Ausdehnung  gehinderten  Flüssigkeit  durch    ihre 

Erwärmung  von  t^  bis  ^g  hervorgebracht  wird: 


-J  dt 


So  findet  man  für  Wasser  (auf  Grund  der  berechneten  Tabelle  und  mit 
Hülfe  einer  bekannten  Näherungsmethode)  für  die  Erwärmung  von  10^ 
bis  40« 


+=^ 


Di  fir  u  «^ 


tin 


uüHuii^  ia(ar:t'i  ctiUMr 
Falk 


wem  die  T«ap<niar  4«  GeüoBe^  i»*^.Mi^-ri  iftr  rvi£^c*<cil?.i5«e»:«  Fj1::55s:i^ 
keh  bestiMÜf  ckick  ist.  w«eis  f-er»r?  c  i3»£  t:^  i^  V .  .xi&c  :b&x>oc^^«« v^^ 
Coeffideslea  des  Gtfi«ts  Weifte&^  «f  i>e  Sccioer&^Äiym  d^r  tc-Axi^^^rftUr 
und  der  huere«  Preasuf  Wdevt^m.  bei  drf>ra  iuri::L^cii  «t^ai^  ^urMOT  «tt- 
kommt,  aof  w^cke«  Zastawi  d«r  F^ctiiT  r  sfiraf.  Voluruen  dor  «^iHMC^ 
Khlosseneii  Flfisngkeit    beaif»  vinL    Hiermick  is< 

9 
Ö«  1 

»koiiiitr^  =  —  -  nach  GL  3  : 
dr  ß 

dp       hi       ß 
dt  a* ' 

Wid  wenn  hier  für  r^  und  ^  constante  Mittolwertho  gesetzt  wonleii,  ei^ 

P  P 
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giebt  sich  die   Steigerung   des  Drucks   bei  der  Erwärmung  von 
t^  bis  t^ 


/ 


^^rf,_-L(^_,^) 


Jp=  '-* (5). 

•+? 

Darin  ist  a^  nur  von  der  Substanz  des  Gefasses,  a,  zugleich  von  der  Ge- 
stalt und  von  den  Dimensionen  desselben  abhängig.  Hat  z.  B.  das  Gefilss 
die  Form  einer  cylindrischen  Röhre  mit  dem  inneren  Halbmesser  r^ 
und  dem  äusseren  Halbmesser  r^^  welche  viel  kleiner,  als  die  Rohrlänge 
sind,  ist  femer  JS  der  Elasticitätsmodul  des  isotropen  (nach  allen  Richtun- 
gen gleich  beschaffenen)  Materials  der  Röhre,  und  ist  m  die  Zahl,  welche 
ausdrückt,  wie  viel  Mal  die  durch  einen  äusseren  Zug  im  Sinne  desselben 
hervorgebrachte  specifische  Verlängerung  grösser  ist,  als  die  damit  verbun- 
dene Verkürzung  normal  zur  Richtung  des  Zuges,  so  entspricht  einem  inne- 
ren Ueberdruck  =^  p  Atm.  die  Verhältnissmässige  Volumenausdehnung* 

_    31w— 2^        fj« 
^"15     m     £  r^^~-r,^ 

der  Röhre,  wenn  F  in  Kgr.  pro  Quadratcentim.  ausgedrückt  wird,  und  es 
ist  also 

fi       31  »1—2  1        r^* 


a 


*       ^        if;     «M      w*.« .>.5J 


15     m     E  r^^  —  r, 


*  Nach  des  Verfassers  ,,Fe8tigkeitsIehre^S  Nr.  272,  ist  mit  den  dortigen 
Bezeichnungen 

^-^IT^fe.  5_?»-i^.   A~-^-^— 

wenn  daselbst  der  äussere  Druck  p,  =  0  und  dafür  statt  des  inneren  Druckes 
l>,  der  innere  lleberdruck  p  gesetzt  wird,  also 

•  _  m — 2  p      r,* 

'*  ""  w -f  i  G  rg«-  r7*  ' 

1       w 
Darin  hat  G  die  Bedeutung:  G  =  ^ ^  E  und  p  ist  in  Kgr.  pro  Quadrtt- 

centim.   ausgedrückt  vorausgesetzt,   wenn  E  auf  dieselben  Fiinheiten  bezogen 

31 
wird.    Indem  aber  der  Atmosphärendruck  einer  Pressung  von  —  Kgr.  pro  Qua- 
dratcentim. entspricht,  ergiebt  sich,  falls  j>  in  Atm.  ausgedrückt  w#d, 

w— 2   31  „w-flp       r^*  31w— 2jp      r,« 


w-fl"30         m    E  r^^—r,*      15    m    ^r,«— r,«' 
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Der  Coefficient  m  ist  erfahmngsmässig  =  3  bis  4,  also =  —  bis  — . 

m  o  2 


Setzt  man  hier 

jw— 2       13,5 


m  31  ' 

80  wird 

0,9        r,« 


entsprechend  m  =  3,543, 


«,= 


Besteht  die  Röhre  ans  Schmiedeeisen,  so  kann 

^  =  2  000  000  und  a^  =  3. 0,0000 118  =  0,0000  354 

gesetzt  werden,  und  wenn  die  Flüssigkeit  in  der  Röhre  Wasser  ist,  so  er- 
giebt  sich  mit 

/}  —  0,000045 

«1        ^«^       ««       0,01  r,* 
ß   — ^'^^'     ß  — r,«— r,«- 

Hiemach  ist  z.  B.  die  Steigerung  des  Druckes  bei  der  Erwärmung  von 
10^  bis  100^  nach  Gl.  (5)  und  mit  Rücksicht  auf  das  oben  für  i^  =  0  ge- 
fundene Resultat: 

947—71                876 
Ap  = = — — — r-  Atm. 

=  873     871     868     861*  Atm. 
für  ''i  =  0,5      0,6      0,7      0,8. 

Die  Maximalspannung  (Product  aus  dem  Elasticitätsmodul  und  der  grössten 
specif.  Ausdehnung),  welche  dadurch  in  der  Rohrwand  hervorgerufen  wird, 
wäre  fvergl.  des  Verfassers  „Festigkeitslehre",  Nr.  273) 

30    ^  »H^j«— rj«)  30    ^\r,«— ri«^w> 

wenigstens  näherungsweise,  wenn  man  die  dieser  Formel  zu  Grunde  liegen- 
den Elasticitätsgesetze  als  unbeschränkt  gültig  betrachtet,  also  mit  obigen 
Werthen  yon  m  und  zip 

k  =  175S     2167     2874     4304  Kgr.  pro  Quadratcentim. 


mr*i=0,5        0,6        0,7         0,8. 


»•« 


Im  letzten  Falle  (r^  ==r  0,8  r^)  würde  die  Röhre  voraussichtlich  ge- 
sprengt werden.  Der  erste  Fall  (r^  =0,5rg)  entspricht  den  Verhältnissen, 

Orsfhof,  thaorat.  XAMhinealehre.    I.  9 
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in  welchen  die  zp  Hochdrackwasserheiznngen  bestimmten  schmiedeeisernen 
Röhren  ausgeführt  zu  werden  pflegen  (etwa  1,25  Centim.  innerer  bei  2,5 
Centim.  äusserem  Durchmesser);  weil  aber  dabei  das  in  den  Röhren  cir^ 
cirlirende  Wasser  wesentlich  höher  erwärmt  wird,  als  bis  100^  (etwa  bis 
160^),  so  erkennt  man  die  Noth wendigkeit  eines  Sicherheitsventils  als  Schutz 
gegen  die  Sprengung  der  Röhren  trotz  ihrer  verhältuissmässig  grossen 
Wanddicke.  — 

Die  specif.  Wärme  von  Flüssigkeiten  ist  nur  bei  constanter  und 
zwar  atmosphärischer  Pressung  direct  bestimmt  worden.  Diese  specif. 
Wärme  Cp  wächst  mit  der  Temperatur,  insbesondere  bei  Wasser  nach 
Regnault  gemäss  der  empirischen  Formel: 

Cp  =  1  +  0,00004 1  +  0,0000009 1^ (6). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Beziehung  zwischen  Cp  und 
t  nicht  nur  bei  atmosphärischer,  sondern  auch  bei  irgend  einer 
anderen  constantcn  Pressung  mit  genügender  Annäherung  gilt, 
lässt  sich  daraus  die  specif.  Wärme  bei  constantem  Volumen  be- 
rechnen. Nach  der  zweiten  Hauptgleichung  —  §.15,  Gl.  (12)  —  ist  nämlich 

C^cp  —  AT^^. 

Darin  ist  für  Wasser  nach  obiger  Gleichung  (2) 

hv 

-jz=a^  =0,001  a 

9 

und  p  in  ^  ist  in  Egr.  pro  Quadratm^  ausgedrückt  vorausgesetzt;  werden 

hp 
aber  unter  er  die  zuvor  berechneten,  auf  1  Atm.  als  Einheit  der  Pressun- 
or 

hp  2)^ 

gen  bezogenen  Tabellenwerthe  verstanden,  so  ist  10333  —•    statt    c-    zu 

setzen.    Dadurch  wird  mit  A  =  --—:  für  Wasser 

424 

c,=:cp—-—  10,333  a^  =  c-  — 0,02437  Ta^  ....  (7). 
424  ör         "^  ot 

Nach  diesen  Gleichungen  (6)  und  (7)  sind  in  der  folgenden  Tabelle 
die  Werthe  von  Cp  und  c„  berechnet  worden  nebst  den  entsprechenden  Ver- 

hältnissen  —  unter  Benutzung  der  Werthe  von  a  und  v-    in  der  3ten  und 

5ten  Columne. 


t.22. 
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V 

hp 

^p 

i 

1 

^4, 

a.10^ 

1 

ß.W 

he 

■ 

^P 

c. 

r 

-5 

1,000709 

—  1711 

503 

3,40 

0,99982 

0,9960 

1,0038 

0 

1,000137 

—  646 

503 

-  1,28 

1 

0,9994 

1,0006 

5 

1,000006 

140 

500 

0,28 

1,00022 

1,0002 

1,0000 

10 

1,000271 

904 

490 

1,84 

1,00049 

0,9993 

1,0012 

15 

1,000882 

1560 

476 

3,28 

1,00080 

0,9972 

1,0036 

20 

1,001813 

1    2108 

464 

4,53 

1,00116 

0,9943 

1,0069 

25 

1,002982 

2549 

457 

5,57 

1,00156 

0,9912 

1,0104 

ao 

j  1,004344 

2882 

450 

6,38 

1,00201 

0,9884 

1,0137 

do 

1,005916 

3417 

446 

7,61 

1,00250 

i  0,9830 

1,0199 

40 

1,007730 

j    3837 

443 

8,60 

1,00304 

;  0,9779 

1,0257 

45 

'  1,009751 

!    4241 

'  442 

1    9,51 

1,00362 

0,9724 

1,0321 

50 

.  1,011968 

4628 

441 

'   10,38 

1    ' 

i  1,00425 

0,9664 

1,0391 

eo 

1,016963 

5351 

441 

'      11,94 

1,00564 

0,9538 

1,0544 

70 

1,022648 

6006 

;  441 

13,32 

!  1,00721 

1  0,9403 

1 

1,0711 

80 

1,028953 

6594 

'  441 

14,52 

;  1,00896 

j  0,9266 

1,0889 

1 

90 

.  1,035813 

7114 

441 

15,57 

1,01089 

;  0,9129 

1,1073 

100 

1,043159 

7567 

441 

16,45 . 

1,01300 

;  0,8999 

i  1,1257 

Bei  späteren  Anwendungen  werden  auch  solche  specif.  Wärmen  des 
Wassers  in  Betracht  kommen,  welche  anderen  Voraussetzungen,  als  p  = 
Cim^i.  oder  v  =  Const.  entsprechen.    Ist  dabei  das  Gesetz  der  Zustands- 

iaderang  gegeben  durch  das  Verhältniss  =  --  der  gleichzeitigen  elemen- 

dt 

taren  Aenderungen  von  p  und  ^,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

dQ  =  epde  —  AT^  dp  (§.  15,  Gl.  10) 


ht 


die  entsprechende  specif.  Wärme 


dt         ^  ht  dt 

Dieser  Ausdruck  unterscheidet  sich  von  dem  obigen,  aus  der  zweiten  Haupt- 

gleichnng  hervorgegangenen  Ausdrucke  von  c^  nur  dadurch,  dass  das  allge- 

dp 
meine  Diferentialverhältniss  -j-  an  die  Stelle  des  der  besonderen  Voraussetz- 
te "  N,  ■ 

Op 

mngiff  =  0  entsprechenden  partiellen  Differentialquotienten  ^getreten  ist; 

ot 

somit  ergiebt  sich  auch,  wcnn^in  Atmosphären  ausgedrückt  wird,  analog  Gl.  (7) 

dp 


c  =  Cp  — 0,02437^0 


dt 


(8). 


Besondere  £rwähnung  verdient  der  Fall,  dass  die  Zustandsände- 

rnng  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  stattfindet. 

Hierfür  ist  nach  §.  15,  Gl.  (8) 

9* 
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dQ  =  Cp^dv+  e^^-dp  =  0,  also  -^  =  — -^ ^ j-y 
'^  or  öp  dv  CgOvot 

bphthv 
oder  wegen  er  c    c-  =  —  1 
o^  dt'  öp 


dp Cpbp 

dv      Cm  bv 


(9) 


Diese  allgemein  gültige  Gleichung  drückt  das  bemerkenswerthe  Gesetz  ans 
dass  für  denselben  Punkt  oder  Zustand  (f^,  p)  sich  die  Richtungs 
tangenten  der  adiabatischen  und  der  isothermischen  Curve  zi 
einander  yerhalten  wie  die  specif.  Wärmen  Cp  und  r„  ein  Gesetz 
welches  für  Gase  schon  früher  in  §.  20  unter  3)  durch  die  Gleichung  ^, 
=  ntffq)j^  ausgedrückt  worden  war.  Für  Flüssigkeiten  kann  mit  Räcksichi 
auf  obige  Gl.  (3)  auch  geschrieben  werden 

;^=  — — -f-,  wenn^mAtDL, 
av  pv  Cf 

10333 tf 

= — ,  wenn  p  in  Kgr.  pro  Quadratm. 

ßv    c^ 

ausgedrückt  wird.  Damit  ergiebt  sich  z.  B.  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit des  Sclialles  in  einer  Flüssigkeit  nach  §.21,  Gl. (6) 


1/10333^«^^^        1/101367  rr^ 

V  V 

und  insbesondere  in  Wasser  mit  v  =  v^  —z=: 0,001  — 


v^  v^ 


_l/^67._._, 

Versuche  ergaben  für  Seine- Wasser  bei  <  =  15*^    60® 

fv  =  1437     1725  Mtr., 
während  aus  Gl.  (10)  sich  ergiebt:       w  =  1463    1570     „ 

V  •       c 

mit  den  der  obigen  Tabelle  entnommenen  Wertben  von  — ,  ß  und  --.  — 

v^  e. 

In  Betreff  solcher  Zustandsänderungen  des  Wassers  ohne  Mittheiloag 
oder  Entziehung  von  Wärme  sind  von  Joule  die  Temperaturänderungea 
=  At  beobachtet  worden,  welche  bei  verschiedenen  Anfangstemperatured 
=  t  durch  bestimmte  Druckerhöhnngen  =  Ap  Atm.  hervorgebracht  wur- 
den. Die  entsprechenden  Werthe  von  <,  Jp,  und  Jt  sind  in  der  folgenden 
Zusammenstellung  angegeben.* 

*  Nach  Zeuner,  Grundzüge  der  mechanischen  Wärmetheorie,  2.  AuB.,  S.  557 J 


i^  ^^  M»am\j  *!%  \*     ^-i 

•JimXf          TT  ^^tJ*JM,a^inkf        \ 

t 

JP 

Jt 

{dt) 

(dt)    dt 

1,2 

24,34 

—  0,0083° 

0,0073« 

-h  0,0010 

5 

24,34 

0,0044 

0,0023 

0,0021 

11,69 

24,34 

0,0205 

0,0192 

0,0013 

18,38 

24,34 

0,0314 

0,0335 

+  0,0021 

30 

24,34 

0,0544 

0,0517 

0,0027 

31,37 

14,64 

0,0394 

0,0320 

-  0,0074 

40,4 

14,64 

0,0450 

0,0431 

0,0019 
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Zur  Yergleichang  dieser  Yersuchsresaltate  mit  den  allgemeinen  For- 
ndn  der  Wärmetheorie  und  mit  den  zuvor  besprochenen  physikalischen 
Gonstanten  des  Wassers  kann  man  bemerken,  dass  mit  dQ  =  0  auch  e  =  0 
ist  und  somit  aus  61.(8)  sich  ergiebt: 

dt  _  0,02437  rg 
dp  Cp 

wonach  für  so  geringe  Temperatnränderungen,  wie  sie  hier  in  Frage  kom- 
men, auch  gesetzt  werdeh  kann: 


.        0,02437  T«^ 
m  == dp 


(11). 


Wenn,  man  darin  a  nach  Gl.  (2),  Cp  nach  Gl.  (6)  berechnet,  ergeben  sich  die 
Werthe,  welche  in  obiger  Zusammenstellung  unter  der  Bezeichnung  (Jt) 
[eingetragen  sind;  die  Differenzen  =  (Jt)  —  Jt  erscheinen  nicht  grösser, 
[als  sich  bei  der  Schwierigkeit,  so  kleine  Temperaturänderungen  zuverlässig 

i  

ja  messen,  sowie  auch  mit  Rücksicht  darauf  erwarten  lässt,  dass  die  zu 
^mnde  liegende  Voraussetzung,  es  seien  a  und  Cp  bei  jeder  constanten 
Pr^sung  dieselben  Functionen  der  Temperatur,  vermuthlich  nicht  ganz 
riditig  ist 


§.  23.  Terhalten  fester  KOrper. 

Die  Ausdehnung  fester  Körper  durch  die  Wärme  ist,  wie  die 
lor  Flflssigkeiten,  auch  nur  bei  constanter  atmosphärischer  Pressung  direct 
■istiiiimt  worden.  Bezeichnen  v^  und  v  die  specif.  Volumina  bei  den  Tem- 


Kra 


tnren  0  und  ^,  so  ist  —  eine  so  mit  t  wachsende  Temperaturfunction, 


pns  im  Allgemeinen 


V 


metzt 


—  =  i4-ö^  +  w« 


(1) 


werden  kann,  unter  a  und  b  positive,  von  der  Körperart  abhängige 
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Coefficienten  verstanden.  Es  ist  dann  der  Ausdehnungscoefficientb 
der  Temperatur  t 

a=—^=a  +  2bt (2 

So  fand  z.  B.  Matthiessen* 

für  Zink:     a.  10®  =  8222,  b.  10^^^  =  700 

„  Blei:  „  =  8177,  „  =  222 

„  Zinn:  „  =  6100,  „  =  789 

„  Silber:  „  =  5426,  „  =  405 

„  Kupfer:  „.  =  4443,  „  =  555 

„  Gold:  „  =  4075,  „  =  336 

„  Platin:  „  =  2554,  „  =  104. 

Bezeichnet  a  den  mittleren  Ausdehnungscoefficienten  für  das  Tcmperatoi 
Intervall  0  bis  t,  so  ist 

a  =a-{-bt  entsprechend  der  Gl.  —  =zl  -\-  at (3 

kennt  man  a  für  verschiedene  Werthe  von  t,  so  kann  man  a  und  ^,  som 
auch  a  nach  Gl.  (2)  für  bestimmte  Temperaturen  berechnen.  Ist  z.  B.  fl 
Glas  von  0  bis  100^  0  bis  200^  0  bis  300® 

a.  10«==   2760  2907  3132, 

so  kann  in  Gl.  (1)  und  (2)  gesetzt  werden: 

a.  10»=  2561  und  b,  10^^=  186. 

In  den  meisten  Fällen  ist  nur  der  mittlere  Ausdohnungscoefficient  zwisehfl 
0  und  100®  bestimmt  worden,  und  zwar  als  linearer  Ausdehnungscpefificiea 
welcher  indessen  klein  genug  ist,  um  daraus  den  hier  in  Rede  stehende 
cubischen  Ausdehnungscoefficienten  einfach  durch  Multiplication  mit  3  al 
zuleiten,  wenigstens  für  solche  Körper,  welche  als  isotrop  gelten  können.  - 
Die  Zusammendrückbarkeit  fester  Körper  bei  constanter  Temp^ 
ratur  ist  mit  ihrer  Ausdehnbarkeit  durch  äusseren  Zug  principiell  identisc 
und  wird  durch  den  Elasticitätsmodul  ausgedrückt.  Ist  letzterer  fl 
einen  isotropen  Körper  =  JE^  hat  femer  m  die  in  vorigem  §.  erklärt 
Bedeutung  und  sind  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Bichtangen  4P] 
J|?2,  Ap^  die  Aenderungen  der  Pressung,  fj,  6,,  e^  die  entsprechende 
(positiven  oder  negativen)  Ausdehnungen,  so  ist** 


*  Hirzel  und  Gretschel:   Jahrbuch  der  Erfindungen  und  Fortschritt 
auf  den  Gebieten  der  Physik  und  Chemie  etc.,  Jahrg.  1867,  S.  116. 
*^  Yergl.  des  Verfassers  „Festigkeitslehre",  Nr.  227. 
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—  JESj^  =  Ap^  — 


—  Ee^  =  4Pa 


—  Ee^  =  4p3  — 


4P8  +  4^8 

m 
m 

4pi  +  ^Pi 


m 
and  die  yerhältnissmässige  Yolumenänderang 

—  —  ^1  -r  ^8  -f"  «8- 

Sind  die  Aenderungen  Ap  nach  allen  Richtungen  gleich,  so  dass  auch  p 
selbst  nach  allen  Richtungen  beständig  gleich  bleibt,  so  folgt  aus  obigen 
Gleichungen: 

Av       ./,        2 


-'F=H'-^)*- 


wonach  nnn 


1  bi;  _  1  Jf?  _  _^  3  m—2 
V  hp         V  Ap  E     m 

gesetzt  werden  kann.  — 

Die  specif.  Wärme  fester  Körper  ist  meist  nur  =  Cp  für  constaute 
atmosphärische  Pressung  und  ftlr  mittlere  Temperaturen  experimentell  be- 
stimmt worden.  Die  specif.  Wanne  e^  für  constantes  Volumen  kann  daraus 
Termittels  der  GL  (16)  in  §.  15  mit  Rücksicht  auf  obige  Gleichungen  (2) 
und  (4)  berechnet  werden,  nämlich  vermittels  der  Gleichung 


c,-c^=  ÄT-^-  =ÄT ^<>- . i-  -\   a^E 

bp 


oder  mit  — =^ 


'^\  1 


V        l-\-at       lOOOd(l-KG^) 

anter  ö  die  Dichtigkeit  des  Körpers  bei  0^  bezüglich  auf  Wasser  im  Zu- 
stande grösster  Dichtigkeit  verstanden, 

_^     _  AT       m_        a^E 

Der  Elasticitätsmodul  E  ist    für  verschiedene  feste  Körper  theils  etwas 
wachsend  y  theils  etwas  abnehmend  bei  wachsender  Temperatur  gefunden 
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wordea.*  Betracbtet  nun  ^  uad  m  als  CoBsUnte.  so  wQide  c^ — c,  nach 
GL  '5.  Bit  ^  züiieiiiiieii.  weil  c  mit  ^  wichst  um!  c  liir  feste  Körper  viel 
kkiaer  ist,  als  f&r  L«lt  also  auch 

T  _^  1—0,00366/ 

=  273 


nit  t  wädist.  Indessen  kiuin  auch  m  ach  mit  i  indem,  so  dass  der  resui- 
ÜTtmAf:  Einllo»  der  Temperatur  aof  die  DÜferenz  <y — r,  einstweilen  nicht 
ftidber  aazngeben  ist  Wenn  ^  anderweitig  bestimmt  worden  wire,  könnte 
GL  ^^^  znr  Bereehnong  des  Coefficienten  m  dienen. 

ffo  berechnet  z.  B.  Zenner  **  indem  er  \:A^=  424  nnd  allgemein 
m=3  Mstxtj  für  Silber  mit 

r=273;  d=  10,511;  a  =0,000057231 
E=  7357. 1000*;  e,  =  0,05701 

die  spedl  Winne  r,=: 0,05553;  also  ^=1,0266,  wihiend  Edlnnd  auf 

Cr 

anderem  Wege  £ind:  -^  =  1,0203.    Legt  man  dieses  letztere  Yerhiltniss 

bei  flbrigens  denselben  Annahmen  zu  Gronde,  so  ergiebt  sich  ^  =3: 0,05588 
und  aus  GL  (5):  »»  =  3,54.  — 

Für  eine  Zustandsändernng  ohne  Mittheilung  oder  Ent- 
ziehung von  Wärme  ist  mit  Rficksicht  auf  GL  (4)  nach  der  allgemeinen 
Gleichung  (9)  in  vorigem  $. 

dp  ^Cphp  ^        1       m       £  Cp  ...(6) 

dv         e^  hv  3  tn — 2    v   e, 

und  nach  f.  15,  GL  (10)  mit  Rücksicht  auf  GL  (2) 

dt AThv ATVf^a 

dp        Cp  bt  Cp 

*  Bei  Metallen  nimmt  nach  Wert  heim  der  Coefficient  E  im  Allgemeinen 
mit  wachsender  Temperatur  ab,  in  einigen  Fällen  (Elisen,  Stahl,  Silber)  Anfangs 
zu  und  erst  bei  höheren  Temperaturen  (über  100*0  »b-  Für  Fisen,  Kupfer  und 
Messing  fand  indessen  Kohlrausch  E  beständig  nur  abnehmend  mit  wach- 
sendem t,  und  zwar  nach  der  Formel 

E=^E^{l—at—ßt*) 
mit  folgenden  Werthen  von  a  und  ß: 

«  ß 

Eisen        0,000447    0,00000052 

Kupfer      0,000520    0,00000028 

Messing    0,000428    0,00000136 

**  Grundzüge  der  mechanischeu  Wärmetheorie,  2.  Aufl.,  S.  553. 
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Diese  Gleichungen  setzen  wesentlich  voraus,  dass  die  Aenderung  der 
Pressaug  nach  allen  Richtungen  im  Körper  gleich  ist.  Fände  aber  nur  eine 
einseitige  Pressungsändernng  =  /tp^  statt,  z.  B.  nach  der  Längen- 
nchtang  eines  stabförmigen  Körpers,  dessen  Querschnitte  sich  ungehindert 
ausdehnen  oder  zusammenziehen  können,  so  wäre  nach  obigen  Gleichungen 
fftr  €j,  fj  und  £3  mit  Ap^  =  Ap^  =0: 

-^E^  =  -S(e,+e,  +  e,)  =  (l-^^dp, 
statt  -.£'—=3(1 \/ip. 

V  \  M  J 

In  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  ist  deshalb  im  vorliegenden  Falle 
ip  =  —  ip^  zu  setzen,  wodurch 

(8) 


dv 

m — 2 

E  Op 

V    c^ 

dt 
dp^ 

i 

1 
3 

ATv^a 

^9 

«1 

(9), 


wird,  unter  a^  den  linearen  Ausdehnungscoefticienten  verstanden. 

Danach  ergiebt  sich  z.  B.  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des  Schalles  in  einem  stabförmigen  Körper,  wenn  in  der  allgemei- 
nen GL  (61  §.  21  für  ~  der  Werth  von  ~>-  nach  Gl.  (8;  gesetzt  wird, 

dv  dv 


dv         w       m — 2         Cf,        f       m  —  2    y    Cj, 

unter  7  das  specif.  Gewicht  des  Körpers  verstanden.  Eine  Zuverlässige  Be- 
rechnung von  w  kann  nach  dieser  Formel  allerdings  kaum  stattfinden,  weil 
es  fraglich  ist,  mit  welcher  Schnelligkeit  die  periodischen  Erweiterungen 
und  Zusammenziehungen  der  Querschnitte  den  Pressungsänderungen  folgen, 
in  welchem  Grade  sie  also  überhaupt  stattfinden  und  welcher  Werth  somit 
dem  Coef&cienten  m  beizulegen  ist. 


§.  24.   Uebergang  aus  der  festen  in  die  ilflssige  AggregAtform. 

Wenn  ein  fester  Körper  im  Schmelzen  oder  ein  flüssiger  in  der  Er- 
starrung begriffen  ist,  so  befindet  er  sich  in  einem  Grenzzustande,  welcher 
durch  die  Pressung  allein  oder  durch  die  Temperatur  allein  vollkommen 
bestimmt  ist     Pressung  und  Temperatur  bedingen  sich  also  gegenseitig, 
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und  wenn  f  und  t^p-^-  dp  und  t-^M  zusammengehörige  Werthe  derselben 

für  den  fraglichen  Grenzzustand  sind,  so  kann  es  der  Fall  sein,  daas  dp 

und  dt  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben.    In  dieser  Hinsicht 

wurde  schon  früher  bei  der  Entwickelung  dos  Princips  der  Aequivalenz  der 

Verwandlungen  in  §.  14  hervorgehoben,  dass,  sofern  die  Schmelzung  bei 

constanter  Temperatur  stets  mit  Wärmeaufnahme  des  schmelzenden  Körpers 

verbunden  ist,  die  Allgemeingültigkeit  jenes  Princips  und  somit  der  darauf 

beruhenden  Gleichungen  in  §.  15  nothwendig  einen  positiven  oder  ne- 

dt 
gativen  Werth  des  Verhältnisses  -     erfordert,   jenachdem  das 

dp 

specif.  Volulnen  beim  Schmelzen  wächst  oder  abnimmt.    Es  ist 

aber  von  Interesse,  für  dieses  Verhältniss  einen  allgemeinen  Ausdruck  zu 

entwickeln,  welcher  auch  seinen  absoluten  Zahlenwerth  in  bestimmten  Fällen 

zu  berechnen  gestattet. 

Betrachtet  man  zu  dem  Ende  1  Kgr.  eines  bei  constanter  Temperatur 

t  und  entsprechender  Pressung  p  in  der  Schmelzung  begriffenen  Körpers, 

so  ist  in  einem  Augenblicke,  in  welchem  y  Kgr.  flüssig,  also  (1 — y)  Kgr. 

fest  sind, 

v  =  W'\-'yA (1) 

das  Volumen  desselben,  wenn  w  das  specif.  Volumen  in  der  festen,  w  -\-  A 

dasselbe  in  der  flüssigen  Aggregatform  bedeutet.  Indem  hier  w  und  A  nur 

von  t  oder  p  abhängen,  ist  für  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  bei 

Constanten  Werthen  von  i  und  p 

'dv  =  Ady (2) 

und  es  ist  also  die  Wärmemenge  dQ^  welche  behufs  dieser  unendlich  kleinen 

Zustandsänderung  dem  Körper  mitzutheilen  ist,  nach  §.  15,  GL  (9)  mit 

it  =  0  und  ~  =  S- 

Ol        dt 

dQ  =ÄT%  dv  -=  ATA  —^  dy . 
dt  dt 

Bezeichnet  aber  r  die  Schmelzwärme,  d.  h.  die  WärmemengCj  welche 
zur  Schmelzung  von  1  Kgr.  des  Körpers  bei  der  Temperatur  t  oder  der 
entsprechenden  Pressung  p  erfordert  wird,  so  ist,  da  die  unendlich  kleine 
Zustandsänderung  hier  nur  in  der  Schmelzung  von  dy  Kgr.  des  Körpers 
bei  Constanten  Werthen  von  t  und  p  besteht,  auch 

dQ  =  rdy 

und  aus  der  Vergleichung  beider  Ausdrücke  von  dQ  ergiebt  sich 

dt       ATA  .^. 

-  - ,-  = y'r 

dp  r 
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Die  Temperatur  ^  =  0  oder  T=:  273  ist  der  Definition  zufolge  die- 
jenige, bei  welcher  Eis  unter  atmosphilrisclier  Pressung  schmilzt.  Setzt 
man  hierf&r  mit  Clausius 

r=79,w  =  0,001087,  w  +  4  =  0,001000, 

also  J=  —  0,000087,  so  ist  mit  A  =  --rj  und  wenn  p  in  Atm.  statt  in 

424 

Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  wird,  nach  Gl.  (3) 

dt  10333.273.0,000087  ^^^„„„ 

—  = =  —  0,00733 

dp  424.79  ' 

in  sehr  guter  Uebereinstimmung  mit  dem  durch  Versuche  von  W.  Thom- 
son ermittelten  Werthe 

dt 

—  =—0,0075.— 

dp 

Schliesslich  mag  bemerkt  werden,  dass  Gl.  (3)  offenbar  allgemein 
fftr  den  Grenzzustand  des  Ueberganges  aus  einer  in  eine  andere 
Aggregatform  gilt,  dass  also  auch  in  der  Folge  für  den  Uebergang  aus 
der  flüssigen  in  die  Dampfform  davon  Gebrauch  gemacht  werden  kann,  falls 
nur  den  Grössen  J  und  r  die  entsprechend  modificirten  Bedeutungen  bei- 
gelegt werden. 


D.   Yerlialteii  der  Dämpfe,  insbesondere  des  Wasser- 

dampfes. 

f.  25.   Gesättigter  und  ttberhitzter  Dampf;  Gemische  von  Dampf  und 

gleichartiger  Flüssigkeit. 

Ein  Dampf  ist  ein  luftförmiger  Körper,  welcher  durch  Wärmeent- 
ziehuBg  oder  durch  andere  im  Erfolg  gleiche  Mittel  flüssig  gemacht  (con- 
deusirt  werden),  sowie  umgekehrt  aus  einer  Flüssigkeit  <iurch  Wärmemit- 
theilung  oder  andere  im  Erfolg  gleiche  Mittel  gebildet  werden  kann.  Aus- 
nahmsweise kann  auch  ein  unmittelbarer  Uebergang  aus  dem  Zustande  eines 
festen  Körpers  in  denjenigen  eines  Dampfes  oder  umgekehrt  stattfinden  mit 
Ueberspringung  der  diesen  Uebergang  im  Allgemeinen  vermittelnden  flüs- 
sigen Aggregatform. 

Erf&hrnngsmässig  kann  ein  bestimmter  Raum  von  einer  gewissen 
Dampfiirt  bei  einer  bestimmten  Temperatur  nur  eine  bestimmte  Menge 
enthalten,  wobei  Jedoch  gleichzeitig  luftförmige  Körper  von  anderer  Art  in 
deiflselben  Räume  enthalten  sein  können  ohne  die  Capacität  desselben  für 


140  OESÄTTiaTBB  UND  ÜBEKHITZTEB  DAMPF.  §-25. 

jene  Dampfart  durch  ihre  Gegenwart  zu  beeinflussen.  Ist  in  solcher  Weise 
ein  Raum  mit  einem  Dampfe  gesättigt,  so  heisst  dieser  selbst  gesättigter 

Dampf.    Sein  specif.  Gewicht  y=  — und  seine  Pressung  p  sind  Maximal- 

V 

werthe  für  die  betreffende  Temperatur  t^  letztere  ist  ein  Minimalwerth  für 
das  betreffende  y  oder  p.  Durch  eine  der  Grössen  y,  jp,  t  oder  v^  p  t  sind 
die  übrigen  bestimmt. 

Ueberhitzter  Dampf  ist  solcher,  fUr  welchen  t  grösser  ist,  als  für 
gesättigten  Dampf  bei  demselben  y  oder  p^  oder  für  welchen  y  und  p  kleiner 
sind,  als  für  gesättigten  Dampf  bei  demselben  t.  Bei  überhitztem  Dampfe 
ist,  ebenso  wie  bei  Gaaen  und  wie  im  Allgemeinen  für  jede  Zustandsform 
eines  Körpers,  nur  durch  zwei  der  Grössen  7,  p^  t  oder  <?,  p^  t  die  dritte 
bestimmt. 

Der  Zustand  gesättigten  Dampfes  ist  ein  Grenzzustand  bezüglich  auf 
den  Uebergang  in  eine  andere  Aggregatform;  je  weiter  sich  ein  Dampf  von 
demselben  entfernt  bei  zunehmenden  Werthen  von  ^,  v  oder  bei  abnehmen- 
den Werthen  von  y,  p^  desto  mehr  nähert  er  sich  einem  anderen  Grenzzu- 
stande, nämlich  dem  eines  Gases,  charakterisirt  durch  die  Gleichung: 
pv  =  Const.  T.  Nachdem  dieser  letztere  im  Vorhergehenden  näher  be- 
sprochen worden  ist,  mag  zunächst  der  andefe  Grenzzustand,  der  eines  ge- 
sättigten Dampfes  untersucht  werden,  um  dann  zur  Betrachtung  der  da- 
zwischen liegenden  Zustände  überhitzten  Dampfes  überzugehen  insoweit  es 
bei  den  in  dieser  Hinsicht  z.  Z.  noch  mangelhaften  experimentellen  Grund- 
lagen möglich  ist. 

Ein  Dampf  ist  immer  gesättigt,  wenn  er  im  Beharrungszustande  oder 
bei  einer  stetigen  Aenderung  des  Wärmczustandes  mit  Flüssigkeit  von  der- 
selben Art  gemischt  oder  überhaupt  in  Berührung  ist;  umgekehrt  setzt  die 
Annahme  oder  Forderung,  dass  der  Dampf  bei  seinen  Zustandsänderungen 
beständig  gesättigt  bleiben  soll,  im  Allgemeinen  die  Berührung  mit  gleidi- 
zeitig  vorhandene^  Flüssigkeit  derselben  Art  voraus.  Ist  y:  1 — y  das  Ge- 
wichtsverhältniss  von  Dampf  und  Flüssigkeit  in  einem  solchen  Gemische, 
w  das  specif.  Volumen  der  Flüssigkeit, 
w-]-  A  dasjenige  des  Dampfes, 
so  ist  das  (mittlere)  specif.  Volumen  des  Gemisches: 

f)  =  w  -\-  yA. 
Diese  Gleichung,  in  welcher  w  und  A  Functionen  der  sich  gegenseitig  be- 
stimmenden Grössen  p  oder  t  sind,  stellt  somit  eine  Beziehung  zwisdien 
V,  Pt  y  oder  1?,  ^,  y  dar  und  soll  die  Zustandsgieichung  des  Gemisches  von 
Dampf  und  gleichartiger  Flüssigkeit  genannt  werden.    (Vergl.  §r8.) 
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I.    Gesättigter  Dampf. 

§.  26.  BeBlehanf  zwisehen  PressuBir  und  Temperatur. 

Die  Beziehnng,  welche  bei  gesättigten  Dämpfen  zwischen  ihrer  Pres- 
sang  and  Temperatur  stattfindet,  ist  für  verschiedene  Dampfarten  besonders 
durch  umfassende  Versuche  Regnault's  empirisch  bestimmt  worden,*  ftlr 
gesättigten  Wasserdampf  auch  von  Magnus,  dessen  Yersuchsresultate  sich 
mit  jenen  in  sehr  guter  Uebereinstimmung  befinden. 

-  Zur  analytischen  Darstellung  dieser  gegenseitigen  Abhängigkeit  der 
Grössen  p  und  t  sind  sehr  verschiedene  empirische  Formeln  aufgestellt 
worden.  Regnault  wählte  nach  dem  Vorgänge  Biot'^s  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

lgp=C-]-aa*-^-]-h^-^ (1), 

unter  lg  einen  gewöhnlichen  Logarithmus  für  die  Basis  10  und  unter  p  die 
Pr^snng  in  Millimetern  Quecksilbersäule  ausgedrückt  verstanden,  aus 
welcher  durch  Division  mit  760  die  Pressung  in  Atmosphären  erhalten 
wird,  während  letztere  durch  Multiplication  mit  103 3 3  die  Pressung  in  Kgr. 
pro  Quadratm.  liefert;  t^  ist  die  untere  Grenze  des  Temperaturintervalls, 
fftr  welches  die  Formel  durch  entsprechende  Wahl  der  Constanten  C,  a^b^a^ß 
den  Versuchen  angepasst  werden  soll.  Zu  diesem  Zwecke  wurde  in  grossem 
Maassstabe  eine  stetige  Curve  gezeichnet,  welcher  die  zusammengehörigen 
Versuchswerthe  von  t  und  p  als  Abscissen  und  Ordinaten  möglichst  genau 
entsprachen;  das  Temperaturintervall  =  t^ — ^o,  für  welches  die  5  Con- 
stanten bestimmt  werden  sollten,  wurde  in  4  gleiche  Theile 

getheilt,  und  es  wurden  dann 

zu  den  Abscissen    t^    t^    t^    t^    t^ 
die  entsprechenden  Ordinaten   p^  p^   p^   p^   p^ 
aus  der  graphischen  Darstellung  abgegriffen.   Hiernach  hat  man  mit  den 
kürzeren  Bezeichnungen: 


*  Ueber  die  Methoden  und  die  Resultate  dieser  und  anderer  Versuche' 
Regnault's,  auf  welche  theils  im  Vorhergehenden  schon  Bezug  genommen 
wurde,  theils  im  Folgenden  noch  wiederholt  Bezug  zu  nehmen  sein  wird,  be- 
richtet das  Werk:  „Relation  des  expöriences  entreprises  pour  d^terminer  les 
lois  et  les  donn^es  physiques  n^cessaires  au  calcul  des  machines  ä.  feu'S  1.  Band 
1847,  2.  Band  1862  erschienen. 
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x=^a    ;  y  =  p 
gemäss  Gl.  (1)  die  folgenden  5  Gleichungen; 


^9Po 
^9Pt 
I9P4, 


C  -\-  ax  -\-hy 
(7  +  Är*+Äy* 


(2), 


woraus  durch  Elimination  von  C  sich  ergiebt: 


^9Pi—^9Po  =qi=a  {x- 
^9P9—^9Pi  =qi=a  (x- 
^9Pz—kP%  =9s=^  («- 
^9P4—^9P3=qA=^i^- 

< 

nnd  daraus  durch  Elimination  von  a: 


■1)  +*(y- 
•1>  +i(y- 
■1>»+  J(y- 
l^'+JCy- 


•1) 

i)y» 


(3) 


Ji*— ?2  =  *(y— 1)  («— y) 
?»*— ?8  =  *(y— 1)  (j»—y)y 
?8*— ?4  =  *(y— 1)  («— y)y*- 

Au8  diesen  letzteren  Gleichungen  können  b  und  y  gleichzeitig  eliminirt 
Verden,  und  ergiebt  sich 

i9%^—  ?s)*—  (qi^—9%)  i^z^—U)  =  0 
oder,  übersichtlicher  mit  Hülfe  von  Determinanten  geschrieben, 


9s^ — S'47  92^— 9q 


a?a+ 


9i9A 


X  -^ 


99  9% 

9a  9s 


—  0 


(4> 


Da  die  Gleichungen  (3)  unverändert  bleiben,  wenn  x  mit  y,  a  mit  i  ver- 
tauscht wird,  a  und  h  aber  in  Gl.  (4)  nicht  vorkommen,  so  muss  sich  für  y 
ganz  dieselbe  Gleichung  ergeben,  d.  h.  es  sind  x  und  y  die  beiden  Wurzeln 
der  Gleichung  (4).  Sind  dieselben  gefunden,  so  sind  die  Constanten  a  und 
ß  bestimmt  durch 

aus  den  zwei  ersten  der  Gleichungen  (3)  folgt  dann 


9i9—9$ 


h  = 


9i^—9% 


{x—1)  {y—x)  '  (y— 1)  (x—y)  ' 
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»dlich  aus  der  ersten  der  Gleichoiigen  (2) 

Auf  solche  Weise  sind  aus  den  Eegnault'schen  Versuchen  insbesondere 
ftr  gesättigten  Wasserdampf  die  folgenden  Gleidiungen ^  abgeleitet 
worden,  in  der  von  Zeuner  gewählten,  für  die  numerische  Rechnung  be- 
qaemeren  Form  geschrieben. 

Für  ^  =  0  bis  100<^  ist 

iffp  =  4,739371  —  num.  /^  (0,611741  —  0,00327446  0 

+  num.  lg  (-  1,868009  +  0,00686494  t) ; 

für  t=100^  bis  200®  ist  ...  (5). 

Igp  =  6,264035  —num.  lg  (0,659312  —  0,00165614  0 

—  num.  lg  (0,020760  —  0,00595071  i) 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Constanten  in  der  Formel  für  ^  <C  100® 
Ton  A.  Moritz  neu  berechnet  wurden,  weil  sich  in  die  betreffenden  For-^ 
mein  Regnault's  ein  Fehler  eingeschlichen  hatte.*  Die  nach  diesen  For- 
meln berechneten  Werthe  von  ^,  denen  in  der  weiterhin  mitgetheilten 
Tabelle  durch  Division  mit  760  noch  die  in  Atmosph.  ausgedrückten  Pres- 
simgen  beigefügt  sind,  weichen  indessen  nur  zwischen  ^  =  40®  und  t  =  100® 
von  den  Re gn au It' sehen  Tabellenwerthen  im  1.  Bande  der  „Relation  des 
exp^riences  etc."  etwas  ab.  — 

Für  die  weiteren  Untersuchungen  sind  femer  die  Werthe  des  Diffe- 

rentialquotienten  —  von  Wichtigkeit,  welche  aus  der  dem  betreffenden 

ai 

Dampfe  entsprechenden  Gl.  (1)  wie  folgt  abgeleitet  werden  können.    Mul- 
tipUcirt  man  diese  Gleichung  mit 

;&  —  /n  10  =  2,302585, 

80  ergiebt  sich 

lnf  =  hC'^haf)f-^-\-  khß*-*o 


*  Entsprechende  Formeln  für  gesättigte  Dämpfe  von  Aether,  Alkohol, 
Aceton  (diese  von  Zeuner  in  ihren  Constanten  corrigirt),  Chloroform,  Chlor^ 
Kohlenstoff,  Schwefelkohlenstoff,  Quecksilber  und  Kohlensäure:  siehe  Zeuner 's 
«.Grandzüge  der  mech.  Wärmetheorie",  2.  Aufl.,  S.  253.  Unter  allen  diesen  ent- 
^rechen  den  ges.  Dämpfen  von  Quecksilber  die  kleinsten,  denen  der  Kohlen- 
*Jwire  die  grössten  Werthe  von  p  bei  gleichen  Werthen  von  <,  oder  jenen  die 
Sr<^8ten  and  diesen  die  kleinsten  Werthe  von  t  bei  gleichen  Werthen  von  p. 
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p  dt 

wenn  wieder  mit  fy  ein  Briggs'scher  Logarithmus  bezeichnet  wird,  also 

1  dp 

-^  =  mcf-^  +  nß*-^ (6X 

p  dt 

worin  die  Coefficienten 

m  =  i*aJ^a  und  n  =  kV>,lgß 

mit  Hülfe  der  bekannten  Werthe  von  «,  i,  a,  ß  berechnet  werden  können. 
Für  den  Gebrauch  ist  es  indessen  bequemer,  die  Logarithmen  der  beiden 
Glieder  auf  der  rechten  Sei^e  von  Gl.  (6)  als  lineare  Functionen  von  t  an 
berechnen,  wie  es  Zeuner  für  die  in  der  vorigen  Anmerkung  genannten 
Dämpfe  gethan  hat  Danach  ist  insbesondere  für  Wasserdampf 
von  <  =  0  bis  100« 

-~  =  Htm,  lg  (—  1,148688  —  0,00327446  () 
p  dt 

-\-  num.  ig  (—  3,306941  +  0,0p686494 1) 

von  <=  100®  bis  200<>:  \ (7)- 

1  dp 

~  /-=  num.  lg  (—  1,397160  —  0,00165614 1) 

p  dt 

+  num,  lg  (—  1,480240  —  0,00595071 1) 

1  dp 
Hiernach  sind  die  Werthe  von  —  ,    in  der  folgenden  Tabelle  berecb-' 

p  dt 

net;  sie  sind  unabhängig  von  der  Einheit,  in  welcher  p  ausgedrückt  ist 
Die  Tabelle  ist  der  2.  Aufl.  von  Zeuner 's  „Grundzügen  der  mechanischen 
Wärmetheorie"  entnommen.  Mit  Rücksicht  auf  spätere  Anwendungen  sind 
indessen  für  ^  =  30**  bis  50®  (zwischen  welchen  Grenzen  die  Temperatur 
im  Condensator  einer  Dampfmaschine,  zu  liegen  pflegt)  die  Werthe  von  p 
für  von  1**  zu  1^  wachsende  Temperaturen  eingeschaltet  worden,  unter  40® 
der  Regnault'schen,  über  40®  der  corrigirten  Tabelle  von  Moritz*  ent- 
nommen. 


*  Bulletin  physico-math^m.  de  TAcad^mie  de  St.  P^tersbourg.  t.  XIII,  p.  41. 
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1 

P 

1  dp 

p  dt 



P 

1  dp 
p  dt 

t  i 

MUlim. 
I|««elrailberhöhe. 

Atm. 

j 

t 

Millim. 
Qnecksilberhöhe. 

Atm. 

0 

4,600 

0,0061 

0^71502 

65 

186,94 

0,246 

0,044876 

5 

6,534 

0,0086 

0,068915 

70 

233,08 

0,307 

0,043380 

10 

9,165 

0,0121 

0,066429 

75 

288,50 

0,380 

0,041953 

15 

12,699 

0,0167 

0,064041 

80 

354,62 

0,467 

0,040594 

20 

17,391 

0,0229 

0,061746 

85 

433,00 

0,570 

0,039300 

25 

23,550 

0,0310 

0,059542 

90 

525,39 

0,691 

0,038072 

30 

31,548 

0,0415 

0,057427 

95 

633,69 

0,834 

0,036907 

31 

33,406 

0,0440 

100 

760,00 

1,000 

0,035775 

32 

35,359 

0,0465 

105 

906,41 

1,193 

0,034701 

33 

37,411 

0,0492 

110 

1075,37 

1,415 

0,033674 

'^\ 

39,565 

0,0521 

115 

1269,41 

1,670 

0,032691 

35 

41,827 

0,0550 

0,055397 

120 

1491,28 

1,962 

0,031750 

m , 

44,201 

0,0582 

125 

1743,88 

2,295 

0,030848 

37 

46,691 

0,0614 

130 

2030,28 

2,671 

0,029982 

38' 

49,302 

0,0649 

135 

2353,73 

3,097 

0,029152 

39 

1 

52,039 

0,0685 

140 

2717,63 

3,576 

0,028355 

40 

54,906 

0,0722 

0,053449 

145 

3k?5,55 

4,113 

0,027590 

41 

57,909 

0,0762 

150 

3581,23 

4,712 

0,026854 

4*J! 

61,054 

0,0803 

155 

4088,56 

5,380 

0,026146 

43 

64,345 

0,0847 

160 

4651,62 

6,121 

0,025465 

44 

67,789  . 

0,0892 

165 

5274,54 

6,940 

0,024809 

45 

71,390 

0,0939 

0,051582 

170 

5961,66 

7,844 

0,024177 

46 

75,156 

0,0989 

175 

6717,43 

8,839 

0,023568 

47  i 

79,091 

0,1041 

180 

7546,39 

9,929 

0,022981 

48  : 

83,203 

0,1095 

\ 

185 

8453,23 

11,12 

0,022414 

49 

87,497 

A1151 

190 

9442,70 

12,42 

0,021866 

du 

1 

91,980 

0,1210 

0,049794 

195 

10519,63 

13,84  .. 

0,021337 

55 

117,475 

0,1546 

0,048081 

200 

11688,96 

15,38 

0,020826 

60 

148,786 

0,1^58 

0,046443 

Bei  den  technischen  Anwendungen  wird  der  Zustand  gesättigten 
Wasserdampfes  gewöhnlich  nicht  durch  seine  Temperatur  charakterisirt, 
sondern  durch  seine  Pressung  (seine  Spannung  oder  seinen  Druck,  welche 
Bezeichnungen  hierbei  als  gleichbedeutend  mit  Pressung  üblich  sind),  die 
«lurch  Manometer  gemessen  wird.  Mit  Hülfe  der  von  Moritz  controlirten 
TabeUe  Regnaul t's  der  nach  regelmässig  wachsenden  Werthen  von  t  ge- 
ordneten Werthc  von  p  hat  deshalb  Zeuner  durch  Interpolation  eine  Ta- 
^*lle  entworfen,  welche  umgekehrt  die  zu  regelmässig  wachsenden  Werthen 
Ton  p  gehörigen  Temperaturen  t  des  gesättigten  Wasserdampfes  enthält. 
Öiese  Tabelle  folgt  später  (§.  2^),  nachdem  die  Bedeutungen  und  Berech- 
B^gsweisen  der  übrigen  darin  noch  enthaltenen  Grössen  erklärt  sein  werden. 

<3rasliof.  theoret.  Maschinenlehre.    I.  ^  10 


146  TBBDAMPFimOSWlJtME.  §.  27. 


§.27.   TerdAmpfniifswinie. 

Unter  der  Yerdampfangswärme  einer  FlQssigkeit  für  eine  gewisse 
Temperatur  t  wird  nach  der  von  Clausius  eingeführten  Bezeichnung  die 
Wärmemenge  verstanden,  welche  ihr  zur  Verwandlung  in  gesättigten  Dampf 
von  derselben  Temperatur  t  mitgetheilt  werden  muss,  wenn  dabei  der  specif. 
äussere  Druck  constant  =  derjenigen  Pressung  p  ist,  welche  der  Tempe- 
ratur t  des  betreffenden  gesättigten  Dampfes  entspricht;  sie  ist  dieselbe 
Grösse,  für  welche  in  der  Physik  die  (im  Sinne  der  mechanischen  Wänne- 
theorie  jedoch  weniger  passend  gewordene)  Bezeichnung  als  latente  oder 
gebundene  Wärme  des  gebildeten  Dampfes  gebräuchlich  ist.  Diese  Ver- 
dampfungswärme pro  1  Kgr.  der  betreffenden  Flüssigkeit^  also  die  specif. 
Verdampfungswärme  derselben,  soll  in  der  Folge  mit  dem  Buchstaben 
r  bezeichnet  werden.  Sie  ist  eine  für  verschiedene  Flüssigkeiten  verschie- 
dene Function  von  ^,  oder  auch  von  p  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung, 
welche  nach  vorigem  §.  zwischen  t  und  p  stattfindet. 

Die  Grösse  r  ist  besonders  von  Regnault  für  verschiedene  Flüssig- 
keiten und  für  verschiedene  Werthe  von  t  oder  p  bestimmt  worden,  und 
zwar  mittelbar  durch  die  Messung  der  Wärmemenge,  welche  gesättigtem 
Dampfe  von  der  Pressung  p  und  von  entsprechender  Temperatur  t  pro  1 
Kgr.  entzogen  werden  musste,  um  denselben  unter  constantem  specif.  äusseren 
Drucke  =  p  zu  Flüssigkeit  von  der  Temperatur  tQ  <Ct  zu  condensiren. 
Diese  Wärmemenge,  welche  auch  derjenigen  gleich>  ist,  die  umgekehrt  einem 
Kilogramöi  Flüssigkeit  von  der  Temperatur  <q  mitgetheilt  werden  muss, 
um  sie  bei  constanter  Pressung  p  in  gesättigten  Dampf  von  dieser  Pressung 
zu  verwandeln,  besteht  aus  zwei  Theilen;  sie  ist,  unfer  Cp  die  specif.  Wärme 
der  Flüssigkeit  für  constantc  Pressung  p  verstanden,  « 

t  t  /o 

Qa^=  I  Cpdt-\-  r  =  I  Cpdt  — J  Cpdt-\-r-=q  —  q^  ~\-  r. 

Indem  nun  q  durch  besondere  Versuche  (Mischungsversuche)  als  Function 
von  t  bestimmt  wurde,  zunächst  freilich  nur  für  constante  atmosphärische 
Pressung,  für  welchen  Fall  aber  die  Werthe  von  q  ebenso  wie  die  daraas 
abgeleiteten  Werthe  von 

dq 

wegen  der  geringen  Zusammendrückbarkeit  der  Flüssigkeiten  von  den  be- 
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treffenden  Werthen  fQr  andere  constante  Pressungen  kaum  merklich  ab- 
weichen werden,  so  konnte  danach  auch  q^  in  jedem  Falle  und  somit  auch 
die  von  Kegnault  so  genannte  Gesammtwärme 

0=00  +  0^0  =  ?  +  »• (1) 

bestimmt  werden,  d.  h.  die  Wärme,  welche  1  Kgr.  einer  gewissen  Flüssig- 
keit von  0®  mitgetheilt  werden  muss,  um  sie  bei  constanter  Pressung  p  in 
gesättigten  Dampf  von  dieser  Pressung  oder  von  entsprechender  Temperatur 
t  zu  verwandeln.  Die  Wärmemenge  q^  welche  dazu  erfordert  wird,  1  Kgr. 
Findigkeit  als  solche  bei  constanter  Pressung  von  0  bis  t^  zu  erwärmen 
besteht  aus  dem  Ueberschuss  der  Körperwärme  der  Flüssigkeit  bei  der 
Temperatur  l  über  dieselbe  bei  der  Temperatur  0  und  aus  dem  (übrigens 
^iel  kleineren)  Wärmewerthe  der  Expansionsarbeit,  welche  bei  der  Tempe- 
raturerhöhung und  entsprechenden  Ausdehnung  von  der  Flüssigkeit  ver- 
richtet wird;  von  Regnault  wurde  sie  als  ein  Ausdruck  von  der  Form 

at  -\-  ht^  4-  ct^ 

f&r  die  von  ihm  untersuchten  Flüssigkeiten  darstellbar  gefunden.  Insbe- 
sondere für  Wasser  ist  zu  setzen: 

y  =r^  4- 0,0000  2  <«-f  0,000  000  3^» (2), 

nach  welcher  Formel  die  in  der  Tabelle,  §.29,  enthaltenen  Werthe  von  q 
berechnet  sind,  und  woraus  sich  die  in  §.22  schon  angeführte  Gleichung 

dq 
dt 

ergiebt.  Die  Gesammtwärme  Q  fand  Regnault  im  Allgemeinen  (ausser 
för  Alkohol)  als  ganze  Function  zweiten  Grades  von  t  ausdrückbar: 

IHr  Wasserdampf  genügte  schon  eine  lineare  Function  zu  einer  guten 
üebereinstimmung  der  danach  berechneten  mit  den  Versuchswerthen,  nämlich 

Q=  606,  5  +  0,305  t (4). 

Durch  q  und  Q  ist  nun  auch  die  specif.  Yerdampfungswärme 

r=  Q  —  q 

bestimmt,  insbesondere  für  Wasser 

rz=606,5--<),695^  — 0,0000  2^«— 0,000  000  3  <» (5). 

Die  Glieder  mit  t^  und  t^  sind  in  dieser  Formel  von  untergeordneter  Be- 
deutuBg,  80  dass  man  näherungsweise  auch  r  wie  Q  als  lineare  Function 
von  t  ausdrücken  kann.  Dabei  ist  es  für  die  meisten  Anwendungen  am  an- 
gemessensten, die  Gonstanten  a  und  h  dieser  vereinfachten  Formel 

10* 


:^=rp  =  1  +  0,0000  4  ^  +  0,000  000  9^« (3) 


also  Cp^  }^=  0,305  rf-  h. 
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r  =  a  —  ht 

80  ZU  wählen,  dass  sie  besonders  in  der  Nähe  von  t  =  100**  den  thatsädi' 
liehen  Verhältnissen  möglichst  genau  entspricht.  Indem  sich  aber  aas  ihi 
mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4)  ergiebt: 

jT^  Ö_r=r  606,5  —  ö  +  (0,305  -f-  h)t, 

dq 
dt 

während  für  t  =  100  nach  Gl.  (3):  Cp  =1,013  ist,  so  kann  *  =  1,013  — 
0,305  =  0,708,  also 

r  =  «  — 0,708^ 

gesetzt  werden.  Für  t  =  100  ist  nach  Gl.  (5):  r=  536,5,  nach  Regnaulfs 
Versuchen  aber  genauer  r  =r  536,2;  hiemach  kann  a  =  536,2  -\-  70,8 
=  607  gesetzt  werden,  und  ergiebt  sich  so  schliesslich  die  von  Clausios 
vorgeschlagene  einfachste  Formel  der  specif.  Verdampfungswärme: 

r=  607  — 0,708^ (6\ 

Ebenso  wie  die  Wärmemenge  q  ist  nun  auch  die  specif.  Verdampfungs- 
wärme r  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  zu  betrachten,  welche  beziehungs- 
weise dem  Zuwachse  an  Körperwärme  und  dem  Wärmewerthe  der  Expau- 
sionsarbeit  bei  der  Verdampfung  unter  constantem  specif.  äusseren  Drucke 
^gleich  sind;  sie  mögen  als  innere  und  äussere  specif.  Verdampfongs- 
wärmen  unterschieden  werden.  Letztere  ist,  unter  A  die  Zunahme  des 
specif.  Volumens  bei  der  Verdampfung  verstanden  (§.25),  einfach  =  ^|>J, 
also 

r^=Q-^  ApA \j\ 

wenn  mit  q  die  innere  specif.  Verdampfungswärme  bezeichnet  wird.  Dies«? 
beiden  Bestandtheile  von  r  brauchen  nicht  durch  weitere  Versuche  empi- 
risch  bestimmt  zu  werden;  vielmehr  ergiebt  sich  für  die  äussere  specif. 
Verdampfungswärme  (welche,  im  Gegensatz  zum  Verhältnisse  der  entspre- 
chenden beiden  Bestandtheile  von  y,  durchaus  nicht  etwa  sehr  klein  im 
Vergleich  mit  q  ist)  ein  theoretischer  Ausdruck  vermittels  der  allgemeinen 
Gleichung  (3)  in  §.  24,  nämlich 

ApA=    ^-^-^-- (8\ 

^dp        ^1^ 

dt  p  dt 

wonach  dem  Vorhergehenden  zufolge  (       — :  siehe  vorigen  §. )  die  Grösse 

\^  dt  J 

ApA  für  gegebene  Werthe  von  t  oder  p  berechnet  werden  kann,  somit 
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aich  die  innere  specif.  Yerdampfangswärme  q  und  überhaupt  jeder  der  drei 
Sommanden,  aus  welchen  nunmehr  die  Gesammtwärme 

.  Q=-q  +  Q  +  Ap/l (9) 

besteht. 

Die  Yolumenänderungen  einer  Fltlssigkeit  als  solcher  sind  immer  sehr 
klein  im  Vergleich  mit  denjenigen  Aenderungen  des  Volumens,  welche 
darch  die^Aenderung  der  Aggregatform  (die  Verdampfung  der  Flüssigkeit 
oder  die  Condensation  des  Dampfes  zu  Flüssigkeit)  bedingt  werden.  Wenn 
man  demgemäss  den  zweiten  Bestandtheil  der  Wärmemenge  q  (den  Wärme- 
werth  der  Expansionsarbeit  bei  der  Erwärmung  der  Flüssigkeit  von  0  bis 
t^\  vernachlässigt,  so  kann  diese  Grösse  q  als  Ueberschuss  der  Körperwärme 
ton  1  Kgr.  Flüssigkeit  bei  t^  über  dieselbe  bei  0**  betrachtet  und  mit 
Zeuner  die  specif.  FlüssigkeitsWärnae  genannt,  ebenso  die  Grösse 
f  -|-  ^  als  ueberschuss  der  Körperwärme  von  1  Kgr.  gesättigten  Dampfes 
bei  i^  über  dieselbe  von  1  Kgr.  der  betreffenden  Flüssigkeit  bei  0®  be- 
trachtet und  die  specif.  Dampfwärme  genannt  werden.  — 

Aus  Gl.  (8)  folgt 

A  dt 

T 

Wenn  man  hiernach  die  Grösse  -^  für  verschiedenartige  Dämpfe  mit  Hülfe 

ihrer  nach  §.  26  bekannten  Werthc  von       berechnet,  so  findet  man  sie  für 

dt 

gleiche  Werthe  von  p  ungefähr  gleich  gross.  Es  ist  also,  weil  A  wenig  von 
»+  ^1  d.  h.  von  dem  specif.  Volumen  des  Dampfes  verschieden  ist,  bei 
gleicher  Pressung  die  Verdampfungswärme  verschiedener  Flüs- 
sigkeiten ungefähr  proportional  dem  Volumen  des  gebildeten 
Dampfes,  oder  die  specif.  Verdampfungswärme  umgekehrt  proportional 
der  Dampfdichte.  Derselbe  (zuerst  von  Despretz  aufgestellte)  Satz  gilt 
wegen 

aoch  in  BctreflF  der  inneren  Verdampfungswärm^.  Indessen  zeigen  sich 
doch  die  Abweichungen  zu  gross,  als  dass  sie  nur  Beobachtungsfohlern  zu- 
geschrieben werden  könnten  und  somit  jener  Despretz* sehe  Satz  als  ein 
unbedingt  gültiges  Naturgesetz  anzuerkennen  wäre.*  — 

*  Siehe  Zeuner's  „Gruudzüge  der  mechanischen  Wärmetheorie",  2.  Aufl., 
S.  279, 
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Für  den  Gebrauch  bei  numerischen  Rechnungen  ist  nun   aber   da 

Gleichung  (8)  sehr  unbequem,  und  es  war  wünschenswerth.  die  Grössen  | 

und  ApA  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Gesammtwärme  Q  und  ihren  erstei 

Bestandtheil  ^,  wo  möglich  auch  als  einfache  algebraische  Functionen  voi 

t  auszudrücken.    Zu  dem  Ende  berechnete  Zeuner  diejenige  jener  beidei 

Grössen,  welche  bei  den  betreifenden  Aufgaben  am  häufigsten  vorkommt 

nämlich. 

Q=  Q  —  q  —  Ap  A 

nach  den  obigen  Gl.  (2),  (4)  und  (8)  entsprechenden  Gleichungen  für  ver- 
schiedenartige Dämpfe  und  für  sehr  verschiedene  Temperaturen  und  fand, 
dass  diese  Werthe  sehr  genau  durch  empirische  Formeln  von  der  Form 

Q  =  a  —  ht  —  ct^ 

wiedergegeben  werden  konnten.  Bei  Wasserdämpfen  trat  dabei  noch 
der  günstige  Umstand  ein,  dass  das  Glied  mit  t^  weggelassen  werden  konnte 
und  trotzdem  die  Formel,  nämlich 

()  =  575,4  — 0,791^ (10) 

die  beste  Uebereinstimmung  zeigte  für  das  weite  Temperaturintervall  <  =  0 
bis  200  ^  Hiernach  ergiebt  sich  nun  bei  Einsetzung  der  Ausdrücke  (4)  und 
(10)  für  Q  und  (): 

^l?J=e—y  —  ()  =  31,l +  1,096^  — y (11). 

Nach  diesen  Gleichungen  (10)  und  (11)  unter  Benutzung  der  nach  Gl.  (2) 
berechneten  Tabellenwerthe  von  q  sind  in  der  Tabelle,  §.  29,  die  Werthe 
von  Q  und  Apd  berechnet  worden-,  letztere  stimmen  fast  genau  mit  den 
nach  Gl.  (8)  berechneten  Werthcn  überein.    Aus  den  Tabellenwerthen  vod 
y,  Q  und  ApA  ergeben  sich  die  entsprechenden  Werthe 
der  specif.  Dampfwärme  =z  q  -[-  q^ 
der  specif.  Verdampfungswärme  r  =  q  -\-  ApA 
und  der  Gt3sammtwärme  Q=zq-\- q  -\-  Ap A 

so  leicht  durch  Addition,  dass  es  überflüssig  gewesen  w^äre,  dieselben  in  be- 
sonderen Columnen  der  Tabelle  einzutragen. 


§.  28.   Speeifisehes  Gewicht  gesätti^er  Dämpfe. 

Aus  den  nach  vorigem  §.  zu  berechnenden  Werthen  der  äusseren 
specif.  Verdampfungswärme  ergeben  sich  durch  Division  mit  Ap  (p  in  Kgr. 
pro  Quadratm.  ausgedrückt)  die  Werthe  von 

1  424 

A  =  -.-  iApA)= {ApA)  Cubikm.  pro  Kgr (1), 

Ap  p 
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reiche  für  Wasserdampf  in  der  Tabelle,  §.  29,  eingetragen  sind.    Daraus 
dann 
das  specif.  Volumen  des  Dampfes:  v  =  w-^  /l 

and  das  specif.  Gewicht:  r  =  — ,  —.  Kgr.  pro  Cubikm. 

w  -\-  d 

Babei  ist  das  specif.  Volumen  iv  der  Flüssigkeit  streng  genommen  mit  den 

sich  entsprechenden  Werthen  von  p  und  t  etwas  veränderlich  und  kann 

nacl)  §.  22  berechnet  werden.    Bezeichnet  nämlich 

w^t  dieses  specif.  Volumen  für  die  Pressung  p  und  die  Temperatur  ^, 
wij  das  specif.  Volumen  bei  atmosph.  Pressung  und  derselben  Temperatur  t^ 

so  ist  nach  Gl.  (3)  in  §.  22 


^^P,t 


bp 

Daraas  folgt,  wenn  p  in  Atm.  ausgedrückt  und  der  Compressionscoefdcient 
ß  constant  vorausgesetzt  wird, 

worin  iri,^*eine  für  verschiedene  Flüssigkeiten  verschiedene  Function  von 
t  ist    Setzt  man  insbesondere  für  Wasser  nach  §.22,  Gl.(l) 

und  nimmt  die  dort  für  ^>  32®  angeführten  Wertho  von  a^^  «i,  öj,  a^  bis 
zu  ^  =  200*^  als  gültig  an,  setzt  man  ferner 

^^0,000045, 

so  ist  für  ^  =  200^  also  p  =  15,4  Atm.  (siehe  die  Tabelle  in  §.  26),  das 
specif.  Volumen  des  Wassers 

«7  =  0,001.1,1285(1—0,000045.14,4) 
=  0,0011285  (1—0,000648)  =  0,001128  Cubikm. 

Setzt  man  also  w  constant  =  0,0010,  so  wird  innerhalb  des  von  der  Ta- 
belle  in  §.  29  umfassten  Zustandsgebietes  das  specif.  Volumen 

t;  =  0,001  + J 

des  gesättigten  Wasserdampfes  um  höchstens  eine  Einheit  der  vierten  De- 
dmalstelle  zu  klein  gefunden,  was  um  so  weniger  zu  bedeuten  hat,  als  schon 
^e  vierte  Decimalstelle  der  Werthe  von  J  nicht  mehr  als  zuverlässig  ber^ 
trachtet  werden  kann.  Hiemach  konnte  nun  auch  das  specif.  Gewicht 
des  gesättigten  Wasserdampfes  in  der  letzten  Columne  der  Tabelle, 
i29,  nach  der  Formel 

^"^JH- 0,001 ^^^ 

^rechnet  werden. 
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Vergleicht  man  diese  Werthe  von  y  mit  den  specif.  Gewichten  = 


29,27  :7 

der  atm.  Luft  (§.  17),  welche  denselben  Werthen  von  p  und  t  entsprechen, 
so  findet  man  die  Dichtigkeit  6  des  gesättigten  Wasserdampfes  in 
Beziehung  auf  atm.  Luft 

z.  B.  für  i?  =  0,1         0,6         1  2  6         10  Atm. 

rf  =  0,621  0,633  0,640  0,648  0,662  0,676, 
also  wachsend  mit  der  Pressung,   wie  auch  durch   directe  Versuche   von 
Fairbairn  and  Täte  bestätigt  wird,^  mit  welchen  überhaupt  die   nach 
obigen  Formeln  berechneten  Werthe  von  v  oder  /  befriedigend   überein- 
stimmen.   Andere  Dämpfe  zeigen  ein  ähnliches  Verhalten. 

Früher  nahm  man  6  für  Dämpfe,  mochte;i  sie  gesättigt  sein  oder  nicht, 
als  constant  an,  insbesondere  für  Wasserdampf  nach  Gay-Lussac  =  0,622 
(erhalten  durch  Wägung  des  Wasserdampfes  von  atm.  Pressung,  wobei  es 
aber  nicht  ganz  sicher  ist,  ob  der  Dampf  gesättigt  resp.  in  welchem  Grade 
er  überhitzt  war);  y  wurde  dann  vermittels  dieses  constanten  Werthes  aus 
dem  specif.  Gewichte  der  Luft  für  gleiche  Werthe  von  ^  und  ^  berechnet, 
dabei  also  die  (zuerst  von  Clausius  als  irrthümlich  nachgewiesene)  Vor- 
aussetzung zu  Grunde  gelegt,  dass  auch  die  Dämpfe  in  jedem  Zustande, 
selbst  im  Zustande  der  Sättigung,  der  für  die  Gase  charakteristischen 
Gleichung  pv  =  RT  folgen. 

In  manchen  Fällen  ist  es  bequem,  das  specif.  Gewicht  /  der 
Dämpfe  durch  eine  empirischeFormcl  als  unmittelbare  Function 
von  p  auszudrücken.  Insbesondere  für  gesättigten  Wasserdampf  hat 
man  dazu  meistens  nach  Nävi  er  einen  Ausdruck  von  der  Form 

r  =  a^hp (3) 

benutzt,  wovon  namentlich  Pambour  in  seiner  Theorie  der  Dampfmaschinen 
(ebenso  Redtenbacher)  ausgedehnten  Gebrauch  gemacht  hat,  indem  auf 
Grund  der  älteren  Versuche  die  Constanten  a  und  b  für  Dämpfe  niederer 
und  höherer  Spannung  (unter  und  über  2  Atm.)  besonders  bestimmt  wurden. 
Indessen  lassen  die  Werthe  von  /,  welche  in  der  folgenden  Tabelle  (§.  29) 
nach  den  zuvor  entwickelten  Regeln,  nämlich  auf  Grund  der  Re gn au It 'sehen 
Versuche  nach  den  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  berechnet 
sind,  erkennen,  dass  die  Differenzen  von  /,  welche  gleichen  Diiferenzen  von 
p  entsprechen,  nicht  constant,  sondern  in  sehr  merklicher  Weise  um  so 
grösser  und  um  so  veränderlicher  sind,  je  kleiner  p  ist.  Die  Formel  (3) 
ist  deshalb  nur  zwischen  engeren  Grenzen  von  p  bei  passender  Bestimmung 
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der  Coostant^n  a  und  &  zu  gebrauchen,  indem  etwa  gesetzt  wird  {p  in  Atm. 
assgedrückt): 

für/i  =  l  bis  2  Atm.  »  =  0,0487  *  =  0,5572 

„  a  =  0,0845  i  =  0,5393 

„  Ä  =  0,1 187  i=:  0,5279 

„  «  =  0,1515  *  =  0,5197 

„  «  =  0,1840  *  =  0,5 132 

„  Ä  =  0,2158  *  =  0,5079 

„  «  =  0,2473  Ä  =  0,5034 

„  «  =  0,2777  *  =  0,4996 

„  «  =  0,3074  i  =  0,4963. 

Ejne  viel  bessere  tlebereiustimmung  mit  den  aus  den  Regnault'schen 
Tersuchen  abgeleiteten  Werthen,  und  zwar  zwischen  sehr  weiten  Grenzen 
Tonj?.  wird  nach  Zeuner  bei  passender  Bestimmung  der  Constanten  a  und  b 
durch  die  Formel  erhalten: 

pr»»  =a^  woraus  y  =  —  =  ap     v*) 

V 

folgt,  wenn 

ß  =^  l  —       und  //  ==^  —  f 

\  a  /  m 

gesetzt  wird.    Setzt  man  insbesondere  für  gesättigten  Wasserdampf* 
ond  unter  der  Voraussetzung,  dass  p  in  Atm.  ausgedrückt  ist, 

«=l',7049     w=  1,0646 
also  a  =  0,6058     ^  =  0,9393 

so  unterscheiden  sich  die  so  berechneten  Werthe  von  /  um  höchstens  eine 
Einheit  in  der  dritten  Decimalstelle  von  denen  der  folgenden"  Tabelle. 


§.  29.  Tabelle  fttr  gesättigten  Wasserdampf. 

Die  folgende  Tabelle  ist  mit  einigen  Ergänzungen  und  Modificationen 
der  zweiten  Auflage  von  Zeuner 's  „Grundzügen  der  mechanischen  Wärme- 
tbeorie"  entnommen.  Am  Anfange  der  Tabelle  sind  nämlich  einige  Werth- 
systeme  der  betreffenden  Grössen  für  kleinere  Intervalle  von  p  hinzugefügt. 


*  Zeuner:  „üeber  das  Verhalten  der  überhitzten  und  der  gemischten 
^»sserdämpfe'S  Civilingenieur,  XIII.  Jahrg.,  6.  Heft.  In  den  „Grundzügen  der 
i&tchjuiischen  Wärmetheorie",  2.  Aufl.,  hatte  Zeuner  die  Gonstante  m  ebenso, 
die  Constante  a  aber  etwas  kleiner  angegeben. 
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weil  sonst  dio  Differenzen  von  t  und  der  davon  abhängigen  Worthe  f&i 
eine  einfache  Interpolation  zu  gross  werden;  auch  weichen  bis  zn  p  =  3,2 

Atm.  die  Werthe  von  J,  -j  und  y  von  denen  der  Zeuner 'sehen  Tabelle 

etwas  ab,  weil  hier  der  Atmosphärendruck,  von  Zeuner  =  10334  Kgr. 

pro  Quadratni.  angenommen,  nur  =  10333  Kgr.  gesetzt  wurde* 
Die  Werthe  von  t  sind  nach  §.26,  q  nach  §.  27,  Gl.  (2), 
Q  nach  §.  27,  Gl.(lO),  ApJ  nach  §.27,  Gl.  (11), 
/i  nach  §.  28,  Gl.  (1),  y  nach  §.  28,  Gl.  (2)  berechnet 

Die  Werthe  von -^    wurden  von  Zeuner  seiner  Tabelle  beigefügt, 

weil  diese  Grösse  besonders  häufig  in  den  Formeln  erscheint,  in  welchen 
die  Lösungen  verschiedener  Probleme  enthalten  sind. 


p 

Atm. 

t 

« 

9 

ApJ 

J 

0        1 
J 

y 

0,02 

17,83 

17,838 

561,296 

32,804 

67,303 

1 
8,3398 

0,0149 

0,04 

29,35 

29,375 

552,184 

33,893 

34,769 

15,882 

0,0288 

0,06 

36,56 

36,601 

646,481 

34,569 

23,641 

23,116  ' 

0,0423 

0,08 

41,92 

41,977 

542,241 

35,067 

17.987 

30,146 

0,0556 

0,10 

46,21 

46,282 

538,848 

35,464 

14,552 ' 

37,029  ; 

0,0687 

0,12 

49,83 

49,917 

535,984 

35,797 

12,241 

43,786 

0,0817 

0,15 

54,37 

54,477 

532,393 

36,213 

9,9063 

53,743 

0,1009 

0,2 

60,45 

60,589 

527,584 

36,764 

7,5428 

69,945 

0,1326 

0,3 

69,49 

69,687 

520,433 

37,574  • 

5,1393 

101,27 

0,1945 

0,4 

76,25 

76,499  . 

515,086 

38,171 

3,9157- 

131,54 

0,2553 

0,5 

81,71 

82,017 

510,767 

38,637 

3,1708 

161,08 

0,3153 

0,6 

86,32 

86,662 

507,121 

39,045 

2,6703 

189,91 

0,37« 

OJ 

90,32 

90,704 

503,957 

39,387 

2,3088 

218,28 

0,4329 

0,8 

93,88 

94,304 

501,141 

39,688 

2,0357 

246,18 

0,4910 

0,9 

97,08 

97,543 

498,610 

39,957 

1,8218 

273,69 

0,5486 

1,0 

100,00 

100,500 

496,300 

40,200 

1,6495 

1 

300,88 

0,6059 

1,1 

102,68 

103,216 

494,180 

40,421 

1,5078 

327,75 

0,6628 

1,2 

105,17 

105,740 

492,210 

40,626 

1  1,3892 

354,31 

0,7193 

1,3 

107,50 

108,104 

490,367 

40,816 

1,2883 

380,63 

0,7756 

1,4 

109,68 

110,316 

488,643 

40,993 

1,2015 

406,69 

0,8316 

*  Er  ist  =  dem  Gewicht  einer  Quecksilbersäule  von  1  Quadratm.  Gnind- 
fläche  und  0,76  Mtr.  Höhe  bei  0®  Temperatur  des  Quecksilbers,  also 

=  13596  . 0,76  =-  10332,96  Kgr., 
sofern  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  bei  0°  in  Beziehung  auf  Wasser  bei 
4«  C.  nach  Regnault  =  13,596  ist. 
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p 

Atm. 

i 

1 

5 

9 

ApI 

J 

9 
i 

Y 

1 

15 

111,74 

112,408 

487,014 

41,159 

1,1259 

432,56 

0,8874 

1.6 

113,69 

114,389 

485,471 

41,315 

1,0596 

458,16 

.0,9429 

1,7 

115,54 

116,269 

484,008 

41,463 

1,0008 

483,62 

0,9982 

1.8 

117,30 

118,059 

482,616 

41,602 

0,9484 

508,87 

1,0533 

1,9 

n8,99 

,   119,779 

481,279 

41,734 

0,9013 

533,98 

1,1083 

2.0 

120,60 

121,417 

480,005 

41,861 

0,8589 

558,86 

1,1629 

2.1 

122,15 

122,995 

478,779 

41,981 

0,8203 

583,66 

1,2176 

2J2 

123,64 

124,513 

477,601 

42,096 

0,7852 

608,25 

1,2719 

23  , 

125,07 

125,970 

476,470 

42,207 

0,7530 

632,76 

1,3263 

2,4 

126,46 

127,386 

475,370 

42,314 

0,7235 

657,04 

1,3803 

2,5  ; 

127,80 

128,753 

474,310 

42,416 

0,6962 

681,28 

1,4343 

2.6 

129,10 

130,079 

473,282 

42,515 

0,6710 

705,34 

1,4881 

2.7 

130,35 

131,354 

472,293 

42,610 

0,6476 

729,30 

1,5418 

2,8 

131,57 

132,599 

471,328 

42,702 

0,6258 

753,16 

1,5954 

2,9 

132,76 

133,814 

470,387 

42,791 

0,6055 

776,86 

1,6488 

3,0 

133,91 

134,989 

469,477 

42,876 

0,5865 

800,47 

1,7021 

3,1 

135,03 

136,133 

468,591 

42,960 

0,5686 

824,11 

1,7556 

3.2 

136,12 

137,247 

467,729 

43,040 

0,5519 

847,49 

1,8086 

33 

137,19 

138,341 

466,883 

43,119 

0,5362 

870,73 

1,861» 

3,4 

138,23 

139,404 

466,060 

43,196 

0,^213 

894,03 

1,9147 

3.5 

139,24 

140,438 

465,261 

43,269 

0,5072 

917,31 

1,9676 

3,6 

►  140,23 

141,450 

464,478 

43,342 

0,4940 

940,24 

2,0203 

3,7 

141,21 

142,453 

463,703 

43,413 

0,4814 

963,24 

2,0729 

3,8 

142,15 

143,416 

462,959 

43,480 

0,4695 

986,07 

2,1255 

3,9 

143,08 

144,368 

462,224 

43,548 

0,4581 

1008,9 

2,1780 

iO 

144,00 

145,310 

461,496 

43,614 

0,4474 

1031,6 

2,2303 

U 

144,89 

146,222 

460,792 

43,677 

0,4371 

1054,2 

2,2826 

4.2 

145,76 

147,114 

460,104 

43,739 

0,4273 

1076,8 

2,3349 

43 

146,61 

147,985 

459,431 

43,799 

0,4179 

1099,3 

2,3871 

M 

147,46 

148,857 

458,759 

43,859 

0,4090 

1121,7 

2,4391 

4,5 

148,29 

149,708 

458,103 

43,918 

0,4004 

1144,0 

2,4911 

4.6 

149,10 

150,539 

457,462 

43,975 

0,3922 

1166,3 

2,5430 

4,7 

149,90 

151,360 

456,829 

44,030 

0,3844 

1188,5 

2,5949 

<3 

150,69 

152,171 

456,204 

44,085 

0,3768 

1210,6 

2,6467 

4.9 

151,46 

152,961 

455,595 

44,139 

0,3696 

1232,7 

2,6984 

5,0 

152,22 

153,741 

454,994 

44,192 

0,3626 

1254,7 

2,7500 

5,1 

1  152,97 

154,512 

454,401 

44,243 

0,3559 

1276,6 

2,8016 

55 

153,70 

155,262 

453,823 

44,293 

0,3495 

1298,5 

2,8531 

53 

154,43 

156,012 

453,246 

44,343 

0,3433 

1320,3 

2,9046 

5.4 

1  155,14 

156,741 

452,684 

44,392 

0,3373 

1342,1 

2,9560 

lOb 

TABELLE 
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P 
Atm. 

t 

9 

Q 

ApJ 

j 

Q 
j 

r 

5,5 

155,85 

157,471 

452,123 

44,441 

0,3315 

1363,8 

3,0073 

5,6 

156,54 

158,181 

451,577 

44,487 

0,3259 

1385,4 

3,0586 

5,7 

157,22 

158,880 

451,039 

44,533 

0,3205 

1407,0 

3,1098 

5,8 

157,90 

159,579 

450,501 

44,579    * 

0,3153 

1428,5 

3,1610 

5,9 

158,56 

160,259 

449,979 

44,623 

0,3103 

1450,0 

3,2122 

6,0 

159,22 

160,938 

449,457 

44,667 

0,3054 

1471,5 

3,2632 

6,1 

159,87 

161,607 

448,943 

44,710 

0,3007 

1492,9 

3,3142 

6,2 

160,50 

162,255 

448,444 

44,753 

0,2962 

1514,2 

3,3652 

6,3 

161,14 

162,915 

447,938 

44,794 

0,2917 

1535,5 

3,4161 

6,4 

161,76 

163,553 

447,448 

44,836 

0,2874 

1556,7 

3,4676 

6,5 

162,37 

164,181 

446,965 

44,876 

0,2833 

1577,9 

3,5178 

6,6 

162,98 

164,810 

446,483 

44,916 

0,2792 

1599,0 

3,5685 

6,7 

163,58 

165,428 

446,008 

44,956 

0,2753 

1620,1 

3,6192 

6,8 

164,18 

166,047 

445,534 

44,994 

0,2715 

1641,2 

3,6699 

6,9 

164,76 

166,645 

445,075 

45,032 

0,2678 

1662,2 

3,7206 

7,00 

165,34 

167,243 

444,616 

45,070 

0,2642 

1683,0 

3,7711 

7,25 

166,77 

168,718 

443,485 

45,162 

0,2556 

1735,2 

3,8974 

7,50 

168,15 

170,142 

442,393 

45,250 

0,2475 

1787,1 

4,0234 

4?,75 

169,50 

171,535 

441,325 

45,337 

0,2400 

1838,7 

4,1490 

8,00 

170,81 

172,888 

440,289 

45,420 

0,2329 

1890,1 

4,2745 

8,25 

172,10 

174,221 

439,269 

45,501 

0,2263 

1941,2 

4,3997 

8,50 

173,35 

175,514 

438,280 

45,578 

0,2200 

1992,1 

4,5248 

8,75 

174,57 

176,775 

437,315 

45,654 

0,2141 

2042,8 

4,6495 

9,00 

175,77 

178,017 

436,366 

45,727 

0,2085 

2093,3 

4,7741    . 

9,25 

176,94 

179,228 

435,440 

45,798 

0,2031 

2143,5 

4,8985 

9,50 

178,08 

180,408 

434,539 

45,868 

0,1981 

2193,5 

5,0226 

9,75 

179,21 

181,579 

433,645 

45,935 

0,1933 

2243,3 

5,1466 

10,00 

180,31 

182,719 

432,775 

46,001 

0,1887 

2293,0 

5,2704 

10,25 

181,38 

183,828 

431,928 

46,064 

0,1844 

2342,5 

5,3941 

10,50 

182,44 

184,927 

431,090 

46,127 

0,1802 

2391,7 

5,5174 

10,75 

183,48 

186,005 

430,267 

46,189 

0,1763 

2440,7 

5,6405 

11,00 

184,50 

187,065 

429,460 

46,247 

0,1725 

2489,5 

5,7636 

11,25 

185,51 

188,113 

428,661 

46,306 

0,1689 

2538,2 

5,8864 

11,50 

186,49 

189,131 

427,886 

46,362 

0,1654 

2586,8 

6,0092 

11,75 

187,46 

190,139 

427,119 

46,417 

0,1621 

2635,2 

6,1318 

12,00 

188,41 

191,126 

426,368 

46,471 

0,1589 

2683,4 

6,2543 

12,25 

189,35 

192,104 

125,624 

46,524 

0,1558 

2731,4 

6,3765 

12,50 

190,27 

193,060 

424,896 

46,576 

0,1529 

2779,3 

6,4986 

12,75 

191,18 

194,007 

424,177 

46,626 

0,1500 

2827,0 

6,6206 

130. 
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p 

Atm. 

t 

9 

e 

ÄpJ 

J 

9 

y 

13,00  ' 

13iO 
13,75 

U.0O 

192,08 
192,96 
193,83 
194,69 

195,53 

194,944 
195,860 
196,766 
197,662 

198,537 

423,465 
422,769 
422,080 
421,400 

420,736 

46,676 
46,724 
46,772 

46,818 

46,864 

0,1473  ^ 
0,1447 
0,1421 
0,1397 

0,1373 

2874,5 
2922,0 
2969,3 
3016,5 

3063,4 

6,7424 
6,8642 
6,9857 
7,1072 

7,2283 

IL   Gemische  von  Dampf  und  gleichartiger  Flüssigkeit. 

§30.   Allgemeine  Formeln  fQr  umkehrbare  ZnstandBftndemnsren  soleher 

Oemisehe. 

Für  irgend  einen  Zustand  des  Gemisches  bezeichne  hier  und  in  den 
folgenden  Nummern: 

p  die  Pressung  in  Kgr.  pro  Quadratm.,  welche,  sofern  von  Masseu- 
kräflen  abstrahirt  wird,  in  allen  Punkten  des  Gemisches  gleich  ist, 

y  Kgr.  die  Dampfmenge  in  1  Kgr.  des  Gemisches, 

t  die  Temperatur  in  Celsius'schen  Graden,  vom  Gefrierpunkte  des 
Wassers  aus  gerechnet, 

Tdie  absolute  Temperatur  ^^  273  -|-  ^» 

q  die  Wärmemenge,  welche  dazu  erfordert  wird,  1  Kgr.  Flüssigkeit 
als  solche  bei  constanter  Pressung  von  0  bis  t^  zu  erwärmen, 

r  die  specif.  Verdampfungswärme, 

Q  die  innere  specif.  Verdampfungswärme, 

w  das  specif.  Volumen  der  Flüssigkeit  (Cubikm.  pro  Kgr.), 

w  -\-  J  dasjenige  des  Dampfes,  welcher  in  dem  Gemische  stets  ge- 
sättigt ist, 

r  das  specif.  Volumen  des  Gemisches, 

U  das  specif.  innere  Arbeitsvermögen  desselben,  von  dem  Zustande 
aus  gerechnet,  in  welchem  das  ganze  Gemisch  flüssig  (y  :^  0)  und 
t  =  0  ist 

Dem  Vorhergehenden  zufolge  sind  ^,  T,  J,  ^,  p  und  r  =  q  -\-  ApA 
Functionen  von  p  (für  ein  Gemisch  von  Wasser  und  Wasserdampf  bestimmt 
durch  die  Tabelle  in  §.  29),  während  w  als  Constante  in  Rechnung  gebracht 
werden  kann  (für  Wasser  =  0,001).  Vermöge  der  Zustandsgieichung  (§.  25) 

v  =  w-j^yA  .■ (1) 

ist  dann  9  eine  Function  von  p  und  y;  ebenso  ZT",  und  zwar  ist  der  Wärme- 
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werth  von  27,  d.  h.  die  specif.  Körperwärme  des  Gemisches,  wenn  mati 
der  Annahme  w  =  Const.  entsprechend  q  als  specif.  Flflssigkeits 
wärme,  somit  q-\-Q  als  specif.  Dampfwärm^  (§.  27)  betrachtet, 

JU=(l^y)q-\-y{q  +  Q)  =  q+.yQ (2;j 

Während  diese  Gleichungen  (1)  und  (2)  ganz  allgemein  gelten,  sofen 
sie  sich  nur  auf  den  augenblicklichen  Zustand  (Wärmezustand)  des  Ge- 
misches beziehen  abgesehen  davon,  wie  derselbe  aus  einem  anderen  Zu- 
stande hervorging,  hat  man  insbesondere  für  die  Wärmemenge  ^Q, 
welche  dem  Gemische  pro  1  Kgr.  behufs  einer  unendlich  kleinen 
umkehrbaren  Zustandsänderung  oder  allgemeiner  behufs  einer 
unendlich  kleinen  umkehrbaren,  d.  h.  solchen  Aeuderung  des 
Wärmezustandes  mitgetheilt  werden  muss,  welche  mit  nur  um- 
kehrbaren Verwandlungen  verbunden  ist,  nach  §.13,  Gl. (2) 

jrdQ  =  dU-\-pdv  oder  dQ  =  d(Air)-\-Apdv, 

also  mit  Rücksicht  auf  obige  GL  (2) 

dQ^dq-\-d(pQ)  +  Apdv ,3). 

Darin  ist  nach  Gl.  (1) 

Ap  dv  =  Ap  d  {yA)  ^=  Ad  {pyA)  —  AyJ.  dp 

oder  nach  §.  27,  Gl.  (8) 

Apdv  —  d(y.Ap/l)  —  y  — , 

und  die  Substitution  in  Gl.  (3)  liefert 

dQ  =  dq-^d[yiQ  +  ApA)]  —  ^^dt  =  dq-\-d(yr)  —  ^dt..  (4), 

Diese  Gleichung  kann  wegen  dt  =  dT  einfacher  geschrieben  werden: 

^ö  =  ^  +  ^^^-?^=.,+  r..(f) (5). 

Von  den  verschiedenen  Umformungen,  welche  die  Gleichung  (4)  gestattet, 
ist  insbesondere  noch  die  folgende  bemerkenswerth,  welche  mit 

dq  =  e.dt    , 
erhalten  wird,  nämlich 

dQ^==:cdt-\-rdy-{-ydr  —  y  -~dt 

==:(l-y)cdt  +  rdy  +  y(c  +  ^--^di 


oder  dQ  =  (1 — y)  cdt-\-  rdy  -\-yhdt  \ 

dr        r  { 

mit  h  =  cA — -  —  — I 

^   dt        T 


(6). 
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I        In  dieser  Gleichung  ist 

I         (1 — f)  edt  die  Wärmemenge  znr  Temperaturerhöhung  der  Flttssigkeits- 
!  menge  =  (1— y)  Kgr., 

riy  die  Wärmemenge  zur  Verdampfung  der  Flüssigkeitsmenge  =  dy 

Kgr.,  folglich 
}/hdi  die  Wärmemenge,  welche  zur  Temperaturerhöhung  und  ent- 
sprechenden  Yolumenänderung  der  Dampfmenge  =  y  Kgr.  ver- 
wendet  wird. 
Es  bedeutet  also  k  eine  Art  specif.  Wärm«  des  Dampfes,  nämlich 
diejenige,  welche  einer  solchen  Volumen-  und  Pressungsänderung  bei  der 
Wärmemittheilung  entspricht,  dass  dabei  der  Dampf  gerade  gesättigt  bleibt. 
Die  Grösse  e  bedeutet  in  Gl.  (6)  eigentlich  diejenige  specif.  Wärme 
der  Flüssigkeit,  welche  der  Voraussetzung  entspricht,  dass  mit  der  Tempe- 
ratur zugleich  die  Pressung  und  zwar  nach  demselben  Gesetze  zunimmt  wie 
bei  gesättigtem  Dampf.     Insbesondere  für  Wasser  wäre  also  nach  §.  22, 

GL  (8)  zu  setzen : 

dp 

dt' 


c  =  c^  — 0,02437  Ta 


dp 
imter  —  (;i  in  Atm.  ausgedrückt  vorausgesetzt)  den  nach  §.26  bekannten 
dt 

IMfferentialquotienten  für  gesättigten  Wasserdamp^  unter  a  den  Ausdehnungs- 

coefificieuten  des  Wassers  (§.  22)  und  unter 

Cp  =  1  +  0,00004 1 4-  0,0000009 1^ 

seine  specif.  Wärme  für  constante  Pressung  verstanden.  Hiernach  ist  z.  B., 

wenn  die  in  §.  22  für  ^  >►  32  angeführte  empirische  Formel 

^54724,       oll26    - 

weh  noch  für  <  >  100  bis  zu  t=160  als  gültig  betrachtet  wird, 

für  t  =  50  100  150 
T=  323  373  423 
p  =  0,121     1,000     4,712  Atm.^ 

-^  =  0,049794  0,035775  0,026854  i 
p  dt 

^  =  0,006025  0,035775  0,126536 
dt 

a  =  0,0004628  0,0007567  0,0008817 

Cp—c=  0,00002  0,00025  '  0,00115 

Cp=  1,00425  1,01300   1,02625 

0=1,00423  1,01275   1,02510 
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Diese  Unterschiede  zwischen  e  und  c^  liegen  innerhalb  der  Beobachtauga- 
fehler,  und  darf  bei  den  Anwendungen  im  Allgemeinen  e  =  Cp  gesetxl 
werden. 

Was  endlich  die  Expansionsarbeit  betrifft,  welche  von  1  Kgr, 
eines  Gemisches  von  Flüssigkeit  und  gleichartigem  Dampfe  bei 
einer  umkehrbaren  Aenderung  seines  Wärmezustandes  verr 
richtet  wird,  so  ist  dieselbe  gleich  dem  Ueberschuss  des  Arbeitswerthes 
der  mitgetheilten  Wärme  über  den  Zuwachs  an  innerem  Arbeitsvermögen, 
also  das  Element  dieser  Expansionsarbeit  für  eine  unendlich  kleine  Za- 
Standsänderung: 

oder  ihr  Wärmewerth  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  und  (5): 

A,dE=dQ  —  Ä,dU.--.T.d\^^  —  d{yQ) (7;. 

Alle  diese  Formeln  und  ebenso  die  daraus  abgeleiteten  Specialformelu 
für  die  in  den  folgenden  Nummern  zu  betrachtenden  besonderen  Arten  von 
Zustandsänderungen  gelten  natürlich  nur  innerhalb  der  Grenzen  y  =  o 
und  y  ^  1. 


§.  31.   Zastandsttnderung  bei  eonstanter  Pressung  oder  Tempemtar« , 

Für  ein  Gemisch  von  Flüssigkeit  und  gleichartigem  Dampf  ist  bei 
eonstanter  Pressung  p  auch  die  dadurch  bestimmte  Temperatur  t  constant 
und  umgekehrt;  die  iso thermische  Curve  ist  also  eine  mit  der  r-Axe 
parallele  Gerade.  Mit  p  oder  t  sind  auch  w,  J,  y,  (>,  r  als  Constante  ge- 
geben, so  dass  (ausser  dem  inneren  Arbeitsvermögen)  nur  der  specif.  Dampf- 
gehalt y  und  das  specif.  Volumen 

V  =  w  -\-  yA 

des  Gemisches  veränderlich  sind,  und  zwar  so,  dass  diese  Grössen  einander 
proportional  sich  ändern:  dv  =  A.dy, 

Bei  dem  Uebergange  des  specif.  Dampfgehaltes  von  y^  in  y  und  ent- 
sprechend des  specif.  Volumens 

von  v^  =w  -\-  y^A  in  v  ^r-w  -\-  yA 

ist  die  Expansionsarbeit  pro  1  Kgr.  des  Gemisches 

E=p{v—v^)=pA{y—y^) (1,X 

der  Zuwachs   an  innerem  Arbeitsvermögen  nach  §.30,  Gl.  (2)  mit 
AJF=  1 
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u—u^  =  WQisf—yi) (2) 

«Bd  die  mitzntlieilende  Wärmemenge  nach  §.  30,  G-l.  (5)  oder  auch 
iBmittelbar  gemäss  der  Bedeutung  von  r: 

Q  =  r(3f—y{)  =  A{U^U^+E) (3). 

Dnrch  diese  Gleichungen  sind  t;,  E^  U  und  Q  bestimmt  als  Functionen  von 
f  und  von  Grössen,  welche  mit  dem  Anfangszustande  gegeben  sind.  Wäre 
ier  Sinn  und  Grad  der  Zustandsänderung  nicht  unmittelbar  durch  y  gege- 
kn,  so  wäre  zunächst  y  der  Aufgabe  gemäss  zu  bestimmen;  wenn  z.  B.  das 
Expansionsverhältniss 

V        to  -\-  y  A 
gegeben  wäre,  so  würde  daraus  folgen: 

A       .\^  .1 

§.  32.   Zastandsilndenui;  bei  constantem  Tolumen. 

Wenn  die  mit  der  Marke  1  versehenen  Buchstaben  zur  Bezeichnung 
der  aus  §.  30  bekannten  Grössen  im  Anfangszustande  des  Gemisches  be- 
iatzt werden,  während  die  Buchstaben  ohne  Marke  sich  auf  den  Endzustand 
beziehen,  so  hat  man  zunächst  nach  §.  30,  Gl.  (1) 

y/i  =  y^A^ (1) 

ZOT  Berechnung  von  y  oder  von  p^  jenachdem  der  Endzustand  durch  p  resp. 
eine  der  durch  p  bestimmten  Grössen  oder  durch  y  gegeben  ist. 

Die  Wärmemenge  Q,  welche  einem  Egr.  des  Gemisches  be- 
hufs einer  gegebenen  Zustandsänderungbei  constantem  Volumen 
mitgetheilt  werden  muss,  ergiebt  sich  aus  §.30,  Gl. (3): 

ö = s'— ?!  +  yp — yi  (>i 

oder  bei  Substitution  des  Werthes  von  y  nach  Gl.  (1) 

«=?-?! +yi4(j-J^) (2). 

Hiernach  lässt  sich  z.  B.  die  Zeit  =  ^  berechnen,  in  welcher 
die  Pressung  in  einem  geschlossenen  Gefässe,  welches  M  Egr. 
des  Gemisches  enthält,  bei  gleichförmiger  Wärmemittheilung 
Ton^^j  bis  p  wächst;  ist  6^  die  in  der  Zeiteinheit  mitgetheilte  Wärme- 
nenge, so  ist 

»=f <»> 

Grishof,  thieoret.  MaBChineiilehre.    I.  11 
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In  diesem  Falle  befindet  sich  a.  A.  ein  gefüllter  Dampfkessel  be 
gehemmter  Dampfableitung  und  gehemmter  Speisung,  abe 
fortgesetzter  Heizung,  wenn  Ton  seiner  Ausdehnung  durch  die  Stei 
gerung  der  Temperatur  und  des  inneren  Ueberdruckes  abgesehen  wird 
Selbst  wenn  die  Heizung  bis  fast  zur  Sprengung  des  Kessels  fortgesetx 
wird,  ist  es  doch  nur  ein  verhältuissmässig  kleiner  Theil  der  vorhandenei 
Wassermenge,  welcher  in  Dampf  übergeht,  so  dass  nicht  nur  das  Gesammt 
Volumen  =  V  Cubikm.,  sondern  auch  das  Volumen  des  Dampfes  =  af 
und  des  Wassers  =r  (1 — a)  V  einzeln  ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler 
constant  gesetzt  werden  können  um  so  mehr,  als  das  Wasser  durch  die  Er- 
höhung der  Temperatur  mehr  ausgedehnt,  als  durch  die  Steigerung  der 
Pressung  comprimirt  wird.  Auch  ist  das  specif.  Gewicht  des  Wasserdampfes 
(=^  /i  im  Anfangszustande)  klein  genug  im  Vergleich  mit  demjenigen  des 
Wassers,  um 

J!f-^1()00(1— «)  r 

setzen  zu  dürfen.  Ist  also  noch  die  Grösse  der  Heizfläche  =  H  QuadratoL, 
und  Qq  die  Wärmemenge,  welche  pro  Minute  und  pro  Quadratm.  Heizfläche 
in  den  Kessel  eindringt  (für  einen  eingemauerten  Kessel  bei  normaler 
Feuerung  =  125  —  250  CaL),  somit 

so  ist  nach  Gl.  (3) 

^=1000(1—«)^^ (l,, 

insbesondere  für  einen  cylindrischen  Kessel  vom  Durchmesser  d  und  von 
der  Länge  /,  welcher  nur  von  aussen  geheizt  wird,  mit 

1  5  1 

V=rr  —  J[d^l'.       JI=         Jtdl\       €t  =  - 

4  '  9  '  3 

Q 

d-=r:^00y     d .5». 

Darin  ist  nach  Gl.  (2)  mit 

« Vy.  a 

Vt   --    -,;     -0,001  .—/i 
M  1 — a 

und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  sehr  nahe 


^^"^^-Ji!- 0,001  ~^ 


gesetzt  werden  kann, 


.32. 
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ud  insbesondere  mit  a  = 


e  _y_,^  + 0,001  ^^-(} 
1 
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(6) 


Q  —  y— y,  -1  0,0005 


^  a  -  X 


(7). 


Folgende  Zosammenstellung  enthält  die  Werthe  von  Q,  welche  dieser 
GL(7)  f&T  p  ^=^  (p^  -\-  1)  Atm.,  d.  h.  fUr  den  Fall  der  Druckzunahrae  um 
ane  Atmosphäre  und  für  verschiedene  Werthe  von  p^  auf  Grund  der 
Tabelle  in  §.  29  entsprechen. 


h 

Atm. 

Q 

Pl 
Atm. 

Q 

Pl 
Atm. 

Q 

• 

Pl 
Atm. 

Q 

2 
3 
4 

13,693 

10,437 

8,543 

5 
6 

7 

7,305 
6,411 
5,749 

8 

9 

10 

5,231 
4,802 
4,444 

11 
12 
13 

4,158 
3,914 
3,687 

Hiemach  und  nach  Gl.  (5)  würde  z.  B.  mit  Qq  =  200  die  Zeit,  in 
welcher  bei  einem  abgesperrten  cylindrischen  und  von  aussen  geheizten 
Dampfkessel  von  1  Mtr.  Durchm.,  welcher  zu  %  seines  Volumens  mit 
Wasser  gefQllt  ist,  die  Anfangsspannung  von  4  Atm.  bis  zu  12  Atm.  bei 
fortgesetzter  Feuerung  wächst, 

»=  1,5  e=  1,5(8,543  +  7,305  +  . . .  +  4,158)=  70  Min. 
betragen. 


§33.  Zastands&ndening  bei  eonst4intem  Gewichtsverhältnisse  von  Dampf 

lind  Flüssigkeit. 

Wenn  y  constant  ist,  so  kann  die  Zustandsgieichung 

in  welcher  A  eine  Function  von  p  ist,  als  die  Gleichung  einer  Curve  be- 
trachtet werden,  deren  Coordinaten  v  und  p  sind,  d.  h.  als  die  Gleichung 
der  Zustandscurve  (§.  13),  durch  welche  das  Gesetz  der  vorliegenden  Zu- 
standsänderung  graphisch  dargestellt  wird.  Setzt  man  nach  §.28,  Gl.  (4) 
das  specif.  Gewicht  gesättigten  Dainpfes: 


V  =  ap   ,  also  A  =      — tv  =  — -  — 
'         ^   '  7  ap^ 


w, 


11 
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SO  erhält  man  als  Gleichung  dieser  Cnrve  constanter  Dampfmengi 

.  =  (1-3,)..  +  ,-^ (t 

worin  fQr  ein  Gemisch  von  Wasser  und  Wasserdampf  dem  Früheren  zufol% 

«  =  0,6058;    /£  =  0,9393 

zu  setzen  ist;  die  Gurve  hat  die  t7-Axe  und  eine  Gerade,  welche  mit  d« 
^-Axe  in  der  Entfernung  =  (1 — y)w  parallel  ist,  zu  Asymptoten. 

Für  den  Grenzfall  y  =  1  ergiebt  sich  wie  früher  die  Gleichung  de 
Zustandscurve  gesättigten,  aber  trockenen  Dampfes: 

oty^  =  1    oder  pff^  =  a (2] 

insbesondere  für  Wasserdampf  mit 

«=1,7049;    w  =  1,0646. 

Die  Wärmemenge,  welche  einem  Egr.  des  Gemisches  behnff 
einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  mitgetheilt  werden 
muss,  wenn  dabei  die  Dampf  menge  constant  =  y  Egr.  bleiben  soll,  ist 
nach  §.  30,  Gl.  (6) 

dQ  =  [{l—y)c  +  yh]dt (3j, 

insbesondere  für  y  =  1 :  (^Q  =  hdL 

Der  negative  oder  positive  Werth  von 

dr       r       d{q  +  r)       r 

^=''+di-T=-dr-T ^^^ 

ist  also,  wie  zuerst  von  Claus  ins  hervorgehoben  wurde,  dafür  entscheidend, 
ob  einem  gesättigten,  aber  trockenen  (nicht  mit  Flüssigkeit  gemischten; 
Dampf,  wenn  er  bei  der  Ausdehnung  (Abnahme  von  t)  gerade  gesättigt 
und  trocken  bleiben  soll,  Wärme  mitgetheilt  oder  entzogen  werden  muss, 
d.  h.  ob  dQ  positiv  oder  negativ  ist  bei  einem  negativen  Werthe  von  di. 
Insbesondere  für  Wasserdampf  ist  nach  §.  27,  Gl.  (4)  die  sogen.  Gesammt- 
wärme 

y  +  r  =  606,5  +  0,305  ^ 
also  nach  obiger  Gl.  (4) 

Ä  =  0,305  — ^ .(5i 

und  man  findet  diese  Grösse  innerhalb  der  Grenzen  der  Tabelle  in  §.  29 

f 
beständig  negativ:  siehe  die  Werthe  von  -     in  §.  35.     Gesättigtem   und 

trockenem  Wasserdampf  muss  also  Wärme  mitgetheilt  werden,  wenn  er  bei 
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Expaosion,  dagegen  Wärme  entzogen  werden,  wenn  er  bei  der  Com- 
ion  gesättigt  und  trocken  bleiben  soll;  auch  darf  der  Wasserdampf  bis 
gewissem  Grade  mit  Wasser  gemischt  sein  unbeschadet  des  Umstandes, 
die  Expansion  Wärmemittheilung,  die  Compression  Wärmeentziehung 
brdert,  falls  das  Gewichtsverhältniss  von  Dampf  und  Wasser  constant 
Ueiben  soU.  Wenn  also  bei  der  Expansion  solchen  Dampfes  nicht  Wärme 
ifeitgetheilt  wird,  wie  z.  B.  bei  der  Expansion  des  Dampfes  hinter  dem 
lolben  einer  Dampfmaschine,  so  muss  (im  Gegensatze  zu  der  Annahme 
^ambour's  in  seiner  Theorie  der  Dampfinaschinen)  eine  theilweise  Con- 
densation  des  Dampfes  zu  Wasser  erfolgen;  und  wenn  bei  der  Compression 
lolcheii  Dampfes  nicht  Wärme  entzogen  wird,  wie  z.  B.  bei  der  Compression 
d€s  vor  dem  Kolben  abgesperrten  Dampfes  gegen  Ende  des  Kolbeuschubes, 
»  findet  Verdampfung  von  etwa  vorhandenem  Wasser,  resp.  Ueberhitzung 
des  vorher  trockenen  oder  im  Verlaufe  der  Compression  trocken  gewordenen 
Dampfes  statt. 

Wenn  aber  der  Wassergehalt  des  Gemisches  von  Dampf  und  Wasser 
eine  gewisse  Grenze  überschritte,  wenn  nämlich  y  kleiner  wäre,  als  der- 
jenige  Werth 

y—i=k («)' 

dQ 
wodurch  nach  Gl.  (3)  3-  =  0  wird,  so  würde  umgekehrt  Verdampfung  bei 

t  <ler  Expansion  und  Condensation  von  Dampf  bei  der  Compression  ohne 
Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  stattfinden;  indessen  kommt  bei 
Dampfmaschinen  ein  so  bedeutender  Wassergehalt  des  Dampfes  im  Cylinder 
nicht  vor.    Mit 

ö  =  1  +  0,00004 1  +  0,000  000  9  t^, 

femer  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (5)  und  die  Tabelle  in  §.  29  ergiebt  sich  z.  B. 
für;?  =  0,5  1  2  4  8  Atm. 

0=1,0093  l,0i30  1,0179  1,0244  1,0331 
-Ä=  1,2439  1,1333  1,0209  0,9063  0,7894 

=  0,448   0,472   0,499   0,531   0,567 


9  —  < 1- 

e — A 

Von  den  bisher  untersuchten  Dämpfen  verhält  sich  in  der  in  Rede 
stehenden  Hinsicht  nur  der  Aetherdampf  entgegengesetzt  dem  Wasser- 
Dampfe,  indem  für  ihn  die  Grösse  h  (innerhalb  der  Versuchsgrenzen)  einen 
positiven  Werth  hat,  auf  welches  abweichende  Verhalten  zuerst  von  Hirn 
ftüfinerksam  gemacht  wurde»  — 


, 
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Das  innere  Arbeitsvermögen  eines  Gemisches  von  Danupf  c« 
gleichartiger  Flüssigkeit  nimmt  immer  ab,  ivenn  dasselbe  so  expandirt,  cüi 
die  verhältnissmässige  Dampfmenge  y  unverändert  bleibte  Denn  nach  §.  3* 

Gl.  (2)  ist 

dU dq         dQ dg 

'dt~dt'^^~dt~^'^^dt 

nnd  diese  Grösse  ist,  insoweit  sie  bis  jetzt  für  verschiedene  Substanzen  i 

verschiedenen  Zuständen  berechenbar  ist,  stets  positiv,  für  Wasser  z.  J 

nach  §.27,  GL  (10) 

=  (?  — 0,791  y, 

so  dass,  da  dt  zugleich  mit  dp  bei  der  Expansion  negativ  ist,  auch  dl7  ik^ 
gativ  sein,  also  C^  abnehmen  muss. 


§.  34.   Zustandsänderung  bei  eonstantem  inneren  Arbeitsvermögen. 

Wenn  U  constant  ist,  so  ist  nach  §.  30,  Gl.  (2  j  auch 

q   \-yQ  =  Con9t^=:q^  +  yißi ^'X.■^ 

falls  mit  ^1,  yj,  q^  die  Werthe  von  q^  y,  p  im  Anfangszustande  bezeichDel 

werden.    Daraus  folgt  die  Gleichung  der  isodynamischen  Curve,  näm- 
lich der  Zustandscurve  für  dieses  Gesetz  der  Zustandsäuderung: 

=  einer  Function  von  ^,  sofern  y,  (>,  J  Functionen  von  p  sind.  Nach 
Gl.  (1)  kann  auch  geschrieben  werden: 

woraus  für  den  Fall  der  Expansion  y  >  yi  folgt,  weil  nach  der  Bemerkung 
zu  Endo  des  vorigen  §.  die  Expansion  bei  cousUmter  verhältnissmässiger 
Dampfmenge  mit  einer  Abnahme  von  U  verbunden,  somit 

q  +  yiQ<qi-\-  ViQi 

ist.  Die  Expansion  nach  der  isodynamischen  Curve  ist  also  mit 
Verdampfung  von  Flüssigkeit  verbunden.  Wegen  dieser  Zunahme 
von  y  nimmt  A  nach  Gl.  (2)  bei  gegebener  Zunahme  von  v  weniger  zu,  also 
p  weniger  ab,  als  es  der  Fall  wäre,  wenn  y  unverändert  bliebe.  Von 
irgend  einem  Punkte  aus  nähert  sich  also  mit  wachsender  Ab- 
scisse  V  die  isodynamische  Curve  der  »-Axo  weniger  schnell,  als 
die  Curve  constanter  Dampfmenge. 
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Die  weitere  Untersuchung  des  Verhaltens  von  Dampf-  und  Flüssigkeits- 
hen  bei  Zustandsänderungen  nach  der  isodynamischen  Curve  ist  ohne 
Hher  liegendes  Interesse. 


$.35.   ZvstandsIlBderuBg  ohne  Mittheilang  oder  Entziehongr  von  Wftrme. 

Entsprechend  der  Voraussetzung  dQ  =  0  ist  nach  §.  30,  Gl.  (5) 

wonach,  wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 


t 

r 


'^ß  - 


y (1), 


0 

die  in  Rede  stehende  Zustandsänderung  charakterisirt  wird  durch  die 
Gleichung: 

a -{- yb  =  Canst  =  aj^ -\- i^^b^ .  (2), 

imter  a^,  ft^  und  y^  die  Worthe  von  «,  b  und  y  für  den  Anfangszustand 
Terstauden.  Die  Elimination  von  y  zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Zu- 
Standsgleichung  des  Gemisches  liefert 

=  einer  Function  von  p^  indem  «,  b  und  J  durch  p  bestimmt  sind.  Diese 
(tL  (3)  ist  *also  die  Gleichung  der  Zustandscurve  mit  den  Goordinaten  v  und 
p,  welche  der  in  Rede  stehenden  Art  von  Zustandsänderung  entspricht,  d.  i. 
die  Gleichung  der  adiabatischen  Curve. 

Diese  Zustandsänderung  nach  der  adiabatischen  Curve,  bezogen  auf 
ein  Gemisch  von  Wasserdampf  und  Wasser,  ist  von  besonderer  tech- 
nisclier  Wichtigkeit.  Dabei  sind  die  Werthe  von  zJ  in  der  Tabelle ,  §.  29, 
enthalten;  auch  die  Werthe  von 

r       Q  4-  ÄpA 

r       273  +  ^  ^  ^ 

können  mit  Hülfe  der  in  jener  Tabelle  enthaltenen  Werthe  von  ^,  q  und 
AfA  leicht  für  gegebene  Werthe  von  p  berechnet  werden.  Was  aber  die 
Grösse  a  betrifft,  so  ist  wegen 

aq  =  eit  =  (l  -f.-i-^-j--?-^«')^^  und  ^=r— 273 
\  10  10       / 
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t  i 


--M'^ 


+  4r.  (T-273)  +  -~(T^27Sy 


10' 


10 


di 


=   1 


4.273      9(2 


10^ 


9(273)^  \  rdT     /  4        2.9.273\ /" 

^TcTw/  "r'^Vio^       10^   // 


273 


+ 


J 


10 


/T         /   4  9  27S\  9     <' 

(273+.)rf*=l,056156M-  +  (^— ^^-,-).+_- 


oder  endlicb,  wenn  statt  des  natürlichen  Logarithmus  (In)  der  gewöhnliche 
Logarithmus  (lg)  zur  Basis  10  gesetzt  wird, 

273  +  ^ 


a  =  2,431884 /y 


273 


—  0,0002057^  +  0,00000045^«  .  .  (5). 


Folgende  Tabelle  enthält  die  hiernach  berechneten  Werthe  der  Grössen 
a  und  b  für  verschiedene  Werthe  von  p* 


P 

Atm. 


J« 


a 


Diflf. 
für  Jt  =  1. 


Dilt 
für  Jt  =  1. 


0,1 

46,21 

0,2 

60,45 

0,3 

69,49 

0,4 

76,25 

0,5 

81,71 

0,6 

86,32 

0,8 

93,88 

1,0 

100,00 

1,2 

105,17 

1,4 

109,68 

1,6 

113,69 

1,8 

117,30 

2 

120,60 

2,5 

127,80 

.3 

133,91 

14,24 
9,04 
6,76 
5,46 
4,61 
7,66 
6,12 
5,17 
4,51 
4,01 
3,61 
8,80 
7,20 
6,11 


0,15660 

0,20047 
0,22737 
0,24707 
0,26273 
0,27577 
0,29681 
0,31357 
0,32750 
0,33954 
0,35013 
0,35959 
0,36816 
0,38663 
0,40207 


0,00308 
0,00298 
0,00291 
0,00287 
0,00288 
0,00278 
0,00274 
0,00270 
0,00267 
0,00264 
0,00262 
0,00260 
0,00257 
0,00253 


1,79917 
1,69246 
1,62927 
1,58413 
1,54888 
1,52000 
1,47413 
1,43834 
1,40899 
1,38402 
1,86230 
1,34312 
1,32588 
1,28924 
1,25913 


0,00749 
0,00699 
0,00668 
0,00Si6 
0,00696 
0,00607 
0,00585 
0,00568 
0,00&54 
0.00549 
0,00531 
0,00629 
0.0060» 
0,00493 


*  In  der  2.  Aufl.  seiner  „Grundzttge  der  mechanischen  Wärme theorie**, 
S.  316,  theilt  Zeuner  eine  beschränktere  Tabelle  dieser  und  einiger  anderer 
Grössen  mit.  Die  dafür  dort  angeführten  Werthe  stimmen  mit  denen  der 
obigen  Tabelle  im  Allgemeinen  i^bis  auf  etwa  2  Einheiten  der  letzten  Decimal- 
stelle)  überein;  nur  die  Zeuner*schen  Werthe  von  a  (dort  mit  r  bezeichnet) 
für  I?  =  5  und  1?  =-  10  Atm.,  nämlich  a  =  0,44693  und  o  =  0,51297,  sind  offenbar 
fehlerhaft,  wie  das  Aenderungsgesetz  der  Differenzen  für  ät^l  erkennen  Itot. 
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P 

Ätm. 


Jt 


Diff. 
für  J«  =  1. 


3^ 

139,24 

4 

144,00 

4,5 

148,29 

0   . 

152,22 

5,5  i 

156,85 

B 

159,22 

7 

165,34 

8   ' 

170,81 

9 

175,77 

10 

180,31 

11 

184,50 

12 

188,41 

13 

192,08 

14 

195,53 

5,33 
4,76 
4,29 
3,93 
3,63 
3,37 
6,12 
5,47 
4,96 
4,54 
4,19 
3,91 
3,67 
3,45 


0,41537 
0,42713 
0,43763 
0,44713 
0,45586 
0,46391 
0,47841 
0,49122 
0,50272 
0,51314 
0,52267 
0,53152 
0,53976 
0,54746 


0,00250 
0,00247 
0,00845 
0,00242 
0,00240 
0,00239 
0,00237 
0,00234 
0,00232 
0,00230 
0,00297 
0,00226 
0,00225 
0,00228 


1,23358 
1,21129 
1,19163 
1,17395 
1,15790 
1,14322 
1,11714 
1,09441 
1,07425 
1,05618 
1,03980 
1,02477 
1,01088 
0.99802 


Diff. 
für  dt  =  1. 


0,00479 
0,00468 
0,00458 
0,00450 
0,00442 
0,00436 
0,00426 
0,00416 
0,00406 
0,00398 
0,00391 
0,00384 
0,00378 
0,00373 


Um  durch  Interpolation  die  Werthe  von  a  und  h  für  solche  Werthe 
Ton  p  dieser  Tabelle  zu  entnehmen,  welche  nicht  unmittelbar  darin  ent- 
halten sind,  kann  man  bemerken,  dass  die  Differenzen  Ja  und  Ab  von  a 
nnd  h  viel  besser  den  Differenzen  von  <,  als  denen  von  p  proportional  ge- 
setzt werden  können;  denn  innerhalb  der  Grenzen  der  Tabelle  liegt  Aa 
^  At  =1  zwischen  den  engen  Grenzen  0,00308  und  0,00223, 
farJp  =  l         „  „    weiten       „        0,4387       „    0,0077, 

ebenso  Ab 

f(^  S  =1  zwischen  den  engen  Grenzen  0,00749  und  0,00373, 
mr  Ap  =  l         „  „    weiten       „        1,0672       .,    0,0129. 

Zum  Zweck  der  Interpolation  sind  deshalb  die  Werthe  von  t  und  die  Diffe- 
renzen von  a  und  b  ^r  At  =  1  in  der  Tabelle  hinzugefügt  worden.  So 
istz.  B. 

^p  =  l,b  Atm.  nach  der  Tabelle  in  §.29:  ^^111,74,  also 
11  =  0,33954  +  0,00264  (111,74  —  109,68)  ^  0,34498 
b  =  1,38402  —  0,00542  (1 1 1,74  — 109,68)  =  1,37285 , 
wihrend  die  Interpolation  nach  Proportionalwerthen  von  Ap  weniger  richtig 
liefern  würde: 

«  =  4  C0,33954  +  0,3501 3)  =  0,34483 

h  ^    -  (1,38402  +  1,36230)  =  1,37316. 

Mit  Hülfe  der  obigen  Tabelle  kann  für  ein  Gemisch  von  Wasserdampf 
Bod  Waaser  leicht  die  adiabatische  Gurve,  welche  durch  einen  gegebenen 
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;ii. 


%' 


^M- 


+-10^  ^^-' 


ruirt  werden.    D< 
i'Ue  und  die  Tx 


4.273      9(27 


273^\  Cdü 


278 


+ 


10^/ 


(273  +  0^^=1,056156/» 


oder  endlich,  wenn  statt  des  natOrlicheu 
Logarithmus  {lg)  zur  Basis  10  gesetzt  v 

273  -I—  t 
«  =  2,431884/^-2^^^ 0,00 

Folgende  Tabelle  enthält  die  hierna 
a  und  h  fOr  verschiedene  Werthe  von  ^ 


0,1 

46,21 

0,2 

60,45 

0,3 

69,49 

0,4 

76,25 

0,5 

81,71 

0,6 

86,32 

0,8 

93,88 

1,0 

100,00 

1,2 

105,17 

1,4 

109,68 

1,6 

113,69 

1,8 

117,30 

2 

120,60 

2,5 

127,80 

3 

133,91 

14,24 
9,04 
6,76 
6,46 
4,61 
7,56 
6,12 
5,17 
4,51 
4,01 
3,61 
3,30 
7,20 
6,11 


0,15660 
0,20047 
0,22737 
0,24707 
0,26273 
0,27577 
0,29681 
0,31357 
0,32750 
0,33954 
0,35013 
0,35959 
0,36816 
0,38663 
0,40207 


*  In  der  2.  Aufl.  seiner  „Grundzü 
S.  316,  theilt  Zeuner  eine  beschränkte 
Grössen   mit.    Die   dafür  dort   angefühi 
obigen  Tabelle  im  Allgemeinen  (hv&  auf 
stelle)  nberein;  nur  die  Ze an e raschen 
für  j9  =  5  und  j)  ==  10  Atm.,  nämlich  a  =■- 
fehlerhaft,  wie  das  Aenderungsgesetz  dei 


let  man  dann  ebei 

Msche  Curve  und 
1  Punkt  (e,  p)  gel 
.  dass  dem  Früh< 
inen  gewissen,  di 
t,  mit  der  £xpa] 
il weise  Condens 
//  verbunden  ist, 
I  den  höchsten 
,  wenn  y  >►  0,6 


!|^ 


<  iineller  zu,  somit 
t  bliebe.    Von  iri 
y  die  adiaba< 
tautcr  Dampfm< 
•  liueller  nähert, 
im  Vorhergohei 
/ustandscunren  ei 
I  ist 'hos  in  einem 
tt  ^punkte  (r,  p)  ül 
niander,  wie  Fig. 
r^  =  0  würde 
CohbL  bei 
l^^'nde  Wertho  von 

!'.  <les  Gemisches 


f's 
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ndlicher  Grösse,  bei  welcher  die 
ond  die  verhältnissmässige  Dampf- 

Vy^QY—yQ (6). 

1  Q  durch  f  bestimmt,  während  nach 


-\-^- ^7) 

'\  und  hy^  durch  /?i,  a  und  h  durch  /? 


die  Arbeit  zu  berechnen,  welche  der 
•  ch  Expansion  verrichtet,  wenn  er  ohne 
i't  wird  und  dieser  gegen  Wärmeverluste 
isser  dem  Anfangszustande  nicht  sowohl 
vielmehr  das  Expansionsverhältniss 

V 

i'benswerth,  durch  eine  mögliclist  einfache 

irbeit  als  unmittelbare  Function  der  mit 

(Irösseu  und  des  Expansionsverhältnisses  e 

A  eck  ist  erreicht,  wenn  sich  die  adiabatische 

itsgemisches  durch  eine  einfache  Gleichung 

/>  und  V  darstellen  lässt;  denn  dann  ist  bei 


-  F{v)  —F(v^)  =  Fr^]  —  F(v,). 

(ileichung  hat  zuerst  Rankine 

=  ConsL  =^  p^Vi'"' (8) 

irhung  pv**  =-  Const,  der  adiabatischeu  Curve 

ird  zwar  der  Exponent  m  nicht  (wie  dort  der 

111  eine  Function  des  Expansionsverhältnisses 

mI  bestimmenden  Grössen  p^  und  y^  sein;  in- 

><)  schon  dadurch  als  praktisch  brauchbar  ge- 

iiinlänglich  wenig  mit  ^,  p^  und  y^  veränderlich 

^^ewissen  Gruppen  von  Aufgaben  ohne  wesent- 

ttelwerthe  setzen  zu  können. 
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Zur  Bestimmung  des  Exponenten  m  bei  gegebenen  Werthen  von  e^  p^ 
und  y^  insbesondere  fllr  ein  Gemisch  von  Wasserdampf  und  Wasser 
ist  es  mit  Rücksicht  auf  die  Einrichtung  der  Tabellen  in  diesem  §.  und  in 
§.  29,  welche  die  in  Betracht  kommenden  Grössen  unmittelbar  als  Functionen 
der  Pressung  enthalten,  am  bequemsten,  diese  Bestimmung  zunächst  fCLr  ge- 
gebene Werthe  von  p,  p^,  uud  y^  auszuführen,  wodurch  dann  bei  gleich- 
zeitiger Bestimmung  des  entsprechenden  Werthes  von  e  auch  der  Zusammen- 
hang zwischen  m  und  e^  p^,  y^  sich  ergiebt.    Man  findet  dann  nämlich 

zunächst  y  aus  Gl.  (7), 

dann  v  =  0,001  +  yJ;     v^  =  0,001  +  y^A^ ; 

und  aus  Gl.  (8) 


V 


r. 


m 


=  ^  =  — ;      m  =: 
Pl 


Pl 

Ige 


Auf  diese  Weise  ergeben  sich  für  verschiedene  Werthe  von  yi,  p^ 
und  p,  welche  zwischen  solchen  Grenzen  gewählt  sind,  dass  dieselben  bei 
den  hier  vorzugsweise  in  Betracht  kommenden  technischen  Anwendungen 
selten  erheblich  überschritten  werden,  die  in  den  folgenden  3  Tabellen 
enthaltenen  Werthe  von  y,  s  und  m. 


Px-^ 


-{ 


^oi 


l^i-S 


Pl 


\ 


=  l/ 


i)yi 


1. 


p  =  0,5 


y  =  0,8541 

c  =  0,0863 

m  =  1,1319 


y  -  0,9615 

€  =  0,5412 

m  =- 1,1291 


0,8844 
0,1602 
1,1356 


y  =  0,8882  ■  0,9211 


e  -  -  0,1592 
m  — 1,1315 

0,2949 
1,1353 

y  —  0,9241 

e  —  0,2934 

m  — 1,1304 

0,9598 
0,5428 
1,1345 

0,9182 
0,2962 
1,1393 

0,9581 
0,5442 
1,1394 


•4 


0,9564 
0,5.453 
1,1432 


§.35. 
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2)  y^  =r  0,9. 
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ft 


-.{ 


-4' 


Pl 


Pl 


1>1  = 


«{ 


4/ 


P  =  0,5 


e 


=  0,7834 
=  0,0847 
- 1,1234 


y  =  0,8100 

e  =  0,1571 

m  =  1,1235 

y  =  0,8385 

e  =  0,2910 

m  =  1,1231 

y  =  0,8686 

e  =-  0,5892 

m  =  1,1222 


0,8083 
0,1578 
1,1264 

0,8369 
0,2922 
1,1268 

0,8676 
0,5405 
1,1265 


0,8357 
0,2930 
1,1293 

0,8667 
0,5415 
1,1301 


3)  yi  =  0,8. 


p  =  0,5 


€  = 


0,7128 
0,0828 
1,1131 

0,7318 
0,1546 
1,1139 


y  =  0,7529 

e  =  0,2881 

m  =- 1,1141 

y  =  0,7757 

e  =  0,5367 

m  « 1,1137 


0,7322 
0,1550 
1,1152 

0,7527 
0,2889 
1,1164 

0,7754 
0,5376 
1,1168 


0,7532 
0,2891 
1,1172 

0,7753 
0,5382 
1,1187 


0,8661 
0,5421 
1,1322 


0,7757 
0,5382 
1,1187 


In  jeder  dieser  3  Tabellen  findet  man  die  Differenzen  der  nebenein- 
ander stehenden  Werthe  von  m  nahe  gleich  gross  ebenso  wie  die  ent- 
sprechenden Differenzen  der  Werthe  von  Ige^  so  dass  sich  für  einen  gege- 
benen Werth  von  y^  näherungsweise  setzen  lässt: 

m  =  a  -{-b.  Ige^ 
unter  h  eine  Constante  und  unter  a  eine  Function  von  p^  verstanden,  welche 
out  grosser  Annäherung  durch  die  Formel 
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ausgedrückt  werden  kann,  so  dass  schliesslich 

ni  =  a  —  ßp^-{-YlgPi-{-hige (9) 

wird,  während  a,  j3,  7,  b  nur  noch  von  yj  abhängig  bleiben.  Insbesondere 
ergiebt  sich  auf  Grund  obiger  Tabellen  für 

y^=l:    m=-.  1,1334  —  0,0004 p^  +  0,0188  igp^  +  0,0145  Ige 

yi  =0,9:  m=  1,1256  — 0,0006  Pi  +  0,0165 /^p,  +  0,0117  i^« 

y,  =r:  0,8:  OT  =  1,1166  —  0,0008  p,  +  0,0124  Igp^  +  0,0081  Ige, 

worin  p^  in  Atm.  ausgedrückt  vorausgesetzt  ist  und  lg  einen  gewöhnlid^jen 
Logarithmus  zur  Basis  10  bedeutet.  Die  hiernach  berechneten  Werthe  von 
m  differiren  von  den  Tabellenwerthen 

für  y,  =  1  .        0,9         0,8 

um  höchstens  0,0002    0,0004   0,0005. 

Mit  entsprechender  Annäherung  kann  m  für  andere  Werthe  von  y^, 
welche  >  0,75  sind,  nach  Gl.  (9)  berechnet  werden,  wenn  darin  gesetzt 
wird: 

a=       1,0014  + 0,192  y^— 0,06  y^* 

ß=       0,0024  —  0,002  yi 

Y=r—  0,0852  +  0,194  y^  —  0,09  y^  * 

b=  —  0,0495  +  0,104  y^  —  0,04  y,  K 

Zu  einer  einfacheren,  wenn  auch  weniger  genauen  Formel  für  m  führt 
die  Bemerkung,  dass  die  Werthe  von  m  in  den  obigen  3  Tabellen  sich  mit 
Pj^  erheblich  weniger  und  weniger  regelmässig  ändern,  als  mit  p^  und  dass, 
wenn  mau  deshalb  für  diejenigen  Werthe  von  w,  welche  gleichen  Wertheo 
von  p  und  verschiedenen  Werthen  von  p^  entsprechen,  ihre  Mittelwerthe 
setzt,  mit  mindestens  derselben  Annäherung  auch  die  Differenzen  dieser 
Mittelwerthe  einander  gleich,  also  den  in  den  Tabellen  Constanten  Diffe- 
renzen von  /yp  proportional  gesetzt  werden  können.    Setzt  man  somit 

m  =  a  -\-  hlap^ 
so  ist  auch  wegen  p^=:p^y-^A  =p^e***  nach  Gl. (8) 

Auf  Grund  der  obigen  tabellarischen  Ausrechnungen  findet  man,   wenn 

wieder  p^  in  Atm.  ausgedrückt  ist  und  lg  einen  Logarithmus  zur  Basis  10 
bedeutet. 
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für  yi  =   1     0,9    0,8 
«  =  81,95  111,85  201,04 
ß^  72,20   99,30  180,18 

und  die  hiernach  berechneten  Werthe  von  m  diiferireii  von  den  Tabellen- 
werthen 

für  y,  =        1  0,9  0,8 

nni  höchstens  0,00 1 7     0,00 1 1     0,00 1 3 . 

Für  andere  Werthe  von  yj  >>  0,75  kann  m  nach  der  Formel 

_  81,95  +  2983  (l^-yj-  +  fgPi 

''^       72,20  +  2705(1— yi)-  —  /^<'       ^     ^ 

berechnet  werden. 

Will  man  sich  mit  einer  noch  geringeren  Annäherung  begnügen,  so 
kann  man  bemerken,  dass  der  Exponent  m  in  geringerem  Grade  von  p^ 
nnd  f,  als  von  y^  abhängt,  so  dass  er  behnfs  einer  ersten  Annähening  als 
Function 'von  y,  allein  dargestellt  werden  kann.  In  der  That  weichen  die 
Mittel  der  je  10  einzelnen  Werthe  von  m  in  den  obigen  Tabellen,  nämlich 

für  y^  =r  1  0,9  0,8 

w=  1,1350     1,1264     1,1158 
um  höchstens  0,0082     0,0058     0,0029 

von  den  betreffenden  Einzelwerthen  ab,  während  sie  von  ihrem  Hauptmittel 
=  1,1257  bis  zu  0,0099  differiren.  Jene  Mittelwerthe  lassen  sich  aber 
in  der  Fomüel 

m  =1,035-1- 0,1  yi (11) 

zusammenfassen,  welche  für  y^  >  0,7  aus  ähnlichen  Proberechiiungon,  wie 
die  oben  mitgetheilten,  von  Zeuner  abgeleitet  wurde.  — 

Wenn  nun  auf  diese  Weise  der  Exponent  m  in  der  vorausgesetzten 
Znstandsgleichung  (8)  den  Umständen  entsprechend  angemessen  bestimmt 
wird,  so  können  auf  die  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme 
stattfindende  Zustandsänderung  des  in  Rede  stehenden  Gemisches  ohne 
Weiteres  die  Formeln  in  §.  20  angewendet  werden,  insoweit  in  denselben 
die  Temperatur  nicht  vorkommt,  deren  Beziehungen  zu  p  und  v  dort  und 
hier  wesentlich  verschieden  sind.  Ist  also  ausser  dem  Anfangszustande  das 
Expansionsverhältniss 

« 
V 


e^-' 


gegeben,  so  ist  nach  §.  20,  Gl.  (4)  die  Expansionsarbeit  pro  1  Kgr.  des  Ge- 
misches: 
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E=  -^  (1— ^-i») (12) 

m — 1 

und  unmittelbar  nach  Gl.  (8)  die  Pressung  im  Endzustande 

V  =  Pi^ (13). 

Durch  p  sind  auch  die  übrigen  davon  abhängenden  Grössen  bestimmt  (für 
ein  Geraisch  von  Wasser  und  Wasserdampf  nach  der  Tabelle  in  f.  29), 
unter  anderen  die  Grösse  J,  womit  dann  aus  der  Gleichung 

auch  die  verhältnissmAssige  Dampfinenge  im  Endzustande 

gefunden  wird. 

Handelt  es  sich  umCompression,  so  kann  fireilich  der  Coefficient 
«n,  welcher  in  diesen  Formeln  den  Anfangswerthen  f^^  y^  und  dem  gege- 

«?- 
benen  Compressionsverhältnisse  e  =  ~    >>  1  entspricht,  nach  obigen  Re- 
geln nicht  direct  bestimmt  werden;  man  müsste  vielmehr  zu  dem  Ende  die 
obigen  Tabellen  unter  1),  2)  und  3)  (oder  andere  entsprechende  Ausrech- 
nuügen)  zur  Barstellung  von  m  als  Function  der  dortigen  Grössen  p^  y  und 

von  —    benutzen.    Indessen  kann  man  in  diesem  für  die  Anwendungen 

e 

weniger  wichtigen  Falle  mit  einem  vorläufig  angenommenen  Werthe  von  m 
nach  Gl.  (13)  und  (14)  die  Grössen  p  und  y  berechnen  und  dann  nach  den 
oben  für  m  aufgestellten  Formeln,  in  welchen  diese  Werthe  p  und  y  für  /»i 

und  y^  sowie  —  für  «  zu  setzen  sind,  die  Zulässigkeit  des  angenommenen 

e 

Werthes  von  m  prüfen^  Die  zur  ComprQssion  pro  1  Kgr.  aufzuwendende 
Arbeit  ist 

m — 1 
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§.  36.    Miseliaii^  zweier  Dampf-   und   Flttssigrkeitsgremische  Ton  gleicher 

Art  und  Terseliiedenem  Zustande. 

Ein  Gefass  A^  enthalte  w^  Kgr.  eines  Gemisches  von  Dampf  und 
gleichartiger  Flüssigkeit;  die  Pressung  sei  -^  p^^  die  Dampfmenge  -=  y^ 
in  1  Kgr.  des  Gemisches. 

Ein  zweites  Gefäss  A^  enthalte  w^  Kgr.  eines  Dampf-  und  Flüssig- 
keitsgemisches von  derselben  Art  wie  das  Geßlss  A^-^  die  Pressung  in  A2 
sei  ^=  p^^  die  Dampfmenge  =  y^  in  1  Kgr.  des  Geraisches. 

Wenn  beide  Gefässe  in  Communication  g(»setzt  werden,  so  findet  eine 
Mischung  statt,  eine  nicht  umkehrbare  Zustaudsänderung,  deren  stetiger 
Verlauf  sich  einer  rechnungsmässigen  Untersuchung  entzieht.  Dagegen  ist 
es  leicht,  den  Zustand  zu  ermitteln,  welchen  die  Masse  in  den  vereinigten 
Geissen  angenommen  haben  wird,  nachdem  die  Bewegung  aufgehört  hat 
ond  eine  gleichförmige  Mischung  eingetreten  ist,  falls  die  Wärmemenge 
=^  Q  gegeben  ist,  welche  unterdessen  etwa  von  aussen  durch  die  Wandun- 
gen der  Gefässe  hindurch  der  Masse  mitgetheilt  wurde.  Dieser  Zustand  ist 
bestimmt  durch  die  Pressung  ■=^  p  und  die  Dampfmenge  =  y  in  1  Kgr. 
des  resultirenden  Gemisches,  vorausgesetzt  dass  letztere  nicht  ^>  1  gefunden 
wird  als  Zeichen  des  eingetretenen  Zustandes  der  Ueberhitzung. 

Eine  erste  Gleichung  zur  Bestimmung  dieser  beiden  Unbekannten  p 
imd  y  ergiebt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  das  Gesammtvolumen  sich  nicht 
geändert  hat  Ist  nämlich  V^  das  Volumen  des  ersten,  Fg  das  Volumen 
des  zweiten  Geülsses,  so  ist 

•Fl  =  7«,  {w  +  y^A^y,      V^  =  Mg  {w  -|-  yjj4) 
und  das  Volumen  des  resultirenden  Gemisches 

folglich 

(m^+ni^)yA  =  m^yiAi-\-m^y^A^ fl). 

Ferner  ist  nach  der  allgemeinen  Gleichung  des  Arbeitsvermögens 
—  §.11,  Gl.  (1)  —  für  jedes  der  beiden  ursprünglichen  Gemische 

d(L-\-  U)  =  dM-\-  dP  +  W.  dQ, 

Wenn  man  für  jedes  von  beiden  das  Integral  dieser  Gleichung  über 
den  ganzen  Verlauf  ihrer  gegenseitigen  Mischung  ausdehnt,  wobei 

AU'i,  P^,  Öl  imdAU^,  P,„  Q^ 
die  Aenderung  des  inneren  Arbeitsvermögens,  die  Arbeit  des  äusseren  Drucks 

Oranhof,  theoret.  Maschinenlelue.    I.  12 
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und  die  mitgetheilte  Wärme  für  das  erste  resp.  zweite  Gemisch  bedeuten 
sollen,  so  ergiebt  sich  bei  Abstraction  von  Massenkräften  und  mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  zu  Anfang  und  zu  Ende  Ruhe  stattfindet,  die  resultirende 
Aenderung  der  lebendigen  Kraft  L  folglich  für  jeden  von  beiden  Theilen 
=  0  ist, 

ATI^  --=r  Pj  -f  WQ^,     AU^  =  P^  -\-  WQ^. 

Hieraus  folgt 

^(^1  +  C^2)=  ^ö  oder  A{AU^  ■^AU^^=Q, 
weil  die  Arbeiten  i\  und  P^  nur  von  dem  gegenseitigen  Druck  zwischen 
beiden  Gemischen  herrühren,  somit  P^-\-  P^z=o  ist,  und  weil  ebenso  die- 
jenigen Bestandtheile  von  Q^  und  Ög,  welche  von  dem  gegenseitigen  Wärme- 
austausch herrühren,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Indem  nun  die  Körper- 
wärme oder  der  Wärmewerth  des  inneren  Arbeitsvermögens  beider  Ge- 
mische zusammen  --=  AU^  -^  AU^ 

im  Anfangszustande  =  %  {q^  +  ^iPi)  +  %  (^a  +  ViQt) 

und  im  Endzustande  =  (m^  -|-  m^)  {q-\-  yg) 
ist,  ergiebt  sich 

(wi  +  ma) {q  +  yg)  —  m^{q^  +  y^Q^)  +  m^(q^  +  y^Q^)  +Q  .  .  (2). 

In  diesen  Gleichungen  (1)  und  (2)  sind  q,  q  und  A  Functionen  von  p\ 
aus  der  Gleichung,  welche  durch  Elimination  von  y  entsteht,  ist  p  durch 
Probiren  zu  ermitteln,  wonach  sich  y  aus  Gl.  (1)  ergiebt. 

Wenn  insbesondere  Q  =  0  ist  und  p^  >  j»2  vorausgesetzt  wird,  so  ist 
für  gewisse  Anwendungen  von  Interesse  die  Frage  nach  derjenigen  Wärme 
=  Qi  resp.  Qg)  welche  der  in  den  communicirenden  Gefässen 
nach  erfolgter  Mischung  in  Ruhe  gekommenen  Gesammtmasse 
mitgetheilt  resp.  entzogen  werden  müsste,  um  ihre  Pressung 
von  p  bis  Pi  zu  erhöhen  resp.  bis  p^  zu  erniedrigen.  Die  erstere 
Wärme  ist  nach  §.32,  GL  (2) 


Öi=(%  +^2) 


^'-'+A^-i 


^i—9  +  y^j—yQ 


oder,  wenn  für  yA  und  yp  die  Werthe  aus  Gl.  (1)  und  (2)  substituirt  werden, 


Oj  =(%  +Wsj) 


9i — 9-\ 


1»!   +  ^2  Ay 

_j  ^^1  (gl  +  yigi)  +  ^2(^2  +  y^Qi)  _,  ^ ; 

»«8  J 
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=^9i  +^iyiQi  +^%y2A 


2 


9x 


^iViQi  —  ^ii^t  +  ytQi) 


oder 


Q^=m 


2 


^1—^2+^24(1^  — 


Q% 


lg/ j 


(3); 


die  spedf  Bampfineiige  y\  welche  nach*  Mittheilung  dieser  Wärme  die  re- 
soltirende  Mischang  besitzt,  ist 


(4). 


Die  Wärmemenge  Qi  ist,  wie  ans  GL  (3)  und  ans  §.  32,  Gl.  (2)  ersichtlich, 
derjenigen  gleich,  welche  der  Masse  m^  im  Gefösse  J^  vor  der  Mischung 
hätte  mitgetheilt  werden  müssen,  um  ihre  Pressung  bis  p^  zu  erhöhen-,  ihre 
specif.  Dampfmenge  wäre  dadurch  zunächst 

^24 


y$  = 


^A 


geworden,  und  erst  nach  Herstellung  der  Communication  zwischen  beiden 
Gefässen  hätte  sich  die  mittlere  specif.  Dampfmenge 

=: ^=r  y 

W»!   -f~  ^2 

ergeben. 

Die  Wärme  Q^  ergiebt  sich  offenbar  aus  61.  (3)  durch  Vertauschung 
der  Marke  1  mit  der  Marke  2  und  Multiplication  des  ganzen  Ausdrucks 
mit  —  1 ;  sie  ist  also 


Qi=~-M^ 


92  —  9i  +  Vi  4 


(>2  Q 


\Zlu 


4VJ 


W, 


?! 


..+».4(f-f 


2/J 


(5) 


=  derjenigen  Wärme,  welche  der  Masse  m^  im  Gefasse  A^  vor  der  Mischung 
hätte  entzogen  werden  müssen,  um  ihre  Pressung  bis  p^  zu  erniedrigen. 
Die  specif.  Dampfmenge  der  resultircuden  Mischung  nach  Entziehung  dieser 
Wärme  ist 

yA vniVxA^-^-m^y^A^ 


'2 


(wj  +»ia)4 


(6). 


12' 
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IIL    üeberhitzter  Dampf. 
§.  37.   Erfahriiiigräiullssig'e  Orundlaj^eu. 

Um  das  Verhalten  überhitzter  Dämpfe  mit  Hülfe  der  allgemeiueu 
Formeln  der  mechanischen  Wärmetheorie  unter  beliebig  gegebenen  Um- 
ständen untersuchen  zu  können,  ist  die  Kenntniss  ihrer  Zustandsgleichung„ 
d.  h.  der  Beziehung  zwischen  dem  specif.  Volumen  t?,  der  Pressung  p  und 
der  Temperatur  t  resp.  T:=^  273  -|-  <  erforderlich.  In  allseitig  befriedigen- 
der Weise  und  gleichmässig  zutreffend  für  den  ganzen  Umfang  des  Zustauds- 
gebietes  vom  Zulande  der  Sättigung  bis  zum  entgegengesetzten  Greiizzu- 
stande  (dem  Gaszustande),  also  von  verschwindend  kleiner  bis  zu  unendlich 
grosser  Ueberhitzung,  hat  diese  Zustandsgieichung  bisher  nicht  aufgesteUt 
werden  können,  weil  die  dazu  nöthigen  erfahrungsmässigen  Grundlagen 
noch  nicht  in  genügendem  Umfange  vorhanden  sind. 

Dieselben  betreffen  zunächst  die  A  b  w  e  i  c  h  u  n g e  n  der  Dämpfe  vom 
M ariotte'scheu  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze,  welche  indessen 
(insbesondere  von  Regnault)  hauptsächlich  nur  für  solche  Zustände  näher 
untersucht  worden  sind,  welche  dem  Grenzzustande  der  Sättigung  nicht 
nahe  kommen.  Wenn  das  specif.  Volumen,  die  Pressung  und  die  Tempe- 
ratur für  zwei  verschiedene  Zustände  mit 

Vq.Pq.  f'Q  und  Vi,  Pi,  U 
bezeichnet  werden,  und  wenn 

m:=  -   für  t^  >>  Iq  und  p^  =Poy 

P\ 
Wj  =^  -     für  t^  ^  t'Q  und  «7^  =  t?^, 

Pa 
n=r  für  t^  -    tQ  und  v^  ^  «^o»  ^'^o  p^  <C  p^ 

gesetzt  wird,  so  sollte  nach  dem  Mariotte'schen  und  Gay-Luasac'scben 

Gesetze 

T 

m  =  m*  =    *  und  n  =  l 

T 

sein.    Die  Kegnault'schen  Versuche  aber  ergaben  m  und  t«,  bei  gleichen 

T 

Werthen  von  t^  und  t^  (nämlich  ^o  ^^^  0  und  t^  =  100)  um  so  mehr  ^  \ 

^0 
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Je  ^sscr  ^0  ^^9  ^^^  gleichen  Wertheu  von  p^  zudem  m  etwas  7^-  i/ij, 
endlich  n  bei  gleichen  Werthen  von  t^  =  t^  um  so  mehr  >  1 ,  je  grösser 
Pi  und  Pq — p^  waren;  die  Abweichungen  wachsen  also  mit  der  Verdichtung 
des  Dampfes,  d.  h.  mit  seiner  Annäherung  an  den  Sättigungszustand.  Bei- 
spielsweise für  Kohlen  säuredampf  sind  die  gefundenen  Werthe  von  m, 
Mj  und  n  in  folgenden  Tabellen  zusammengestellt,  wobei  für  die  Pressungen 
die  sie  messenden  (juecksilberhöhen,  in  Millimetern  ausgedrückt,  gesetzt  sind.* 

^^  =  0;  ^1  =  100. 


Po  -=  Pl 

m 

Po           1      "*l 

im 

1 
1,3710  •' 

758 

1,3«86 

2520   ;  1,3845  ! 

im      '   1,3694 

1743 

1,3752 

' 

1 

3589 

1,3860 

'.-', 

Pi 

Po 

n 

to  -  U            Pl 

Po 

n 

3,2s 

7f;4 

1517 

1,008 

3,20    487« 

14478 

1,109 

:U)l 

1423 

2789 

1,013 

3,10 

^i820 

12791 

1,066 

3,32 

21G4 

4247    1,010 

.3,1« 

(>820 

20284 

1,177 

3,tö 

318G 

«205    1,029 

3,15  '   8395 

15483 

1,084 

3,B5 

3185 

1152« 

1  1,087 

3,15    8394 

20766 

1,169 

aa") 

31«« 

11045  ;  1,081 

3,15    8395 

20648 

1,167 

3.VJ 

3S(>7 

7359    1,035 

2,68    9«18 

17450 

1,100 

3.54; 

:mn 

11195    1,077 

,  2,«8     9«20 

20791 

1,156 

3.2t) 

4877 

9332    1,04« 

2,«8    9«1« 

20689 

1,154 

3.2«) 

4877 

14377 

'  1,107 

1 

1 

1 

Auf  Wasserdampf  haben  sich  die  Regnaul t'schen  Versuche  in  dieser 
Hinsicht  noch  nicht  erstreckt.  Zwar  fand  Siemens,**  dass,  wenn  gesättigter 
Wasserdampf  von  1  Atm.  Pressung,  also  t  =■-  100®,  getrennt  von  Wasser 
unter  constantem  atmosphärischem  Druck  weiter 

um  10«     15,6*^     26,50     86,1«  erhitzt  wird, 

•    er  sich  5  4  3  2       Mal 

80  Stark  ausdehnt,  als  atmosph.  Luft;  indessen  bedürfen  diese  Angaben  einer 

weiteren  Bestätigung  und  Ergänzung,  um  als  zuverlässige  Grundlage  für 

die  Ableitung  allgemeiner  Formeln  dienen  zu  können,  indem  Fairbairn 


*  Mem.  de  l'Acad.  Roy.  des  Sc,  T.  21,  p.  112,  117,  388—393. 
♦*  Civil  Engin.  and  Archit.  Joum.  ia52,  p.  294. 
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und  Täte*  den  Aasdchnungscoefficienten  des  wenig  überhitzten  Wasser- 
dampfes zwar  auch  viel  grösser  fanden,  als  denjenigen  der  Luft,  indessen 
mit  der  Ueberhitzung  so  schnell  abnehmend,  dass  er  im  Widerspruch  mit 
den  obigen  Angaben  von  Siemens  schon  wenige  Grade  über  der  Sättigungs- 
temperatur  dem  Ausdehnungscoefficienten  der  Luft  nahe  gleich  werden  soll. 

Andere  Versuche,  das  Verhalten  der  Dämpfe  betreffend,  beziehen  sich 
auf  ihre  specif.  Wärme  Cp  bei  constanter  Pressung,  welche  nament^ 
lieh  auch  von  Regnault  für  eine  grosse  Zahl  von  Dämpfen  bestimmt  wor- 
den ist**  Ob  und  nach  welchem  Gesetze  etwa  diese  Grösse  mit  dem  Zu- 
stande des  betreffenden  Dampfes  sich  ändert,  ist  freilich  mit  Bestimmtheit 
noch  nicht  aufgeklärt.  Für  die  Kohlensäure  wurde  zwar  aus  Versuchen, 
bei  denen  ihre  T.emperatur  zwischen  —  30®  und  -f-  210®  lag,  eine  sehr 
merkliche  Zunahme  von  Op  mit  der  Temperatur  nachgewiesen,  indem  daraas 
(bei  atmosphärischer  Pressung)  gefolgert  werden  konnte: 

Cp  ==  0,1870     0,2145     0,2396 
für  ^  =       0®  100®         200®. 

Indessen  ist  es  möglich,  dass  dieser  bedeutende  Einfluss  der  Temperatun 
hauptsächlich  auf  einer  der  Kohlensäure  eigenthümlichen  Veränderlichkeit 
ihres  Molckularzustandes  beruht  und  nicht  allgemein  mit  der  (bei  diesen 
Versuchen  in  der  That  nur  sehr  geringen)  Abweichung  vom  Mariotte*schen 
und  Gay-Lussac'schen  Gesetze  zusammenhängt;  auch  konnte  Regnault  bei 
anderen  Versuchen,  bei  denen  unter  übrigens  ähnlichen  Umständen  die 
Pressung  der  Kohlensäure  im  Verhältnisse  1 : 8  verschieden  gewählt  wurde, 
einen  Einfluss  der  Pressung  auf  Cp  mit  Sicherheit  nicht  erkennen. 

Für    Wasserdampf    von    atmosphärischer    Pressung,    für    welchen 

« 

Regnault  früher  Cp  =  0,475  gefunden  hatte,  liegen  4  neuere  Versuchs- 
reihen vor,  aus  denen  sich  für  die  Temperaturintervalle 
t  =r  127,7  bis  231,1;  137,7  bis  225,9;  124,3  bis  210,4;  122,7  bis  216,0 
Cp^.         0,4688  0,4811  0,4808  0,4796 

als  betreffende  Mittelwerthc  ergaben.  Den  ersten  dieser  Werthe  erklärt 
Regnault  selbst  für  weniger  zuverlässig;  ans  den  übrigen  ergiebt  sich  im 
Mittel 

Cp  =  0,4805. 

Uebrigens  sind  die  obigen  Tempcraturintervalle  zu  wenig  unter  sich 


•  Phil.  Magazine.  Vol.  XXI.  1861,  p.  233. 

"**  £r  berichtet  darüber  im  2.  Bande  seiner  «Relation  des  expöriences 
entreprises  pour  d^terminer  les  principales  lois  et  les  donnees  numeriques  qoi 
entrent  dans  le  calcul  des  machines  ä  vapeur",  welcher  1862  als  Tome  XXVI 
der  Möm.  de  TAcad.  des  Sciences  de  Tlnst.  imp4r.  de  France  erschienen  ist. 
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Terschieden,  als  dass  diese  Versuche  über  eine  etwaige  Veränderlichkeit 
der  speci£  Wärme  c^  des  Wasserdampfes  mit  dem  Grade  seiner  lieber- 
hitzong  irgend  einen  Aufschluss  gewähren  könnten.  Die  Prüfung  dieses 
Umstandes  hat  Regnault  späteren  Versuchen  vorbehalten.  — 

In  Betreff  des  Wasserdampfes  sind  ferner  zweierlei  Versuchsreihen 
?on  Hirn  besonders  werthyoU.  Die  erstere  betrifft  das  direct  durch  Wä- 
gong  bestimmte  specif.  Volumen  t^  bei  verschiedenen  Pressungen  p  und 
Temperaturen,^.  Die  wesentlichen  Resultate  dieser  Versuche*  sind  in  fol- 
gender Tabelle  enthalten. 


V 

p   Atm. 

t 

V 

p  Atm. 

t 

1.74 

1 

118,5 

0,4822 

4 

165 

1,85 

1 

141 

0,522 

4 

200 

0,92 

2,25 

200 

0,5752 

4 

246 

0,697 

3 

200 

0,3758 

5 

162,5 

0,591 

3,5 

196 

0,414 

5 

• 

205" 

0,6574 

3,5 

246,5 

Die  andere,  im  Jahre  1866  in  Gemeinschaft  mit  A.  Cazin  ausgcflihrto, 
Reihe  von  Versuchen  betrifft  die  Zustandsä'nderung  des  überhitzten 
Wasserdampfes  nach  der  adiabatischen  Curve  zunächst  für  den 
FaU,  dass  er  im  Anfangs-  oder  Endzustande  gesättigt  und  seine  Pressung 
der  atmosphärischeu  gleich  ist.  Zur  Begründung  einer  demnächst  vorzu- 
nehmenden kleinen  Modification  der  aus  diesen  Versuchen  zu  ziehenden 
Folgerung  ist  es  nöthig,  die  Versuchsmethode  hier  kurz  anzudeuten.  Ein 
cylindrisches  Gefäss  von  Kupfer  war  an  den  Enden  mit  durch  Glasplatten 
verschlossenen  Ocffnungen  versehen,  so  dass  zur  Beobachtung  der  Vorgänge 
im  Inneren  des  GefUsses  durch  dasselbe  in  der  Richtung  seiner  Axe  hin- 
durch gegen  einen  hell  beleuchteten  weissen  Schirm  gesehen  werden  konnte. 
Aus  diesem  Gefässe,  welches  durch  ein  Oelbad  längere  Zeit  auf  constanter 
Temperatur  t^  .erhalten  wurde,  so  dass  auch  der  dasselbe  erfüllende  über- 
hitzte Wasserdampf  diese  Temperatur  annehmen  musste,  liess  man  den- 
Dampf,  nachdem  kurz  vorher  seine  Pressung  p^  beobachtet  worden  war, 
durch  eine  plötzlich  geöffnete  so  weite  Mündung  in  die  äussere  Luft  theil- 
weise  ausströmen,  dass  in  der  entsprechend  kurzen  Zeit,  während  welcher 
die  Pressung  des  zurückbleibenden  Dampfes  dem  äusseren  Drucke  p^  gleich 
wurde,  nur  eine  sehr  kleine  Wärmemenge  aus  dem  Oelbade  durch  die  Ge- 


*  G.  A.  Hirn,  Theorie  mecanique  de  la  chaleor,  premiere  partie;  Ex- 
position analytique  et  exp^rimentale,  2.  ^dit.,  1865,  p.  202. 
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fitsswand  hindurchgogangen,  also  dem  Dampfe  mitgetheilt  worden  sein 
konnte.  Bei  wiederholten  Versuchen,  derselben  Anfangstemperatar  #j, 
nämlich  derselben  Temperatur  des  Oelbades  entsprechend,  wurde  nun  die 
anfängliche  Pressung  p^  nach  und  nach  so  lange  verändert,  bis  der  nach 
der  Ausströmung  zurückbleibende  Dampf  gerade  gesättigt  war,  was  daran 
erkannt  werden  konnte,  dass  bei  einer  nur  sehr  wenig  grösseren  Anfangs- 
pressung,  also  bei  sehr  wenig  geringerer  Ueberhitzung  sich  vorübergehend 
Nebel  von  condensirtem  Wasser  im  Inneren  des  Geßlsses  zeigten,  während 
bei  kleinerer  Anfangspressung  das  Gefäss  vollkommen  durchsichtig  blieb. 
Auf  diesen  besonderen  Werth  von  pj,  bei  welchem  somit  durch  die  bekannte 
atmosphärische  Pressung  nicht  nur  die  ihr  gleiche  Pressung  /?2,  sondern 
auch  als  entsprechende  Sättigungstemperatur  die  Temperatur  t^  (deren  di- 
recte  Beobachtung  bei  ihrer  verschwindend  kleinen  Dauer  kaum  möglich 
gewesen  wäre)  für  den  Endzustand  des  zurückbleibenden  Dailipfes  bestinimt 
ist,  beziehen  sich  die  folgenden  zusammengehörigen  Versuchswerthe   von 


\  Atm. 

131,5   , 

7^2  Atm. 

_   _ 

0,984 

99,G 

i?,  Atra. 
2,528 

1 

1     i92,2 

fi^  Atm, 

«. 

1,397 

0,981 

99,5 

1,«85 

151,8 

0,984 

99,G 

2,636 

,     li>7,8 

0,975 

99,3 

2,115 

174,0 

0,981 

99,5 

3,231 

219,4 

0,975 

99,3 

2,219 

179,0 

0,981 

99,5 

3,743 

i     239,0 

0,967 

99,1 

2,451 

189,2 

0,979 

99,4 

4,275 

25i,7 

1 

0,967 

99,1 

Sofern  die  vorstehend  mitgetheiltcn  Erfahrungen  zu  einer  vollsttodig 
zuverlässigen  Aufstellung  der  Zustandsgieichung  überhitzter  Dämpfe,  ins- 
besondere auch  des  für  uns  vorzugsweise  wichtigen  Wasserdampfes  nicht 
ausreichen,  vielmehr  verschiedene  Formen  einer  solchen  Zustandsgieichung 
sich  angeben  lavsscn,  denen  bei  angemessener  Bestimmung  ihrer  Constanten 
die  Versuchswerthe  innerhalb  der  Grenzen  ihrer  wahrscheinlichen  Fehler 
entsprechen,  so  kann  man  bei  der  Wahl  unter  verschiedenen  solchen  mög- 
lichen Formen  durch  Gründe  der  Zweckmässigkeit  sich  mitbestimmen  lassen 
Indem  aber  der  Zustand  der  Dämpfe  durch  Pressung  und  Temperatur  ge- 
geben zu  sein  pflegt,  und  indem  unter  den  verschiedenen  Arten  von  Zu- 
standsänderungcn  besonders  diejenige  wichtig  ist,  welche  ohne  Mittheiluug 
oder  Entziehung  von  Wärme  stattfindet,  ist  es  angemessen,  bei  nahe  gleich 
gutem  Anschlüsse  au    die  erfahrungsmässigcn  Thatsachen  einer  solchen 


*  Comptes  renduB,  31.  Dec.  1866. 
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Form  der  Znstandsglcichung  don  Vorzug  zu  geben,  welche  eine  möglichst 
einfache  Berechnung  von  v  als  Function  von  p  und  t  gestattet  und  welche 
möglichst  einfache  Gleichungen  für  die  Zustandsänderung  nach  der  adiaba- 
tischen Curvo  zur  Folge  hat.  Jedenfalls  muss  sie  den  allgemeinen  Gleichun- 
'  gen  (8)  bis  (12)  in  §.  15  entsprechend  abgeleitet  werden,  nämlich  gemäss 
den  Gleichungen: 

dQ  =  Cpr-~dv -\~Cgz     dp (1) 

=  e,dT+AT^^dv (2) 


=  epdT—AT^^dp (3) 


^=.    (cp-^-)  —  ^[Cr^-] (4) 


worin 


bpx'^bvJ       bv\'hp 
AT==ie,-c,)ll'l^ (5), 

hv  hl hp  hT  _ 

hTho  '~  hTh^  ^    ^ 


ist. 


§.  38.   ZustandsgleiehuBg  der  BKmpfe. 

Sofern  in  dieser  Gleichung  die  Zustandsgieich uug  eines  Gases 

pv  :^  RT 

als  Grenzfall  enthalten  sein  muss,  liegt  es  nahe,  sie  versuchsweise  der  all- 
gemeinereu Form 

PV=r  RT (n 

anzupassen,  unter  R  eine  Constante,  unter    V  aber  eine  solche  Function 
^X)n  V  und  unter  P  eine  solche  Function  von  p  verstanden,  dass 

V 
hm,  -  =^  1  ist  für  i?  =^  ex: 

P 

und  hm.  -^  ^  1  ist  für  »  -^  0. 

P 

Aus  der  Art,  wie  die  Dämpfe  vom  Gay-Lussac*schen  Gesetze  abweichen, 

V  P 

folgt  dann  zunächst,  dass  sich  —  abnehmend,  -    zunehmend  der  Grenze  1 

V  p 

nähert,  dass  also  ausser  dieser  Grenze 
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§. 


V^  V  und  F  <Cp 
sein  muss.    In  der  That  ist  fttr  ^j  >  ^o  ^'^^  l^i  =  Po 

-^  >  -J-,  also  nach  Gl.(l)  auch  —  >  ^  oder  -i  <  -^, 

und  indem  hier  v.  >  r«  ist,  so  nimmt  —  ab  mit  wachsendem  v.    Ehe 
ist  für  ^1  >  ^0  und  ^1=1;^' 

-  >  ~ ,  also  nach  Gl.  (1)  auch  ^'  >  ^  oder  —  <  ^-  , 
l'o         ^0  /'o         ^0  i'i  Po 


. 


und  indem  hier  ^^q  .<C  Pi  ist,  so  nimmt  —  zu  mit  abnehmendem  f. 

P 


Mit  den  kürzeren  Bezeichnungen 

dV 


r  ^- 


dv 


P'  = 


dF 


dp 


folgt  aus  Gl.(l) 


und  damit 


für  dT  =  0:  { 


dQ 
dv 

dQ 
dp 


R.  ^^FJ^i  R^    =F  V 
ov  dp 


ART  p 

-,-^-v£-p,  nach§.37,  GL(2), 

4RT  V 

— -j^  =-^y^  nach  §.37,  G1.(3X 


':^) 


dQ  dQ 

so  dass  in  diesem  Falle  --  nur  von  ^,  -      nur  von  v  abhängig  wäre.    Die 

dv  dp 

Yerglcichung  dieser  Folgerungen  mit  der  Erfahruug  kann  u.  A.  dazu  dienen« 
die  Zulässigkeit  der  vorausgesetzten  allgemeinen  Form  (1)  der  Zustands- 
gieichung zu  prüfen.  Insbesondere  folgt  aus  der  ersteren,  weil  fttr  eine 
umkehrbare  Aenderung  des  Wärmezustandes  allgemein 

WdQ^dU+pd^ 

ist  —  §.  13,  Gl.  (2)  — ,  dass  auf  Grund  von  Gl.(l)  im  Falle  dT=0  auch 


dU  dQ  F 

—  =  W  —  —  P  =  --,  —  P 
dv  dv        ^        p'       V 


(3:- 


nur  von  p  abhängig  wäre. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5),  §.37,  folgt  ferner  mit  Rücksicht 
auf  obige  Gleichungen  (2)  und  gemäss  Gl.  (1) 
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_     _    AR^T    _    AR 
^P     ^» — PVP'V'  ~   P^      *  * 

b  /    PV\       h  f    P'f 

A=:  ;—\e„  -—--    —  z-\c, 


P     j>  x^V^» 


hp\^   R  J       hv 


iO 


oder  wegen  Gl.  1 4)  " 

^■:^=pr.p'v=lX  =  ^^^^ (5). 

ör    bp  r    P  hv       hp  ^ 

b<?J 

Hiernach  wäre,  wenn  c^  nur  von  p  abhängig,  also  ^—  ==  0  wäre,  auch 


^  =  0,  also  ^p  nur  von  v  abhängig  und  umgekehrt,  falls  v  und  p  als  die 

den  Wärmezustand  bestimmenden  unabhängig  Veränderlichen  vorausgesetzt 
werden.  Wäre  insbesondere  c«  constant,  so  wäre  nicht  nur  Cp,  sondern 
ÄBch  Cp — c,  eine  Function  nur  von  v,  also  nach  GL  (4):  P'n=  Consta  und 
wenn  Cp  constant  wäre,  so  wäre  nicht  nur  (?|.,  sondern  auch  Cp — c^  eine 
Function  nur  von  p,  somit  nach  GL  (4):  V*  ^=  ConsL  Da  nun  P  und  'V 
beziehungsweise  die  Grenzen  p  und  t?,  also  P'  und  F*  die  Grenze  1  haben, 
so  wäre  im  Falle 

e^  z=z  Const, :   jP'  =  Const,  =  1 ;   P=p  —  h 

Cp  =  Const. :    F'  ^=  Const  =  1 ;    V=  v  -^  a^ 

unter  a  und  &  positive  Constante  verstanden.    Weil  aber  im  ersten  Falle 

P            /         *\ 
für  p  =  0:  hm.     -=  iim.  [1 ==  ex.  statt  :=  1 

p  \         pJ 

wäre,  während  im  zweiten  Falle,  wie  es  sein  muss, 

für  17  =  oo:  lim.  —  =  lim.  ( 1  -1 — 

ist,  Bo  erkennt  man,  dass,  wenn  eine  der  beiden  specifischen  Wärmen  Cp 
vnd  Cp  behufs  einer  vorläufigen  Annäherung  constant  vorausgesetzt  werden 
wü,  dieses  gemäss  Gl.  (1)  nur  die  letztere  sein  kann.    Somit  werde 

Cp  =-  Const.  ^  V=  V  -}-  Const.  --^v-\-a 
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angenommen,  weil  auch  diese  Annahme  hinsichtlich  Cp  den  bisherigeo  Er- 
fahrungen wenigstens  nicht  entschieden  widerspricht 

Eine  weitere  Prüfung  derselben  gestatten  die  im  vorigen  §.  erwähnt<»n 
Versuche  von  Hirn  und  Cazin  über  die  Expansion  dos  Wasserdampfes 
nach  der  adiabatischen  Curve.  Nach  Gl.  (3)  des  vorigen  §.  und  mit  Rück- 
sicht auf  obige  Gl.  (2)  ist  nämlich  für  dQ  =  0 

R 
FV 

oder  wegen  F'  =  i  und  wenn  die  Constante 

AR 


CpdT  =  AT  -^^,dp 


»  * 


m 


'P 


gesetzt  wird, 


dT  dp 

m  ^ [b). 


T  P 

Wegen  P  <ip  ist  also  um  so  mehr,  je  grösser  p  ist, 

dT  ^       dp  T,  p,      T,         fp,V- 

^  P'        T^  P2      T^         ^  pj  ' 

falls  7\  >  Tlj,  also  p^  ^  Pit^  "^^^  wenn  für  die  fraglichen  Versuche,  bei 
denen  in  allen  Fällen  p^  nahe  gleich  gross  war,  nämlich  --^^  dem  atmo- 
sphärischen Druck, 

T,  _  (Pt 

gesetzt  wird,  so  mttsste  der  dieser  Gleichung  entsprechende  Werth  von  x 
mit  py  etwas  wachsen.  Die  Werthe  von  a?,  welche  sich  aus  den  10  Gruppen 
zusammengehöriger  Werthe  von  ;?,,  ^j,  ^2?  ^2  ergeben,  sind 

für /?i^  1,397       1,685       2,115       2,219       2,451 
a::=- 0,2343    0,2437     0,2373    0,2370    0,2353 

für  p^  =--'  2,528       2,636       3,231       3,743       4,275 
a;=  0,2348    0,2360    0,2334    0,2358    0,2351 

mit  dem  Mittelwerth  .v  -^  0,236.  Diese  Werthe  von  x  lassen  mm  freilich 
eine  Abhängigkeit  von  p^  nicht  erkennen,  vielmehr  auf  einen  constanten 
Werth  schliessen,  von  welchem  sie  in  ungesetzmässiger,  zufalliger  Weise 
nach  beiden  Seiten  abweichen.  Wenn  man  aber  berücksichtigt,  dass  bei 
den  fraglichen  Versuchen  die  dem  expandirenden  Dampfe  mit|:etheiU« 
Wärme  Q  nicht  genau  =  0,  sondern  positiv,  wenn  auch  sehr  klein  war. 
so  war  tj^  etwas  kleiner,  als  es  im  Falle  Q  =  0  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  (bei  denselben  Wcrthcn  von  p^  und  P2)  hätte  sein  müssen^  es 
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T 

ist  also  -~  etwas  zu  klein  beobachtet,  somit  x  etwas  zu  klein  gefunden 

worden,  und  zwar  um  so  mehr  zu  klein,  je  grösser  /?i,  also  i^  war,  je  mehr 
Wärme  also  auch  während  der  kleinen  Versuchsdauer  von  dem  Oelbade  an 
den  expaudirenden  Dampf,  entsprechend  der  dabei  von  0  bis  ty^ — t^  wach- 
senden Temperaturdifferenz,  mitgetheilt  werden  musste.  In  Ermangelung 
einer  specielleren  Untersuchung  des  hier  besprochenen  Einflusses  erscheint 
es  daher  einstweilen  nicht  in  Widerspruch  mit  den  fraglichen  Versuchen, 
wenn  dem  Exponenten  a:«ein  mit  f^  etwas  wachsender  Werth  beigelegt, 
somit  P  in  Gl.  (6)  als  eine  solche  Function  von  p  angenommen  wird,  welche 

,  <  p  ist  und  nur  mit  abnehmendem  p  sich  der  Grenze  p  nähert. 

I  Die  einfachste  solche  Function  ist,   unter  h  eine  positive  Constante 

i  verstanden, 

1  P=p(l— ^p)  oder  P=  — T^.-, 

I  1  +  *^ 

Ton  denen  jedoch  die  erstere  höchstens  bis  zu  massigen  Werthen  von  p  zu- 
treffend sein  könnte.  Denn  bei  coustanter  Temperatur  nimmt  jedenfalls  e^, 
also  auch  F=  «?-|-a  ab,  wenn  p  wächst,  was  nach  der  Gleichung  PV  ^= 
El  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  P  beständig  mit  p  wächst,  wenn  also  P' 
immer  positiv  ist.    Nun  ist 

für  P=p(l~bp):  P'  =  l  — 2ip, 

I  p  ,  1 

für  P=-f— :  P  =        —    ^  -, 

1+bp        {l-^bp)'' 

also  P'  im  zweiten  Falle  beständig  positiv,  im  ersten  dagegen  nur  so  lange 

P  <^    -   ist 

Den  bisherigen  Erwägungen  könnte  also  nun  die  Form 

p(vA-ä)         __ 

-r+V-'''^ ^'^ 

der  Zustandsgieichung  entsprechen  nebst  einem  constauten  Werthe  von  c^, 
während  nach  Gl.  (4) 

c,  =  c^~-  AR(1  -i-  hpy=  c.pll  —  m(l  +  hp)^] (8) 

wäre  und  mit  abnehmender  Pressung  sich  wachsend  der  Grenze  nähern 
Würde; 

AP 
lim.  Ce  =  Cp (1 — m)  mit  m=  -     . 

Die  Beziehung  zwischen  p  und    T  bei  einer  Zustandsäuderung  nach 
der  adiabatischen  Curve  ergiebt  sich  nach  Gl.  (6) 
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inT=  m.inp  -f-  fnhp  +  CansL 
oder 

T=r^Comtp''*,e"*^P (j 

unter  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  verstanden. 

Die  Znstandsgleichung  (7)  entwickelte  zuerst  Th.  Reye*  auf  Gi 

dU 

der  Voraussetzung,  dass  Cp  constant  und  der  Differentialquotient  — 

4T  =^  0  (in  Uebereinstimmung  mit  gewissen  Versuchen  von  Joule  al 
Thomson)  proportional  p^  ist;  er  fand  diese  Gleichung  bei  entspreche] 
Bestimmung  der  Constauten  a,  h  und  It  in  sehr  befriedigender  Uebereij 
Stimmung  mit  den  Abweichungen,  welche  nach  Regnault  die  Kohlensai 
und  selbst  schon  die  permanenten  Gase  von  dem  Mariotte'schen  und 
Lussac'schen  Gesetze  zeigen.    In  der  That  entspricht  ihr  nach  Gl.  (3; 
dT  =  0: 

dU 

--   ==  p(i  -[-  hp)-^p  z=  hp^. 
av 

Uebrigens  lässt  Gl.  (8)  erkennen,  dass  auch  die  Zustandsgieichung  \,T) 
in  Verbindung  mit  der  Annahme  Cp  =  Qonst,  nicht  allgemein  bis  zu  beliebig 
grossen  Pressungen  zutreffend  sein  kann;  denn  sofern  e^  nicht  negatiT 
werden  kann,  mttsste  jedenfalls 

m{\  +  hpy<:\,  also/i<^-(^  ^— l)  ...         .  (10) 

sein.    Betrachtet  man  z.  B.  für  Wasserdampf  den  in  der  Tabelle,  §.  19,  an- 
geführten Werth 

n--='-'-  ^  1,3 
c 

/• 
als  die  Grenze  des  Verhältnisses     - ,  wenn  p  verschwindend  klein  wird, 

setzt  also 

1 


1 — m 
Wird  dafür 


=  1,3,  so  wäre  m  =  0,2308. 


m  =  0,23  entsprechend =  1,2987 

1 — m 


*  Die   mechanische   Wärmetheorie   and   das   Spannungsgesetz  der  Gase, 
Inaugural-Dlssertation.    Göttingen,  1861. 
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gesetzt,  so  ist  die  Bedingung  fQr  pi 

P<    Y      (10,  a)* 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  <i,  3,  R  in  der  Zustandsgleichang  (7) 
Ihsbesondere  für  Wasserdampf  kann  man  bemerken,  dass,  wenn  för  eine 

Elche  Zustandsänderang  desselben,   welche   ohne   Mittheilang  oder  Ent- 
ehung  von  Wärme  stattfindet, 

[gesetzt  wird,  aus  den  betreffenden  Versuchen  von  Hirn  und  Cazin  im 
iHittel  X  etwas  >  0,236  gefolgert  werden  konnte;  indem  aber  andererseits 
■ach  61.(9) 


X 


-1  =  ( -?-^  y.  (?'"*  rpi-i»4> 


T 
ist,  so  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  ~ 


—  gmb  (Pi-Pi)  .   h  = ^ -^^ (11). 


Die  Zustandsgieichung  (7)  muss  namentlich  auch  dem  Grenzzustande 
der  Sättigung  möglichst  angepasst  werden,  für  welchen  die  zusammenge- 
hörigen Werthe  von  «»,  p  und  T  (durch  die  Tabelle  in  §.  29)  z.  Z.  sicherer 
liekannt  sind,  als  für  den  Zustand  der  Ueberhitzung;  sind  also 

v\  p\  T'  und  v\  p\  T" 

zwei  Gruppen  solcher  zusammengehörigen  Werthe  für  weit  auseinander 
liegend  zu  wählende  Zustände  gesättigten  Wasserdampfes,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen 

RT'  ÄjT" 

f'-f  «=— j-  (1 +J/);    r"  +  Ä^= — ??-(l +  *?>"} 
V  V 

durch  Elimination  von  a 


*  Mit  P^jsd — 6p)  hätte  «ich  ergeben: 


c«  =  Cp  ( 1  — 


1— 2&P 

mit  dem  Orenzwerthe  lim.  Ct  =  Cf  (1 — m)  wie  oben.   Die  Bedingung  dafür,  dass 
t%  nicht  negativ  werden  kann,  wäre  aber  noch  ungünstiger: 

^  ^  1— w    ,    ,     ^  0,385     .^  ^ ,,., 

p  <r  — TT—  d.  h.  <  -^r —  mit  wi  =  0,23. 
26  6 


192  ,     ZUSTAKDSGLEICHUNG  DEB  DÄMPFE.  §.  38. 


V  V  T  T 


R  p  p 


>,-  +  h  (r—  o 


und  daraus  wegen  Ic  =:^  -/ 

A 


_  p  p  mCß 


Aus  Gl.  (11)  und  (12)  folgt 

I 1 In        —-  —, „ {V  —V  ) 

\  7n  I     P1—P2  P2  P  P  '«^i» 

^'-   ^;     Pi    _^    ^  r'        "> 

.r — /n   -  ' -\ (v — V  ) 

,„-  i'i-J^..  _?* 'p ns 

r'—'t ,  p.      r     T ■■ 

In , , 

Pi—Vi         Pi         P  P 


ff 


Ist  hieraus  m  gefunden,  so  folgt  Ji  -=r  — -^,  b  aus  Gl.  (11)  oder  (12);  schliess- 

A 

lieh   ist  a  der  Tabelle  in  §.  29  und  zugleich  den  Hiru'scheu  Versuchs- 

werthen  von  v  für  überhitzten  Wasserdampf  möglichst  anzupassen.     Sind 

die  Pressungen  in  Atm.  statt  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt,  so  rnoss 

A 
das  Glied     -(v—v")  in  GL (13)  mit  10333  multiplicirt  und  der  Ausdrack 

Cp 

für  Ä,  nämlich     /  durch  dieselbe  Zahl  dividirt  werden. 

A 

Bei  den  Versuchen  von  Hirn  und  Cazin  war  im  Mittel 

Pi  =  2,628  und  p^  =0,977  Atm. 

Setzt  man  femer  gemäss  §.29 

/  =0,5  Atm.  ^=  81,71  «?' =3,1718 
/'  =  8  „  r  =  170,81  f?"  =  0,2339 
1 
424 

w  =  0,2109  + 0,0755  a?. 

Der  oben  gemäss  §.19  angenommene  Werth  w=rO,23,  welchem  hier- 
nach X  :^^  0,253  entspreclien  würde,  erscheint  somit  nicht  unpassend.  Mit 
diesen  Werthen  von  m  und  x  ergiebt  sich 

i?  rr^^  0,00453  und  nach  Gl.  (11):  Ä  =  0,06, 

genauer  J=:^  0,05994,  wofür  aber  0,06  gesetzt  werden  mag.     Nach  61.(7- 
ist  jetzt  (p  in  Atm.  ausgedrückt), 


und  ^  =  ^- -  ,  Cp  =  0,48,  so  folgt  aus  Gl.  (13) 
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=  0,00453  rf—  +  0,06^  —V, 


wonach  sich  für  gesättigten  Wasserdampf  gemäss  der  Tabelle  in  §.  29 

f&rp  =  0,5  12  3  4  6  8     Atm. 

Ä  =  0,1 383;. 0,1406;  0,1386;  0,1375;  0,1372;  0,1374;  0,1380; 

im  Mittel  0  =  0,1382  ergiebt,  und  gemäss  den  Hirn'schen  Bestimmungen 
TOD  V  f&r  überhitzten  Wasserdampf  (§.37) 

«==0,1399     0,1379     0,1609     0,1458     0,1435     0,1562 
0,1329     0,1422     0,1536     0,1371     0,1490 

mit  dem  Mittelwerth  a  =  0,1454.  Setzt  mau  hiernach  im  Durchschnitt 
«  =  0,14,  so  wird  die  Zustandsgieichung  des  Wasserdampfes: 

worin  p  in  Atm.  ausgedrückt  vorausgesetzt  ist  üebrigens  wird  diese 
Gleichung  kaum  ftLr  Pressungen  über  8  Atm.  als  hinlänglich  zutreffend  zu 
betrachten  sein,  weil  ihr  entsprechend  nach  Gl.  (8)  und  (10,  a)  schon  für 

p  =  l!^==.  18,1  Atm. 
'^       0,06  ' 

c,  =  0  worden  würde. 

Um  bei  der  Voraussetzung  Cp  ==  Cond,^  also  F=  t»  +  ö,  diese  Ein- 
schränkung, die  Gültigkeit  der  Zustandsgieichung  Pr=  AT  betreffend,  zu 
Termeiden,  müsste  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  nach  Gl.  (4) 

AR  (         m\     ,  AR 

^^  =  Op—jr=ep(l  —  —,j  mitm  =  — 

ist,  für  P  eine  solche  Function  wählen,  dass  für  jeden  Werth  von  p  nicht 
nur  P'  >  0,  sondern  sogar  P'  ^m  ist,  was  in  Verbindung  mit  den  früher 
festgestellten  Bedingungen 

P 
P<,p  und  lim —  =  1  für  p  =  0 

P 

darauf  hinauskommt,  P*  so  zu  wählen,  dass 

«t  <  P'  <  1  und  zwar  lim,  P'  =  l  für  ^  =  0 

ist  Biesen  Bedingungen  könnte  am  einfachsten  entsprochen  werden  durch 
die  Annahme 

jp'=3l±^mit  w<J<l (15). 

^  1+P 

OrAskof,  theoTei.  HaseldneiLlehre.    I.  13 
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Danach  wäre  mit  Rücksicht  darauf,  dass  für  j9  =  0  bei  gegebener  Tem* 

peratur 

V  =  oo,  also  auch  V=oc^  somit  F={) 
sein  muss, 

l  +  f'+T-— 1 


0  0 

p 


0 

und  somit  die  Znstandsgleichung: 

[bp+\l-h)In(^l-\-p)](v  +  a)  =  MT (16). 

Nachdem  die  Constanten  a,  b  und  R  angemessen  bestimmt  wären,  könnte 
zwar  hieraus  immer  noch  mit  Leichtigkeit  v  für  gegebene  Werthe  von  p 
und  t  berechnet  werden,  aber  die  Formeln  für  eine  Zustandsänderung  nach 
der  adiabatischen  Curve  würden  sehr  unbequem;  schon  die  Beziehung 
zwischen  p  und  t  führt  nach  Gl.  (6)  auf  das  Integral 

dp 


f 


hp  +  (l^b)  In  (1 -{- p)    ' 

welches  tabellarisch  durch  mechanische  Quadratur  berechnet  werden 
müsste.  — 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  die  Zustandsgieichung 

unter  P  eine  Function  von  p  verstanden,  also  z.  B.  die  Gleichung  (7)  oder 
(16),  nicht  nothwendig  einen  constauten  Werth  von  Cp  voraussetzt,  sondern 
auch  dem  allgemeineren  Falle  entspricht,  dass  Cp  eine  Function  der  Tem- 
peratur ist.    Setzt  man  nämlich 

PV=  BT  und  Cp=/(T), 

so  folgt  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2) 

^p=-'^^'^%-=^^'^^'B 
und  damit  aus  Gl.  (5) 

hv   ~hp  P'V-J^^^    R  • 

Andererseits  ist  nach  Gl.  ("4) 

AR    ',_  AR 


^P  p*  j>  J\^)  pf  jr*  » 
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fblgUch  mit  Rflcksicht  auf  Gl.  (2) 

90  dass  die  beiden  Ausdrücke  von  ~-  übereinstimmen,  wenn 

gesetzt  wird.  Gemäss  den  Regnault^schen  Versuchen  über  die  specif. 
Wärme  der  Kohlensäure  könnte  etwa 

<>  =  «1  ^:jj^ mit  a<ß 

gesetzt  werden,  unter  c^  den  Grenzwerth  verstanden,  welchem  sich  Cp  mit 
nmehmendem  Grade  der  Ueberhitzung  nähert.  In  Betreff  des  Wasser- 
dampfes ist  aber  eine  weitere  Verfolgung  dieser  allgemeineren  Annahme 
hinsichtlich  Cp  vorläufig  ohne  Nutzen,  weil  die  vorhandenen  Versuche  zur 
Bestimmung  der  Constanten  a,  ß  und  C|  nicht  ausreichen. 


§.39.  Andere  Form  der  Zustandsfleiehunir« 

Ans  den  Versuchen  von  Hirn  und  Cazin  (§.  37)  ist  2u  folgern,  dass 
bei  Zostandsänderungen  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  die 
a]»olute  Temperatur  des  überhitzten  Wasserdampfes  sehr  nahe  einer  con- 
stanten  Potenz  der  Pressung  proportional  gesetzt  werden  kann.  Diese  Fol- 
genmg  möge  jetzt,  nachdem  die  anderweitigen  Annahmen  des  vorigen  §. 
zu  einer  ganz  befriedigenden  und  zugleich  für  die  Anwendung  günstigen 
Perm  der  Znstandsgleichung  nicht  geführt  haben,  als  für  Dämpfe  allgemein 
gültiges  Gesetz  um  so  mehr  vorläufig  zu  Grunde  gefegt  werden,  als  sich 
aaf  Grund  desselben  besonders  für  Zustandsänderungen  nach  der  adiabati- 
schen Cune  möglichst  einfache  Formeln  erwarten  lassen,  welche  den  ent- 
sprechenden Formeln,  für  Gase  ähnlich  oder  gleich  gebildet  sind.  Um  diese 
üebereinstimmnng  in  der  Form  möglichst  vollständig  zu  erzielen,  werde 
—  entsprechend  §.  20  unter  3)  —  das  fragliche  Gesetz  geschrieben  in  der 
Form: 

dQ  =  0',   T  =  ap^ (1), 

iBter  a  und  n  Constante  verstanden,  von  denen  letjstere  den  Grenzwerth 

des  Verhältnisses  -^  für  unendlich  grosse  Ueberhitzung  des  Dampfes,  d.  h. 

für  den  Gaszustand  bedeutet    Aus  dieser  Gl.  (1)  folgt 

13* 
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rfp  n  n      p 

während  nach  §.37,  Gl.  (3)  unter  derselben  Veraussetzung  <fö  =  0  aoch 

rfT  _    AT 

hT  hv  . 

ist,  wobei  1:  ^ —  statt  ;r—  geschrieben   wurde,  weil  v  und  p  als  die  d« 

Wärmezustand  charakterisirenden  unabhängig  Veränderlichen  vorausgesetzl 

dT 
werden;  aus  der  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  -j~  folgt 

dp 

hT  n      A 

b7  =  ;^=i  V' ^3> 

Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Hauptgleichung  (4)  in 

§.  37 

n  b   /    hT\       ö    /  'i^T\_     1 


« — 

br  1 


unter  F(jfi)  eine  Function  nur  von  p  verstanden,  und  aus  der  zweiten  Haupt- 
gleichung  (5)  in  §.  37 

.^      /  ,     n      Ä     hT        hT       n—1     v,     T 

'  n — 1  Cp      op  op  n     Cp — c,    p 

Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  Gl.  (4) 

n        A  Cp — öp 

unter  i^i(/?)  =  (n — V)-^F(^)   eine  andere  noch  näher  zu  bestimmende 

A 

Function  von  p  verstanden.    Dieselbe,  folglich  auch  JP(p)  ist  dadurch  be- 

« 

stimmt,  dass  GL  (5)  u.  A.  die  Zustandsgleicl^ung  RT^=pv  eines  Gases  ab 
Greuzfall  in  sich  begreifen  mus&    Für  diesen  Grenzfall  ist 


^P 


-^  =  n  und  ep—c,  =  AR  (§.  19,  Gl.  1), 


c 


V 


folglich ~ ^ — =r -== —  — T~"^^ 

n       A  Cp — c^  n        A  n — 1  A  A. 

Gl.  (5)  geht  also  über  in 

RT=pv-\-F^{:p\ 
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venös  fol^: 

jF\(p)  =  0,  abo  auch  FQ>)  =  0. 

iDie  Znstandsgleichang  (5)  des  Dampfes  Iftsst  sich  nun  schreiben: 

(n-1)»   1  r  ^         ^        (n-1)«  r 

pr  = — oder = ...  (6), 

n        A    1  1  Cp  Cp  n        pv 

Cf  Cp 

I 

I  worin  aber  e^  und  Cp  im  Allgemeinen  veränderliche  Grössen  sind,  welche 

;  Bit  p,  /r,  T  durch  die  Gleichungen  (3)  und  (4) 

hT  _     n      A     .  ^__1      :^ 

;  aaammeiütängen.  Auf  keinen  Fall  sind  0,  und  Cp  beide  constant,  weil  sonst 
i  GL  (6)  allgemein  die  Zustandsgieichung  eines  Gases  w&re. 

A  A 

Die  Substitution  von  —  und  —  aus  den  Gleichungen  (7)'  in  Gl.  (6) 

I  fiefert  die  partielle  Differentialgleichung 

I  ,       ^1  hT       n—1   1  hT       (n— 1)«  T 

!  (n—1)  —  j- ^— = 

V   op  n       p   ov  n       pv 

^  n       h7  1        hT 

T= »r t?r— (8). 

I  n—rhp         n—1    hv  .  ^  ^ 

Das  aUgemeine  Integral  derselben  ist* 

uiter  q>  das  Zeichen  einer  willkürlichen  Function  verstanden,  wenn  x  = 
CVmm^.  das  Integral  der  Differentialgleichung 

dT  dv  '     dv 


»—1 

also  ;c  =  /n  r+  (n—1)  Inv  =  In  (Tv*^^)  oder  x  =  Tv*"-^ 
waA  jf=  Cofut.  das  Integral  der  Differentialgleichung 

dT dp      n—1  dp 

~T        ~n  n     V' 


n—1 


M 1  'P  'P 

also  yz=lnT lnp=ln  —^  odery="^^3^ 


n 


p  ^  p   ^ 


*  Siehe  a.   A.   J.  A.  Serret,   Cours   de   calcul   diff^rentiel   et  integral, 
Kr.  m  und  775. 
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ist,  SO  dass  also  die  allgemeine  Form  der  Zustaiidsgleichung  von  Dämpfen 
auf  Grund  des  Gesetzes  Gl.  (1)  sein  würde:* 


(9). 


Zar  Bestimmung  der  Function  gp  müssen  weitere  Erfahrungen  iu  Be- 
treff des  Verhaltens  der  DämpfSe,  z.  B.  in  Betreff  ihrer  specif.  Wärmen  £. 
und  Cp^  zu  Hülfe  genommen,  oder  in  Ermangelung  derselben  gewisse  An- 
nahmen gemacht  werden  vorbehaltlich  ihrer  nachträglichen  Rechtfertigung 
durch  die  genügende  Uebereinstimmung  der  daraus  gezogenen  Folgerungen 
mit  der  Gesammtheit  aller  vorliegenden  erfahrungsmässigen  Thatsachen. 
Zu  den  einfachsten  Resultaten  führen  die  beiden  Annahmen,  daas  Cp  nur 
von  p  oder  c^  nur  von  v  abhängig  sei. 

1)  Ist  Cp  nur  von  p  abhängig,  so  folgt  aus  der  ersten  der  Glei- 
chungen (7) 

T=——-pv-\-f(p) 
n — 1  Op 

oder 

«-1  _       n— 1  r- 

(10) 


RT  — 
Gleichung 

pv  -j-  ^ 

H    mit  i2 

'     ^  "^p 

n     A 

*  Dass  die 

• 

y(a;,j/)  — 

0  mit  0?  = 

=  rt?"~*  und  y '. 

T 

P     H 

in  der  That  der  Differentialgleichung  (8)  entspricht,  was  für  eine  Function  v« 
X  und  y  auch  fp(x,y)  bedeuten  mag,  kann  leicht  nachträglich  verificirt  werden, 
indem  aus  den  Gleichungen 

b^   hx       b^  by 
bx    bv        by  bv 

b<P  bx       b<P  by 
bx  bp       by  bp 

fol  t-  ba?  jyy       ^^  ^y  ^  Q 

bv   bp        bp  bv 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  x  und  y 


Ov , 


n-1    -»L-J-A        _?l.~Jbr 

T[ —p        n  j+p        H 


bT] 
bpi 


—  ©•*"*  ,r~"P         •• 


bT   ^*tzJ  bT 
bp    .  br 

welche  Gleichung  durch  Reduction  auf  die  Form  von  Gl.  (8)  gebracht  werden  k^ 
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uud  wenn  f(p)  =   - p  n    gesetzt  wird;  dabei  sind  R  und  <S  Functionen  nur 

M 

TOD  p.    Die  Gleichung  lasst  sich  auch  schreiben 

R—^  =  püv+ti=  \^-^)  (Tl^H^l).,-!  +  ^ 

p  « 

1 

oder  Äy—  (-\  "~  —  Ä'  =  0  mit  x=  Ti>*'-\  y  =  -;^~p. 

Wenn  aber  diese  Gleichung,  unter  R  und  ü  Functionen  nur  von  p  \cr- 
standen,  unter  die  allgemeine  Form  der  Gl.  (9)  soll  begriffen  werden  köimen, 
so  müssen  R  und  8  constaut  sein.    Mit  R  =?  ComL  wäre  dann  auch 

Cp  =  Const,^ 

während  för  c^  sich  aus  Gl.  (6)  ergiebt: 


Co  n       A  pv  pv  . 

Vp  H  Vp  u 


(11). 


1 


Wenn   r  iu's  Unendliche  wächst,   so  nähert  sich  e„  der  Grenze  —  <?«.    Je 

»  *^ 

grösser  v  ist,  desto  mehr  verschwindet  auch  in  der  Zustaudsgloichung  das 

»—1 
Glied  aSp  n    gegen  pv^  und  geht  sie  über  in  die  Zustandsgieichung  eines 

Gases:  RT=pv. 

Sind  f?Q,  ;?^,  Tq  und  »i,  ^j,  T^  die  Worthe  von  t?,  |?,  T  für  zwei  ver- 
schiedene Zustände  eines  Dampfes,  und  ist  T^  >  ^oi  ^^  ^^t  nach  Gl.  (10) 

^  Pi  Ar.  —8Pq  n 

RT^-Sp,-^ 

und  für  f^i  ==rPo^  «   =*"»  = ^ ^^' 

^«  RTo-Sp^-^ 

Sofern    »  >  1   ist,   die    Constanten    Ä  und  S  positiv    sind    und 

^Q~n~  << RTq  ist,  sind  hiernach  die  Verhältnisse  m  und  m^  >   -^  um  so 

mehr  je  grösser  Pq  ist,  und  ist  bei  gleichen  Werthen  von  Tj,  Tq  und  po 
auch  m^  m^,  ganz  in  Uebereinstimmung  mit  den  in  §.  37  erwähnten 
Folgerungen  aus  Begnault's  Versuchen. 
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Die  ZustancLsgleichuug  (10),  auf  andere  Weise  abgeleitet,  ist  zuerst 
von  Zeuner  aufgestellt  worden.*  Um  ihre  Constanten  Ä,  Ä, »  insbeson- 
dere für  Wasserdampf  zu  bestimmen,  werde  nach  Regnault  ep=OAS 
angenommen;  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  zwischen  E^n  und  Cp  re- 
ducirt  sich  dadurch  die  Zahl  der  noch  zu  bestimmenden  Ck>nstanten  auf 
zwei,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  Gleichung 

n — 1  Cs 


It  = 


'p 


n     A 

die  Pressungen  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  voraussetzt  Hier  sollen 
dieselben  in  Atm.  ausgedrückt  werden;  dann  ist 

n  — 1        Cp  424.0,48«  —  !       ^^,^^^,«—1 

^  =r ^ —  = 1 ^—  =0,019696 .  ' 

n     10333^  10333       n  '  n 

Zur  Bestimmung  des  Factors  "-=1,  welcher  nach  den  Yersuchen  von 

Hirn  und  Cazin  etwas  >  0,236  ist,  mögen  die  zusammengehörigen  Werthe 
von  f?,  I?  und  T  für  gesättigten  Wasserdampf  gemäss  der  Tabelle  in  §.  29 
benutzt  werden.    Sind 

v\  p\  T'  und  v\  p\  T" 

zwei  Gruppen  solcher  zusammengehörigen  Werthe,  so  folgt  aus  den  Glei? 
chungen 

Rr  =  pv  +  8p  *V  und  Rt'  =/V'  +  Sp'  V 
durch  Elimination  von  S 

w— 1 

W-4v-=(7)       -it  ^=0,019696 —. 

Hieraus  ergiebt  sich  z.  B.  mit 

p   =0,5  Atm.     t'=    81,71     v   =3,1718  \^  »— 1  _ 
/'  =  8        „       r  =  170,81     /'  =  0,2339  /  ~^  ~    ' 

In  runder  Zahl  werde  dafür  gesetzt: 

^ 1       X  4 

=r_;  also  n  =  --  und  R  =  0,004924. 

n  4  3 

Schliesslich  bleibt  die  Constante 

4    _ 
.S  =  (0,004924^—  pv)  l/i 


*  Zeitschr.  des  Vereins  deutscher  Ingen.,  Bd.  XI,  S.  1,  und  „Civilingeoieur^V 
Xm.  Jahrg.,  6.  Heft. 
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den  zusammengehörigen  Werthen  von  r,  p^  T  für  gesättigten  Wasserdampf 
Dftdi  §.  29  und  fttr  überhitzten  Wasserdampf  nach  den  Versuchen  von 
Hirn  (§.37)  möglichst  anzupassen.  Folgende  TabeHe  der  so  berechneten 
Werthe  von  S  lässt  erkennen,  in  welchem  Grade  die  Gleichung  (10)  den 
Yersuchen  sich  anschliesst. 


Gee&ttigter  Wasserdampf. 

Versuche 

von  Hirn. 

p  Atm. 

8 

pAtm. 

S 

S 

S 

0,2 

0,1991 

4 

0,1836 

0,1878 

0,1880 

0,5 

0,1911 

6 

0,1852 

0,1885 

0,1612 

1 

0,1862 

8 

0,1868 

0,2115 

0,1704 

2 

0,1836 

10 

0,1884 

0,1809 

0,1801 

3 

0,1832 

12 

0,1898 

0,1761 

0,1775 
0,1897 

Die  Hirn'schen  Versuche  sind  hier  in  derselben  Reihenfolge  zu 
Grunde  gelegt,  wie  sie  in  der  betreffenden  Tabelle  von  §.37  aufgeführt 
wurden;  dem  Mittel  Ä  =  0,1829  dieser  11  Specialwerthe  von  S  ist  übrigens 
ein  geringeres  Gewicht  beizulegen,  als  dem  Mittel  ä  =  0,1877  der  10 
Werthe  für  gesättigten  Dampf.  Wird  das  Generalmittel  =  0,186  ange- 
nommen, nahe  übereinstimmend  mit  dem  Werthe  von  8  für  den  am  genau^ 
esten  bekannten  gesättigten  Dampf  von  atmosphärischer  Pressung,  so  ist 
also  überhaupt  in  der  Zustandsgieichung  (10)  für  Wasserdampf  zu  setzen: 

»  =  1;  ^11^=1;  Ä  =  0,004924;  8  =  0,1%% (12), 

0       n  4 

wobei,  was  R  und  8  betrifft,  die  Pressung  p  in  Atm.  ausgedrückt  voraus- 
gesetzt ist 

2)  Ist  e^  nur  von  v  abhängig,  so  folgt  aus  der  zweiten  der  Glei- 
dinngen  (7) 

n  —  1  <?H 


oder 


8  € 

RT=pv-{--^^^  mit  Ä  =  («— 1)-J 


VT 


(13) 


8 


and  wenn/(r)  =  -^-^j  gesetzt  wird-,  dabei  sind  R  und  8  Functionen  nur 
Ton  r.    Die  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben 

n—X      n  n 


RTv 


K— 1 


pv 


fv   w   \n— 1  ,  M— 1     . 
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n 


(\ —  T 

--j"^  -.fif  =  0  mit  dJ=  Tf^-\  y=-;^zT 

Wenn  aber  diese  Gleichung,  unter  R  und  S  Functionen  nur  von  r 
verstanden,  unter  die  allgemeine  Form  der  Gl.  (9)  soll  begriffen  werden 
können,  so  müssen  E  und  S  constant  sein.  Mit  E  =  Cor^st,  wäre  dann  auch 

während  für  Cp  sich  aus  Gl.  (6)  ergiebt: 


Cp  n       Apv  n      pv 

^       n—lf     ,      S  \        1       »  —  1    .V 

•     =1-— (1  +  — .71  = 


(14i. 


n     \         pv^^  J       n  n      pv** 

Wenn  v  in's  Unendliche  wächst,  so  nähert  sich  Cp  der  Grenze  nc^.  Je 
grösser  v  ist,  desto  mehr  verschwindet  auch  in  der  Zustandsgieichung  das 

Glied  -——..  gegen  pv^  und  geht  sie  über  in  die  Zustandsgleichung  eines 

Gases:  ET=pv. 

Ebenso  wie  es  oben  in  Betreff  der  Gleichung  (10)  geschehen  ist,  lässt 
sich  auch  ebenso  leicht  erkennen,  dass  sich  die  Form  (13)  der  Zustands- 
gleichung ganz  in  Uebereinstimmung  befindet  mit  den  in  §.  37  erwähnten 

Folgerungen  aus  Regnanlt's  Versuchen  bezüglich  der  Verhältnisse  -^ 

für  jE?,  ==^^0  ^^'^       ^^^  ^i  =^Q'    Sie  wurde,  auf  andere  Weise  abgeleitet, 

zuerst  von  Hirn,*  später  und  unabhängig  davon  auch  von  G.  Schmidt** 
als  Zustandsgleichung  der  Dämpfe  aufgestellt. 

Was  insbesondere  für  Wasserdampf  die  Constanten  i2,  S  und  n  der 
Gl.  (13)  betrifft,  so  mag  der  zuvor  unter  1)  bestimmte  abgerundete  W^crth 

»=—  hier  beibehalten  werden,  weil  er  mit  =  —  den  Versuchen  von 

3  «4 

Hirn  und  Cazin  genügend  entspricht  und  zugleich  bequem  für  die  Rech- 
nung ist    Sind  dann  wieder 

v\  p\  T'  und  v\  p'\  T" 

zwei  Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  t?,  p,  T  für  gesättigten  als 
den  am  besten  bekannten  Wasserdampf,  so  folgt  aus  den  Gleichungen 


*   M^m.   sur   la  d^teute   de   la   vapeur   surchaaff^e   par  G.  A.  Hirn  et 
A.  Cazin.    Ann.  de  Ghim.  et  de  Phys.,  4«  s^rie,  t.  X. 

**  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Jahrg.  1867. 
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durch  Elimination  von  S 


R  = 


nnd  daraus  insbesondere  wieder  für  p'  =  0,5  und  p"  =  8  Atm.  so  wie  mit 
4 


=••3 


Ä  =  0,004752. 

Werden  die  Pressungen  in  Kgr.  pro  Quadrat m.  ausgedrückt,  so  ist 
dieses  R  mit  10333  zu  multiplicireu;  also  ist  der  entsprochende  constante 
Werth  von 

10333JÜ2       30999Ä        •„,^, 
c.=  _— -=---  =  0,3474 

und  der  Grenzwerth,  welchem  sich  r.  mit  zunehmendem  Grade  der  Ueber- 
hitzung  nähert, 

4 
Im.  ep  =  -e„  =  0,4632. 
3 

Da  der  von  Regnault  bestimmte  Werth  Op  =  0,48  einem  solchen 
Zustande  des  Wasserdampfes  entspricht,  in  welchem  derselbe  nicht  sehr 
bedeutend  überhitzt  ist,  nftmlich  p  =  l  Atm.  und  (cf.  §.  37) 

t=hl37J  +  225,9  +  124,3  +  210,4  +  122,7  +.216,0)  =  173, 
6 

so  erkennt  man,  dass  auch  die  vorliegende  Annahme  e^  =  Const,  auf  einen 

nur  wenig  veründerlichen  Werth  von  Cp  führt. 

Schliesslich  bleibt  die  Constante  S  gemäss  der  Gleichung 

s_ 
S  —  (0,004752r  —  p0)  yv 

der  Tabelle  §.  29    für  gesättigton.  Wasserdampf,    den  Hirn'schen  Ver- 
Bnchen  und  den  zusammengehörigen  Werthen 

Cp  =  0,48;  p=l  Atm.  und  T=  273  +  173  =  446 

möglichst  anzupassen.  Diesen  letzteren  Werthen  und  den  bereits  bestimmten 
Wertben  von  »,  R  und  e^  entspricht  nach  Gl.  (14) 

^ -i  jf'p     fk 

v  = -^—=1,018;  also  Äf  =  0,2502. 

»        P      Cp C9 

Im  Uebrigen  ergeben  sich  für  dieselben  Fälle,  wie  oben  unter  1),  die 
folgenden  Werthe  von  8, 
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Gesättigter  Wasserdampf. 

Versuche 

von  Hirn. 

p  Atm. 

S 

^Atm. 

5__| 

S 

S 

0,2 

.0,1486 

4 

0,1439 

0,1448 

0,1459 

0,5 

0,1465 

6 

0,1453 

0,1440 

0,1197 

1 

0,1442 

8 

0,1465 

0,1728 

0,1286 

2 

0,1432 

10 

0,1477 

0,1389 

0,1376 

3 

0,1433 

12 

0,1486 

0,1344 

0,1375 
0,1501 

Die  Mittelwerthe  sind 

Ä= 0,1458  für  den  Sättigungszustand, 

S  =  0,1413  nach  den  Versuchen  von  Hirn,  und  mag  danach 
vorläufig  S=  0,144  als  Generahnittel  angenommen  werden,  besonders  nahe 
wieder  übereinstimmend  jiiit  demjenigen  Werthe  von  >S,  welcher  gesättigtem 
Dampf  von  atmosphärischer  Pressung  entspricht  Von  dem  aus  der  Reg- 
nault'schen  Bestimmung  von  Cp  abgeleiteten  Werthe  /Sf  =  0,2502  ist  jenes 
Mittel  Ä  =  0,144  allerdings  sehr  verschieden;  es  ist  aber  zu  bemerken, 
dass  eine  bedeutende  Acnderung  von  S  eine  nur  kleine  Aenderung  von  Cp 
•  zur  Folge  hat,  wie  solche  wohl  durch  die  der  Regnaul t'schen  Bestimmung 
von  Cp  anhaftenden  Fehler  erklärt  werden  kann.  Insbesondere  mit  Ä=0,144 
und  4en  bereits  festgestellten  Werthen  von  «,  Jt  und  e^  folgt  aus  GL  (13) 
und  (14)  für  ^  ==  1  Atm.  und  T=  446 

V  =  2,005  und  Cp  ==  0,4722. 
In  der  Zustandsgieichung  (13)  kann  also  für  Wasserdampf  gesetzt 
werden: 

n=4-,  !^I1?:  =  1;  jR  =  0,0047.152;  fif=  0,144 (15), 

o       n  4 

wobei,  was  Ä  und  S  betrifft,  die  Pressung  p  in  Atm.  ausgedrückt  voraus- 
gesetzt ist.  — 

Von  den  beiden  Annahmen  unter  1)  und  2)  hat,  was  den  Grad  der 
Uebereinstinmiung  der  aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen  mit  den  bekannten 
Thatsachen  betrifft,  keine  einen  entschiedenen  Vorzug  vor  der  anderen. 
Beide  sind  als  vorläufige  Näherungen  zu  betrachten,  bis  ein  vollständigeres 
Versuchsmaterial  zu  genauerer  Prüfung  vorliegen  wird.  Indessen  hat  die 
erstere  Annahme,  welche  zu  der  Folgerung  Op  =  Const  und  zu  der  Zen- 
ner'schen  Gleichung  (10)  geführt  hat,  den  Vorzug,  dass  sie  eine  directe 
Berechnung  von  v  gestattet  vermittelst  der  gegebenen  Werthe  von  p  und 
T,  durch  welche  der  Zustand  überhitzten  Dampfes  in  den  Anwendungen 
charakterisirt  zu  werden  pflegt.  Zu  dem  Ende  ist  Gl.  (10)  bequemer  zn 
schreiben: 
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Darin  ist,  wenn  p  in  Atra.  ausgedruckt  wird,  nach  Gl.  (12)  für  Wasser- 
dampf  zQ  setzen: 


=  0,004924;  P  =  = 


-if  =  37,774  i/p. 


0,004924  ' 
Diese  Wertho  von  P  können  der  folgenden  Tabelle  entnommen  werden. 


p 

„ 

Diff.  fOr 

V 

P 

Diff.  für 

P 

1  Diff.  für 

Atm. 

J 

Jp  =  0,1. 

Atm. 

Jp  =  0,l 

Atm. 

^     Vv 

=  0,1. 

IM 

21,24 

1,6 

42,48 

0.8OT 
0.9« 

o,sts 

£ 

59,12         * 

VA 
MI 

m 
US 

0^ 

0,4 

25,26 
27,96 
30,01 

J,8 

2 

2,5 

43,75 
44,92 
47,^0 

7 
8 
9 

61,44         ' 

63,53 

65,43 

0.5 

31.7G 

1.™ 

3 

49,71 

0.S9I 

O.SSI 

10 

67,17    1 

0,6 

33,25 

1.139 

3,6 

51,67 

11 

66,79    1 

151 

0.8 

3Ö,T2 

1 

.53,43 

12 

70,80 

1,0 

37,77 

0.880 

4,6 

55,02 

O.SM 

13 

71,72 

' 

15 

39,53 

6 

56,48 

o,m 

14 

73,07 

M 

41,09 

"■'" 

5,6 

57,85 

15 

74,34    i 

Die  Zu8tandsgleichang(16),  nämlich 

pi.=.Ä{r— |9yV)  mit  ^  =  - 

kuu  nach  Zenner  o.  A.  dazu  benntzt  werden,  die  Temperatur  gesät- 
tigter Dämpfe  als  Function  ihrer  Pressung  durch  eine  bemerkens- 
werthe  Nähemngsfonnel  darzustellen.  Indem  nämlich  nach  %.  28,  6t.  (4) 
^  wiche  Dämpfe  die  empirische  Formel 

fx/*  =  a  oder  j>v  =^  Sap~^  mit  a  :^  ■=  «  " 

bewahrt  gefunden  wurde,  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrucke 

T=airW--i^ßph- (17). 

Setzt  man  insbesondere  für  gesättigten  Wasserdampf  dem  Obigen  zu- 
folge nnd  nach  S-  28 

m—1        0,0646 


"  1^646 


=  0,06068; 


^0,25 


0,004924 . 0,6068 


-—  =  335,24;  ^  =  37,774 
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80  wird 

^  =  335,24  jp0,o6o«8_^  37^774^0,25  _  273    (18). 

Hiemach  ist  z.  B. 

ffirp=       1  3  6               9              12        Atm. 

t=  100,01  135,04  159,86  176,47  187,08      „ 

-nach  §.  29:  ^=  100,00  133,91  159,22  175,77  188,41 

Differenz,  =.=  +  0,01  +1,13  +0,64  —0,30  —1,33 

Durch  entsprechende  Wahl  der  Constanteu  o,  j3,  m,  »  unabhängig  von 
GL  (16)  und  der  Gl.  (4)  in  §.  28  Hesse  sich  die  Uebereiustimmung  ?on 
Gl. (17)  mit  der  Tabelle  in  §.  29  wesentlich  verbessern;  doch  wQrde  daim 
eben  der  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen  Beziehungen,  wodurch 
die  Gl.  (18)  im  Vergleich  mit  anderen  solchen  empirischen  Formeln  sich 
auszeichnet,  verloren  gehen. 


§.  40.    WlnMirl^^sImlig  and  inneres  ArbeitsvermSgen  der  Mmpfe. 

Bei  den  folgenden  Untersuchungen  über  das  Verhalten  der  (gesättigten 
oder  überhitzten)  Dämpfe  wird  die  im  vorigen  §.  entwickelte  Zustands- 
gleichung,  und  zwar  insbesondere  die  auf  Grund  der  Annahme  unter  1) 
gefundene  Gleichung  (16)  vorausgesetzt.  Die  drei  Formen  der  Wärme- 
gleichung(l)  —  (3)  in  §.37  gehen  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (7)  im  vorigen  §.  über  in: 

dQ  =  A(-^pdp+-^i>dp)     (1) 

\« — 1  n — 1       / 

=  cJdT+(n—l)^dv\ (2) 

^''K   — ^'p^J ^^" 

Diese  Gleichungen,  welche 'die  Wärmemenge  ausdrücken,  die  einem 
Kgr.  Dampf  behufs  einer  unendlich  kleinen  umkehrbaren  Aenderung  seines 

Wärmezustandes  mitgetheilt  werden  muss,  und  welche  insbesondere  mit 

4 

n  =  —  (für  Wasserdampf)  die  Formen 
3 

/  1 T    \  /  IT    \ 

dQ  =  A{4pdv  +  :ivdp)  =  eJdT-{---dv\  =  epldT—~'^p\ 

annehmen,  sind  ihrer  Form  nach  von  den  besonderen  Voraussetzungen  un- 
abhängig, welche  im  vor.  §.  unter  1 )  und  2)  in  Betreff  der  specif.  Wärmen 
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1^  imd  Cp  gemacht  wurden.    Sie  unterscheiden  sich  Ton  den  betreffenden 

Gleichungen  für  Gase  —  §.  18,  Gl.  (5),  (6),  (7)  —  nur  durch  die  Coöffi- 

deuten,  insbesondere  dadurch,  dass  hier  e«  und  Cp  nicht  beide  zugleich 

constant  sind  wie  dort  e  und  e^. 

Aus  der  ursprünglichen  Form  der  Wärmegleichung  für  umkehrbare 

Aenderangen  des  Wärmczustandcs,  nämlich  —  §-13,  Gl.  (2)  —  aus  der 

Gleichung 
1  WdQ  =  dU-\-pdv  oder  dQ  =  A{dU-\- pd/v) 

I  folgt  in  Verbindung  mit  obiger  Gl.  (1)  für  das  specif.  innere  Arbeits- 
I  Termögen  U  der  Dämpfe 

1  1 

'  dU= -{pd/ü  -\-vdp)  = Td{pv)  I 

'  »—1  »  —  1  I       (4) 


n — 1 


übereinstimmend  mit  Gl.  5  in  §.  19  für  Gase;  wegen  abweichender  Form 
der  Zastaudagleichung  beschränkt  sich  indessen  diese  Uebereinstimmung 
af  den  Fall,  dass  U  als  Function  von  p  und  v  ausgedrückt  wird.    Mit 

^      »—1 

ergiebt  sich  die  specif.  Körperwärme  der  Dämpfe 

Air=AC+  -^pv (5) 

oder  als  Function  von  p  undit  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (16)  und  gemäss  der 
Bedeutung  von  ü  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §. 

AU=AC+  J^{^T—r)  =  AC4-^^(T—P) (6). 

n — 1      *  n 

Die  Constante  C  ist  abhängig  von  dem  Aufangszustande,  von  welchem 
ans  das  innere  Arbeitsvermögen  gerechnet  wird.  Rechnet  man  es  vom  Zu- 
stande tropfbarer  Flüssigkeit  von  <  =  0,  so  dass  unter  TT  der  Ueberschuss 
des  specif.  inneren  Arbeitsvermögens  im  Zustande  ^,  v  resp.  p^  T  des  Dampfes 
ftber  dasselbe  in  jenem  Zustande  tropfbarer  Flüssigkeit  von  0^  verstanden 
wird,  so  ist  für  gesättigten  Dampf 

nnd  man  findet  dann  nach  Gl.  (5) 

AC^q-]-Q  —  -~-:^pv 

m 

durch  Einsetzung  der  für  gesättigten  Dampf  bekannten  zusammengehörigen 
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Werthe  von  j», «?,  g,  q.  Insbesondere  für  Wasserdampf  ergiebt  sich  durch 

Einsetzung  der  Tabellenwerthe  aus  §.29  far  gesättigten  Dampf  von  atmo- 

4 
sphärischer  Pressung  mit  «  =  -^  und  1:A  =  424 

^0=100,5  + 496,3 -1:15!!|_1:^  =476,13  , 

424 

und  somit  nach  Gl.  (5)  und  (6)  mit  (?p  =  0,48 

AU=  476,13  +  SApv  =  4:7 G,13  +  0,36(r— P)    ....  (7). 

4_ 

Darin  kann  P=  37,774-/;?  der  Tabelle  im  vorigen  §.   entnommen 
werden. 


§.41.    Zustandsänderang  nach  dem  Gesetze:  pv"*=^  Const. 

Analog  der  Voraussetzung  in  §.  20  in  Betreff  des  Verhaltens  der 

Gase  erfolge  die  umkehrbare  Zustandsänderung  eines  Dampfes  nach  dem 

Gesetze 

pv*^  =C (IX 

unter  C  und  m  Constante  verstanden,  so  dass  auch  wie  dort 

t  =  — ^ -.(2) 

ist.    Sind  dann  f?i,  p^^^  T^  die  Werthe  von  t?,  p^  T  im  Anfangszustande,  so 
folgt  aus  den  Gleichungen 

n-X 

pv^  =  ;?it?i"»  und  pv  =  E{T—P)  mit  P=ßp  » 
analog  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  in  §.  20 

und  die  £xpansionsarbeit  E^  welche  von  1  Egr.  Dampf  beim  Uebergang 
aus  dem  Zustande  {v^^  p^)  in  den  Zustand  (f?,jp)  verrichtet  wird, 

-£-=  ^i^ (1—^-1)  mit  «=  -*    (4). 

m — 1  » 

Die  Wärme  Q,  welche  dabei  dem  Dampf  mitgetheilt  werden  muss,  ist 
nach  der  allgemeinen  Wärmegleichung  fUr  umkehrbare  Zustandsäuderungen 

Nach  §.  40,  Gl.  (6)   mit  Rücksicht    auf  die   Zustandsgieichung  der 
Dämpfe  und  auf  obige  Gleichungen  (3)  und  (4)  ist  aber 
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n 


also 


Q 


1 ]AE= AE 

n—1  )  n  —  1 


(5) 


in  Ueberemstimmung  mit  Gl.  (7)  m\  20.  Die  specifische  Wärme  für 
eine  solche  Zustandsänderung  ist  während  derselben  im  Allgemeinen  ver- 
inderlich;  sie  ist  nämlich 

dQ       n — m     dE      n — m        dv 
^^dT^n^^     dT^n—1     ^dT 

oder  weil  nach  der  Zustandsgieichung 

d(w>)  n — 1    _2  iSn  —  l     _^ 

iT=-^~'\-dPmk^dP  =  ^ p    ^df  =  ~  —  p     ü dp, 

R  n  Jl     n 


also 


dT_  1 
~dv      R 

oder  mit  Racksicht  auf  GL  (2) 

dT      9  f .  n — 1    tnS 


p+i^+^^'^p'-^Yl 


d9      R\ 


m 


n 


1 
vpn 


R 


1  — 


m 


n 


n  -|- 


(«—1)5 


Vpu^ 


oder  endlich  nach  §.  39,  GL  (11) 


dv       R 


n — 1 
wegen  AR  = Cp  nach  §.  39,  Gl.  (10) 


n — m      AR 


n — m 


fn — n 


n  —  1  m  Cp 


m  Cp  n 


p 


(6). 


m 


n 


In  der  Grenze  fttr  unendlich  grosse  Uebcrhitzung  oder  für  den  Gas- 
znstand  ist 


hm.  -^  =  «,  also  iim,  fi  = 


m- 


e,  (§.  20,  Gl.  5). 


Von  besonderen  Fällen  sind  folgende  bemerkeuswerth: 
1)  Zustandsänderung  bei  constantem  Volumen,  entsprechend 
M  =^  oo.    Pressung  und  Temperatur  stehen  dabei  in  der  Beziehung 

r— JP        p^ 

Pi 


(7). 


firfttkof,  thMNt.  MMcliineBlelire.    I. 
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Wegen  ^=0  ergiebt  sich  Q  nach  Gl.  (5)  in  unbestimmter  Form; 
nach  §.  40,  Gl.  (5)  ist  aber 

Q^J{U-U,)^    "^Ap-Pi^ (8). 

n  —  1 

4 

Insbesondere  mit  n  --=  ^-  ist  diese  Wärmemenge,  welche  einem  Kgr. 

d 

Wasserdampf  mitgetheilt  werden  muss,  um  bei  constantem  Volumen  r 
die  Pressung  von  ^j  auf  p  zu  steigern, 

Q  -^  ^A(p—p^)p    (9). 

2)  Der  Zustaudsilnderung  bei  constantor  Pressung  entspricht 
in=^0  und  die  Beziehung 

I-^^^' (10) 

zwischen  Volumen  und  Temperatur.    Die  Expansionsarbeit  pro  1  Kgr.  und 
die  mitzutheilendc  Wärme  sind 

E=  v(v  —  v^y,  ö—    -%  AE=^-^~^Ap(v—v^)    .  •  •  (IJ)- 

n — 1  71  —  1 

4 

Insbesondere  ist  mit  w^:^---   die   Wärmemenge,  welche   einem  Kgr. 

3 

Wasser  dampf  mitgetheilt  werden  muss,  um  bei  constantor  Pressung  das 

Volumen  von  i\  bis  v  zu  vergrössern, 

Q^4^p(i?— e^i) (12). 

3)  Bei  constantem  inneren  Arbeitsvermögen  ist  nach  Gl. (5) 
in  vorigem  §.  auch  pv  constant,  also  m=^l.  Die  Beziehungen  (3)  werden 
somit : 

^_^;-^^'-^^i ris. 

Pl     ^'  ^1—^1 

Für  die  Expansionsarbeit  liefert  Gl.  (4)  einen  unbestimmten  Ausdruck; 
indessen  ergiebt  sich  direct: 


« 


E--  I  pdv  -  -  », i\  I    —  =^  p,vJn  — ;  Q  =r-  AE 

"i  J  ^ 


ru\ 


4)  Für  die   Zustandsänderung  ohne  Mittheilung  oder  Ent- 
ziehung von  Wärme  ist  w=^w;  nach  §.  39,  Gl. (1)  ist  T  proportional 

w-l 

p'n   ,  somit  proportional  P,  und  es  gehen  also  die  Beziehungen  (3)  über  in: 

^-(T)"l-(T■-(#'••■•■■■■<'^^ 


§.-41. 
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der  Form  nach  übereinstimmend  mit  den  betreffenden  Gleichungen  für 

4 
Gase.    Die  Expansionsarbeit  pro    1  Kgr.,  insbesondere  mit  n  =  -      für 

o 

Wasser d  am i)f,  ist 

Obige  Formeln  gelten  natürlich  nur  so  lange,  als  der  Zustand  der 
J^üttigung  nicht  überschritten  wird.  In  dieser  Hinsicht  ist  es  namentlich 
für  den  letzten  Fall  unter  4)  von  Interesse,  diejenige  Ueberhitzung 
=  x  Grad  C.  zu  kennen,  bei  welcher  Dampf  von  gegebener  Pres- 
sung=^/>i  Atm.,  wenn  er  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von 

Wärme  im  Verhältniss  €=■       expaudirt,  gerade  gesättigt  wird. 

V 

Bezeichnet  dann  T^  die  absolute  Temperatur  gesättigten  Dampfes  von  der 
Pressung  ^j,  also  a?-)-  7\  die  absolute  Anfangstemperatur  des  überhitzten 
Dampfes,  so  ist  nach  Gl.  (15) 

«~i 

und  wenn  darin  T  und  T^  nach  §.39,  Gl.  (17)  mit  den  kürzeren  Bezeich- 
nangeu 

1 


m — 1  ,  n — 

=r-  a  und  — 

m  n 


^h 


ansgedrackt  werde«, 


«P'^4-/?/       ^(P\ 

.^  +  ^Pi'~-\"iW     '\pj 


Daraus  folgt 


ap^-^  +  ß^^Pi-'  +  cip,—'  +  |9; 


P 
^Px. 


a-h 


=  a  ^'-''+  ^ 


umi  somit  nach  Gl.  (15j  durch  Elimination  von  p  die  folgende  Beziehung 
zwischen  |?j,  e  und  xi 


,M-1 


.Pi 


X 


>«Pi" 


-hl 


6 
a-b 


Oder  wegen        -    --n 

b 


X  =  ap^""  [^»*ra-ö)  _  1]  —ap^ 


\  V  nih-a) 


—  1 


(17). 


14' 
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Insbesondere  f&r  Wasserdampf  ergiebt  sich  mit 

n=~;  a  =  335,24;  11  =  0,0607;  *==0,25  (cf.  §39) 

r/1  \®'****      1 

ar  =  335,24i>/.o«>7   (-\        —1     (18). 

Folgende  Tabelle  enthalt  die  hiemach  für  yerschiedene  Werthe  von 
p^  und  e  berechneten  Werthe  von  x. 


e 

Pi-2 

P.-4 



Pi-6 

1^1  =  8 

Pt  - 10 

0,1    ! 

!    264,2     1 

275,6 

282,4 

287,4 

294,6 

299,7 

303,8 

0,15 

205,9 

214,7 

220,1 

224,0 

229,6 

233,6 

236,8 

0,2 

168,0 

175,2 

179,6 

182,7 

187,3 

190,6 

193,2 

0,25 

140,4 

146,5 

150,1 

152,8 

156,6 

159,3 

161,5 

0,3 

119,0 

124,2 

127,3 

129,5 

132,7 

135,1 

136,9 

0,4 

87,2 

91,0 

93,2 

94,9 

97,2 

99,0 

100,3 

0,5 

64,1 

66,9 

68,5 

69,7 

71,5 

72,7 

73,7 

0,6 

i      46,1 

48,1 

49,3 

50,2 

51,4 

52,3 

53,0 

0,8 

;      19,4 

20,2 

20,7 

21,1 

21,6 

22,0 

22,3 

§.  42.    ZastandsSndening  bei  eonstanter  Temperatvr. 

Im  Gegensatze  zu  dem  Verhalten  der  Gase  ist  diese  Zustands&ndemng 
nicht  mit  deijenigen  bei  constantem  inneren  Arbeitsvermögen,  die  isother- 
mische nicht  mit  der  isodynamischen  Curve  identisch.  Die  Gleichung  der 
ersteren 


v  =  B =  H 


n—l 
T—ßpn 


(1) 

P  P 

mit  'T=  Consta  welche  überhaupt  nicht  der  in  vorigem  §.  betrachteten  all- 
gemeineren Form  pt^=  C  entspricht,  lasst  leicht  erkennen,  dass  v  mit  ab- 
nehmendem p  schneller  zunimmt,  oder  p  mit  zunehmendem  v  langsamer 
abnimmt,  als  es  bei  der  Zustandsänderung  nach  der  isodynamischen  Curve 
pv=C  von  demselben  Punkte  aus  der  Fall  sein  wflrde. 
Aus  Gl.  (1)  folgt 


dv  =  R 


und  es  ist  also  die  Expansionsarbeit  pro  1  Kgr.  Dampf 
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=fpdv=jtjf—ii,-^  +  ^p  'Adp 


H — 1  M—1 


\  Pi        n        n—1        J  \        p  n—1  J 

n 
Nach  §.  40,  GL  (6)  ist 

and  deshalb  die  Wännemeiige,  welche  einem  Kgr.  Dampf  mitgetheilt  werden 
mnss,  wenn  derselbe  bei  constanter  Temperatur  von  der  Pressung  p^  zur 
Pressung  p  übergeben  soll, 

Q  =  A(U—ir.+F)=JMTin^    (3) 

P 

ebenso  wie  für  Grase,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  nicht,  wie  dort, 

9,ft  an  die  Stelle  Ton  ET  und  —  für  —  gesetzt  werden  kann. 

^i         P 


f.  43.    Wirmeneafe  aur  Eneugang  ttberUtzten  Pampfes  aus  der  betref- 

fendeii  Flüssigkeit  bei  constanter  Pressung. 

Die  Herstellung  überhitzten  Wasserdampfes  zum  Betriebe  von  Dampf- 
maschinen geschieht  entweder  so,  dass  die  ganze  Dampftnenge  auf  dem 
Wege  Tom  Kessel  zur  Maschine  durch  einen  Ueberhitzungsapparat  geleitet 
wird,  oder  so,  dass  nur  ein  Tlieil  des  Dampfes  entsprechend  höher  überhitzt 
ond  mit  dem  anderen  Theil,  welcher,  direct  Tom  Kessel  herkommend,  ge- 
iiättigt  und  im  Allgemeinen  zugleich  feucht  ist,  vor  dem  Eintritt  in  die 
Haschine  gemischt  wird.  In  beiden  Fällen  geschieht  die  UebcrfQhrung  aus 
Wasser  in  überhitzten  Dampf  bei  constanter  Pressung  p^  abgesehen  von 
solchen  Druckdifferenzen,  welche  durch  die  Bewegungswiderstftnde  auf  dem 
Wege  vom  Kessel  zur  Maschine  bedingt  sind.  Diese  Erzeugung  überhitzten 
Dampfes  bei  constanter  Pressung,  übrigens  nach  der  einen  oder  anderen 
der  beiden  so  eben  erwähnten  Yerfahrungsweisen,  ist  deshalb  überhaupt, 
sndi  bei  anderen  Dämpfen,  von  vorwiegendem  Interesse. 

Die  Wärmemenge  Q,  welche  dabei  zur  Bildung  vöfi  1  Kgr.  überhitzten 
Dampfes  vom  Zustande  r,  f,  t  aus  der  betreffenden  Flüssigkeit  von  der 
Temperatur  ^  erfordert  wird,  ist  in  beiden  genannten  Fällen  gleich  gross» 
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weil  sie  ausser  von  dem  hervorzubringenden  Zuwachs  an  Körperwärme, 

nämlich 

A 
A  U—  q^=  AC+         ^  pv  —  q^  nach  §.  40,  Gl.  (5), 

n — 1 

nur  von  der  Expansionsarbeit  E  abhängt,  letztere  aber  wegen  der  in  beiden 

Fällen  constanten  Pressung  auch  in  beiden  Fällen  gleich  ist,  und  zwar  bei 

Vernachlässigung  des  specif.  Volumens  w  der  Flüssigkeit  gegen  dasjenige 

V  des  Dampfes 

E  =  p{v  —  w)  =/w. 
Somit  ist 

Q  =  A{U+E)  —  q^:=A(c-^^^fn!\  —  q^ (1) 

oder  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Zustandsgieichung  und  die  Beziehung 


^ -1 

AR^   cp  nach  §.39,  Gl.  (10) 


Ö  -=-A 


n 

C+  —-R(T-P) 
n — 1 


—  q^  ^- AC  +  c^{T—P)— q,   .  .  (2;. 


Insbesondere  ist  die  Wärmemenge,  welche  zur  Erzeugung  von  1  Kgr. 

überhitzten  Wasserdampfes  vom  Zustande  p^  v  resp.  p,  t  aus  Wasser 

von  0®  bei  constanter  Pressung  p  direct  oder  durch  Mischung  erfordert 

wird,  mit 

cp  ^  0,48  und  AC  ^  476,13  (§.  40) 

Q  =  476,13  +  4^j3P^  476,13-1- 0,48  (r—P) (3). 

Diese  Formeln  gelten  insbesondere  auch  in  der  Grenze  für  gesättigten 
Dampf  und  liefern  dann  die  sogenannte  Gesammtwärme  desselben,  welche 
von  Regnault  als  Function  ihrer  Temperatur  t  bestimmt  wurde  (§.27), 
z.  B.  für  gesättigten  Wasserdampf: 

Q=^  606,5  +  0,305^  (§.  27,  Gl.  4). 

Die  sehr  befriedigende  Uebereinstimmung  der  zwar  weniger  einfacheu, 
dagegen  allgemein  gültigen  Gl.  (3)  für  Wasserdampf  mit  dieser  Regnault*- 
sehen  Formel  für  gesättigten  Wasserdampf  lässt  die  folgende  Zusammen- 
stellung erkennen. 

Für^?:^       0,5  1  2 

ist  T--  354,71    373,00     393,60 
P-=     31,76      37,77       44,92 
also  Q^  631,15    637,04     643,50 
Nach  §.  27,  Gl.  (4)  ist 

Q=  631,42     637,00     643,28 
Differenz  ^r.  —  0,27  +  0,04    +  0,22 


4 

8  Atm. 

417,00 

443,81       nach  §.29, 

53,42 

63,53       nach  §.39, 

650,65 

658,66    nach  Gl.(3). 

650,42 

658,60 

+  0,23 

+  0,06 
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Durch  Verbindung  von  Gl.  (2)  re8p.(3)  mit  Gl.  (17)  re8p.(18)  in  §.39, 
wonach,  wenn  p  in  Atm.  ausgedrückt  wird, 

m-l 

T—F=ap  m 

und  insbesondere  fftr  gesättigten  Wasserdampf 

T—  P=  335,24p<>'^^ 

ist,  lässt  sich  die  Gesammtwärme  gesättigter  Dämpfe  auch  uäheruiigswoise 

als  unmittelbare  Function  ihrer  Pressung  =j»  Atm.  ausdrücken,  z.  B/ für 

Wasserdampf 

Q=  476,13  +  160,92^0'««»»    (4). 

Das  Verhältniss  der  zur  Erzeugung  von  1  Kgr.  Dampf  auf- 
zuwendenden Wärme  Q  zum  Wärmewerth  der  dabei  gewonnenen 
Expansionsarbeit  E=p(v  —  w)  oder  sehr  nahe  E=pv  ist  nach  Gl.  (1) 
für  ^^  =  0,  also  5^1  =  0 

e  _..^_+  _~„_.„^^  +  _^ (5). 


AE      pv   '   w  — 1       R{T—F)   '    n 

Darin  ist  für  Wasser  dampf  zu  setzen,  wenn  p  in  Atm.  ausgedrückt 

wird, 

47643J124_  a_     19,537 

10333  '        '   R       0,004924  ' 

und =4. 

»—1 

Q 

Das  obige  Verhältniss  — —  kann  als  Maassstab  für  die  Oekonomie 

der  Verwendung  mehr  oder  weniger  überhitzten  Dampfes  zur 
Arbeitsverrichtung  zunächst  in  Dampfmaschinen  ohae  Expansion  dieucii; 
es  ist  um  so  kleiner,  die  mit  einem  gewissen  Wärmeaufwande  gewonnene 
Arbeit  folglich  um  so  grösser,  je  grösser  v  oder  T  bei  gegebener  Pressung 
P'i  je  bedeutender  also  die  üeberhitzung  des  Dampfes  ist.  Im  Vergleich  mit 
dem  Falle,  dass.der  Dampf  im  Anfangszustande  nicht  nur  gesättigt,  sondern 
zugleich  feucht  ist,  stellt  sich  der  Vortheil  des  überhitzten  Dampfes  noch 
grösser  heraus.  Dagegen  tritt  er  wieder  etwas  zurück  bei  Expansions- 
maschinen um  so  mehr,  je  stärker  expandirt  wird,  in  Folge  des  Umstandes, 
dass  dabei  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  die  Pressung 
tlberhitzten  Dampfes  rascher  abnimmt,  als  diejenige  des  Anfangs  gesättigten 
oder  gar  feuchten  Dampfes,  somit  auch  die  Expansionsarbeit  unter  übrigens 
gleichen  Umständen  kleiner  ist;  in  der  Gleichung  ^y"'  ^=  Comt  der  adia- 
batischen Curve  ist  z.  B.  für  überhitzten  und  überhitzt  bleibenden  Wasser- 
dampf »*=  1,333  zu  setzen,  dagegen  für  Anfangs  gesättigten  und  trockenen 
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Wasserdampf  im  Mittel  «1=1,135  ($.35)  und  noch  kleiner,  wenn  er  yor 
der  Expansion  schon  fencht  isL  Die  Erspaning  an  Brennmaterial  kann 
sich  übrigens  grösser  herausstellen,  als  der  Yerkleinerong  des  Verhältnisses 

—p=  entspricht,  wenn  zur  Ueberhitzang  die  Wärme  der  abziehenden  Heiz- 

gase,  überhaupt  solche  W&rme  benutzt  wird,  welche  sonst  yerloren  gehen 
würde. 


§.  44.   Mischung  zweier  Dampteengen  tob  gleicher  Art  und  TerscUcdemem 

Zustande. 

Entsprechend  dem  in  Torigem  §.  erwähnten  Mischungsverfahren  zur 
Erzeugung  überhitzten  Wasserdampfes  ist  hier  namentlich  der  Fall  von 
Interesse,  dass  beide  Dampfmengen,  tou  denen  die  eine  gesättigt  und  im 
Allgemeinen  zugleich  feucht,  die  andere  überhitzt  ist,  dieselbe  Pressung 
haben  und  bei  dieser  constant  bleibenden  Pressung  gemischt  werden. 

1)  Die  Mischung  werde  bei  constanter  Pressung  p  gebildet  aus 
m^  Kgr.  gesättigten  Dampfes  von  der  Pressung  p  (Temperatur  entsprechend 
=  ^1)9  welcher  in  1  Kgr.  ans  f^  Kgr.  Dampf  und  (1  — y^)  Kgr.  Flüssigkeit 
besteht,  und  m^  Kgr.  überhitzten  Dampfes  yon  derselben  Art,  dessen  Pres- 
sung auch  =p,  dessen  Temperatur  aber  =  ^,  ]>  ^^  ist  Zu  bestimmen  sind: 
die  Temperatur  =  t  der  Mischung  und  die  resultirende  Yolumenänderung. 

Sind  Ol,  Q^  und  Q  die  Wärmemengen,  welche  zur  Erzeugung  von  je 
1  Kgr.  der  beiden  Gemengtheile  =  tn^  und  m^  Kgr.  und  des  resultirenden 
Dampfes  aus  Flüssigkeit  von  einer  gewissen,  in  allen  Fällen  gleichen 
Anfangstemperatur  bei  constanter  Pressung  p  erforderlich  sind,  so  hat  man 

(mj  +»i,)ö  =  OTiQi  +»»8Öj ^ (1) 

vorausgesetzt,  dass  bei  der  Mischung  Wärme  weder  mitgetheilt  noch  ent- 
zogen wird.  Dabei  ist  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  in  vorigem  §.,,  und  wenn 
r^  die  Verdampfungswärme  für  die  Pressung  p  oder  entsprechende  Tem- 
peratur ^1  (§.  27)  bedeutet, 

Q^=AC+c,CT,—F)-il-tf^)r, 

vorausgesetzt,  dass  der  resultirende  Dampf  keine  Flüssigkeit  mehr 
enthält,  also  t  ^  t^  gefunden  wird.  Durch  Einsetzung  dieser  Ausdrücke 
in  obige  Gleichung  ergiebt  sich  zur  Berechnung  von  ti 


{m^  +  fn^)T=m^ 


^i-(i-yi)7]  +  «4n (2), 
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worin  statt  T,  7\  nnd  T^  auch  t^  ^  and  t^  gesetzt  werden  können.  Um- 
gekehrt ergeben  sich  daraus  die  Gewichtsmengen  der  Bestandtheile,  welche 
erforderlich  sind,  um  durch  Mischung  m  Egr.  trockenen  Dampfes  von  der 
Temperatur  t  zu  bilden, 

m(T^  —  T) 


^«-^i+a-yi)~ 


•  m^  =  j9t  —  i9t| •  (3). 


^F 


Ffbr  y^  ==  1,  in  welchem  Falle  auch  ^  grösser  sein  kann,  als  die 
Sittigungstemperatur  des  Dampfes  von  der  Pressung  f^  ergiebt  sich  als 
Mischungstemperatur  von  zwei  trockenen  Dampfinengen,  welche  beide  über- 
hitzt sein  können, 

wie  auch  ohne  Weiteres  aus  der  Voraussetzung  Cp  =  C&nat,  folgt. 

Durch  Pressung  und  Temperatur  ist  der  Zustand  des  resultirenden 
Dampfes  bestimmt,  insbesondere  auch  sein  specif.  Volumen 

R{T—P) 
V  = . 

P 
Sein  Gesammtrolumen  ist  dann  V=  {m^  +  *'»«)«'•    Sind  femer 

«  = * i.  und  I,  = ^ 

P  P 

die  specil  Volumina  des  im  ersten  Gemengtheil   enthaltenen  trockenen 

Dampfes  und  des  zweiten  Gemengtheils,  so  können  ihre  absoluten  Volumina 

Fj  =  ^^iVt^x  und  Fi  =  »i,rj 

gesetzt  werden,  wenn  bei  F^  von  dem  verbältnissmässig  kleinen  Volumen 
der  Yorhandenen  Flüssigkeit  (ebenso  wie  in  den  Gleichungen  des  vorigen 
§.)  abstrahirt  wird.  Hiernach  kann  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  die  mit  der 
Hischuiig  verbundene  Aenderung  des  Gesammtvolumens 

y—  Vi  —  ^1  =(»*!  +  «j)v  —  »Hyit^i  —  »»2», (4) 

berechnet  werden.  Uebrigens  ergiebt  sich  directer,  wenn  in  Gl.(l)  nach 
143,  GL(1) 

gesetzt  wird. 


n 
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n — 1   Tj 


-j-m^r. 


i 


(Wj  +  m^)  V  =  1«!  L  —  (1  _  yj  _      ^ 

und  somit  nach  Gl.  (4) 

r_r,-r,  =  .,.,(i-y,)(i-«-=l-^) (5>. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Vernachlässigung  des  Volumens  der  Flüssigkeit 
im  ersten  Gemeugtheil  ist  (§.  27)  Apv^  die  äussere  Verdampfungswänne, 
also,  wenn  p,  die  innere  Verdampfungswärme  bedeutet, 

und  somit  auch 

1        w— 1 


r-F,-r,=.,e,(i_y,)(--^-  ^;-) 


(6). 


Diese  Volumänderung  ist  negativ,  einer  Verdichtung  entsprechend, 
sofern 

pi  > ^,  bei  Wasserdampf  q^  >  SApv^ 

n  —  1 

ist,  wie  es  der  Tabelle  in  §.29  zufolge  zutrifft.  Für  y^  ==  1,  d.  h.  wenn 
zwei  Mengen  trockenen,  gesättigten  oder  überhitzten  Dampfes  von  gleichen 
Pressungen  bei  constant  bleibender  Pressung  gemischt  werden,  findet  eine 
Aenderung  des  Volumens  nicht  statt. 

2)  Die  Mischung  erfolge  ohne  Volumenänderung,  wie  bei  der 
früher  in  §.  36  betrachteten  Aufgabe.  Ein  Geföss  enthalte  nämlich  Wj  Kgr. 
eines  Gemisches  von  je  y^  Kgr.  Dampf  und  (1  —  y^)  Kgr.  gleichartiger 
Flüssigkeit  von  der  Pressung  py^  (entsprechendes  specif.  Volumen  des  ge- 
sättigten Dampfes  für  sich  ^=  r^,  also  des  Gemisches  mit  genügender  An- 
nälierung^^^y^r^);  ein  zweites  Gefäss  enthalte  m^  Kgr.  überhitzten  Dampfes 
derselben  Art  von  der  Pressung  p^  und  dem  specif.  Vohnueu  r^.  Welches 
ist  der  Zustand  (/?,  r)  der  Mischung,  welche  dadurch  entsteht,  dass  beide 
Gefässe  in  Conimunication  gesetzt  werden,  falls  dabei  Wärme  von  aussen 
weder  mitgetheilt  noch  entzogen  wird  und  der  resultirende  Dampf 
keine  Flüssigkeit  mehr  enthält? 

Das  specif.  Volumen  v  ergiebt  sich  ohne  Weiteres: 

nii  +  m^ 
Da  ferner  im  Ganzen  weder  Expansionsarbeit  verrichtet  noch  Wärme 
mit  der  Umgebung  ausgetauscht  wird,  das  innere  Arbeitsvermögen  also  im 
Ganzen  keine  Aenderung  erfährt,  hat  man  die  Gleichung 
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(wj  -{-'m^)  U=^  m^  Ui  -{-  »^2  Cj 
oder,  wenn  darin  mit  Rücksicht  auf  §.  40,  Gl.  (5) 

i7i^C4-^\— (l~y,)  Wq^  mit  r=rA^424, 
» — 1  ji 

TT  —r-i-l^-   TT--('A-     ^'' 

gesetzt  wird, 

(«1  +  fn^)pv  =  Wj  [|?it;j  —  (1  —  yi)  (w  —  1) l^Pi]  +  »ig/^arg, 

voraus  in  Verbindung  mit  Gl.  (7)  sich,  ergiebt: 

%  bi«'!  —  (1  —  yi)  (^*  —  1)  ^(>il  +  wja/Vi  f8 ) 

/n  • -  _^^_  —         .,  —  .  — — . ■  .   -     ■  ■     •       •      .      •      •      \KJJm 

Die  Vergleichung  obigen  Werthes  von  v  mit  dem  bekannten  specif. 
Volumen  gesättigten  Dampfes  von  der  Pressung  /?,  welches  nicht  grösser 
als  jenes  v  sein  darf,  lässt  die  Richtigkeit  der  Voraussetzung  erkennen, 
dass  der  resultirende  Dampf  nicht  feucht  ist.  Die  absolute  Temperatur 
desselben  ist  dann 

Ist  yi  =  1,  in  welchem  Falle  auch  der  Dampf  im  ersten  Gefässe  über- 
hitzt sein  kann,  so  ergiebt  sich 


%^i  +  f*hh  *HHPi  +  ^^h^'iPi 


«^  =  --  — -  — — \  P  = 


(9). 


Wj  1-  Wjj  wj^y^  -r>n,j^r,^ 


Wenn  sich  im- Falle  unter  1)  die  Temperatur  T  der  Mischung  nach 
GL  (2)  kleiner  ergäbe,  als  die  Sättigungstemporatur  für  die  gegebene  Pres- 
sang  /?,  oder  wenn  im  Falle  unter  2)  das  specif.  Volumen  v  nach  Gl.  (7) 
kleiner  gefunden  würde,  als  dasjenige  gesättigten  Dampfes  für  die  nach 
GL  (H)  berechnete  Pressung  />,  als  Zeichen  dafür,  dass  die  resultirende 
Mischung  feucht  wäre,  etwa  nur  y  Kgr.  Dampf  in  1  Kgr.  enthielte,  so 
müssten  andere  Formeln  zur  Bestimmung  ihres  Zustandes,  übrigens  durch 
eine  der  obigen  ganz  analoge  Entwickelung  aufgestellt  werden. 

Im  Falle  1)  wäre  zu  setzen: 

und  V^={fn^  +  ''»t)y<'i-   Mit  p  wäre  nämlich  auch  t—  t^  und  v^  gegeben, 
zur  Bestinunung  des  Zustandes  der  Mischung  also  nur  y  zu  berechnen. 
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Im  Falle  2)  wäre  zu  setzen: 


n — 1  (Wj  4- 


unter  v  jetzt  das  specif.  YolumeQ  nicht  der  resultirenden  Mischung,  sondern 
des  darin  enthaltenen  Dampfes  verstanden;  der  Zustand  der  Mischung  wäre 
hestimmt  durch  y  mit  einer  der  Grössen  p^  t^  v. 


E.  Molekulartheorie  der  Wärme. 

Den  bisherigen  Untersuchungen  lag  die  Vorstellung  einer  continuir- 
lichen  Baumerfüllung  durch  die  Materie  zu  Grunde.  Wenn  auch  bereits 
im  Anschlüsse  an  die  Besprechung  des  Fundamentalprincips  der  Aequivalenz 
und  gegenseitigen  Umwandelbarkeit  von  Wärme  und  Arbeit  oder  lebendiger 
Kraft  (§.  11)  darauf  hingewiesen  wurde,  dass  das  Wesen  der  Wärme  in  dem 
Molekularzustande  der  atomistisch,.  also  discontinuirlich  constitnirten  Ma- 
terie  zu  suchen  sei,  so  war  doch  im  Vorhergehenden  keine  Veranlassung, 
diese  Vorstellung  weiter  zu  verfolgen,  weil  die  bisher  entwickelten  Sätze 
aus  erfahrungsmässigen  Thatsachen  abgeleitet  wurden,  um  sie  als  unab- 
hängig von  jener,  in  vieler  Hinsicht  noch  mangelhaften  und  im  Einzelnen 
von  verschiedenen  Autoren  sehr  verschieden  ausgeführten  Atomistik  hinzu- 
stellen« Die  zeitige  Ausbildung  der  letzteren  eingehend  darzustellen,  liegt 
auch  dem  Zweck  dieses  Buches  fem.  Im  Folgenden  soll  nur  anhangsweise 
insoweit  darauf  eingegangen  werden,  als  es  zum  Verständniss  gewisser  dai^ 
auf  beruhender  weiterer  Sätze  der  Wärmetheorie  nöthig  ist,  welche,  wenn 
sie  auch  noch  nicht  als  so  wohlbegründet  wie  die  frflheren  Sätze  zu  be- 
trachten sind,  doch  schon  jetzt  durch  ihre  Folgerungen  sich  in  mefarfiM^ber 
Hinsicht  bewährt  haben  und  einen  wesentlichen  Fortschritt  fär  die  weitere 
EntWickelung  der  Theorie  und  ihrer  Anwendungen  in  Aussicht  zu  stellen 
scheinen. 

§.  45.    Molekularzustand  eines  Körpers. 

Schon  abgesehen  von  der  mechanischen  Erklärung  der  Wärmeerschei- 
nungen und  selbst  abgesehen  von  den  die  atomistische  Theorie  so  wesent- 
lich unterstützenden  Gesetzen  der  Chemie  hatten  die  allgemeinen  physi* 
kaiischen  Eigenschaften  der  Körper,  die  Veränderlichkeit  ihres  Volumens 
und  ihrer  Gestalt,  ihre  Porosität,  ihre  gegenseitige  Durchdringbarkeit  oder 
Mischbarkeit  und  event.  ihre  Mischbarkeit  in  sich,  d.  h.  die  Mischbarkeit 
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eigenen  kleinsten  Theilchen  unter  einander,  desgl.  die  mit  diesen  Eigen- 

n  zasammenhängenden  EigenthQmlichkeiten  der  Terschiedenen  Aggre- 

bnnen  zn  der  Ansicht  geführt,  dass  die  Materie  den  Ton  einem  Körper 

linhar   eingenommenen  und  von  einer  scheinbar  zasammenhängenden 

e  begrenzten  Baum  nicht  continnirUch  erfÜUe,  dass  vielmehr  jeder 

rper  als  ein  Aggregat  von  unmessbar  kleinen  materiellen  Theilchen,  so- 

nten  Mx)lekalen,  zn  betrachten  sei,  welche  sich  im  Allgemeinen 

t  berühren,  eine  (bei  festen  Körpern  beschränkt,  bei  flflssigen  und  luft^ 

en  unbeschränkt)  yeränderliche,  relative  Lage  haben  nnd  bei  unmess- 

kleinen  Entfernungen  ihrer  Massenmittelpunkte  eine  solche  Wirkung 

einander  ausfiben,  welche  durch  die  dem  Newton'schen  Gravitations* 

folgende  allgemeine  gegenseitige  "Massenanziehung  allein  nicht  er- 

werden  kann  und  deshalb  besonderen  sogenannten  Molekularkräften 

hrieben  wird.    Dabei  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  im  Gegentheil  am 

rlichsten  anzunehmen,  dass  jene  allgemeine  und  auf  beliebige  messbare 

'emungen  nachweislich  wirkende  Gravitation  mit  unverändertem  Wir- 

eseCze  auch  einen  Bestandtheil  dieser  nur  auf  unmessbar  kleine  Ent- 

ongen  wirkenden  Molekularkräfte  ausmacht. 

Die  Molekularwirkung  zwischen  zwei  MolekQlen,  diese  selbst  vorläufig 
onTerftnderlich  vorausgesetzt,  ist  abhängig  von  ihrer  Entfernung  und 
rhanpt  von  ihrer  relativen  Lage.  Wenn  also  durch  äussere  Kräfte  eine 
nnadon  des  Körpers  bewirkt  wird,  oder  wenn  relativ  gleitende  Bewe- 
in im  Inneren  eines  (flüssigen  oder  luftfOrmigen)  Körpers  stattfinden, 
««mit  in  beiden  Fällen  eine  relative  Lagenänderung  der  Moleküle  ver- 
luden sein  muss,  so  werden  dadurch  auch  entsprechende  Aenderungen  der 
Volekalarkräfte  bedingt,  und  diese  Aenderungen  sind  es,  welche  als  innere 
ilkJienkrftfte,  Spannungen  und  innere  Reibungen  (§.  3),  in  die  Betrach- 
tuig  eingeftihrt  werden  müssen,  wenn  die  Zustandsänderung  eines  Körpers 
Mureh  mathematisch  untersucht  werden  soll,  dass  er  (unter  Abstraction 
Toa  seiner  vorausgesetzten  discontinuirlichen  Constitution  aus  unmessbar 
kleinen  Molekülen)  in  unendlich  kleine  Elemente  zerlegt  gedacht  wird, 
welche  continuirlich  an  einander  grenzen.*  Uebrigens  kann  umgekehrt  eine 
rekäve  Lagenänderung  der  Moleküle  auch  stattfinden,  ohne  dass  damit 


I  *  Der  Begriff  der  Messbarkeit  oder  Unmessbarkeit  ist  hier  stets  im  Sinne 
der  Heasbarkeit  resp.  Unmessbarkeit  durch  Beobachtung,  d.  h.  durch  unmittel- 

:  lire  oder  mittelbare  (künstlich  verschärfte)  sinnliche  Wahrnehmung  verstanden, 
fis  ist  denkbar,   dass  eine  in  diesem  Sinne  als  immessbar  klein  bezeichnete 

:  toöfise  durch  Vervollkommnung  unserer  Hülfsmittel  zur  Verfeinerung  sinnlicher 
Wthmehmung  einst   messbar  wird.    Auch   ist  die   Möglichkeit  nicht   ausge- 
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messbare  Deformationen  oder  relativ  gleitende  Bewegungen  von  Körper- 
theilen  verbunden  sind. 

Wenn  in  der  Folge  von  der  Entfernung  zweier  Moleküle  A  und  Ä 
die  Rede  sein  wird,  so  soll  darunter  stets  die  Entfernung  ^tf  ihrer  Massen- 
mittelpunkte S  und  *S'  verstanden  sein.  Wenn  bei  gegebener  Entfernung 
SS'  =  r  die  Moleküle  um  die  Punkte  S  und  Sf  gedreht  werden,  so  kann 
die  Molekularwirkung  zwischen  ihnen  sich  im  Allgemeinen  ändern;  ist  r^ 
der  grösste  Werth  von  r,  bei  welchem  die  Moleküle,  wie  sie  auch  um  #^ 
und  ^  gedreht  werden  mögen,  überhaupt  noch  eine  Molekularwirkuug, 
d.  h.  eine  von  der  allgemeinen  Gravitation  nachweislich  abweichende  Wir- 
kung auf  einander  ausüben  (nachweislich  zwar  nicht  im  Einzelnen,  aber  für 
viele  Moleküle  zusammen),  so  soll  der  Raum,  welcher  von  einer  um  «Sf  als 
Mittelpunkt  mit  dem  Radius  r^  beschriebenen  Kugelfläche  eingeschlossen 
wird,  der  Wirkungsraum  des  Moleküls  A  bezüglich  auf  das  Molekül  J' 
heissen. 

Denkt  man  sich  um  alle  Moleküle  eines  Körpers  die  Wirknngsräunic 
in  Beziehung  auf  die  übrigen  beschrieben,  so  können  diese  Räume  sich 
mehr  oder  weniger  vielfach  dauernd  oder  vorübergehend  gegenseitig  durch- 
dringen, womit  besonders  die  Eigenthümlichkeiten  der  verschiedenen  Ag- 
gregatformen zusammenhängend  zu  denken  sind.  Bei  festen  und  flüs- 
sigen Körpern  ist  anzunehmen,  dass  in  dem  Wirkungsraume  irgend  eines 
Moleküls  A  gleichzeitig  die  Massenmittelpunkte  ^  mehrerer  anderer  Mo- 
leküle A!  liegen,  und  zwar  bei  festen  Körpern  beständig  derselben  anderen 
Moleküle  mit  Ausnahme  solcher,  für  welche  die  Entfernung  S^  verhält- 
nissmässig  wenig  vom  Halbmesser  des  Wirkungsraumes  um  A  verschieden 
ist,  so  dass  deren  Massenmittelpunkte  ^  vorübergehend  aus  dem  fraglichen 
Wirkungsraume  heraustreten  können,  wogegen  bei  Flüssigkeiten  die  Mole* 
küle  A!  nach  und  nach  durch  immer  andere  Moleküle  ersetzt  werden  kto- 
nou,  indem  jedes  Molekül,  zwischen  den  übrigen  hindurch  sich  bewegend, 
seinen  Ort  innerhalb  des  von  der  Flüssigkeit  eingenommenen  Raumes  wech- 
seln kann.  Bei  luftförmigen  Körpern  ist  anzunehmen,  dass  die  Mole- 
küle meistens  ausserhalb  des  Molekularwirkuugs-Bereiches  von  anderen  sich 
befinden,  dass  ihre  Massenmittelpunkte  nur  vorübergehend  und  während 
verhältnissmässig  um  so  kürzerer  Zeiten,  je  mehr  der  Zustand  dem  voll- 


schlossen,  eine  in  jcDcm  Siune  immessbare  Grösse  durch  theoretische  Betrach- 
tungen und  durch  Reclinung  mit  messbareu  Grössen  vergleichbar,  also  einer 
Messung  im  weiteren  Sinne  des  Wortes  zugänglich  zu  macheu,  indem. eine  im- 
messbare und  selbst  eine  unmessbar  kleine  Grösse  nicht  als  unendlich  klein, 
sondern  als  endlich  zu  denken  ist. 
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kommenen  Gaszustände  nahe  kommt,  in  die  Wirknngsräume  anderer  Mole- 
ifile  eindringen,  i^elche  nicht  nar,  wie  bei  Flüssigkeiten,  nach  und  nach 
immer  andere  sein  können,  sondern  auch  in  der  Kegel  immer  andere  sein 
werden.  In  allen  Fällen  sind  übrigens  an  der  Oberfläche  eines  KOrpers  die 
Virkangsräume  seiner  Moleküle  bezüglich  auf  diejenigen  des  angrenzenden 
Körpers  zu  unterscheiden  von  ihren  Wirkungsräumen  bezüglich  auf  die  an- 
deren Moleküle  desselben  Körpers. 

Freilieh  kann  hier  die  Frage  aui^worfen  werden,  wie  überhaupt  auf 
Gnmd  der  vorausgesetzten  molekularen  Constitution  der  Materie  das  Vo- 
lumen und  somit  die  Oberfläche  eines  Körpers  mathematisch  definirt 
werden  könne.  Indem  aber  bei  festen  und  flüssigen  Körpern  den  so  eben 
erklärten  Vorstellungen  gemäss  die  Wirkungsräume  ihrer  Moleküle  bezüg- 
lich auf  einander  sich  stets  so  durchdringen,  dass  sie  einen  zusammenhän- 
genden Gesammtraum  bilden,  kann  dieser  als  das  Volumen  des  Körpers, 
seine  Oberfläche  als  die  Körperoberfläche  definirt  werden.  Auf  einen  luft- 
l5nDigen  Körper,  dessen  Molekular- Wirkungsräume  sich  isolirt  von  einander 
heAuäen  können,  würde  diese  Definition  des  Volumens  nicht  passen.  Wäre 
derselbe  in  einem  von  festen  oder  flüssigen  Wänden  ringsum  begrenzten 
Räume  enthalten,  so  könnte  zwar  letzterer  als  sein  eigenes  Volumen  defi- 
nirt werden;  allein  diese  Definition  wäre  durch  die  fragliche  Bedingung 
b^chränkt,  und  würde  z.  B.  den  Begriff  des  Volumens  und  der  äusseren 
Oberfl&ehe  der  Erdatmosphäre  nicht  in  sich  schliessen.  Nimmt  man  aber 
die  später  näher  auszuführende  Vorstellung  mit  zu  Hülfe,  gemäss  welcher 
die  Moleküle  des  luftförmigen  Körpers  in  beständiger  Bewegung  begriffen 
sind  der  Art,  dass  die  von  ihren  Wirkungsräumen  in  einer  gewissen  Zeit 
beschriebenen  Räume  (den  inneren  Zustand,  insoweit  er  messbar  ist,  unter- 
dessen als  constant  vorausgesetzt)  in  ähnlicher  Weise  einen  zusammenhän- 
genden Gesammtraum  bilden,  wie  es  von  den  Wirkungsräumen  der  Mole- 
kflle  an  sich  bei  festen  und  flüssigen  Körpern  in  jedem  Augenblicke  anzu- 
nehmen war,  so  kann  jener  Gesammtraum  allgemein  gültig  als  das  Volumen 
des  luftförmigen  Körpers  definirt  werden. 

An  der  Berührungsstelle  eines  Körpers  mit  einem  anderen  können 
zweierlei  Oberflächen  desselben  unterschieden  werden:  seine  absolute  oder 
OberflAcfae  an  sich,  entsprechend  den  Wirkungsräumen  seiner  Moleküle  be- 
zflghch  auf  die  anderen  Moleküle  desselben  Körpers,  und  seine  relative 
Oberfläche,  entsprechend  den  Wirkungsräumen  seiner  Moleküle  bezüglich 
anf  diejenigen  des  anderen  Körpers.  Berührung  im  physikalischen 
Sinne  findet  statt,  sobald  die  Massenmittelpunkte  von  Molekülen  des  einen 
Korpers  die  absolute  nder  relative  Oberfläche  des  anderen  Körpers  durch- 
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dringen;  dabei  können  verschiedene  Erscheinungen  stattfinden,  jenachdi 
die  absolute  Oberfläche  von  der  relativen  oder  umgekehrt  die  letztere  von 
der  erstereu  eingeschlossen  wird.  Wäre  endlich  ein  Körper  als  Gremiadi 
von  Molekülen  verschiedener  Art  zu  betrachten,  so  würden  verschiedene 
absolute  und  bezüglich  auf  einen  anderen  verschiedene  relative  Oberflädieii 
desselben  zu  unterscheiden  sein.  Auf  die  thatsächliche  Messung  des  Yolo« 
mens  und  der  Oberfläche  eines  Körpers  hat  diese  principielle  Unterschei- 
dung verschiedener  Oberflächen  keinen  Einfluss,  sofern  die  Entfemungeji 
derselben  von  einander  unmessbar  klein  sind. 

^  Eine  speciellere  Vorstellung  von  der  Beschaffenheit  der  Moleküle  wird 
durch  die  Eigenthümlichkeit  der  chemischen  Voi^nge  bedingt,  insbesondere 
durch  die  Yerbiiidungsfiihigkeit  verschiedenartiger  Stoffe  zu  neuen  Ton 
ganz  anderen  Eigenschaften,  und  umgekehrt  durch  die  Zerlegbarkeit  von 
Stoffen  in  Theile  von  anderen  und  unter  sich  verschiedeneu  Eigenschaften, 
beides  stattfindend  nach  einfachen  rationalen  Verhältnissen  bestimmter  ao* 
genannter  Verbindungsgewichte,  welche  den  sich  verbindenden  oder  doreh 
Zerlegung  erhaltenen  Stoffen  eigenthümlich  sind  und  auf  das  Verbindung»* 
gewicht  eines  gewissen  conventioneil  gewählten  chemisch  einfachen  (unzer- 
legbaren) Stoffes,  gewöhnlich  des  Wasserstoffes,  als  Einheit  bezogen  werden. 
Hiemach  sieht  man  sich  zu  der  weiteren  Annahme  genöthigt,  dass  die  Mo- 
leküle selbst  wieder  aus  noch  kleineren,  ihrerseits  aber  nun  nicht  weiter 
theilbaren  und  deshalb  Atome  genannten  Theilchen  bestehen,  dass  »e 
Gruppen  von  Atomen  und  zwar  bei  chemisch  einfachen  Stoffen  von  gleich- 
artigen, bei  chemisch  zusammengesetzten  Stoffen  von  ungleichartigen  Ato- 
men sind,  indem  man  so  viele  verschiedene  Arten  der  letzteren  von  je  einer 
bestimmten,  der  betreffenden  Art  eigenthümlichen  Masse  annimmt,  wie  es 
chemisch  einfache  Stoffe  giebt  Da  die  Atome  Grössen  und  als  solche  ma- 
thematisch theUbar  sind,  kann  die  ihnen  zugeschriebene  Untheilbarkeit 
selbstverständlich  nur  als  eine  thatsächliche  physische  Untheilbarkeit  durdi 
mechanische,  chemische,  überhaupt  durch  natürliche  Einwirkungen  verstan- 
den werden.  Von  den  Atomen  eines  Moleküls  ist  anzunehmen,  dass  sie  mit 
gewissen  Kräften  auf  einander  wirken,  im  Allgemeinen  sich  nicht  berühren 
und,  so  lange  das  Molekül  seinen  physikalischen  und  chemischen  Charakter 
behält,  eine  beschränkt  veränderliche  relative  Lage  in  demselben  haben. 

Manche  Erscheinungen,  insbesondere  die  verschiedenen  Formen,  in 
denen  gewisse  Stoffe  (dimorphe  Körper)  unter  verschiedenen  Umständen 
krystallisiren  können,  oder  sonstige  Verschiedenheiten  des  Verhaltens  (Alkh 
tropie  und  Isomerie)  gewisser  chemischer  Elemente  (z.  B.  gewöhnlicher 
Sauerstoff  und  Ozon)  und  zusammengesetzter  Stoffe  bei  gleicher  chemischen 
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Znssiraneiisetziiiig,  denten  darauf  hin,  dass  die  Atome  (bei  unveränderlichem 
Zahlenverhältnisse  der  verschiedenartigen  Atome  im  Falle  eines  chemisch 
zosammeDgesetzten  Stoffes)  sich  in  verschiedener  absoluter  Zahl  und  auf 
Tenchiedene  Weise,  d.  h.  zwischen  verschiedenen  Grenzen  bezüglich  auf 
ihre  Jieschränkt  veränderliche  relative  Lage,  zu  einem  Molekül  gruppiren 
können.  Auch  mögen  die  verschiedenen  Aggregatformen  eines  Körpers 
darch  diese  Umstände  zum  Theil  bedingt  sein;  insbesondere  ist  es  wahr- 
seheinlich,  dass  die  Moleküle  fester  Körper  von  zusammengesetzterer  Art 
sind,  indem  die  einfachen  IJloleküle  von  geringster  Atomzahl,  wie  solche 
bei  flftssigen  und  luftförmigen  Körpern  von  gleichförmigem  Wärmezustande 
in  dorchsehnittlich  gleichförmiger  Yertheilung  vorkommen,  bei  ihnen  zu- 
nächst  engere  Gruppen,  mehrfache  Moleküle  bilden,  welche  dann  ihrer- 
seits den  Körper  constituiren  und  durch  die  Art  ihrer  Zusammensetzung 
ao9  den  einfachen  Molekülen  die  Eigenschaften  des  Körpers  bestimmen. 
Auf  diese  Weise  wird  die  Vorstellung  einer  grösseren  Zertheilung  oder 
Auflockerung  der  Materie  beim  Schmelzen  eines  festen  Körpers  auch  ohne 
Tdumyergrösserung  desselben  gewonnen,  sofern  die  durchschnittlichen  Ent- 
fernungen nächstbenachbarter  solcher  mehrfachen  Moleküle  wesentlich 
grösser,  als  ihre  grössten  Dimensionen,  d.  h.  als  die  Entfernungen  von  ir- 
gend zwei  Atomen  desselben  mehrfachen  Moleküls  vorausgesetzt  werden. 
Wenn  ausserdem  in  einem  mehrfachen  Molekül  die  durchschnittlichen  Ent^ 
fernungen  nächstbenachbarter  einfacher  Moleküle  wesentlich  grösser  sind,, 
als  die  grössten  Dimensionen  der  letzteren,  so  ist  das  durchschnittliche 
Terfaältniss  der  grössten  Dimensionen  zu  der  kleinsten  Entfernung  für  zwei 
mthrfache  Moleküle  eines  festen  Körpers  grösser,  als  für  zwei  einfache 
Moleküle  desselben  Körpers  als  Flüssigkeit  von  gleichem  Volumen;. dadurch 
kann  e«  bewirkt  werden,  dass  die  Molekularwirkung  zwischen  den  Mole- 
külen eines  festen  Körpers  nicht  nur  von  anderer  Grösse,  sondern  auch  von 
anderer  Art,  insbesondere  in  höherem  Grade  von  den  Lagen  der  Moleküle 
gvgen  die  gerade  Verbindungslinie  ihrer  Massenmittelpunkte  abhängig  ist 
ab  bei  flüssigen  Körpern,  dass  sie  also  in  höherem  Grade  ausser  ihrer 
gegenseitigen  Anziehung  oder  Abstossung  auch  eine  gegenseitige  Richtkraft 
auf  einander  ausüben.  Ebenso  wie  den  Atomen  in  den  einfachen  Mole- 
külen, ist  auch  den  letzteren  in  den  mehrfachen  Molekülen  eine  beschränkt 
veränderliche  relative  Lage  zuzuschreiben;  die  Ueberschrcitung  einer  ge- 
wissen Grenze  in  dieser  Hinsicht  hat  entweder  eine  Structur\'erändcrung 
(veränderte  Gruppirung  der  einfachen  zu  mehrfachen  Molekülen)  oder  eine 
Schmelzung  des  festen  Körpers  (Auflösung  der  mehrfachen  in  einfache 
Moleküle)  zur  Folge,  wogegen  die  Ueberschreitung  einer  gewissen  Grenze 

Orftshof,  tlieoret.    Uaschmenlehre.    I.  15 
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hinsichtlich  der  relaÜTen  Lage  der  Atome  in  den  einfachen  Molekfll^i  eU 
chemische  Zersetzung  bedingt.  ^ 

Indem  die  Untersuchungen  über  die  Erscheinungen  und  das  WeMi 
des  Lichtes  sowie  auch  der  denselben  Gesetzen  folgenden  strahlend«! 
Wärme  zu  dem  Schlüsse  geführt  haben,  dass  Licht-  und  W&rmestr%hliiai( 
als  das  Resultat  einer  schwingenden  Bewegung  der  unmessbar  kleinen,  avd 
als  physisch  untheilbar  zu  denkenden  Theilchen  eines  im  ganzen  Weltranm 
Terbreiteten  und  alle  Körper  durchdringenden  Stoffes,  des  Aethers,  zu  he 
trachten  sind,  müssen  endlich  noch  die  Aetheratome  als  weitere  zu 
Molekularconstitution  eines  Körpers  gehörige  Bestandtheile  berücksichtig! 
werden.  Zwischen  ihnen  gegenseitig  sowie  auch  zwischen  ihnen  and  de« 
Körperatomen  sind  gewisse  Kräfte  wirkend  vorauszusetzen  von  solcher  Art, 
dass  diese  Aetheratome  im  Allgemeinen  weder  sidi  gegenseitig  noch  diu 
KOrperatome  berühren,  dass  sie  zum  Theil  wenigstens  die  zur  Licht-  uai 
Wärmestrahlung  nöthige  freie  Beweglichkeit  im  Körper  besitzen.  Die  Ge- 
sammtmasse  aller  Aetheratome  eines  Körpers  ist  übrigens  nicht  aar  tehr 
klein  im  Vergleich  mit  der  Gesammtmasse  aller  Körperatome,  sondern  aock 
an  und  für  sich  unmessbar  klein. 

Gewöhnlich  nimmt  man  an,  die  Aetheratome  seien  sehr  klein  im  Ver- 
gleich mit  den  Körperatomen,  und  ihre  Anzahl  sei  verhältnissmäsaig  s^ir 
gross;  indessen  ist  namentlich  in  letzterer  Hinsicht  auch  eine  entgegenge* 
setzte  Ansicht  vertreten  worden.*  Im  Folgenden  mag  jede  Annahme  in 
diesen  Beziehungen,  sowie  auch  in  Betreff  der  Gestalt  der  Atome  und  iet 
Ursachen,  durch  welche  die  Verschiedenheit  des  chemischen  Verhaltens  der 
Körperatome  ausser  durch  ihre  verschiedenen  Massen  (Atomgewichte)  be- 
gründet zu  denken  ist,  dahingestellt  bleiben.  Körper-  und  Aetheratome 
werden  wie  materielle  Punkte  bei  den  folgenden  Untersuchungen  be> 
handelt. 

Ebenso  wenig  übereinstinunend,  wie  in  den  genannten  Beziehongen, 
sind  die  bisher  gemachten  Annahmen  hinsichtlich  des  Sinnes  nnd  des 
Wirkuugsgesetzes  der  Kräfte,  womit  die  Atome  aufeinander  wirken. 
Abgesehen  von  der  Licht-  und  Wärmestrahlung,  welche  vom  Aether  abhängt 
und  von  der  Art,  wie  die  Gruppirung  seiner  Atome  in  einem  Körper  modi- 
ficirt  ist,  kann  in  der  That  aus  den  meisten  Erscheinungen  physikalischer 
Natur  zunächst  nur  auf  die  gegenseitige  Wirkung  der  kleinsten  gleichar- 


♦  Entwurf  einer  Molekularphysik  von  Prof.  Dr.  Wittwer.  Zeitschr.  ftr 
Mathem.  und  Physik,  1866,  S.  177,  mit  weiteren  Ausführungen  in  epäleren  Jiltf* 
gangen  deräelben  Zeitschrift. 
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n  K^rpertheile  geschlossen,  diese  Gesammtwirkimg  aber  aaf  verschiedene 
eise  als  das  Resultat  von  Einzelwirkungen  zwischen  Kdrper-  und  Aether- 
btoraen  erklärt  werden.  Uebereinstinunung  herrscht  nur  darüber,  dass 
Aietheratome  sich  gegenseitig  abstossen.  Im  Uebrigen  wird  gewöhnlich  an- 
penommen,  dass  sowohl  Körper-  und  Körperatome  als  auch  Körper-  und 
'JLellieratome  sich  anziehen;  jedoch  ist  sowohl  in  jener  (Wittwer  a.  a.  0.), 
lis  uch  in  dieser  Hinsicht*  die  entgegengesetzte  Annahme  durchzuführen 
wrsacht  worden.  Obschon  die  folgenden  Entwickelungen  nicht  nothwendig 
m  eine  bestimmte  Voraussetzung  in  diesen  Beziehungen  gebunden  sind, 
sag  doch  zur  YeranschauUchung  der  Verhältnisse  die  gewöhnliche  Annahme 
a  Grunde  gelegt  werden,  dass  Körper-  und  Körperatome,  desgl. 
Körper-  und  Aetheratome  sich  anziehen,  Aether-  und  Aether- 
atome  sich  abstossen.  Gegen  die  Annahme  einer  gegenseitigen  An- 
aehong  zwischen  Körper-  und  Aetheratomen  scheint  zwar  der  Umstand  zu 
^»rechen,  dass  der  Theorie  zufolge  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
lidites  in  homogenem  Aether  der  Quadratwurzel  der  Aetherdichte  propor- 
tional ist,**  indem  daraus,  weil  diese  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in 


•  Die  Grundzüge  der  Weltordnung,  von  Prof.  Dr.  Chr.  Wiener,  1863, 
**  Die  Fortpflanzung  von  ebenen  Wellen  geradliniger  Schwingungen  in 
homogenem  Aether  ist  im  Allgemeinen  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  diese 
Sefavingimgen  nach  drei  bestimmten,  auf  einander  senkrechten  Richtungen 
stattfinden,  welche  von  der  zur  Wellenebene  senkrechten  Fortpflanzungsrichtung, 
deren  Winkel  mit  drei  rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  a,  ß,  y  seien,  von  der 
Wellenlänge  k  und  von  der  Gruppirung  der  Atome  des  als  unbegrenzt  voraus- 
gesetzten Aethers  abhängen.  Die  Cosinusse  o,  h,  c  der  Winkel,  welche  eine 
solche  mögliche  Schwingungsrichtang  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  sind  näm- 
lich dreifach  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

'  a  b  c 

und  wenn  der  Werth  dieser  drei  einander  gleichen  Quotienten  mit  J  bezeichnet 
vird,  so  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  betreffenden  Schwingungen 
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einem  Körper  erfahrungsmässig  kleiner  ist,  als  im  körperleeren  Raame, 
eine  geringere  Dichtigkeit  des  Aethers  in  einem  Körper,  als  im  Weltram 
nnd  somit  anf  eine  Abstossung  zwischen  Körper-  und  Aetheratomen  schei] 
geschlossen  werden  zu  müssen.    Indessen  ist  zu  bemerken,  dass  bei  di 
Anwendung  jener  theoretischen  Formeln  auf  die  Gesetze  der  Lichtstrahlai 
in  einem  Körper  der  Einfluss  der  Körperatome  auf  den  Aether  nur  insofei 
berücksichtigt  wird,  als  derselbe  eine  veränderte  Gruppirung  der  Aethei 
atome  zur  Folge  hat,  während  die  Schwingungen  der  letTteren  als  ni 
unter  der  Einwirkung  der  ttbrigen  Aetheratome  stattfindend  vorausgesel 
werden.    Wenn  aber  diese  Annahme  zu  Resultaten  führt,  welche  der  Ei 
fahrung  entsprechen,  wie  es  thatsächlich  der  Fall  ist,  so  folgt  daraus  ni 
dass  der  Einfluss  der  Körperatome  auf  die  schwingenden  Aetheratome  dui 
die  Annahme  einer  gewissen  Beschaffenheit  des  Aethers  rechnnn( 
berücksichtigt  werden  kann;  in  der  That  wird  ein  solcher  Einfluss  stat 
finden,  und  zwar  so,  dass,  wenn  er  in  einer  Anziehung  besteht,  dadurch  di 
Abstossung  einer  entsprechenden  Aethermenge  compensirt  wird,  die  Schi 
gungen  also  so  stattfinden,  als  ob  die  Dichtigkeit  des  Aethers  gci 
wäre,  als  sie  in  Wirklichkeit  ist. 

Wenn  schon  in  Betreff  des  Sinnes  der  dreierlei  Einzelkräfte  zwischen 
den  zweierlei  Atomen  bisher  noch  keine  allseitige  Uebereinstimmung  der 
Annahmen  erzielt  ist,  so  ist  es  begreiflich,  dass  um  so  mehr  auch  über  die 
Wirkungsgesetze,  welche  den  fraglichen  Einzelkräften  behufs  Erklärung 
der  Naturerscheinungen  zuzuschreiben  sind,  noch  die  grösste  Ungewissheit 
herrscht.  Unbezweifelt  ist  nur,  dass  alle  diese  Kräfte  zwischen  je  zwei 
Atomen  den  Producten  ihrer  Massen  proportional  zu  setzen  sind  und  daas 


mit  JE?  =2  «■»» 
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und  wenn  m  die  Masse  eines  Aetheratoms,  r  (für  die  Ruhelage)  die  Entfemnng 
eines  schwingenden  Aetheratoms  von  einem  anderen,  dessen  relative  Coordinateu 
in  Beziehung  auf  jenes  «=  x,  y,  z  sind,  und  wYi^r)  die  zwischen  beiden  wirksame 
Kraft  bedeutet,  während  die  Summationen  sich  über  alle  Aetheratome  zu  er- 
strecken haben,  welche  die  Schwingung  des  betrachteten  Atoms  überhaupt  be- 
einflussen. Indem  hiernach  L,  M,  N,  P,  Q,  R  der  Aethermasse  proportional 
sind,  unter  deren  Einfluss  irgend  ein  Aetheratom  schwingt,  also  proportional 
sind  der  Aetherdichtigkeit  in  der  Umgebung  dieses  letzteren  Atoms,  gilt  das- 
selbe auch  von  der  Grösse  J,  und  ist  also  v  der  Quadratwurzel  der  Aether- 
dichte  proportional.  (Vergl.  Dr.  A.  Beer,  Einleitung  in  die  höhere  Optik 
S.  187  u.  ff.) 
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fie  mit  wachsenden  Entfernungen  abnehmen,  wobei  je  zwei  Aotheratome 
ud  je  zwei  chemisch  gleichartige  Körperatome  als  gleichmassig  gelten* 

Den  im  Vorhergehenden  besprochenen  Vorstellungen  entsprechend 
wird  der  im  Volumen  eines  Körpers  befindliche  Aether  nur  insoweit  als 
Bestandtheil  des  Körpers  betrachtet,  als  er  in  seiner  Beschaffenheit  durch 
die  Einwirkung  der  Körperatome  modificirt  ist.  Dabei  kann  jedes  Atom 
dieses  Aethers  als  zu  einem  bestimmten,  nämlich  zu  demjenigen  Körper* 
atom  gehörig  betrachtet  werden,  von  welchem  die  grösste  Kraftwirkung 
(Anziehung)  auf  dasselbe  ausgeübt  wird.  Auf  solche  Weise  erscheint  der 
vollständige  Körper  als  ein  System  von  Molekülen,  deren  jedes  eine  Gruppe 
TOQ  Körper-  und  Aetheratomen  ist;  diese  veryollständigten  Moleküle,  den 
Redtenbacher'schen  Dynamiden  entsprechend,  werden  in  der  Folge 
als  Körpermoleküle  oder  schlechtweg  als  Moleküle  bezeichnet,  sofern  nur 
bei  den  Atomen  eine  Unterscheidung  von  Körper-  und  Aetheratomen  er- 
forderlich ist.  Zwischen  den  zweierlei  Bestandtheilen  eines  Moleküls  findet 
dabei  der  Unterschied  statt,  dass  seine  Körperatome,  so  lange  es  seinen 
physikalischen  und  chemischen  Charakter  bewalirt,  stets  dieselben  bleiben, 
während  die  Aetheratome  zwischen  zwei  sich  nahe  konunenden  Molekülen 
theilweise  ausgetauscht  werden  können.  Auch  kann,  wie  schon  erwähnt, 
wenigstens  bei  luftförmigen  Körpern,  der  Raum  zwischen  den  vollständigen 
Molekülen  von  solchem  Aether  erfüllt  sein,  welcher  dieselbe  Beschaffenheit 
wie  der  allgemeine  Weltäther  (gleiche  Dichtigkeit  bei  gleichförmiger  iso- 
troper Gruppirung)  besitzt,  und  deshalb  überhaupt  nicht  als  Körperbestaud- 
theil  betrachtet  wird;  darauf  deuten  u.  A.  die  Versuche  von  Fizeau,  nach 
welchen  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  in  der  Luft  von 
derjenigen  im  körperleeren  Welträume  nicht  merklich  verschieden  ist. 

Die  resultirende  Wirkung  zwischen  zwei  Molekülen  Ä  und  Ä  ist  nun 
das  Resultat  von  paarweise  gleichen  und  entgegengesetzten  einzelnen  An- 
nehangs-  und  Abstossungskräften,  womit  die  Körper-  und  Aetheratome  von 
Ä  auf  diejenigen  von  X  und  umgekehrt  diese  auf  jene  wirken.  Dieses 
zweifache  Kräftesystem  lässt  sich  reduciren  auf  zwei  gleiche  Kräfte  P  ent- 
gegengesetzten Sinnes,  deren  Richtungslinien  in  dieselbe  Gerade  C  (die 
Ceatralaxe)  fallen,  und  zwei  Kräftepaare,  welche  mit  gleichen  Momenten 


*  Ch.  Briot  folgert  aus  seinen  Untersuchungen  über  die  Theorie  des 
Lichtes  (Essais  sur  la  th^orie  mathömatique  de  la  lumiere,  18G4),  dass  die 
Aetheratome  sich  umgekehrt  proportional  der  6*«^  Potenz  ihrer  Entfernung  ab- 
stoBsen,  Körper-  und  Aetheratome  dagegen  sich  umgekehrt  proportional  der 
2^  Potenz  Ihrer  Entfernung  anziehen,  also  nach  dem  Newton* sehen  Gesetze 
d<rr  Anziehung  von  Körper-  und  Körperatomen. 
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I 

I 

Mq  in  entgegengesetztem  Sinne  um  diese  Gerade  C  drehen,  so  dass  die  : 
resultirende  Einwirkung  der  Moleküle  auf  einander  als  eine  gegenseitige 
Scbraubenwirkung  mit  der  gemeinschaftlichen  Axe  C  betrachtet  werden 
kann.  Wenn  die  resultirende  Kraft  P,  womit  J!  auf  A  wirkt,  an  den 
Massenmittelpunkt  *S  Ton  A  versetzt,  und  das  dieser  Versetzung  entspre- 
chende Kräftepaar  =  Pa  (unter  a  die  Entfernung  des  Punktes  8  von  der 
Centralaxe  C  verstanden)  mit  dem  von  A!  auf  A  ausgetobten  kleinsten 

Kräftepaare  M^  zu  einem  resultireuden  Paare  1/"=  yjl/g*-j- (Pä)*  zusam- 
mengesetzt, und  wenn  ebenso  hinsichtlich  der  von  A  auf  Ä  ausgeübten 
Wirkung  verfahren  wird,  wodurch  die  im  Massenmittelpunkte  ^  von  J[ 

angreifende  Kraft  P  und  ein  Paar  M*  -=  V-^o*  +  (^O*  erhalten  werden, 
so  sind  die  in  S  und  ^  angreifenden  Kräfte  P  gleich  gross,  parallel  und 
von  entgegengesetztem  Sinne,  während  die  Paare  M  und  Jit  im  Allgemeinen 
verschiedene  Momente  und  nicht  parallele  Ebenen  haben.  Die  Kräfte  P 
können  in  je  zwei  Componenten:  R  nach  S^  resp.  ^8  und  N  senkrecht 
darauf  zerlegt  werden;  die  beiden  Componenten  R  sind  dann  gleich  und 
entgegengesetzt,  die  Componenten  N  gleich,  parallel  und  von  entgegenge- 
setztem Sinne.  Alle  diese  Grössen,  i2,  N^  M  und  M'  sind  im  Allgemeinen 
abhängig  sowohl  von  der  Entfcmung^  /S«S^  =  r,  als  auch  von  den  Lagen  der 
Moleküle  gegen  die  Gerade  S^^^  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  mit  wach- 
sender Entfernung  r  diese  letztere  Abhängigkeit  von  den  Lagen  der  Mole- 
küle gegen  die  Gerade  SS'  mehr  und  mehr  untergeordnet  wird  im  Ver- 
gleich mit  dem  Einfluss  von  r,  und  auch  die  Wirkungen  von  iV,  M  und  M' 
mehr  und  mehr  vernachlässigt  werden  können  gegen  die  Wirkung  der 
Kraft  R.  Ist  r^^r^  geworden  ^=  dem  unmessbar  kleinen  Halbmesser  der 
Wirkungsräume  von  A  und  A!  bezüglich  auf  einander,  so  ist  R  nicht  mehr 

merklich  verschieden  von  der  Anziehungskraft  =  Comt.  — ^ ,   welche   die 

in  aS  und  S  vereinigt  gedachten  Molekülmassen  m  und  m  (mit  verschwin- 
dend kleinem  Fehler  =  den  Summen  der  Massen  nur  ihrer  Körperatome) 
nach  dem  Gravitationsgesetze  auf  einander  ausüben. 

Der  analytische  Ausdruck  der  Kraft  R  als  Function  der  Einzelkräfte 
zwischen  den  Atomen  und  der  die  Oerter  der  letzteren  bestimmenden  Co- 
ordinaten  enthält  Bestandtheile  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen,  welche 
positiv  gewählt  werden  sollen,  wenn  sie  einer  gegenseitigen  Anziehang, 
negativ,  wenn  sie  einer  Abstossung  der  Punkte  S  und  S'  entsprechen, 
Setzt  man  dann  R^^R^ — Ä^,  unter  R^  die  Summe  der  positiven  und 
unter  R^  die  absolut  genommene  Summe  der  negativen  Bestandtheile  ver- 
standen, und  lässt  man  die  Entfernung  SS>  sich  ändern,  während  die  Mole- 
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kftle  immer  in  bestimmten,  z.  B.  in  denjenigen  Lagen  gegen  die  Gerade 
S^  bleiben  mögen,  fttr  welche  der  Absolutwerth  von  JR  bei  der  betref- 
f»den  Entfernung  Sä'  :c=  r  am  grössten  ist,  so  ftndem  sich  M^  und  jß, 
ttch  verschiedenen  Gesetzen.  Durch  das  gesammte  Verhalten  der  Körper, 
insbesondere  z.  B.  durch  die  Erscheinungen  der  Elasticität  und  der  Cohä- 
Boii  namentlich  bei  festen  Körpern,  wird  in  dieser  Hinsicht  die  Behauptung 
begründet,  dass  es  einen  gewissen  Werth  r=^rQ  der  Entfernung  8^  giebt, 
ftr  welchen  21^=  R^^  also  Jt=^0  ist,  und  dass  bei  diesem  Werthe  r^  und 
in  der  Nä&e  desselben  sich  E^  schneller  mit  r  ändert,  als  Jt^,  so  dass, 
wenn  man  von  dieser  Entfemimg  SS'  =  r^  ausgeht,  bei  abnehmendem  r 
eine  zunehmende  Abstossung,  bei  wachsendem  r  eine  zunächst  zunehmende 
nid  dann  wieder  abnehmende  Anziehung  der  Moleküle  nach  der  Geraden 
äs'  stattfindet,  bis  letztere  fftr  r  =  rj^  nicht  mehr  merklich  von  der  allge- 
meinen Gravitationsanziehung  verschieden  ist  *  Bei  Voraussetzung  von  an- 


*   Ißt   m   die  Gesammtmasse   der  Körperatome,  /i  die  Aethermasse  des 
'  Moleküls  *  A,   und  haben  m    und  fx    die  entsprechenden  Bedeutungen  für  das 
I  Molekül  A\  so  ist,  wenn  die  Kraft  JR  näherungs weise  so  berechnet  wird,  als 
ob  m  und  fi  im  Punkte  S^  m   und  fx  im  Punkte  S'  vereinigt  wären,  bei  Voraus- 
setzung der  in  voriger  Anmerkung  erwähnten  Wirkungsgesetze  der  betreffenden 
Fartialkräfte: 

mm  mfjL  +  m>         (Mfi 

1  unter  a,  6,  e  Constante  verstanden,  oder  wenn  die  Aethermassen  (i  und  fi  den 
körperlichen  Massen  m  und  m  proportional  gesetzt  werden,  etwa 

j  fi  =  am  und  fi  =  (xm\ 

R   ist   positiv  oder   negativ,  jenachdem  r  ^  r^   oder  r<^rf^   ist.     Mit 

-*  =  X  ist 
I    r 


ftr  X*  —  jc*  ==  mcuCy  also  x*  —  ^ 

o 

d 
Oder  fÄT  r^r^r^yS^lySlßr^, 

.  .  -n       2    ^  mw'        2  1/1    .  mw' 

und  zwar  ist  m<uc. JJ  =-  -^  A -y^-  =  3  1/  3  ^  y~*  ' 

Indem  der  Wirkungsraum  eines  Moleküls  nicht  als  ein  mathematisch  be- 
Etimmter  Begriff  definirt  wurde,  ist  sein  Halbmesser  r^  ein  conventionell  anzu- 
nehmendes Vielfache  von  r^.    Würde  z.  B.  der  Wirkungsraum  durch  die  Be- 
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deren  bestimmten  Lagen  der  Molekttle  gegen  die  Gerade  SS"  können  dar 
Bedingung  Jt  =  0  etwas  andere  Werthe  von  r^  entsprechen;  ebenso  können 
mit  Rücksicht  auf  die  beschränkt  veränderliche  irelative  Lage  der  Atome 
in  den  Molekülen  (vielleicht  auch  mit  Rücksicht  auf  eine  verschiedene  Zahl 
von  Actheratomeu  in  denselben)  r^  sowohl  wie  r^  je  nach  den  Umständen 
verschieden  sein.  Jedenfalls  lassen  sich  um  den  Massenmittelpunkt  8  eines 
Moleküls  als  geometrischen  Mittelpunkt  zwei  Eugelflächen  beschreiben, 
welche  seinen  betreffenden  Wirkungsraum  bezüglich  auf  ein  anderes  Mole- 
kül u^'  in  einen  äusseren  Anziehungsraum,  einen  inneren  Abstossungs- 
räum  und  einen  dazwischen  liegenden  lieber gangsraum  theilen,  so  dass, 
jenachdem  der  Massenmittelpunkt  S'  von  A'  in  dem  ersten,  zweiten  oder 
dritten  dieser  Räume  liegt,  zwischen  A  und  A'  nach  der  Geraden  SJSl'  An- 
ziehung, Abstossung  oder  je  nach  Umständen  das  Eine  oder  das  Andere 
stattfindet. 

Bei  gegebenen  relativen  Lagen  der  Atome  in  den  Molekülen  A  und 
A*  seien  SX,  SY^  SZ  drei  Axen  von  festen  Lagen  in  dem  Molekül  A\  die 
Gerade  ä'ä',  welche  die  Massemnittelpunkte  S  und  S'  der  beiden  Moleküle 


dinguDg  begrenzt,  dass  das  Yerhältniss  der  Abstossungskraft  R^  zur  Anziehungs- 
kraft By 

^  =  (J^\  ^  0,01         0,001  0,0001  ist, 

so  wäre  r,=  3,162 r^    5,623ro     10r„ 
Wird  r  <^ro,  so  nimmt  der  Absolutwerth  von  M  sehr  rasch  zu;  es  ist  z.  B. 


fttr  r  -  2"  fo 

1 
3  **" 

1 
4^0 

-22-15 

80 

255  X  A  ""'i 

r 

-  60 

720 

4080  X  ^  """,  . 

Die  Constante  A  der  Newton' sehen  Gravitation  =  J. —  -  =  dem  Wcrth 

von  B  für  ein  verschwindend  kleines  Yerhältniss  —  ist  als  abhängig  nicht  nur 

von  der  gegenseitigen  Anziehung  der  körperlichen  Materie,  sondern  auch  yqh 
der  Anziehung  zwischen  ihr  und  dem  Aether  zu  betrachten;  denn  wenn  aocb 
in  dem  Ausdrucke 

J.  =  a  4-  2&a 

a  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  so  kann  doch  h  viel  '^a  sein  ebenso  wie  jedea- 

falls  in  noch  höherem  Grade  die  Constante  c  viel  ^  a  sein  muss. 
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enthält,  habe  eine  gegebene  Lage  gegen  diese  Axen.  Die  relative  Lage 
Ton  Ä  gegen  A  ist  dann  bestimmt  durch  4  Bestimmangsstücke,  z.  B.  durch 
die  Strecke  88i'  =  r,  ferner  durch  die  Winkel,  welche  von  einer  in  A' 
festen  Geraden  iS' 7^  mit  zwei  von  den  drei  Cdordinatenaxen  gebildet  werden, 
eodlich  durch  den  Winkel  zwischen  der  Ebene  SS'T'  und  einer  durch  ^T' 
gehenden,  in  A'  festen  Ebene.  Diese  4  Elemente  lassen  sich  (unter  Um- 
ständen auf  mehrfache  Weise)  so  bestimmen,  dass  die  vorhin  mit  i2,  N^  J/, 
It  bezeichneten  Kräfte  und  Kräftepaare  =  Null  sind,  dass  also  Gleichge- 
wicht zwischen  den  Systemen  von  Einzelkräften  stattfindet,  womit  die  Mo^ 
leküle  gegenseitig  auf  einander  wirken;  ^  liegt  dann  in  dem  zuvor  ge- 
Bannten  Uebergangsraum  bezüglich  auf  die  Wirkung  von  A  auf  A\  Sind 
die  Moleküle  in  jeder  Hinsicht  einander  gleich,  so  ist  nothwendig  jede 
Gleichgewichtslage  von  A'  gegen  A  identisch  mit  einer  der  Gleichgewichts- 
lagen von  A  gegen  A'-^  giebt  es  nur  eine  gegenseitige  Gleichgewichtslage, 
80  muss  dabei  A  ebenso  gegen  A'  wie  A'  gegen  A  liegen,  d.  h.  die  in  A' 
festen  Axen  S'X\  8'Y\  S'Z'^  welche  den  Axen  SX^  ÄF,  SZ  in  A  homolog 
sind,  mfissen  denselben  parallel  und  entgegengesetzt  gerichtet  sein.  Wenn 
die  Gerade  SS'  ihre  Lage  gegen  die  Axen  ändert,  so  kann  auch  der  einer 
Gleichgewichtslage  entsprechende  Werth  von  r  ein  anderer  werden.  Hieraus 
ergiebt  sich  die  Vorstellung  einer  das  Gleichgewicht  bedingenden,  nach 
verschiedenen  Richtungen  verschiedenen  regelmässigen  Anordnung  der 
Moiekale,  wie  solche  bei  der  Krystallisation  angenommen  werden  muss, 
wobei  freilich  zu  berücksichtigen  ist,  dass  in  einem  Körper  die  Gleichge- 
wichtslage jedes  Moleküls  A  durch  die  Gesammtwirkung  aller  übrigen 
Moleküle  A'  bedingt  ist,  deren  Massenmittelpunkte  in  seinem  Wirkungs- 
nuune  bezüglich  auf  dieselben  liegen.  Aus  diesem  letzteren  Grunde  kann 
aach  die  Anordnung  der  Moleküle  an  der  Oberfläche  eines  Körpers  eine 
andere  sein,  wie  im  Inneren  desselben,  und  kann  z.  B.,  wie  es  die  Theorie 
der  Capillarität  voraussetzt,  eine  gewisse  positive  oder  negative  Arbeit 
angewendet  werden  müssen,  um  eine  Flüssigkeitsmasse  aus  denjenigen 
Zustande,  welchen  sie  als  unmessbar  dünne,  mit  der  Luft  oder  mit  einer 
festen  Wand  in  Berührung  befindliche  Oberflächenschicht  besitzt,  in  den- 
jenigen Zustand  zu  versetzen,  welcher  im  Lmeren  der  Flüssigkeit  in  mess- 
barer Entfernung  von  der  Oberfläche  stattfindet.  — 

Die  vorstehenden,  das  Wesen  des  Molekularzustandes  nur  andeutenden 
Betrachtungen  lassen  erkennen,  ein  wie  weites  Feld  der  Hypothese  sich 
hier  darbietet,  um  die  mannigfachen  Eigenschaften  der  Körper,  die  ver- 
schiedenen Aggregatformen,  die  Elasticität  und  Ductilität,  die  Cohäsion  und 
Adhäsion,  die  Capillarität  und  Absorption,  die  Krystallisation,  die  chemischen 
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Yerbindungen  und  Zersetzungen  u.  s.  w.  qua^tativ  und  quantitativ  als  noth- 
wendige  Folgen  gewisser  Gruppirungen  der  niif  bestimmten  Kräften  anf 
einander  wirkenden  Atome,  jene  Gruppirungen  selbst  als  Folgen  dieser 
Kräfte  vollkommen  befriedigend  zu  doduciren;  sie  lassen  es  begreiflich  er- 
scheinen, wenn  die  Naturwissenschaft  von  diesem  ihrem  letzten  Ziele  z.  Z. 
noch  weit  entfernt  ist.  Dazu  kommt  nun  aber  eine  weitere  Complication,. 
bedingt  durch  den  Umstand,  dass  die  Atome  in  den  Molekülen,  die  Mole- 
küle im  Körper,  auch  abgesehen  von  der  eine  schwingende  Bewegung  der 
Aetheratome  bedingenden  Licht-  und  Wärmestrahlung  und  abgesehen  von 
irgend  einer  merklichen  Veränderung  des  inneren  Körperzustandes,  be- 
ständig in  einer  für  diesen  Zustand  an  sich  charakteristischen  solchen  Be- 
wegung begriffen  sein  können,  welche  im  Gegensätze  zu  derjenigen  Bewe- 
gung, wodurch  der  äussere  Körperzustand  (§.  2)  charakterisirt  wird,  nklit 
mit  einer  messbaren  Ortsänderung  von  Massenelementen  verbunden  ist. 


§.  46.    Innere  Bewegung. 

Zur  mechanischen  Erklärung  des  Wesens  und  der  Wirkungen  der 
Wärme  wird  die  zu  Ende  des  vorigen  §.  zunächst  nur  als  möglich  hinge- 
stellte, nicht  wahrnehmbare,  also  auch  nicht  (durch  Beobachtung)  messbare 
beständige  Bewegung  der  einen  Körper  constituirenden  Atome  resp.  Mole- 
küle als  wirklich  stattfindend  und  mit  Rücksicht  auf  ihre  Art  und  Intensität 
als  ein  wesentliches  Attribut  des  betreffenden  Wärmezustandes  des  Körpers 
betrachtet.  Sie  werde  als  innere  Bewegung,  eine  ihr  entsprechende 
Bahn,  Geschwindigkeit  oder  lebendige  Kraft  als  innere  Bahn,  innere 
Geschwindigkeit  resp.  innere  lebendige  Ki^aft  bezeichnet.  Wo  es 
im  Gegensatze  dazu  nöthig  erscheint,  soll  dann  die  in  der  Mechanik  (auch 
in  der  Folge,  sofern  eine  Verwechselung  nicht  zu  befürchten  ist)  schlecht- 
weg sogenannte  Bewegung  eines  Körpers,  welche  (§.  2)  in  einer  m^sbaren 
continuirlichen  Ortsänderung  seiner  Massenelemente  besteht,  seine  äussere 
Bewegung,  eine  derselben  entsprechende  Bahn,  Geschwindigkeit  oder  le- 
bendige Kraft  eine  äussere  Bahn,  Geschwindigkeit  resp.  lebendige 
Kraft  genannt  werden. 

In  Betreff  der  Art  der  inneren  Bewegung,  welche  übrigens  besonderB 
für  die  verschiedenen  Aggregatformen  verschieden  sein  und  deren  Eigen- 
thümlichkeitou  wesentlich  mit  bedingen  kann,  sind  mannig&che  Annahmen 
denkbar,  auch  thoilwcise  durchzuführen  versucht  worden,  und  zwar  nicht 
nur  in  Beziehung  auf  die  geometrischen  Cbai-aktere  und  die  relativen  Lagen 
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der  Bahnen  der  in  innerer  Bewegung  begriffenen  materiellen  Punkte  (Atome 
oder  Massenmittelpunkte  von  Molekülen),  sondern  auch  schon  bezüglich  der 
irt  dieser  materiellen  Punkte  selbst.  Entgegen  der  namentlich  von  Red- 
tenbaeher*  vertretenen  und  analytisch  specieller  ausgeführten  Ansicht, 
dass  die  mit  den  Wärmeerscheinnngen  zusammenhängende  innere  Bewegung 
nur  den  Aetheratomen  zuzuschreiben  sei,  soll  im  Folgenden  die  namentlich 
von  Clan si US  vertretene  und  z.  Z.  ziemlich  allgemein  getheilte  Annahme 
ra  Grunde  gelegt  werden,  nach  welcher  jene  innere  Bewegung,  in- 
soweit sie  den  Wärmezustand  (und  zwar  die  Körperwärme  durch 
ihre  lebendige  Kraft)  bedingt,  den  Körperatomen  zukommt,  näm- 
lich theils  als  relative  Bewegung  derselben  in  den  einzelnen  Molekülen, 
tbeils  als  Bewegung  dieser  Moleküle  im  Körper.  Wenn  dann  auch  die 
Aetheratome,  insofern  sie  an  die  Körperatome  gebunden  sind,  an  dieser 
iuBeren  Bewegung  theilnehmen,  so  ist  doch  ihre  entsprechende  lebendige 
Krsft  ebenso  wie  ihre  Masse  unmessbar  klein  im  Vergleich  mit  derjenigen 
der  Körperatome  und  deshalb  zu  vernachlässigen. 

Die  in  innerer  Bewegung  begriffenen  Körpermoleküle  können  infolge 
der  beständigen  Aenderung  ihrer  gegenseitigen  Entfernungen  und  relativen 
Lagen  überhaupt  ihre  lebendigen  Kräfte  vielfach  theilweise  austauschen 
durch  Vorgänge,  welche  als  elastische  Stösse  bezeichnet  werden  können, 
sofern  nur  die  Vorstellung  einer  geometrischen  Berührung  dabei  fern  ge- 
halten wird;  die  Wärmeleitung  beruht  auf  einer  solchen  Uebertragung 
lebendiger  Kraft  von  Molekül  zu  Molekül,  welche  vorwiegend  nach  einer 
bestimmten  Richtung  stattfindet.  Die  Wärmestrahlung  dagegen  ist  wie 
die  lichtstrahlung  nur  durch  eine  schwingende  Bewegung  der  Aetheratome 
mechanisch  zu  erklären;  die  Aufnahm«  oder  Abgabe  von  Wärme  Seitens 
eines  Körpers  durch  Strahlung  beruht  auf  einer  Umsetzung  von  lebendiger 
Kraft  der  schwingenden  Aetheratome  in  innere  lebendige  Kraft  von  Körper- 
Diolekülen  oder  umgekehrt  in  Folge  elastischer  Stösse,  welche  so  schnell  auf 
einander  folgen,  dass  trotz  der  unmessbar  kleinen  Masse  des  hierbei  be- 
theUigten  Aethers  doch  die  von  ihm  in  einer  messbaren  Zeit  abgegebene 
oder  aufgenommene  lebendige  Kraft  eine  (als  Wärme)  messbare  Grösse  hat. 

Insoweit  die  innere  Bewegung  in  einer  relativen  Bewegung  der  Körper- 
atome in  den  Molekülen  besteht,  ist  kein  Grund  vorhanden,  dieselbe  für 
die  verschiedenen  Aggregatformen  als  verschiedenartig  anzunehmen;  sie  ist 
tmiier  als  eine  schwingende  Bewegung  um  die  Gleichgewichtslagen  der 
Atome  in  dem  betreffenden  Molekül  zu  denken,  wobei  die  Aetheratome  nur 


*  Dynamidensystem ;  Grundzüge  einer  mechanischen  Physik.  1857. 
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insoweit  in  Betracht  kommen,  als  sie  die  Kräfte  wesentlich  mit  bestinuneOf 
womit  die  von.  ilmen  hegleiteten  Eörperatome  auf  einander  wirken.    Die 
innere  Bewegung  der  ganzen  Moleküle  dagegen,  wobei  die  Atome,  weiche 
dieselben  constituiren,  in  ihren  Gleichgewichtslagen  relativ  ruhend  zn  den- 
ken sind,  muss  als  von  der  Aggregatform  abhängig  vorausgesetzt  werden. 
Sie  kann  in  Translationsbewegungen  der  Massenmittelpunkte  S  der  Mole- 
küle und  in  Botationen  der  letzteren  um  jene  Funkte  zerlegt  werden;  bei 
festen  Körpern  sind  beiderlei  Bewegungen  als  Schwingungen  um  Gleich- 
gewichtslagen zu  denken.   Bei  flüssigen  und  luftförmigen  Körpern  giebt  es 
keine  bestimmten  Gleichgewichtslagen  der  Moleküle;  insbesondere  kann  die 
Botation  eines  Moleküls  bezüglich  auf  irgend  eine  Axe  bei  beiden  Aggre- 
gatformen stets  in  gleichem  Sinne  stattfinden,  wenn  dies  auch  mit  Bücksicht 
auf  die  vielfach  wechselnden  gegenseitigen  Einwirkungen  der  in  den  Bereich 
ihrer  Molekularwirkung  kommenden  Moleküle  nicht  wahrscheinlich   sein 
mag.    Die  Bahnen  der  Punkte  S  sind  in  beiden  Fällen  im  Allgemeinen 
nicht  geschlossen;  sie  sind  bei  flüssigen  Körpern  als  vieU^ach  verschlungene 
krumme  Linien  zu  denken,  welche,  sofern  keine  Strömungen,  d.  h.  messbare 
äussere  Bewegungen  in  der  Flüssigkeit  stattfinden,  der  Begel  nach  in  dem- 
selben unmessbar  kleinen  Theil  des  Körpervolumens  verlaufen  mögen,  wo- 
gegen bei  luftförmigen  Körpern  diese  Bahnen  auch  abgesehen  von  irgend 
einer  äusseren  Bewegung  in  der  Begel  als  im  ganzen  Körpervolilmen  ver- 
laufend und  sich  verschlingend  zu  denken  sind  der  Art,  dass  sie  aus  gerad- 
linigen Stücken  von  den  verschiedensten  Bichtungen  bestehen,  welche  durch 
Curvenstücke  in  einander  übergehen.    So  lange  nämlich  der  Massenmittel- 
punkt 8  eines  Moleküls  sich  ausserhalb  des  Wirkungsraumes  irgend  eines 
anderen  befindet,  was  bei  luftförmigen  Körpern  um  so  mehr  die  Begel  ist, 
je  mehr  sein  Zustand  dem  vollkommenen  Gaszustande  nahe  kommt,  muss 
es  im  Wesentlichen  (nämlich  bei  Abstraction  von  äusseren  Massenkräften 
wie  z.  B.  der  Schwerkraft)  sich  nach  denselben  Gesetzen  bewegen  wie  ein 
frei  beweglicher  Körper,  auf  welchen  keine  Kräfte  wirken,  insbesondere 
also  sein  Massenmittelpunkt  S  mit  constanter  Geschwindigkeit  in  gerader 
Linie  sich  bewegen;  eine  Aenderung  dieser  Bewegung  wird  nur  vorüber- 
gehend bei  dem  Durchgang  des  Punktes  S  durch  den  Wirkungsrauiu  eines 
anderen  Moleküls  stattfinden.* 


*   Glausius   berechnete   das   Yerhältniss   der  mittleren  Länge  =  {  dts 

Weges,  welchen  der  Massenmittelpunkt  eines  Moleküls  geradlinig  durchliuft 

bis  er  in  den  Wirkungsraum  eines  anderen  Moleküls  gelangt,  zu  dem  miulereo 

3  

Abstand  -=  A  nächetbenachbarter  Moleküle  (=  1/  —  ,  unter  n  die  Zahl  der  Mo- 


=vi 
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In  allen  Fällen  ist  die  innere  Bewegung  eines  Körpers  (nach  der  von 


lekftle  in  der  Yolumeneinheit  Terstanden)  und  zum  Halbmesser  =  p  ihrer  Wir- 
kimgsraame.  Er  fand  (Pogg.  Ann.  Bd.  105,  S.  239),  falls  die  mittlere  LAnge  l 
definirt  wird  durch  die  Gleichung: 


X  =^   CO 


l 


^^IxdN, 


«  =0 

OBter  dN  diejenige  Zahl  unter  unz&hlig  vielen  —  N  Molekülen  verstanden,  fflr 
velche  die  wirkliche  Länge  jenes  Weges  zwischen  den  Grenzen  x  und  x  +  dx 
Hegt, 

L^    ^—,      Z  ^  3     A«_ 
Q        4      - '      Ä        4    Trp* 

Es  verhält  sich  hiernach  die  mittlere  Länge  des  geradlinigen  Weges  eines 
Moleküls  zum  Halbmesser  einer  Wirkungssphäre  wie  das  Volumen  des  luftför- 
fliigen  Körpers  zu  demjenigen  Theile  desselben,  welcher  von  den  Wirkungs- 
sphären erfüllt  wird.  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  geradlinige  Weg  x 
eines  Moleküls  ^m2  ist,  ergiebt  sich: 

tmter  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  verstanden,  insbesondere  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  x^l  ist, 

TT,««-!  «0,368. 

Der  Weg  t  ==^  fil  von  mittlerer  Wahrscheinlichkeit,  d.  h.  welcher  von  dem 
wirklichen  Wege  x  eines  Moleküls  bis  zu  dessen  Ablenkung  durch  ein  anderes 
Molekül  ebenso  oft  überschritten,  als  nicht  erreicht  wird,  ist  bestimmt  durch 
die  Gleichung: 

1 


folgt.    Wäre  2.  B. 


=  «-'♦,  woraus  /t*  *=  2n2  «  0,693 


—    r=  1000,  also  —  -=  16,12, 

8  ^ 


¥"<' 


80  dass  erst  durch  Gompression  des  luftförmigen  Körpers  auf  0,001  seines  Volu- 
fflens  das  letztere  der  Summe  aller  Wirkungsräume  gleich  wird,  so  ergäbe  sich 

l  --1000()  =  62A, 

r=^   693()=-43A. 
Die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  ein  Molekül  eine  beträchtliche  Strecke 

T  durchlaufe,  ohne  von  einem  anderen  abgelenkt  zu  werden,  nimmt  mit  wach- 
Kndem  x  sehr  schnell  ab;  sie  ist  z.  B.  für  x  =»  101  nur 

e  -  10  «  0,000045. 
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ClaasiuB  eingef&hrten  Bezeichnung)  als  eine  stationäre  Bewegnng*^ 
von  materiellen  Punkten  Tder  Eörperatome)  Torauszusetzett^  d.  h.  als 
eine  solche,  bei  welcher  die  Projection  A  jedes  materiellen  Punktes  F  aii£ 
irgend  eine  Gerade  OX  von  fester  Lage  in  dem  vom  Körper  bei  seinem 
augenblicklichen  und  zunächst  als  dauernd  vorausgesetzten  Wftrmezustande 
eingenommenen  Räume  in  dieser  Geraden  eine  schwingende  Bewegung  hat 
der  Art,  dass  zwar  die  Lagen  und  Längen  der  Wege  sowie  die  Bewegung»- 
gesetze  bei  den  einzelnen  auf  einander  folgenden  einfachen  Schwingungen 
(Bewegungen  gleichen  Sinnes)  des  Punktes  A  verschieden  sein  können,  dass 
aber  seine  mittlere  Entfernung  OA^  von  einem  in  OX  festen  Punkte  O 
und  sein  mittleres  Geschwiudigkeitsquadrat  für  eine  gewisse  Zeit  ^  um  so 
mehr  bestimmten  Grenzwerthen  sich  nähern,  je  grösser  die  Zeit  t  im  Ver- 
gleich mit  der  mittleren  Schwingungsdauer  angenommen  wird,  während  die 
mittlere  Geschwindigkeit  (letztere  algebraisch  verstanden,  d.  h.  positiv  oder 
negativ,  jenachdem  sie  die  Richtung  OA^^  oder  A^O  hat)  sich  der  Grenze 
Null  nähert  Denkt  man  den  Punkt  F  auf  drei  sich  schneidende  und  nicht 
in  einer  Ebene  liegende,  im  Körperraum  fixirte  Axen  OX^  OY^  OZprojicirt, 
so  schneiden  sich  die  in  den  mittleren  Lagen  A^^  Bq^  Cq  der  betreffenden 
Projectionen  A^  B,  C  construirten  Normalebenen  jener  Axen  in  einem 
Punkte  Pq,  welcher  der  mittlere  Ort  des  Punktes  F  genannt  werden 
kann,  wenn  er  auch  vielleicht  niemals  wirklich  von  diesem  Punkte  einge- 
nommen wird.    Gemäss  den  vorhin  erklärten  Vorstellungen  von  den  Arten 
innerer  Bewegung,  welche  den  verschiedenen  Aggregatformen  eigenthfimlich 
sind,  fallen  die  mittleren  Oerter  der  Atome  eines  festen  Körpers  mit  ihren 
Gleichgewichtslagen    zusammen;    bei    flüssigen  und  luftförmigen  Körpern 
können  die  mittleren  Oerter  aller  Atome  eines  Moleküls  mit  dem  mittleren 
Orte  Sq  seines  Massenmittelpunktes  S^  bei  luftförmigen  Körpern  können 
zugleich  alle  diese  mittleren  Oerter  8q  (im  Massenmittelpunkte  des  ganzen 
•  Körpers)  zusammenfallen.  Nähere  Festsetzungen  hierüber  sind  für  die  fol- 
genden Untersuchungen  nicht  nöthig;  von  wesentlicher  Bedeutung  für  die- 
selben ist  nur  der  Begriff  der  mittleren  inneren  lebendigen  Kraft 
eines  materiellen  Punktes,  welche  erhalten  wird.durch  Multiplication 


Dadurch  ist  es  erklärlich,  dass  die  Mischung  von  Gasen  und  Dämpfen 
trotz  der  freien  Beweglichkeit  und  (wie  sich  später  zeigen  wird)  grossen  Ge- 
schwindigkeit ihrer  Moleküle  doch  eine  beträchtliche  Zeit  erfordern  kann,  falb 
sie  nur  durch  die  innere  Bewegung,  durch  die  sogenannte  Diffusion  bewirkt 
wird  ohne  durch  äussere,  strömende  Bewegungen  unterstützt  zu  werden. 

*  R.  Clausius:  lieber  einen  auf  die  Wärme  anwendbaren  mechanischefi 
Satz.    Poggendorff's  Annalen,  Bd.  141,  S.  124. 


k. 
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seiner  Masse  mit  der  halben  Summe  4er  mittleren  Geschwindi^eitsquadrate 
seiner  vorgenannten  Projectionen  A^B^  C,  falls  die  Projectionsaxen  OX^ 
\  OT^  OZ  rechte  Winkel  mit  einander  bilden. 

Unter  der  inneren  lebendigen  Kraft  eines  Körpers  für  einen 
gewissen  Wärmezustand  wird  die  Summe  der  mittleren  inneren 
lebendigen  Kräfte  seiner  Atome  für  diesen  Zustand  verstanden. 
Freilich  beruht  diese  Definition  auf  einer  Voraussetzung  (Unveränderlich- 
keit  des  Wärmezustandes  während  einer  gewissen,  im  Allgemeinen  nicht  als 
unmessbar  klein  vorauszusetzenden  Zeit  t^  worauf  die  betreffenden  Mittel- 
werthe  sich  beziehen),  welche  sich  nicht  erfüllt  findet,  wenn  der  Zustand 
des  Körpers  in  stetiger  Aenderung  begriffen  ist,  während  doch  auch  für 
diesen  Fall  der  Begriff  derjenigen  inneren  lebendigen  ELraft  gebraucht  wird, 
welche  dem  augenblicklichen  Zustande  entspricht.  In  dieser  Hinsicht  kann 
man  aber  bemerken,  dass  die  Atome  eines  Körpers  jedenfalls  in  Gruppen 
ZBsammengefiasst  werden  können  von  je  unzählig  vielen  Atomen  gleicher 
Art,  welche  sich  in  gleichartigen  inneren  Bewegungen,  in  demselben  Augen- 
blicke aber  in  verschiedenen  Bewegungsphasen  befinden,  so  dass  man  an* 
nehmen  darf,  es  seien  in  jeder  Gruppe  bis  auf  anmessbar  kleine  Differenzen 
gleichzeitig  alle  möglichen  Geschwindigkeitsquadrate  vertreten,  welche  den 
Atomen  dieser  Gruppe  für  den  betreffenden  Wärmezustand  überhaupt  zu* 
kommen  können,  und  zwar  zwischen  verschiedenen  Grenzen  in  einem  solchen 
Zahlenverhaltnisse,  welches  gleich  ist  dem  Verhältnisse  der  Zeiten,  während 
welcher  das  Geschwindigkeitsquadrat  eines  einzelnen  Atoms  bei  constantem 
Wärmezustande  zwischen  denselben  Grenzen  durchschnittlich  enthalten  sein 
würde.  Dann  kann  auch  die  Summe  der  augenblicklichen  inneren  leben- 
digen Kräfte  aller  Atome  von  der  Summe  ihrer  Mittelwerthe  bei  constant 
bleibendem  Wärmezustande  nur  unmessbar  wenig  verschieden  sein;  die  in- 
nere lebendige  Kraft  eines  Körpers  ist  also  auch  der  Summe  der 
sagenblicklichen  inneren  IcbendigenKräfte  seiner  Atomegleich 
za  setzen. 

Eine  der  vorigen  analoge  Betrachtungsweise  lässt  den  Zusammenhang 
erkennen,  welcher,  falls  ein  Körper  zugleich  in  äusserer  Bewegung  begriffen 
ist,  zwischen  seiner  äusseren,  inneren  und  gesammten  lebendigen  Kraft 
stattfindet  Unter  dieser  letzteren  wird  die  auf  alle  Atome  ausgedehnte 
Summe 


2      ' 

verstanden,  in  welcher  m  die  Masse  eines  Atoms,  w  die  Resultante  der 
augenblicklichen  inneren  Geschwindigkeit  v  desselben  und  der  äusseren 
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Geschwindigkeit  u  des  Körpers  an  der  Stelle  dieses  Atoms  bedeutet,  so 
dass,  wenn  u  und  v  den  Winkel  tp  bilden, 

^2  =r  w«  -|-  t7*  -[-  2uv  easg) (1) 

ist.  Sofern  nun  zwei  gleichartige  Grössen,  wenn  sie  auch  einzeln  unmess- 
bar  klein  sind,  doch  ein  beliebiges  Grössenverhältniss  haben  können,  lässt 
sich  ein  unmessbar  kleiner  Körpertheil,  für  dessen  sämratliche  Punkte  folg- 
lich mit  unmessbar  kleinem  Fehler  die  augenblicklichen  äusseren  Geschwin- 
digkeiten «  als  gleich  bezüglich  auf  Grösse  und  Richtung  zu  betrachten 
sind,  so  gross  denken,  dass  er  unzählig  viele  Atome  von  gleicher  Art  und 
gleichartiger  innerer  Bewegung  enthält,  deren  augenblickliche  innere  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  =  v  cos  (p  im  Sinne  von  u  jedoch  der  Art  ver- 
schiedene positive  oder  negative  Werthe  haben,  dass  mit  unmessbar  kleinem 
Fehler   die  algebraische  Sunmie  derselben  =  Null  gesetzt  werden  kann. 

m 
Wenn  man  somit  die  Gleichung  (1)  mit  --  multiplicirt  und  für  alle  in  Rede 

stehenden  Atome  summirt,  crgiebt  sich 


:=r  Jg-  --[-  2-—  -\-mu2vcosg)  —  2:~—-\-  2 


2  2*2'  ^  2     '  2 

Mit  Rücksicht  auf  die  gegenseitige  Unabhängigkeit  der  äusseren  und  der 
inneren  Bewegung  lässt  sich  annehmen,  dass,  wenn  die  vorstehender  Glei- 
chung auf  die  verschiedenen  Gruppen  gleichartiger  Atome  und  auf  den  ganzen 
Körper  ausgedehnt  wird,  die  einzelnen  unmessbar  kleinen  Fehler  sich  nicht 
zu  einer  messbaren  Summe  anhäufen,  sondern  bis  auf  eine  abermals  an- 
messbar kleine  Grösse  sich  gegenseitig  vernichten  werden.  Wird  dann  noch 
der  früheren  Bemerkung  gemäss 

y  ^*  __  2;^^ (2") 

2  2 

gesetzt,  unter  v^  den  Mittel werth  von  v^  verstanden,  welcher  dem  betref- 
fenden Atom  bei  seiner  inneren  Bewegung  für  den  augenblicklichen  Wärme- 
zustaud  zukommt,*  so  ist  für  den  ganzen  Körper 


A  ■ 


^-r^^-2  +^-, 


(3), 


d.  h.  die  ganze  lebendige  Kraft,  welche  dem  aHgeublicklicben 
Zustande  eines  Körpers  entspricht,  ist  die  Summe  seiner  ans- 
seren  und  inneren  lebendigen  Kraft  für  diesen  Zustand. 


*   Der  Mittelwerth  einer  auf  die  innere  Bewegung  bezüglichen  Fanction 
^         soll  in  der  Folge  immer  durch  einen  darüber  gesetzten  Strich  bezeichnet  werden. 


w*  =  u*  -\-  V*  -\-  2u  .  V cos  ^  =  u^  -\~  v^ 
und  f&r  den  ganzen  Körper: 
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Wenn  man  annehmen  dürfte,  dass  in  einer  anmessbar  kleinen  Zeit,  in 
wddier  also  die  äussere  Geschwindigkeit  irgend  eines  Atoms  keine  mess- 
bare Aendemng  erfährt,  gleichwohl  die  Protection  desselben  in  jeder  Ge- 
nMien  anzählig  viele  Schwingungen  macht,  so  würde  ans  Gl.  (1)  für  das  ein- 
ffifaie  Atom  gefolgert  werden  können: 


mw*        ^mu^    .    ^mv^ 


i;       =2;-— 4-2; 


2  2*2 

in  üebereinstimmung  mit  Gl.  (3),  weil  in  diesem  Falle  analog  der  Gl.  (2)  auch 

^  —  - —  :=3  ^  — 


2  2 

wtre;  allein  die  fragliche  Annahme  ist  höchstens  bei  festen  Eörpeni,  näm- 
lich dann  zulässig,  wenn  die  inneren  Bahnen  der  materiellen  Paukte  un- 
messbar  klein  sind.  — 

Bezüglich  aaf  die  innere  Bewegung  eines  Körpers  ist  schliesslich  noch 

ein  aDgemeiner  Begriff  festzustellen,   welcher  fftr  die  folgenden  Betrach- 

I  tongen  wichtig  ist:  die  mittlere  Gruppirung  der  materiellen  Punkte 

{  Atome  oder  Massenmittelpunkte  der  Moleküle)  eines  Körpers  für  einen 

I  gewissen  Wärmezustand  desselben.    Infolge  der  inneren  Bewegung 

I  iindert  sich  die  augenblickliche  Gruppirung  (relative  Lage}  dieser  Punkte 

I  beständig,  wenn  auch  der  Wärmezustand  unverändert  bleibt;  in  irgend  einen 

Theil  =  J  F  des  vom  Körper  eingenommenen  Baumes  treten  beständig 

Atome  ein,  während  andere  austreten.    Sind  x^  y,  %  die  Coordinaten  eines 

Punktes  A  dieses  Raumes  bezüglich  auf  ein  in  demselben  fixirtes  (also 

eventaell  mit  ihm  sich  bewegendes)  Axensystem,  so  werde  jener  Raumtheil 

irz.  B.  als  Parallelcpipedum  gedacht,  dessen  Kanten  mit  den  Coordinaten- 

aen  parallel  sind,  während  A  ein  Eckpunkt  desselben  ist.   Die  materiellen 

PttBkte  des  Körpers  können  wieder  gruppenweise  von  verschiedener  Art 

«ein,  so  dass  jede  Gruppe  unzählig  viele  Punkte  von  einerlei  Art  enthält; 

die  Zahl  der  Punkte  einer  bestimmten  solchen  Gruppe,  welche  sich  inner- 

balb  des  Raumtheils  AV  befinden,  ändert  sich  beständig,  aber  ihr  Mittel- 

»erth  für  eine  gewisse  Zeit  t  nähert  sich  bei  unverändert  bleibendem 

Wärmezustande  um  so  mehr  einer  gewissen  durch  diesen  Zustand  bestimm- 

ten  Grenze  «,  je  grösser  die  Zeit  t  genommen  wird.  Denkt  man  sich  weiter 

jenen  Raumtheil  A  V  kleiner  und  kleiner  werden,  bis  er  im  Punkte  A  ver- 

schwindet,  so  wird  sich  auch  der  Quotient  -j-  einer  gewissen  Grenze 

Orftskof,  thMret.  MMohinenlelire.  I.  16 
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nähern,  welche  als  eine  Function  der  Coordinaten  des  Punktes  ^  zu  be- 
trachten ist,  deren  Form  und  Coofficienten  von  dem  Wärmezustande  und 
von  der  Art  des  Körpers  abhängen.  Wären  diese  Functionen  für  die  ver- 
schiedenen Gruppen  von  materiellen  Punktcni  des  Körpers  gegeben,  so 
würde  dadurch  ihre  mittlere  Gruppirung  bestimmt  sein.  Zur  rechnungs- 
mässigen  Verwerthuug  dieses  Begriffes  muss  derselbe  freilich  durch  speciel- 
lere  Bestimmungen  demnächst  ergänzt  und  auf  messbare  Grössen  zurück- 
geführt werden. 

Bei  festen  Körpern  ist  durch  die  relative  Lage  der  zu  Anfang  dieses 
§.  erklärten  mittleren  Oerter,  nämlich  in  diesem  Falle  durch  die  Gleichge- 
wichtslagen der  materiellen  Punkte  zugleich  die  mittlere  Gruppirung  der- 
selben bestimmt  Im  Allgemeinen  dürfen  aber  beide  Begriffe  nicht  ver- 
wechselt werden;  bei  jenem  kommen  die  materiellen  Punkte  einzeln  oder 
individuell,  bei  diesem  nur  hinsichtlich  ihrer  Art  in  Betracht.  Durch  Ver- 
tauschung von  zwei  gleichartigen  materiellen  Punkten  können  die  mittleren 
Oerter  derselben  sich  ändern,  während  die  mittlere  Gruppirung  der  materi- 
ellen Punkte  unverändert  bleibt;  umgekehrt  kann  letztere  mit  der  inneren 
Bewegung  sich  ändern,  ohne  dass  die  mittleren  Oerter  der  materiellen 
Punkte  andere  werden. 


§.  47.  Bestandtheile  des  inneren  ArbeitsTermOgrens  und  der  KSrperwInie. 

Gemäss  den  Begriffen,  welche  den  früheren,  von  der  Molekularconsti- 
tution  der  Materie  abstrahirenden  Entwickelungen  dieses  Abschnittes  zu 
Grunde  liegen,  ist  mit  der  Aenderung  des  Wärmezustandes  eines  Körpers 
im  Allgemeinen  zugleich  eine  Aenderung  seines  inneren  Arbeitsvermögens 
und  eine  Deformationsarbeit  verbunden;  letztere  ist  die  Arbeit,  welche  die 
durch  die  äusseren  Kräfte  verursachten  inneren  Flächenkräfte  (Spannungen) 
infolge  der  Deformationsänderung  verrichten.  Nach  den  in  den  beiden 
vorigen  §§.  auseinandergesetzten  Anschauungen  beruht  die  Deformation 
eines  Körpers  auf  einer  Aenderung  der  mittleren  Gruppirung  seiner  mate- 
riellen Punkte,  während  die  Spannung  für  irgend  ein  Flächenelement  im 
Inneren  des  Körpers  als  die  Resultante  der  Molekularkräfte  zu  betrachten 
ist,  mit  welchen  die  auf  der  einen  Seite  dieses  Flächenelemente^  liegenden 
materiellen  Punkte  auf  die  jenseits  desselben  liegenden  wirken;  die  früher 
so  genannte  Deformationsarbeit  ist  also  eine  Arbeit  der  Moleknlarkräfti*. 
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imd  zwar  eine  solche,,  welche  mit  einer  messbaren,  an  einer  Deformations- 
ändemng.  des  Körpers  erkennbaren  Aenderung  der  mittleren  Gruppirung 
der  materiellen  Punkte  verbunden  ist. 

« 

Den  in  den  vorigen  §§.  niedergelegten  Anschauungen  gemäss  ist  nun 
aber  eine  Aenderung  jener  mittleren  Gruppirung  auch  denkbar,  ohne  dass 
damit  eine  Deformationsänderung  verbunden  zu  sein  braucht;  infolge  einer 
solchen  unmessbaren  Gruppirungsänderung  der  materiellen  Punkte  leisten 
ihre  Moleknlarkräfte  auch  eine  gewisse  Arbeit,  und  umgekehrt  muss  eine 
derselben  gleiche  Arbeit  entgegengesetzten  Zeichens,  welche  eine  innere 
Arbeit  genannt  werden  soll,  dazu  aufgewendet  werden,  jene  Gruppirungs- 
änderung zu  bewirken.  Ist  die  innere  Arbeit  für  eine  gewisse  Zustauds- 
ändemng  eines  Körpers  positiv,  so  wird  um  den  Betrag  dieser  Arbeit  sein 
inneres  Arbeitsvermögen  vergrössert,  indem  er  das  Vermögen  erhalten  hat, 
bei  der  umgekehrten  Zustandsänderung  eine  ebenso  grosse  Arbeit  durch  die 
Molekularkräfte  verrichten,  also  gewinnen  zu  lassen.  Die  innere  Arbeit  ist 
folglich  als  Bestandtheil  der  Aenderung  des  Inneren  Arbeitsvermögens  zu 
betrachten. 

Der  Unterschied  zwischen  einer  solchen  Gruppirungsänderung,  welche 
(^ne,  und  einer  solchen,  welche  mit  einer  Deformationsänderung  des  Kör- 
pers verbunden  ist,  beruht  darauf,  dass  im  ersten  Falle  die  Verschieden- 
heit der  Entfernungen  nächstbenachbarter  materieller  Punkte  zu-  oder  ab- 
nimmt bei  unveränderter  mittlerer  Grösse  derselben,  während  im  zweiten 
Falle  gerade  diese  mittleren  Entfernungen  sich  ändern  und  zwar  in  ver- 
schiedenen Punkten  sowie  in  demselben  Punkte  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen in  gesetzmässig  verschiedenem,  durch  die  Art  und  Grösse  der  De- 
formationsänderung  bedingtem  Grade. 

Ausser  mit  der  besprochenen,  theils  durch  die  Deformation  des  Kör- 
pers messbaren,  theils  unmessbaren  Aenderung  der  mittleren  Gruppirung 
der  materiellen  Punkte  eines  Körpers  kann  eine  Aenderung  des  Wärmezu- 
Btandes  desselben  nur  noch  mit  einer  Aenderung  seiner  inneren  Bewegung 
verbunden  sein.  Mit  dem  inneren  Arbeitsvermögen  hängt  diese  innere.  Be- 
wegung nur  durch  ihre  entsprechende  innere  lebendige  Kraft  zusammen  so, 
dass  eine  Vermehrung  der  letzteren  eine  ebenso  grosse  Vermehrung  des 
inneren  Arbeitsvermögens  bedingt.  Eine  Aenderung  des  inneren  Arbeits- 
vermögens besteht  also  aus  der  inneren  Arbeit  und  der  Aenderung  der  in- 
neren lebendigen  Kraft. 

Ebenso  wie  die  innere  lebendige  Kraft  von  dem  hypothetischen,  that- 
Bftchlieb  ^icht  herstellbaren  Zustande  innerer  Ruhe  aus  zu  rechnen  ist,  kann 
man  sich  auch  in  Betreff  der  inneren  Arbeit  einen  solchen  Zustand  mitt- 

16* 


244  ARBKITÖIXMALT.     lUSSEBE  ABBEIT.  §-47. 

lerer  Gruppirung  der  materiellen  Punkte  denken,  dass  jede  mögliche  Aen» 
derung  desselben  mit  einer  positiven  inneren  Arbeit  verbunden  sein  würde. 
Die  Arbeit,  welche  aufzuwenden  wäre,  um  diese  hypothetische  Gruppirung 
(abzüglich  einer  durch  äussere  Kräfte  etwa  gleichzeitig  bedingten  Deforma- 
tionsarbeit) in  diejenige  mittlere  Gruppirung  überzuführen,  welche  einem 
gewissen  Wännezustande  entspricht,  heisse  der  Arbeitsinhalt  des  Körpers 
ftlr  diesen  letzteren  Zustand;  die  innere  Arbeit  kann  dann  auch  als  Aen- 
derung  des  Arbeitsinhaltes  (als  Vermehrung  oder  Verminderung  desselben, 
jenachdem  sie  positiv  oder  negativ  ist)  aufgefasst  und  bezeichnet  werden. 
Wenn  endlich  das  innere  Arbeitsvermögen  eines  Körpers,  welches  im  Vor- 
hergehenden stets  von  irgend  einem  conventionell  gewählten  anderen  Wärrae- 
zustande  aus  gerechnet  wurde,  in  der  Folge  von  dem  hypothetischen  Zu- 
stande aus  gerechnet  wird,  für  welchen  zugleich  innere  Ruhe  stattfindet 
•  und  der  Arbeitsinhalt  =  Null  ist,  so  ist  allgemein  das  innere  Arbeits- 
vermögen die  Summe  der  inneren  lebendigen  Kraft  und  des 
Arbeitsinhaltes;  sein  Ausdruck  wird  dann  freilich  stets  ebenso  wie  der 
des  Arbeitsinhaltes  einen  unbekannten  constanten  Summanden  enthalten. 

Die  Deformationsarbeit  soU  mit  Rücksicht  auf  die  äusseren  Kräfte, 
von  welchen  sie  abhängt^  und  im  Gegensatze  zur  inneren  Arbeit  hinfort 
auch  die  äussere  Arbeit  genannt  werden.  Gemäss  den  früheren,  unter 
gewissen  specielleren  Voraussetzungen  gebrauchten  besonderen  Bezeich- 
nungen ist  also  die  äussere  Arbeit  ^=  der  Expansionsarbeit,  wenn  alle  Tan- 
gentialspannungeu  im  Körper  =  Null  sind,  somit  nur  positive  oder  negative 
Pressungen  (negative  oder  positive  Normalspannungen)  vorkommen;  sie  ist 
=  der  oberflächlichen  Expansionsarbeit  oder  Oberflächenarbeit  des  Körpers 
(§.  13),  wenn  zudem  die  Pressung  in  allen  seinen  Punkten  gleich,  also  =^ 
dem  specif.  äusseren  Drucke  ist. 

Das  gesammte  Arbeitsvermögen  eines  zugleich  in  äusserer  Be- 
wegung befindlichen  Körpers,  bestehend  aus  seiner  äusseren  lebendigen 
Kraft  und  seinem  inneren  Arbeitsvermögen,  ist  nun  auch  die  Summe  seiner 
äusseren  und  inneren  lebendigen  Kraft  und  seines  Arbeitsinhaltes,  oder 
auch  nach  §.46,  Gl.  (3)  die  Summe  seiner  gesammten  lebendigen  Kraft  und 
seines  Arbeitsinhaltes.  Die  Zustandsänderung  eines  Körpers  ist  im  Allge- 
meinen mit  einer  Aenderung  seiner  äusseren  und  inneren  lebendigen  Kraft 
sowie  mit  äusserer  und  innerer  Arbeit  verbunden. 

Ebenso  wie  das  innere  Arbeitsvermögen  ist  schliesslich  auch  ihr  Wärme- 
werth,  die  Körperwärme,  als  aus  zwei  entsprechenden  Theilen  bestehend  zu 
betrachten,  welche  die  freie  Körperwärme  (Wärmewerth  der  inneren 
lebendigen  Kraft)  und  die  gebundene  Körperwärme  (Wärmewerth  des 
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Arbeitsinhaltes)  genannt  werden  mögen.  Diese  Begriffe  dürfen  nicht  ver- 
wechselt werden  mit  anderen,  welche  in  der  Physik  vielfach  noch  jetzt  mit 
denselben  Namen^  mit  RQcksicht  auf  die  mechanische  Wärmetheorie  weniger 
Zutreffend«  bezeichnet  werden.  Als  gebundene  Wärme  findet  man  dort  oft 
dem  älteren  Sprachgebrauche  gemäss  nur  diejenige  Wärme  bezeichnet, 
welche  zur  Schmelzung  eines  festen  oder  zur  Verdampfung  eines  flüssigen 
Körpers  verbraucht  wird,  und  welche  nicht  nur  einen  Zuwachs  an  Körper- 
wärme, sondern  zugleich  den  Wärmewcrth  der  vom  Körper  bei  der  Aen- 
dening  seiner  Aggregatform  verrichteten  äusseren  Arbeit  in  sich  begreift. 
Auch  kann  es  bei  unveränderter  Aggregatform  und  bei  unverändertem  Vo- 
lumen der  FaU  sein,  dass  mit  einer  Aenderung  des  inneren  Zustandes  durch 
Mittheilung  von  Wärme  nicht  nur  ein  Zuwachs  an  freier,  sondern  zugleich 
an  gebundener  Körperwärme  verbunden  ist,  während  in  der  Physik  diese 
ganze  Wärme  lediglich  als  ein  Zuwachs  an  freier  Körperwärme  bezeichnet 
m  werden  pflegt.* 


*  In  Betreff  der  Benenn ang  der  in  diesem  §.  und  in  §.11  erklärten  Be- 
griffe der  mechanischen  Wärmetheörie  hat  sich  ein  allgemein  anerkannter  wis- 
senschaftlicher Sprachgebrauch  überhaupt  noch  nicht  ausgebildet. 

Die  Grösse,  welche  ich  das  innere  Arbeitsvermögen  genannt  habe,  be- 
zeichnet Kirch  hoff  als  „Wlrkungsfunction'S  Thomson  als  „mechanische  Ener- 
gie", Zeuner  als  „innere  Arbeit",  während  ich  diese  letztere  Bezeichnung  in 
demselben  Sinne  wie  Claus  ins  gebraucht  habe.  Nach  den  auch  von  Briot 
(Lehrbuch  der  mechanischen  Wärmetheorie,  deutsch  herausgegeben  von  Dr. 
H.  Weber)  angenommenen,  von  Rank  ine  vorgeschlagenen  Bezeichnungen  be- 
steht die  „totale  Energie"  eines  Körpers  =  seinem  gesammten  Arbeitsvermögen 
SM  der  „potentiellen  Energie"  =  dem  Arbeitsinhalt  und  der  „wirklichen  Ener- 
gie^ =  der  gesammten  lebendigen  Kraft,  letztere  aus  der  „äusseren  und  inneren 
wirklichen  Energie",  der  äusseren  und  inneren  Bewegung  entsprechend. 

Clausius  versteht  unter  „Energie  eines  Körpers"  den  Wärmewerth  des 
ioneren  Arbeitsvermögens,  welche  Grösse  ich  die  Körperwärme  genannt  habe 
ab  Verallgemeinerung  der  von  Zeuner  für  die  in  §.27  besprocheneu  beson- 
deren Fälle  zweckmässig  gebrauchten  Bezeichnungen:  Flüssigkeitswärme  und 
Dampfwärme.  Clausius  versteht  unter  der  Körperwärme  oder  dem  „Wärme- 
inh&lt  eines  Körpers"  nur  den  Theil  der  fraglichen  Grösse,  welchen  ich  als 
freie  Körperwärme  bezeichnet  habe. 

IHe  als  Wärme  gemessene  Arbeit,  also  das  Maass  einer  Arbeit  für  W 
(—424)  Kgmtr.  als  Einheit,  oder  den  Wärmewerth  einer  Arbeit  nennt  Clau- 
sius ein  „Werk";  die  von  ihm  so  genannte  Energie  eines  Körpers  ist  danach 
die  Summe  seines  Wärme-  und  Werkinhaltes.  Eine  Aenderung  des  letzteren 
lieisst  bei  ihm  auch  ein  „inneres  Werk"  im  Gegensatz  zum  „äusseren  Werk" 
»der  als  Wärme  gemessenen  äusseren  Arbeit. 
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§.  48.    Der  Terwandlungrsinhalt  eines  KQrpers  und  seine  Bestandtlielle. 

Für  einen  gewissen  Wärmezustand  eines  Körpers  sei 
U  das  innere  Arbeitsvermögen, 
Ä"  die  freie  Körperwärme,  also  IFJ5r(=dem  Arbeitswerth  derselben)  die 

innere  lebendige  Kraft, 
/  der  Arbeitsinhalt;  dem  vorigen  §.  zufolge  ist  dann 

und  für  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung 

dU=  JF.dff-^dl (1> 

Für  eine  solche  ist  andererseits  nach  der  allgemeinen  Wärmegleichung 
(§.11,  Gl.  2) 

dU=  JF.dQ  +  dE-\-dS  —  dE, 

worin  dQ  die  mitgetheilte  Wärme  bedeutet,  dB  die  Arbeit  der  äusseren 
Reibung  (der  Reibung  an  der  Oberfläche),  dS  die  Arbeit  der  inneren  Be- 
wegugswiderstände,  d£  die  äussere  Arbeit.  Aus  der  Verbindung  dieser 
Gleichung  mit  Gl.(l)  folgt 

JF.dQ  +  dR-^dS=  W.dlt'\-diE-\-I) 

oder  bei  Multiplication  mit  A=^  -—  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  dR 

und  dS  nur  positiv  oder  :^  Null  sein  können, 

dQ  <  dB:+  A,d{E-\-I) (2\ 

wobei  das  Zeichen  ^^  oder  <1  gilt,  jeuachdem  dlt  und  dS  =  NuU  sind 
oder  nicht. 

Die  äussere  und  die  innere  Arbeit  dE  und  dl  bewirken  beide  eine 
Voränderung  der  mittleren  Gruppirung  der  materiellen  Punkte,  nur  mit 
dem  Unterschiede,  dass  der  dabei  zu  bewältigende  Widerstand  im  erstou 
Falle  von  äusseren  Kräften  abhängt,  im  zweiten  nicht,  dass  ferner  die  frag- 
liche Gruppirungsäuderung  im  ersten  Falle  sich  durch  eine  messbare  De- 
formationsänderung  zu  erkennen  giebt,  im  zweiten  Falle  nicht.  Dabei  kann 
man  sich  mit  positiven  Werthen  der  Arbeiten  dE  und  rf/,  also  auch  mit 
einem  positiven  Werthe  der  Gesammtarbeit  d{E-{- 1)  eine  Auflockerung 
der  Körpermaterie,  eine  zunehmende  Zertheilung  des  Aggregats  materieller 
Puukte,  als  welches  der  Körper  betrachtet  wird,  verbunden  denken,  hlk 
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nur  dieser  Begriff  des  Zertheilungsgrades  entsprechend  deflnirt  wird,  wie 
es  TOD  Clansius  geschah,  indem  er  diesen  Begriff  als  den  einer  mathe- 
natisch  ausdrückbaren  Grösse  unter  dorn  Namen  der  Disgregation  eines 
Körpers  in  die  mechanische  Wärmetbeorie  einführte* 

Um  diese  Grösse  mathematisch  zu  definiren,  mag  von  einem  besonderen 
Fall,  nämlich  vom  Gaszustande  ausgegangen  werden.  Wenn  man  im  An- 
Bchlasse  an  das  über  das  Wesen  dieses  Grenzzustandes  bereits  früher  Ge- 
sagte annimmt,  dass  in  demselben  die  Massenmittelpunkte  der  Moleküle  bei 
mittlerer  Gruppirung  ganz  gleichförmig  vertheilt,  und  dass  auch  die  Mole- 
küle aus  den  betreffenden  Atomen  mit  so  grossen  Entfernungen  der  mitt- 
leren  relativen  Oerter  dieser  Atome  in  den  einzelnen  Molekülen  und  dabei 
so  einfach  (aus  so  wenig  Atomen)  gebildet  sind  wie  es  ohne  ehemischen 
Zerfall  derselben  möglich  ist,  so  kann  die  mittlere  Gruppirung  der  materi- 
ellen Punkte  eines  Gases  nur  zugleich  mit  dem  Volumen  sich  ändern,  so 
dass  mit  irgend  einer  Zustandsänderung  nur  eine  äussere,  keine  innere 
Arbeit  verbunden  sein  kann.  Es  ist  dann  der  Gaszustand  als  der 
Grenzzustand  zu  bezeichnen,  für  welchen  der  Arbeitsinhalt 
einen  constauten  Maximalwerth  erreicht  hat  und  der  Zerthei- 
langsgrad,  bei  gegebenem  Volumen  so  gross  wie  möglich,  nur 
noch  mit  dem  Volumen  sich  ändern  kann,  natürlich  so,  dass  er  mit 
zu-  oder  abnehmendem  Volumen  selbst  zu-  oder  abnimmt,  indem  die  mittr 
leren  Entfernungen  der  an  und  für  sich  unverändert  bleibenden  nächstbe- 
nachbarten Moleküle  zu-  oder  abnehmen.  Ist  nun  p  die  Pressung,  v  das 
specif.  Volumen  und  T  die  absolute  Temperatur  eines  Gases  von  gleichför- 
migem Wännezustande,  so  ist  pro  1  Kgr.  desselben  mit  dl=0 

A,d(JS-\'J)  =  A.  dE^Apdv 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Znstandsgleichung  RT^=fv  (§.  17) 

A.d(E+I)  =  ART—=T.d(ARJnv) (3), 

and  da  dem  Obigen  zufolge  für  ein  Gas  der  Ausdruck  AR, Im  als  das 
Maass  des  Zertheilungsgrades  definirt  werden  kann,  so  mag  nun  allgemein 
der  Zertheilungsgrad  oder  die  Disgregation  Z  eines  beliebigen  Kör- 
pers von  gleichförmiger  Temperatur  mit  Clansius  definirt  werden  durch 
die  Gleichung: 

A.d{E-\-I)=T,dZ (4), 

wonach  für  irgend  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  die  Summe 


*   ücber  die  Anwendung  des  Satzes  von  der  Aequivalenz  der  Verwand- 
luageB  Ättf  die  innere  Arbeit.    Poggendorff  s  Annalen,  Bd.  116,  S.  73. 
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der  äusseren  und  inneren  Arbeit  proportional  ist  der  ent« 
sprechenden  Disgregationsänderang  und  der  absoluten  Tempe- 
ratur, bei  welcher  dieselbe  stattfindet.  Aus  dieser  Grleichung  folgt 
für  die  Disgregation  selbst  der  Ausdruck: 


=^-/- 


Z=Z.^\-^^^^^ (5), 


unter  Z^  den  Werth  der  Disgregation  in  demjenigen  Zustande  verstanden, 
welchem  die  untere  Grenze  des  Integrals  entspricht;  insbesondere  f&r  eis 
Gas  ist  pro  1  Kgr.  nach  Gl.  (3) 

Z=  Z^  +  ÄR.ln^-    (5,a). 

Bei  einem  Gase  ist  durch  Z  auch  v  und  somit  die  mittlere  Gruppirung 
der  materiellen  Punkte  bestimmt.  Im  Allgemeinen  kann  man  aber  nur 
sagen,  dass  durch  diese  mittlere  Gruppirung  die  Disgregation  Z 
bestimmt  sei,  nicht  umgekehrt;  denn  indem  Z  als  abhängig  zu  be- 
trachten ist  von  dem  Verschiedenheitsgrade  der  Entfernungen  nächstbenach- 
barter materieller  Punkte  und  von  den  mittleren  Grössen  dieser  Entfer- 
nungen, ist  es  denkbar,  dass  in  beiden  Beziehungen  zugleich  solche  Aende- 
rungen  stattfinden,  welche,  indem  sie  einzeln  entgegengesetzte  Aendernngen 
von  Z  bewirken  würden,  zusammen  diese  Grösse  unverändert  lassen.* 


*  In  einem  späteren  Aufsatze  (über  die  Zurückführung  des  zweiten  Haupt- 
satzes der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  allgemeine  mechanische  Principien; 
Sitzungsberichte  der  niederrheinischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde 
1870,  S.  167  und  Pogg.  Ann.  Bd.  142,  S.  433)  hat  Clausius  für  die  Disgregation 
eines  Körpers  von  gleichförmiger  Temperatur  unter  gewissen  Yoraussetzungeo 
den  folgenden  allgemeinen  Ausdruck  entwickelt: 

Z  =  A^mc.  In  (  Tt^)  +  Const. 

Darin  haben  A  und  T  die  obigen  Bedeutungen;  i  bedeutet  die  mittlere  Schwio- 
gungsdauer  bei  der  stationären  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  (Atoms) 
von  der  Masse  m,  vorausgesetzt,  dass  dieselbe,  auch  wenn  die  inneren  Bewe- 
gungen nicht  in  geschlossenen  Bahnen  stattfinden,  für  die  Projectionen  eines 
Punktes  auf  drei  Coordinatenaxen  gleich  zu  setzen  ist.  Es  ist  also  T  eine  f&r 
alle  Punkte  gleiche,  i  eine  für  die  verschiedenartigen  materiellen  Punkte  im 
Allgemeinen  verschiedene  veränderliche  Grösse.  Die  Bedeutung  von  c  ist  da- 
durch bestimmt,  dass  bei  der  Entwickelung  jenes  Ausdrucks  von  Z  die  mittlere 
innere  lebendige  Kraft  eines  materiellen  Punktes 

gesetzt  und  c  als  eine  für  die  verschiedenartigen  materiellen  Punkte  verachie- 
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Aas  der  Yerbindang  tob  Gl.  (4)  mit  GL  (2)  folgt 

dQ<djH:-\'  T.  dZ  oder  -^<---f  dZ 
und  f&r  eine  Znstandsänderiing  von  endlicher  Grösse 

Y  +  ^-^o (6). 


/"£/ 


Insbesondere  ftür  einen  Ereisprocess  ist  Z^=Zq  und,  wenn  derselbe 
omkebrbar  ist  (n.  A.  also  für  jedes  Element  desselben  dR  und  dS  =  Null 


^-- 


lind),  nach  §.14  auch  /  —  =  0.    Aus  der  Beziehung  (6),  in  welcher  för 

'  diesen  Fall  das  Zeichen  =  gilt,  folgt  also  für  eineu  umkehrbaren  Kreis- 

process  auch 

i 
I 


CdE 


dH 

so  dass  —  das  Tollstftndige  Differential  einer  Function  von  Yerftnderlichen 

sein  muss,  welche  den  Wärmezustand  bestimmen.  Angenommen,  der  letz- 
tere sei  bestimmt  durch  T  und  eine  andere,  von  T  unabhängige  Grösse  X, 
90  ist  auch  die  durch  den  Wärmezustand  bestimmte  freie  Körperwärme  H 
im  Allgemeinen  als  eine  Function  von  T  und  X  zu  betrachten,  also 

dff=M.dT+  N.dX;    t^=^dT-\-  ~dX (7), 

unter  M=  ^—  und  N=  ^--,  Functionen  von  Tund  X  verstanden,  welche 

der  Bedingung  genügen: 

hM_hN 

hX~bT 


(8). 


dR 
Wenn  aber  -— -  ein  vollständiges  Differential  sein  soll,  so  muss  ebenso 


BWh  Gl.  (7)  auch 


h   fM\        h  (N' 


hX\Tj       hI\T 


dene  Constante  betrachtet  wurde,  was  also  voraussetzt,  dass  diese  mittleren  le- 
bendigen Kräfte  aller  Punkte  ein  constantes  Yerhältniss  zu  einander  haben. 

Bei  der  noch  zweifelhaft  erscheinenden  Fruchtbarkeit  jenes  Ausdruckes 
van  Z  mag  seine  Anführung  hier  genügen. 
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oder  (mit  Rücksicht  auf  die  gegenseitige  Unabhängigkeit  von  T  and  X) 

1  bür       \^N       N 


also  wegen  Gl.  (8) 


rbX       T}sT       J2' 


d.  h.  H  eine  Function  von  1  allein  sein.  Es  hat  sich  somit  die  bemerkens- 
werthe  Folgerung  ergeben,  dass  die  freie  Wärme  eines  Körpers 
durch  seine  Temperatur,  also  auch  letztere  durch  die  freie 
Körperwärme  oder  durch  die  innere  lebendige  Kraft  vollkom- 
men bestimmt  ist.* 

dH 
Setzt  man  — -  =  <^F,  so  ist,  unter  Fq  den  der  unteren  Grenze  des 

Integrals  entsprechenden  Werth  von  Y  verstanden, 


=  n+/? 


(9) 


eine  Function  von  T,  welche  im  Anschluss  an  die  Begriffsbestimmungen  von 
§.  14  der  Verwandlungswerth  der  freien  Körperwärme  genannt 
werden  mag.  Bei  Einführung  dieser  Grösse  Y  ist  die  Beziehung  (6j  zu 
schreiben: 


/ 


-^<F+Z~(Fo  +  -^o) ClOX 


wobei  Fq  und  Z^  die  Werthe  von  F  und  Z  für  denselben,  nämlich  ftr 
denjenigen  Anfangszustaud  bedeuten,  welchem  die  untere  Grenze  des  Inte- 
grals auf  der  linken  Seite  entspricht.  Uebrigcns  ist  der  Ausdruck  (5)  für 
Z —  Z^  von  derselben  Art  wie  der  Ausdruck  (9)  für  F —  F^,  indem 
A.d(E-\-  I)  ebenso  wie  dff  eine  unendlich  kleine  Wärmemenge  bedeutet, 
so  dass  im  Sinne  von  §.  14  auch  die  Disgregation  Z  als  ein  gewisser 
Verwandlungswerth,  nämlich   als  Verwandlungswerth  der  mittleren 


*  Es  könnte  dieser  Satz  auch  als  Annahme  hingestellt  werden,  und  würde 
sich  dann  der  zu  seiner  Ableitung  hier  benutzte  Satz  als  Folgerung  ergeben, 
nämlich  der  Satz,  dass  bei  jedem  umkehrbaren  Kreisprocesse  eines  Körpers 
dQ 


/- 


»,  =  0,   der  Verwandlungswerth  der  dem  Körper  (algebraisch  verstanden) 

mitgetheilten  Wärme  =  Null  ist,  dessen  Herleitung  in  §.  14  auf  der  vorausge- 
setzten Unmöglichkeit  eines  ohne  Gompensation,  d.  h.  ohne  sonstige  Veräadenuf 
stattfindenden  Wärmeüberganges  von  niederer  zu  höherer  Temperatur  beruhte 


i 
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Groppirung   der   materiellen  Punkte   eines  Körpers   bezeichnet 
irerden  kann. 

Die  Snnune  dieser  beiden  Grössen  Y  und  Z  nennt  Clausius  den 
Terwandlungsinhalt  oder  die  Entropie  (^  XQOxri,  die  Verwandlung) 
des  Körpers.*  Sie  ist  bestimmt  durch  die  Temperatur  und  durc];k  die  Dis- 
gregation,  also  auch  durch  die  Temperatur  und  durch  die  mittlere  Grup- 
pinmg  der  materiellen  Punkte,  um  so  mehr  durch  den  Wärmezustand  des 
Körpers;  umgekehrt  kann  aber  bei  gegebener  Temperatur  und  verschiedenen 
mittieren  Gruppirungen,  um  so  mehr  bei  verschiedenen  Wärmezuständen 
die  Entropie  denselben  Werth  haben.**  Wird  dieselbe  mit  S  bezeichnet, 
so  hat  man  nach  (10) 

T 


P 


S-S^ (11). 


Bisher  wurde  vorausgesetzt,  die  Temperatur  sei  iu  demselben  Augen- 
blicke in  allen  Punkten  des  Körpers  gleich.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  muss 
der  letztere  in  Elemente  zerlegt  werden  der  Art,  dass  die  bisherige  Voraus- 
setzung für  jedes  einzelne  Element  zutrifft,  und  sind  dann  unter  der  Dis- 
gregation,  dem  Verwandlungswerth  der  freien  Wärme  und  der  Entropie  des 
Körpers  für  einen  gewissen  Zustand  desselben  die  Summen  der  betreffenden 
Grössen  f&r  alle  jene,  im  Allgemeinen  als  unendlich  klein  vorauszusetzenden 
Elemente  zusammengenommen  zu  verstehen.  Das  Integral  auf  der  linken 
Seite  der  Beziehung  (11)  ist  dann  ebenso  durch  die  Summe  der  ent- 
sprechenden Integrale  für  die  einzelnen  Körperelemente  zu  ersetzen,  also 
durch  ein  zweifaches  Integral,  bei  welchem  die  eine  Integration  sich  wie 


*    üeber  verschiedene  für  die  Anwendung  bequeme  Formen  der  Haupt- 
gleichongen  der  mechanischen  Wärmetheorie.  Poggendorff 's  Annalen,  Bd.  125, 

•*  Entsprechend  der  in  der  obigen  Anmerkung  (S.  248)  erwähnten  Substitution 

-;T^mu^  =  incT, 

velche  zu  dem  dort  angeführten  Ol  aus  ins 'scheu  Ausdrucke  der  Disgregation 

Z  =  ÄXmc .  In  (  Ji«)  +  Const 
geführt  hat,  ist  die  freie  Körperwärme 

2 

»Ibo  Y^J-y  -h  Cmat  ==  ASmc.lnT  +  Const. 

\  und  die  Entropie 

S^Y  +  Z^Ä£2f»c.ln{Ti)  +  Oonet 

I 


H  ^  Ai:-^-  =  ÄStiicT, 
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bisher. auf  die  Zeit,  die  andere  aber  auf  den  Ort  (auf  den  Uebergang  toi 
einem  zum  anderen  Körperelement)  bezieht  Indem  aber  dieses  zweifach! 
Integral  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  kann,  entsprechend  dem  Wärme 
austausch  an  der  Oberfläche  des  Körpers  und  demjenigen,  welcher  zwischa 
den  Körperelementen  gegenseitig  stattfindet,  hat  man  in  (11)  zu  setzen: 


MMJ-f 


worin  für  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  des  Körpers  d^Q  dii 
Wärme  bedeutet,  welche  ihm  durch  ein  Element  seiner  Oberfläche,  woselbi 
seine  augenblickliche  Temperatur  =  7*  ist,  von  aussen  mitgetheilt  wird 
d^Q'  dagegen  die  Wärme,  welche  ein  unendlich  kleines  Körperelemeal 
dessen  augenblickliche  Temperatur  =^  T  ist,  von  den  angrenzenden  Körp€^ 
elementen  empfängt,  deren  augenblickliche  Temperaturen  unendlich  wen|| 

rfd^Q'  ' 

von  T  verschieden  sind.    Das  Doppelintegral  /  / — — —  ist  dann  jedenfd^ 

positiv,   weil   seine  Elementarbestandtheile  sich  paarweise   so  gruppir« 
lassen,  dass  jedes  solche  Paar  einen  positiven  Wcrth  hat;  ist  nämlich 
die  positive  Wärme,  welche  ein  Körperelement,  dessen  Temperatur  -= 
ist,  von  einem  angrenzenden  empfangt,  dessen  Temperatur  =  T-f-  dTwAii 
wendig  ^  T  ist,  so  ist  —  d^q  die  negative  Wärme,  welche  dieses  zwen 
wärmere  Körperelement  von  dem  ersten  empf^ngt^  und 


*'^ 


l]''^-''jM^-,i 


■  -3r)  £  "■ 


Somit  ist  in  der  Beziehung  (11  • 

dQ^  I  Id^Q 


ßm 


T 

und  um  so  mehr  für  alle  Fälle 

d^Q 


Iß 


•^-«0 U 


d.  h.   bei  jeder  Zustandsänderung  eines  Körpers  ist   der  Vei 
wandlungswerth    der    ihm    von    aussen    mitgetheilten    Wir 
höchstens  =  der  Aendernng  seiner  Entropie.    Bei  exu^B 
process  ist  N  =  S^,  also  jener  Verwandluugswertfa  ^in  §.  14  mit  3'  be 
net^  "--.  0,  nämlich  =  0  oder  <C  0,  jenachdem  der  Kreisproces^  unke 
ist  oder  nicht  wie  schon  in  §.  14  nachgewiesen  wurde. 
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Denkt  man  sich  die  Beziehungen  (12)  demselben  Zeitinteryall  ent- 
breehend  f&r  alle  Körper  des  Weltalls  zusammen  addirt,  so  ergiebt  6ich 


i'ß 


T 


i:s  —  i;s^>i:ll--^>o (lax 


»eil  die  den  einzelnen  Weltkörpem  mitgetheilten  Wärmemengen  nur  von 

Eeren  Weltkörpern  herrühren  können,   deren  Oberflächentemperaturen 
destens  ebenso  hoch  sind,  und  somit 


?  //  — — - ^ 0  ist,  ebenso  wie  oben  /  / - 


''t  >  0 


|»ar  bezftglich  auf  die  Elemente  eines  einzelnen  Körpers,  denen  hier  die 
(Ämmtlichen  Körper  des  Weltalls  entsprechen.  Daraus  würde  sich  ergeben 
l^esehen  von  einer  Specialuntersuchung,  welche  hierbei  die  Rolle  der 
irtrahlenden  Wärme  erfordern  mag),  dass  die  Entropie  der  Welt  nie  ab- 
kebmen  kann,  oder  (nach  dem  Ausdrucke  von  Clausius)  dass  die  En- 
bopie  der  Welt  einem  Maximum  zustrebt.  Dieses  Maximum  wäre 
Erreicht,  wenn  kein  unmittelbarer  Uebergang  der  W^ärme  (durch  Leitung 
pder  Strahlung)  von  höherer  zu  niederer  Temperatur  und  weder  Reibung 
lM>ch  ein  sonstiger  mit  Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  verbundener 
fcwegungswiderstand,  also  vielleicht  überhaupt  keine  äussere  Bewegung 
behr  stattfände,  sofern  auch  die  Bewegung  der  Weltkörper  im  Aether 
pncht  ganz  ohne  Widerstand  geschehen  mag;  das  zeitliche  Ende  der  Welt 
pAre  ein  Zustand  allgemeiner  äusserer  Ruhe,  wenigstens  nur  Widerstands- 
beer  äusserer  Bewegung,  und  gleichförmiger  Temperatur.* 


i       *  Auf  diese  Folgerung  wurde  zuerst  von  W.  Thomson  hingewiesen  (Phil. 

t.  4tJ»- Ser.  Vol.  IV,  p.  304).  Rankine  nahm  davon  Veranlassung  (ebenda- 
rt  p.  358),  die  Vermuthung  auszusprechen,  dass  die  Welt  in  sich  selbst  die 
Gegenmittel  zur  beständigen  Erhaltung  ihres  Lebens  besitzen  werde,  welches 
ihrem  Grenzzustande  erloschen  wäre;  er  denkt  sich  den  Weltäther  begrenzt, 
its  dieser  Begrenzung  einen  leeren  Raum,  und  nimmt  es  als  möglich  an, 
die  von  den  Weltkörpem  ausgestrahlte  Wärme  nach  ihrer  Reflexion  von 
T  Aethergrenze  an  gewissen  Stellen  des  Weltraums  so  concentrirt  werden 
le,  dass  die  an  diese  Stellen  gelangenden  Körper  zu  einer  höheren  Tempe- 
'nr  erhitzt  werden,  als  mit  welcher  sie  die  Wärme  ausgestrahlt  hatten,  so 
also  mit  Hälfe  der  Strahlung  gegen  die  Aethergrenze  eine  gewisse  Menge 
Ptier  Körper^rme  von  mittlerer  Temperatur  in  einen  Theil  von  höherer  und 

Em  Theil  von  niederer  Temperatur  zerfallen  könnte.    Diese  Annahme  würde 
Yoranssetzung,  dass  ein  unmittelbarer  (ohne  Vermittelung  von  Zustands- 
enmgen  eines  dritten  Körpers  stattfindender)  uebergang  der  Wärme  stets 
ter  von  höherer  zu  niederer  Temperatur  erfolgen  kann,  widersprechen,  und  es 
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Im  Anschluss  an  den  so  eben  ausgesprochenen,  das  Weltganze  betrel 
fenden  Satz,  welcher,  obscfaion  der  Tendenz  dieses  Buches  fem  liegeiid 
doch  zu  unmittelbar  an  dieser  Stelle  sich  darbot,  als  dass  er  bei  seinen 
Charakter  allgemeinsten  Interesses  nicht  hätte  ausgesprochen  werden  soliea 
mag  zur  Ergänzung  hier  noch  das  andere  Grundgesetz  des  Weltalls  erwähnl 
werden,  welches  Clausius  in  dem  Satze  ausspricht:  „Die  Energie  da 
Welt  ist  constant",  und  zu  welchem,  abgesehen  von  der  Ausdruoksweiae 
die  allgemeine  Gleichung  des  Arbeitsvermögens  —  §.11,  Gl.(l)  — 

diZ+  U)  =  dM-\-dP-\-  W^,dQ 

führt,  indem  sie  auf  die  Gesammtheit  aller  Weltkörper  ausgedehnt  wird 
In  dieser  Gleichung  ist  L  die  äussere  lebendige  Kraft,  U  das  innere  Ar- 
beitsvermögen eines  Körpers,  und  für  eine  unendlich  kleine  Zustandsän- 
derung  desselben  dM  die  Arbeit  der  äusseren  Massenkräfte  (zu  welchen 
im  Gegensatze  zu  den  Molekularkräften  auch  die  Gravitationskräfte  der 
Körperelemente,  insoweit  sie  auf  messbare  Entfernung  wirken,  gerechnet 
wurden),  dP  die  Arbeit  des  äusseren  Druckes  auf  die  Oberfläche,  W.  dQ 
der- Arbeitswerth  der  dem  Körper  von  aussen  mitgetheilten  Wärme.  Bei 
der  Addition  der  entsprechenden,  für  alle  Weltkörper  bezüglich  auf  das- 
selbe Zeitelement  aufgestellten  Gleichungen  hat  man 

i:d(L  —  M-\-  U)  =  d2{L  —  M-^  U)  =  0 
oder 

2(1  — M+  U)  =  Con8t (U;, 

Die  Bewegung  des  Weltalls  kann  nur  auf  ein  Coordinatensystem  be- 
zogen werden,  welches  in  ihm  selbst  auf  irgend  eine  Weise  fixirt  ist  and 
absolut  ruhend  gedacht  wird;  2L  ist  seine  entsprechende  äussere  lebendige 
Kraft.  Analog  dem  in  §.  47  erklärten  Arbeitsinhalt  eines  Körpers  kann 
^( —  M)  der  äussere  Arbeitsinhalt  des  Weltalls  genannt  werden,  indem 
darunter  die  Arbeit  verstanden  wird,  welche  aufgewendet  werden  musste, 
um  die  Weltkörper  und  ihre  messbaren  Theile  mit  Rücksicht  auf  die 
zwischen  ihnen  wirkenden  gegenseitigen  äusseren  Massenkräfte  (Gravita- 
tionskräfte) aus  einem  gewissen  hypothetischen  Zustande  dichtester  Massen- 
gruppirung  in  ihre  augenblickliche  relative  Lage  zu  versetzen.  Die  auf  das 
Weltall  bezogene  Summe  2(L  —  M)  ist  also  eine  Grösse  analog  derjenigen. 


würde  dadurch  auch  die  sogenamite  zweite  Uauptgleichung  {%.  15)  nebst  allen 
daraus  gezogenen  Folgerungen  in  Frage  gestellt.  Clausius  discutirte  and  be- 
stritt jene  Annahme  in  der  Abhandlang  über  die  Wärmestrahlimg,  deren  Ge« 
dankengang  und  Resultate  früher  in  §.  10  der  Hauptsache  nach  wiedergegebea 
wurden. 
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welche  für  einen  einzigen  Körper  sein  inneres  ArbeitsTermögen  genannt 
wurde,  sofern  nämlich  das  Weltall  mit  einem  einzelnen  Körper  in  der 
ITeise  verglichen  wird,  dass  die  mit  messbaren  Ortsänderungen  verbundenen 
Bewegungen  im  Weltall  an  die  Stelle  der  inneren  Molekularbewegungen 
des  Körpers,  und  die  auf  messbare  Entfernungen  wirkenden  gegenseitigen 
Gravitationskräfte  alier  Massenelemente  des  Weltalls  an  die  Stelle  der  auf 
munessbar  kleine  Entfernungen  wirkenden  Molekularkräfte  des  einzelnen 
;  Körpers  gesetzt  w^erden.  Diese  Summe,  welche  somit  das  äussere  Arbeits- 
Termögen der  Welt  genannt  werden  könnte,  vermehrt  um  £17=  der  Summe 
der  inneren  Arbeitsvermögen  aller  einzelnen  Weltkörper  fttr  sich  betrachtet, 
ist  das  gesammte  Arbeitsvermögen  der  Welt,  und  es  kann  Gl.  (14)  so  aus- 
gesprochen werden;  das  gesammte  Arbeitsvermögen  der  Welt  ist 
coastant.* 


§.  49.    Wahre  speeiflsche  Wärme. 

! 

I         Unter   der   specifischen  Wärme   eines  Körpers  von  gleichförmigem 

Wärmezustande  für  ein  gewisses   Gesetz  einer  umkehrbaren   Aenderung 

,  dQ 

dieses  Zustandes  wird  das  Verhält niss  —■  verstanden,  wenn  dQ  die  Wärme- 

dT 

\  menge  bedeutet,  welche  dabei  einem  Kgr.  des  Körpers  behufs  der  unendlich 

I  ideinen  Temperaturänderung  dT  mitzutheilen  ist;  dem  vorigen  §.  zufolge 

!>  ist  sie  allgemein 

d^_dj[         dj ( 

dT      dT~     dT 

Bie  heisse  nach  Rankine  die  wahre  specifische  Wärme  und  sei  mit  e 
bezeichnet,  wenn  die  Zustandsänderung  ohne  Disgregationsänderung  statt- 
findet, d.  h.  dZ=  0  ist  und  folglich  die  mitgetheilte  Wärme  nur  zur  Ver- 
mehrung der  freien  Körperwärme  dient ^  es  ist  also 


*  Wenn  Clausius  den  fraglichen  Satz  in  der  Weise  ausspricht,  dass  er 
die  Energie  der  Welt  als  constant  bezeichnet,  so  ist  zu  bemerken,  dass  er  so- 
wohl diesen,  als  den  anderen  Satz  in  Betreff  des  Aenderungssinnes  der  Entropie 
der  Welt  nur  gelegentlich  am  Schlüsse  seiner  oben  citirten  Abhandlung  „tiber 
verschiedene  für  die  Anwendung  bequeme  Formen  der  Hauptgleichungen  der 
mechanischen  Wännetheorie*'  ohne  Mittheilung  ihrer  näheren  Begründung  aus- 
tprieht.  £s  ist  aber  wohl  nicht  zu  bezweifeln,  dass  er  im  Anschlüsse  an  die 
sonst  Ton  ihm  gebrauchte  Terminologie  hier  unter  der  Energie  der  Welt  den 
Wj&rfiaewerth  derselben  Grösse  versteht,  welche  ich  oben  als  das  gesammte 
Arbeitsvermögen  der  Welt  bezeichnet  habe. 


256  WAHBE  SPfiCIFISOHB  wIBMB.  §.49. 

.=^ (23. 

dT 

Da  H  dem  vorigen  §.  zufolge  für  einen  gegebenen  Stoff  nur  von  seiner 
Temperatur  abhängt,  unabhängig  von  der  mittleren  Gruppirung  seiner  ma- 
teriellen Punkte  und  folglich  auch  von  der  Aggregatform,  so  gilt  dasselbe 
von  der  wahren  specif.  Wärme.  Nun  ist  aber  nach  Gl.  (5,a)  im  vorigen*  |. 
für  den  Gaszustand  dZ=:0,  wenn  dv  =  0  ist,  also  o  =  e„  =  deT  specif. 
Wärme  bei  constantem  Volumen,  und  da  letztere  für  Gase  als  constant  zu 
betrachten  ist  (§.  19),  so  gilt  dasselbe  von  e  für  jede  Aggregatform.  Die 
wahre  specifische  Wärme  e  ist  also  eine  von  der  Art  des -betref- 
fenden Stoffes  abhängige  Constante.  Sie  ist  der Grenzwerth,  welchem 
sich  die  specif.  Wärme  Or  dos  betreffenden  Dampfes  mit  zunehmendem 
Grade  der  Ueberhitzung  nähert.  Ausser  diesem  Grenzzustande  ist  im  All- 
gemeinen Ct  von  e  verschieden,  nänfllich  nach  Gl.  (1),  worin  für  (^  =  0,  also 
dE=  0  (vorausgesetzt  dass  auch  im  Falle  eines  festen  Körpers  keine 
Tangentialspannungen  vorkommen),  nach  Gl.  (4)  des  vorigen  §.  zu  setzen 
ist:  T.dZ=A,dI, 

■■='+^' "^ 

Wenn  also  die  Erfahrung  lehrt,  dass  die  specif.  Wärme  e„  (abgesehen  von 
ihrer  meist  geringen  Veränderlichkeit  für  eine  bestimmte  Aggregatform) 
für  die  verschiedenen  Aggregatformen  oft  erheblich  verschieden  ist,  z.  R 
für  Wasser  ungefähr  doppelt  so  gross,  als  für  £is,  und  mehr  wie  doppelt 
so  gross,  als  für  Wasserdampf,  so  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  gleiche 
Temperaturänderungen  desselben  Stoffes  bei  verschiedenen  Aggregatfonnen 
mit  sehr  verschiedenen  inneren  Arbeiten  verbunden  sein  können. 
Aus  der  Gleichung 

dH=  c .  dT  mit  c  =  Const, 

ergiebt  sich  die  freie  Wärme  pro  1  Kgr.  feines  Körpers  von  gleich- 
förmiger Temperatur  T 

H=cT'}-  Const  =  eT (4X 

wenn  ausserdem  angenommen  wird,  dass  dem  absoluten  Nullpunkte  (7'==0) 
die  freie  Wärme  =  Null,  also  innere  Ruhe  entspricht;*  und  beim  Ueber- 


*  Nach  einer  Anmerkung  zum  vorigen  §,  in  welcher  die  Glausins'schen 
Ausdrücke  für  den  Verwandlungswerth  Y  der  freien  Wärme  H,  die  Disgrega- 
tion  Z  und  die  Entropie  8  eines  Körpers  von  glelcbtfönniger  Temperatur  T 
angeführt  wurden,  war 
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gange  von  der  Temperatur  T^  zur  Temperatur  T  ändert  sich  der  Yer- 
wandlnngswerth  der  freien  Körperwärme  nach  §.48,  01.(9)  um 

T 

Y-r.  =  cl^=eJni- (5). 


'o  =  oß=c-^-f^ 


Findet  dieser  Uebergang  ohne  Mitthoilung  oder  Entziehung  von  Wärme 
{dQ  =  0)  in  umkehrbarer  Weise  statt,  also  auch  ohne  Aenderung  der  En- 
tropie, so  ist  damit  nach  §.  48,  Gl.  (10)  die  üisgregationsänderung 

verbunden;  insbesondere  zur  Abkühlung  des  Körpers  bis  zum  absoluten 
Nullpunkte  wäre  eine  unendlich  grosse  positive  Disgregationsänderung  und 
ein  unendlich  grosser  negativer  Verwandlungswerth  der  freien  Körperwärme 
nöthig,  woraus  zu  schliessen,  dass  dieser  absolute  Nullpunkt  thatsächlich 
nnerreichbar  ist. 


§.50.    Allgemeine  Form  der  Zustandsglelehung  eines  KSrpers  von  gleieli- 

fSrmigem  Wftrmezustande. 

Nachdem  sich  ergeben  hat,  dass  gemäss  GL  (4)  in  vorigem  §.  die  freie 
Wärme,  also  auch  die  innere  lebendige  Kraft  eines  Körpers  seiner  abso- 


i 


H-=  ÄZtncT^^  T2Ämc  =  TSnig  —  , 

9 

unter  c  eine  den  verscldcdeuartigen  Atomen  oder  materiellen  Punkten  von  den 
Massen   m  eigen thümliche  Constante  verstanden.    Die  Bedeutung  dieser  Con- 

Äc 
stauten  würde  also  mit  Rücksicht  auf  obige  61.  (4)  darin  bestehen,  dass  — 

die  wahre  specif.  Wärme  eines  nur  aus  materiellen  Punkten  der  betreffenden 
Art  bestehenden  Körpers  ist.  Wird  dieselbe  mit  c  und  das  Gewicht  mg  eines 
materiellen  Punktes  mit  m  bezeichnet,  so  gehen  die  früher  angeführten  Aus- 
drücke von  Y  und  Z  über  in: 

r«=  SmclnT  +  Comt.,  Z^  2mcln{Ti^)  +  Const 

oder  mit  Rücksicht  darauf,  dass  T  für  alle  Punkte  denselben  Werth  hat,  für 
einen  Körper  von  1  Kgr.  Gewicht,  dessen  wahre  specif.  Wärme 

c  =  Sme' 

r=  cJnT+  Conat ,     Z  -=  cJnT-\-  ^l'mclni  +  Cotist. 
6^  =  y  +  Z=  2c.lnT  +  22:mclni  +  Comt 

Oraskof,  tbeorei.  lUaeliinenlehre.    I.  17 
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loten  Temperatur  T  proportional  ist,  fragt  es  sich,  wie  damit  die  für 
schiedene  Fälle  empirisch  bekannte  Bedehnng  zwischen  7*,  den  sp^dL 
Volumen  v  und  der  Pressung  p  zusammenhängt,  nach  welcher  im  Allge- 
meinen, wenn  T  wächst,  auch  v  bei  constantem  p  oder  p  bei  constantem  9 
zunimmt,  während  bei  constanter  Temperator  sich  p  und  v  in  entgegenge- 
setztem Sinne  gleichzeitig  ändern.  Zur  Erörterung  dieser  Frage  mag  ein 
von  Claus  in 8  vor  Kurzem  (1870)  aufgestellter  mechanischer  Satz*  voraus- 
geschickt werden. 

Ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  m  befinde  sich  bezQglich  auf  eia 
rechtwinkeliges  System  von  Coordinatenaxeu  in  einer  stationären  d.  L 
solchen  Bewegung  (§.  46),  dass  seine  Coordinaten  ar,  y,  2  und  Geschwindig- 

dx    dy    dz 
keitscomponenten   — ,  — ,   -    zwischen  gewissen  endlichen  Grenzen  vari- 

dt     at    dt 

iren,  indem  erstere  abwechselungsweise  zu-  und  abnehmen,  letztere  als» 

bald  positiv,  bald  negativ  sind.    Ist  dann  w  =  L/^  Jj  +  (  a)  "*"  (  ä) 

die  resultirende  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes,  und  sind  X,Y^2 
die  nach  den  Coordinatenaxeu  genommenen  Componenten  der  auf  ihn  wir- 
kenden Kraft  (der  relativen  bewegenden  Kraft,  sofern  die  Coordinatenaxea 
im  Allgemeinen  selbst  in  Bewegung  sein  können),  so  ist,  wenn  durch  einen 
übergesetzten  Strich  wie  in  §.  46  der  Mittelwerth  der  betreffenden  Grösse 
für  ein  Zeitintervall  bezeichnet  wird,  welches  im  Vergleich  mit  dem  Zeit- 
intervall zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Maximal-  oder 
werthen  von  a:,  y,  %  sehr  gross  ist, 

1     ^ 


~mu^  =  —~{Xx+Yy  +  Zz) (1). 

Für  ein  System  von  materiellen  Punkten,  welche  einzeln  in  stationärer 
Bewegung  bezüglich  auf  die  zu  Grunde  liegenden  Coordinatenaxeu  begriffen 
sind,  hat  man  dann 

-^^  v'  ^  -^  1  ^^  +  Yy  +  Zz) (2> 

Ben  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.(l)  oder  (2)  stehenden  Kräftefunc- 
tions-Mittelwerth  nennt  Claus  ins  das  Vir  ial  des  materiellen  Punktes  resp. 
Punktesystems  (von  vis,  Kraft).  Der  fragliche  Satz  kann  dann  so  ausge- 
sprochen werden:  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  in  stationärer 


*   lieber  einen  auf  die  Wärme  anwendbaren  mechanischen  Sat«.    Pogg. 
Ann.  Bd.  141,  S.  124. 
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Sewegang  befindlichen  materiellenPnnktes  oderPnnktesystems 
ist  =  seinem  Virial* 

Zorn  Beweise  des  Satzes  (1),  aus  welchem  der  Satz  (2)  ohne  Weiteres 
kerrorgeht,  kann  man  ausgehen  von  der  identischen  Gleichung 


*  £in  besonderer  Fall  stationärer  Bewegung  eines  Punktes  ist  die  perio- 

,  &che  Schwingung  desselben,  wobei  er  in  auf  einander  folgenden  gleichen  Zeit- 

iBtenrallen  (Perioden)  dieselbe  geschlossene  Bahn  wiederholt  der  Art  durchläuft, 

^«SB  einem  bestimmten  Punkte  der  Bahn  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  des 

ibeveglichen  Punktes  entspricht;  auch  eine  begrenzte  Linie,  welche  abwechse- 

,  inngsweise  im  einen  und  im  umgekehrten  Sinne  durchlaufen  wird,  ist  als  eine 

^geschlossene  Bahn  zu  betrachten,  deren  zwei  gleiche  Theile  zusammenfallen. 

1  Um  den  durch  obige  Gl.  (1)  ausgedrückten  Satz  an  einem  einfachen  Beispiele 

I  zn  prüfen,  werde  die  geradlinig  schwingende  Bewegung  eines  Punktes  P  be- 

:  trachtet,  auf  welchen  eine  Kraft  wirkt,  die  gegen  einen  anderen  Punkt  0  von 

fester  Lage  gegen  die  Goordinatenazen  hin  gerichtet  und  dem  Abstände  OP 

\  proportional  ist.    Wird  dieser  Punkt  0  als  Ursprung  der  Coordinatenaxen  und 

;  die  positive  x-Aze  in  der  Richtung  OÄ  angenommen,  wenn  A  eine  der  beiden 

I  fiuhelagen  des  Punktes  P  bei  grösster  Entfernung  OÄ  =•  a  vom  Punkte  0  ist, 

I  80  hat  man 

X^  —  mk'^x',     Y=^Z=0 

and  bekanntlich,  wenn  die  Zeit  t  von  einem  solchen  Augenblicke  an  gerechnet 
!  wird,  in  welchem  der  Punkt  P  den  Punkt  0  im  Sinne  der  positiven  x-Axe 
I  passirt, 


Daraus  folgt: 


dx 
a  sin  Jet;    ^  =  ^i  =  ^<*  ^^  ^^• 


^     1 —  cos'ikt 
—  Xx  ==  mk^x^^=  mk^a^ tz 


also  das  Virial  =  —  ö"  -Xir  =  -r  wÄ:*a' , 


weil  cos  ^kt  =  —  Icos  2kt .  dt  ^= 


'M  =  -  f( 


2  '^— 4 
t 


sin  2kt 


2kt 

0 

ach  dauernd  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  t  ohne  Ende  wächst.    Anderer- 
seits ist 

^  die  mittlere  lebendige  Kraft 

1    -^      1     _.  _  1 


^■WM**  =  -j  mJfe*a*  =  ^ —  -rt  Xx 

==  dem  Virial,  wie  es  der  Satz  verlangt.  Im  vorliegenden  Specialfalle  ist  die 
nuttlere  lebendige  Kraft  halb  so  gross  wie  der  Maximalwerth  derselben  =  dem 
trithmetischen  Mittel  der  kleinsten  und  grössten  lebendigen  Kraft. 

17  ♦ 
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^(-S=(S'-+- 


1 

Aus  derselben  folgt  durch  Multiplication  mit  -  m  und  mit  Rücksicht 

/t 

darauf,  dass  m  -  —  =  X  ist, 

'  dt^  ^ 

1  (dx\^  1  ,1  f   dx\ 
'-  w (  -     )  dt  =  —  —  Xx.  dt  -\-  --m.d[x-    ] 

2  \dtj  2  '    2  \    dtj 

und  bei  Integration  von  0  bis  t  und  Division  durch  t 

t  t 

'dx^ 


(Sf- = - 


2t J  ^2tl    dt        ^\dt/Q_ 


0 


(dx\  dx 

)    die  Werthe  von  x  und  —    für   ^  =  0,    und  da 
dt/Q  dt 

diese  letzteren  Grössen  dem  Begriffe  der  stationären  Bewegung  gemM 
zwischen  bestimmten  Grenzen  variiren,  so  kann  immer  der  Divisor  t  hin- 
länglich gross  genommen  werden,  um  das  zweite  Glied  auf  der  rechten 
Seite  dauernd  beliebig  klein  zu  machen;  man  erhält  dann 

2 


1    /dxy  1  — 

2      \dtj  2 


Ebenso  ergiebt  sich 


1   fdyy        1-^    ,1   fdzy        1  — 

ridt)  =  -  2  ^^  "^^  r'Vdt)  =  -  2^^' 

also  durch  Addition 


m 

Aus  dieser  Beweisführung  ist  zugleich  ersichtlich,  dass  der  Satz  nicht 
nur  im  Ganzen  für  die  resultirenden  Geschwindigkeiten  und  Kräfte,  sondern 
auch  einzeln  für  die  nach  einer  beliebigen  Richtung  genommenen  Geschwin- 
digkeits-  und  Kraftcomponenten  gültig  ist.  — 

Bei  der  Anwendung  von  Gl.  (2)  auf  die  innere  Bewegung  eines 
Körpers  von  gleichförmigem  Wärmezustande  (unter  Ausschluss  von 
Tangentialspannungen  im  Falle  eines  festen  Körpers)  bedeutet  die  linke 
Seite  jener  Gleichung  die  innere  lebendige  Kraft  =  dem  Arbeitawerth  der 
freien  Körperwärme  ^,  und  ist  also  mit  Rücksicht  auf  §.  49,  Gl.  (4)  bezogen 
auf  1  Kgr.  des  Körpers 


1 
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mu^ 


JS— =  }Ffl:=  WcT. 

Entsprechend  der  Yoraussetzung  eines  gleichförmigen  Wärmezu- 
slandes, ausser  der  gleichförmigen  Temperatur  T  also  auch  einer  in  allen 
Punkten  gleichen  Pressung  =  dem  specif.  äusseren  Druck  p,  kommen  als 
Kräfte  zur  Bildung  des  Virials  nur  dieser  gleichförmig  auf  der  Oberfläche 
vertheilte    äussere  Druck  und  die  Molekularkräfte  in  Betracht,    welche 

:  zwischen  den  materiellen  Punkten  des  Körpers  bei  unmessbar  kleinen  Ent- 
fernungen derselben  stattfinden.  Andere  Kräfte  bedingen  den  Wärmezustand 
nur  insofern,  als  sie  eine  ungleichförmige  Pressung  verursachen,  in  welchem 
Falle  der  Körper  in  Elemente  von  gleichförmigen  Pressungen  zerlegt  werden 

:  mösste,  und  die  zu  entwickelnde  Gleichung  nur  auf  je  ein  solches  Element, 
d.  h.  auf  1  Kgr.  eines  Körpers  zu  beziehen  wäre,  dessen  gleichförmiger 
Winnezustand  dem  des  betreffenden  Elementes  gleich  ist.  Sind  nun  Vy 
und  FJ.  die  beiden  Bestandtheile  des  Virials,  welche  dem  äusseren  Druck 
und  den  Molekularkräften  entsprechen,  so  hat  man  nach  Gl.  (2) 

WcT=r^+  Vr    (3). 

Zur  Bestimmung  der  Viriale  Vp  und  V^  werde  ein  rechtwinkeliges 
Aiensystem  der  x^  y,  z  angenommen  von  fester  Lage  in  dem  Räume,  welchen 
I  der  Körper  bei  seinem  augenblicklichen  Wärmezustande  einnimmt.  Sind 
!  dann  0,  ^,  c  die  Richtungscosinus  der  Normalen  zur  Körperoberfläche  F 
\  in  einem  Punkte  A  derselben,  dessen  Coordinaten  x^  y,  %  sind,  diese  Nor- 
'  male  im  Sinne  von  innen  nach  aussen  genommen,  so  sind  die  Componenten 
des  äusseren  Drucks  auf  ein  bei  Ä  gelegenes  Oberflächenelemont  dF 

dX=  —  ap.dF,     dY=  —  hp.dF,     dZ=—cp,dF. 

Damit  ergiebt  sich  das  Virial  FJ,,  welches  hier  nicht  als  Mittelwerth  einer 
veränderlichen  Grösse,  sondern  als  eine  durch  den  Wärmezustand  unver- 
änderlich bestimmte,  von  den  einzelnen  Phasen  der  inneren  Bewegung  un- 
I  abhängige  Grösse  zu  verstehen  ist, 

;    F^=—  )  J{x  .dX-\-  y  .dY  +  z.dZ)^'^  J{ax  .  dF  +  hy.dF  +cz.  dF) 

=  \J{x,  dF,  +  y,dF,  +  3.  dF,\ 

wobei  die  Integrationen  sich  über  die  ganze  Oberfläche  zu  erstrecken  haben 
(  nnd  iPe,  dFy^  dFg  die  Projectionen  von  dF  auf  die  Coordinatenebeuen  yz^ 
i  w,  xy  bedeuten,  positiv  oder  negativ  genommen,  jeuachdem  «,  ä,  c  pos^*'    "1^ 

oder  negativ  sind,  jeuachdem  also  die  von  innen  nach  aussen  gen  ^        ?^  ^ 


i 


X« 


V^  =  7.P^ (4). 
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Normale  an  der  betreffenden  Stelle  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel 
mit  der  positiven  Axe  der  o?,  y,  s  bildet.    Dann  ist  aber  offenbar 

Jx .  dF^  =Jy .  dF^=fz .  dF, 

=:dem  Volumen  des  Körpers,  insbesondere  pro  1  Kgr.  desselben  ==  dem 

specif.  Volumen  v^  also 

3 

2 

Was  femer  das  Virial  F^  betrifft,  so  seien  A  und  A'  zwei  materielle 
Punkte  des  Körpers,  welche  bei  unmessbar  kleiner  Entfernung  AA'  ==:  r  in 
der  Geraden  AA'  mit  einer  Kraft  JK  gegenseitig  auf  einander  wirken,  die 
positiv  oder  negativ  gesetzt  werden  soll,  jenachdem  diese  in  A  und  A'  an- 
greifenden gleichen  und  entgegengesetzten  Kräfte,  einer  Anziehung  oder 
Abstossung  entsprechend,  die  Entfernung  r  zu  verkleinem  oder  zu  ver- 
grossem  streben.  Sind  dann  x^  y,  s  die  Coordinaten  von  A  und  x\  y\  t 
die  Coordinaten  von  A\  so  ist  der  Bestandtheil  des  Virials  V^ ,  welcher 
von  den  fraglichen  zwei  Kräften  R  herrührt,  der  Mittelwerth  von 

l^(x—x         y—y      ,    %—%   \        l     (x—x    ,      y—y     , 

"•"      r        /        2  r  2 

und  somit 

falls  die  Snmmation  auf  je  zwei  materielle  Punkte  ausgedehnt  wird,  zwischen 
welchen  Molekularkräftc  stattfinden.  Weil  übrigens  die  materiellen  Punkte 
eines  Körpers  so  in  Grappen  gethcilt  werden  können,  dass  die  unzählig 
vielen  Punkte  je  einer  solchen  Gruppe  von  einerlei  Art  sind  und  gleich- 
artige innere  Bewegungen  haben,  in  demselben  Augenblicke  aber  sich  in 
den  verschiedensten  Phaden  dieser  Bewegung  und  in  den  verschiedensten 
relativen  Lagen  gegen  einander  und  gegen  Punkte  der  anderen  Gruppen 
befinden,  so  ist  es  schliesslich  auch  nicht  nöthig,  von  den  Producten  Rr  die 
Mittelwerthe  zu  nehmen,  indem  sich  annehmen  lässt,  dass,  wie  sie  auch 
einzeln  mit  der  inneren  Bewegung  sich  ändern,  doch  der  Werth  ihrer 
Summe  für  den  ganzen  Körper  keine  merkliche  Aenderung  erfährt.  Es  ist 
also  auch 

Vr:=\2Rr (5), 

wenn  R  und  r  auf  die  Gmppirung  der  materiellen  Punkte  in  irgend  einem 
Augenblicke  bezogen  werden. 
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Die  Sobetitiition  der  Amsdrücke  von  Vp  nnd  Vr  in  Grl.  (3)  giebt: 

lFcT=lpv+^i;itr (6). 

3 

Diese  Gleichung  ist  zwar,  was  die  Glieder  JFcT  und  --  pv  betrifft,  in  Ein- 

klang  mit  dem  Sinne,  in  welchem  sich  im  Allgemeinen  p,  t?,  T  bei  irgend 
einem  Körper  erfahmngsmässig  zusammen  ändern;  weil  aber  bei  festen  und 
flttesigen  Körpern  sich  v  fär  2  =  Cofut  in  viel  geringerem  Verhältnisse, 

1 

als  — ,  und  für  p  =  Const  in  viel  geringerem  Verhältnisse,  als  T  ändert, 

3 

das  Glied  —  pv  folglich  nur  klein  im  Vergleich  mit  den  anderen  Gliedern 

der  Gleichung  sein  kann,  so  ist  auf  jenen  Einklang  in  diesen  Fällen  nur 

ein  untergeordneter  Werth  zu  legen,  so  lange  nicht  das  Virial  FJ.  =    -SÄr 

in  rationeller  Weise  als  Function  der  den  Wärmezustand  charakterisirenden 
Grössen  p^  v^  T  bestimmt  werden  kann,  was  nur  auf  Grund  speciellerer 
Annahmen  in  Betreff  der  Gruppirung  und  inneren  Bewegung  der  materi- 
ellen Punkte  und  der  zwischen  ihnen  wirksamen  Einzelkräfte  zu  erwarten, 
bisher  aber  nicht  genflgend  gelungen  ist 

Anders  verhält  es  sich  mit  Gasen  und  Dämpfen,  für  welche  durch  ein- 
£aehe  und  den  Umständen  wohl  entsprechend  scheinende  Annahmen  immer- 
hin schon  jetzt  eine  bemerkenswerthe  Uebereinstimmung  der  empirisch  ge- 
finidenen  Thatsachen  mit  der  theoretischen  Gleichung  (6)  herbeigeführt 
werden  kann,  falls  dieselbe  zuvor  auf  eine  etwas  andere  Form  gebracht 
wird  durch  Zerlegung  der  inneren  lebendigen  Kraft  und  des  Virials  Vf  in 
je  zwei  Theile  entsprechend  der  in  §.  45  erörterten  Vorstellung,  nach 
welcher  irgend  ein  Körper  zunächst  als  ein  Aggregat  von  Molekülen,  jedes 
Molekül  als  ein  Aggregat  von  Atomen  oder  materiellen  Punkten  betrachtet 
wird,  welche  (unabhängig  von  der  inneren  Bewegung  des  Moleküls  im 
Körper)  beständig  in  engerer  Gruppirung  beisammen  bleiben,  so  lange  die 
Aggregatform  und  der  chemische  Charakter  des  Körpers  sich  nicht  ändern. 
Wenn  man  dann  die  innere  Bewegung  eines  Moleküls  zerlegt  denkt  in  die 
Bewegung  seines  Massenmittelpunktes  S  bezüglich  auf  die  vorausgesetzten 
Coordinatenaxen  der  x^  y,  z  und  in  die  relative  Bewegung  der  Atome  des 
Moleküls  gegen  drei  Axen,  welche  von  8  aus  mit  jenen  parallel  gezogen 
werden,  so  ist  die  innere  lebendige  Kraft  des  Moleküls  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Mechanik  stets  die  Summe  derjenigen  lebendigen  Kräfte, 
welche  jenen  Fartialbewegungen  entsprechen,  falls  bei  der  ersteren  die 
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MolektUmasse  im  Punkte  8  vereinigt  gedacht  wirtL  Somit  kann  auch  die 
innere  lebendige  Kraft  =  WeT  pro  1  Kgr.  des  ganzen  Körpers  in  zwei 
Theile  zerlegt  werden: 

XWcT  ==  doT   lebendigen   Kraft  der  inneren  Translationsbe- 
wegung der  Moleküle,  d.  h.  der  in  ihren  Massenmittelpunkten 
vereinigt  gedachten  Molekülmassen,  und 
(1  —  X)WcT=  der  relativen  lebendigen  Kraft  der  Atome  in 
den  Molekülen,  d.  h.  in  Beziehung  auf  Axen,   welche   von   den 
Massenmittelpunkten  der  Moleküle  aus  mit  gewissen  im  augenblick- 
lichen Körpervolumen  festen  Axen  parallel  gezogen  werden. 
Diese  letztere  Bewegung,  nämlich  die  relative  Bewegung  der  Atome 
in  den  Molekülen  bezüglich  auf  feste  Axrichtungen,  könnte  weiter  zerlegt 
werden  in  die  relative  Bewegung  bezüglich  auf  ihre  mittleren  oder  Gleich- 
gewichtsörter  in  den  Molekülen  und  in  die  Rotationen  der  Systeme  dieser 
mittleren  Oerter  um  die  Massenmittelpunkte  S  der  Moleküle;  doch  würde 
diese  weitere  Zerlegung  nur  in  Verbindung  mit  specielleren,  als  den  hier 
beabsichtigten,  Annahmen  und  Erörterungen  von  Werth  sein  können.    Mit 
Rücksicht  auf  den  inneren  Zustand  luftförmiger  Körper  ist  aber  vor  Allem 
die  innere  Translationsbewegnng  der  Moleküle  von  Interesse;  sie  hängt 
ausser  vom  äusseren  Drucke  nur  von  den  in  §.  45  mit  P  bezeichneten 
gleichen  und  parallelen  Kräften  entgegengesetzten  Sinnes  ab,  mit  welchen, 
in  ihren  Massenmittelpunkten  8  und  8"  angreifend,  irgend  zwei  Moleküle 
A  und  A'  auf  einander  wirken.    Zerlegt  man  diese  Kräfte,  wie  dort^  in  je 
zwei  Compouenten  R  nach  der  Richtung  88'  resp.  S'8  und  N  senkrecht 
darauf,  so  ist  der  Theil  des  Virials  des  ganzen  Körpers,  welcher  von  den 
Componenton  It  herrührt,  analog  der  obigen  Grl.  (5; 

unter  r  hier  die  Entfernungen  88'  verstanden.  Das  den  Componenton  N 
entsprechende  Virial  ist  dagegen  =  Null ;  denn  wenn  ir,  y,  z  die  Coordinatcn 
von  8  sind,  x\  y\  %  dieselben  von  8\  ferner  <i,  5,  c  die  Richtungscosinus 
der  in  8^  also  —  a^  —  3,  —  c  dieselben  der  in  8'  angreifenden  Kraft  N^ 
so  ist  der  von  diesen  zwei  Kräften  N  herrührende  Elementarbestandtheil 
des  fraglichen  Virials  der  Mittelwerth  von 

—  \  {aNx  +  hNy  +  cN%)  —  \  (—  aNx  —  hNy  -  -  cNz) 
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weil  al  —  x^y  —  y,  »'  —  %  den  Richtungscosmus  der  zur  Richtung  f  a,  J,  c) 
senkrechten  Richtung  &S'  proportional  sind. 

Somit  kann  statt  Gl.  (6)  auch  geschrieben  werden: 

XWcT=\fv-^\^Jir (7), 

nnter  R  die  positive  oder  negative  (Anziehuugs-  oder  Abstossungs-)  Kraft 
verstanden,  welche  irgend  zwei  Moleküle  innerhalb  dos  Bereichs  ihrer 
gegenseitigen  Molekularwirkuug  bei  der  Entfernung  -SVS'  =r  r  ihrer  Massen- 
mittelpunkte in  der  Geraden  S^  auf  einander  ausüben. 


§>51.    Molekulartbeorie  und  Zustandsgleiehungvon  Oasen  und  Dttmpfen. 

Für  irgend  einen  Augenblick  sei 
A  <iie  lebendige  Kraft  der  inneren  Bewegung  eines  Moleküls  A^  falls 

seine  Masse  im  Massenmittelpunkte  S  vereinigt  gedacht  wird,  und 
L^  die  relative  lebendige  Kraft  der  Atome  dieses  Moleküls  bezüglich  auf 

Axen^  welche  mit  S  als  Ursprung  sich  parallel  mit  gewissen  im  Körper 

festen  Axen  bewegen. 

Von  einer  relativen  Bewegung  der  Atome  gegen  einander  werde  zu- 
nächst abgesehen,  das  Molekül  folglich  als  ein  starres  System  von  Atomen 
oder  materiellen  Punkten  betrachtet;  Z,.  ist  dann  die  lebendige  Kraft, 
welche  der  Rotation  dieses  starren  Moleküls  um  seineu  Massenmittelpunkt 
Ä*  entspricht. 

Wenn  man  nun  anninmit,  die  Moleküle  eines  Inf tförmigen  Körpers 
seien  im  Mittel  so  weit  von  einander  entfernt,  dass  sie  keine  Molekular- 
wirkung auf  einander  ausüben,  so  muss,  wie  schon  in  §.  46  bemerkt  wurde, 
der  Massenmittelpunkt  S  eines  Moleküls  J^  so  lange  er  nicht  in  den  Wir- 
kttngsraum  eines  anderen  Moleküls  gelangt,  sich  geradlinig  mit  constanter 
Geschwindigkeit,  also  auch  mit  constanter  lebendiger  Kraft  Z«  bewegen; 
die  Rotation  um  S  kann  sich  dabei  bezüglich  auf  die  Richtung  der  Rota- 
tionsaze  und  die  Winkelgeschwindigkeit  um  dieselbe  nach  bekannten  Ge- 
setzen ändern,  doch  so,  dass  auch  die  lebendige  Kraft  Z^constant  bleibt. 
Dasselbe  gilt  von  irgend  einem  anderen  Molekül  Ä  mit  dem  Massenmittel- 
punkte ^  bezüglich  der  betreffenden  lebendigen  Kräfte  Z'«  und  ZV  . 
Kommen  aber  A  und  Ä  einander  so  nahe,  dass  &  und  ä'  durch  die  Wir- 
koiigsräume  von  Ä  resp.  A  hindurchgehen,  so  werden  unter  der  Einwirkung 
der  in  §.  45  erklärten  Kräfte  P,  aus  den  Gomponenten  R  und  N  bestehend, 
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sowie  der  Kräftepaare  M  und  It  nicht  nur  die  Punkte  8  und  ^  yoü  üyren 
BewegungsrichtuDgen  abgelenkt,  sondern  es  können  auch  die  lebendigen 
Kräfte  X,  und  L^ ,  Z'«  und  XV  einzeln  geändert  werden;  nur  ihre  Sunune 
X,  +  A  +  X',  +  XV  ißt,  sobald  die  Moleküle  aus  dem  Bereiche  ihrer 
gegenseitigen  Molekularwirkung  wieder  heraus  sind,  also  S  und  ^  nach 
veränderten  Richtungen  sich  wieder  geradlinig  fortbewegen,  ebenso  gross 
wie  sie  vorher  war,  weU  die  genannten  Kräfte  und  Kräftepaare  aus  Einzel- 
kräften zwischen  den  Atomen  von  A  und  denen  von  Ä  zusammengesetzt 
sind,  welche  bei  der  Annäherung  und  Wiedereutfemung  dieser  Atome  ent- 
gegengesetzt gleiche  Arbeiten  verrichten.  Ein  ähnlicher  Vorgang  findet 
statt,  wenn  ein  Molekül  A  an  der  Oberfläche  in  den  Wirkungsraum  eines 
Moleküls  der  Gefässwand  gelangt,  wodurch  der  luftförmige  Körper  begrenzt 
wird ;  nachdem  es  von  der*  Wand  reflectirt  worden  ist,  indem  die  gegen  die 
Wand  hin  gerichtete  geradlinige  Bahn  seines  Massenmittelpunktes  S  durch 
eine  Curve  in  eine  von  der  Wand  weg  gerichtete  geradlinige  Bahn  über- 
ging, können  nicht  nur  seine  partiellen  lebendigen  Kräfte  X«  und  X^ , 
sondern  auch  seine  ganze  innere  lebendige  fi[raft  =  X«  4~  -^r  ^ch  geändert 
haben,  einer  Wärmeleitung  von  der  Wand  zum  Molekül  A  oder  umgekehrt 
entsprechend,  jenachdem  die  Aenderung  von  ( X«  -f-  A  )  positiv  oder  ne- 
gativ ist.  Im  Durchschnitt  für  alle  Moleküle  des  lnfli5rmigen  Körpers  aber, 
welche  in  irgend  einer  messbaren  Zeit  mit  der  Gefässwand  in  Berührung 
kommen,  d.  h.  mit  ihren  Massenmittelpunkten  in  die  Wirkungsränme  von 
Wandmolekülen  gelangen,  ist  die  Aendemng  ihrer  inneren  lebendigen  Kraft 
( X«  4-  A  )  =  Null,  wenn  dem  luftförmigen  Körper  Wärme  von  aassen 
weder  mitgetheilt  noch  entzogen  wird,  wenn  er  überhaupt,  wie  hier  voraus- 
gesetzt wird,  in  einem  unverändert  bleibenden  gleichförmigen  Wärmezu- 
stande  sich  befindet 

Während  die  beschriebenen  Vorgänge  in  irgend  einer  beliebig  kletnen 
messbsren  Zeit  an  unzählig  vielen  Stellen  des  vom  luftförmigen  Körper 
eingenommenen  Raumes  unter  den  verschiedensten  Umständen  sieh  wieder- 
holen und  somit  die  Massenmittelpunkte  der  Moleküle  genöthigt  werden, 
in  vielfach  verschlungenen  Bahnen  sich  zu  bewegen  so,  dass  jede  solche 
Bahn  aus  geradlinigen  Strecken  von  den  verschiedensten  Richtungen  be- 
steht, die  durch  verhältnissmässig  kurze  Curvenstücke  stetig  in  einander 
übergehen,  können  zwar  die  lebendigen  Kräfte  X«  und  Lf  ebenso  wie  ihre 
Summen  für  die  einzelnen  Moleküle  in  demselben  Augenblicke  sehr  rer- 
schieden  sein;  ebenso  aber,  wie  die  Summe  -S(X,  •\'  Lr)fAx  alle  Moleküle 
zusammen  eine  durch  den  Wärmezustand  bestimmte  constante  Grösse,  näm- 
lich pro  1  Kgr.  des  Körpers  =  WeT  ist,  so  ist  dasselbe  auch  von  den 
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Fartialsommeii  SL^  und  SL^  anzanehmen,  also  auch  von  dem  in  §.  50  mit 
X  bezeidineten  Yerh&ltniBse 


SiL.  +  LrY 

welches  Yon  der  Art  abhängt,  wie  im  Durchschnitt  zwei  Moleküle,  während 
sie  innerhalb  des  Bereichs  ihrer  gegenseitigen  Molekularwirkung  an  eiil- 
ander  vorbeigehen,  auf  einander  wirken  und  somit  ihre  partiellen  leben- 
digen Kräfte  Z,  und  L^  gegenseitig  beeinflussen.  Diese  durchschnittliche 
Art  der  gegenseitigen  Einwirkung  kann  aber  mit  dem  Wärmezustande  sich 
ändern,  insbesondere  von  der  durchschnittlichen  Translationsgeschwindigkeit 
der  Moleküle  abhängig  sein,  weil,  je  grösser  diese  Geschwindigkeit  ist, 
desto  tiefer  unter  übrigens  gleichen  Umständen  die  Massenmittelpunkte  S 
und  ^  zweier  solcher  Moleküle  in  ihre  Wirkungsräume  gegenseitig  ein- 
dringen werden,  wodurch  insofern  eine  verschiedene  durchschnittliche 
Wirkung  bedingt  werden  kann,  als  die  vorgenannten  Kräfte  R  und  N  nach 
anderen  Gesetzen  mit  8^  =  r  sich  ändern  können  wie  die  Kräftepaare  M 
und  M*. 

Wenn  schliesslich  noch  darauf  Bücksicht  genommen  wird,  dass  die 
Atome  in  den  Molekülen  beständig  in  relativer  Bewegung  gegen  einander 
befindlich  sein  können,  wodurch  die  partielle  lebendige  Kraft  Lr  eine  zu- 
sammengesetzte Bedeutung  erhält  und  auch  diejenigen  Kräfte  mit  in  Be- 
tracht kommen,  womit  die  Atome  eines  Moleküls  gegenseitig  auf  einander 
wirken,  so  wird  dadurch  zwar  eine  weitere  Complication  der  oben  be- 
sprochenen Vorgänge  bedingt,  doch  bleiben  die  Folgerungen  dieselben;  es 
kommt  nur  eine  weitere  Ursache  hinzu,  weshalb  das  Yerhältniss  X  vom 
Wärmezustande  abhängig  sein  kann,  indem  es  denkbar  ist,  dass  mit  letz- 
terem auch  die  mittlere  Gruppirung  der  Atome  in  den  Molekülen  sich 
ändert  Im  Allgemeinen  ist  somit  X  als  eine  Function  der  den  Wärmezu- 
Btand  bestimmenden  Grössen  zu  betrachten,  und  zwar  offenbar  nicht  nur 
bei  luftförmigen  Körpern,  sondern  allgemein  für  jede  Aggregatform;  dass 
ausserdem  X  von  der  Körperart  abhängen  wird,  also  von  der  Art  und  Zahl 
der  Atome,  welche  ein  Molekül  constituiren,  ist  selbstverständlich. 

So  lange  nun  zwei  Moleküle  sich  ausserhalb  des  Bereichs  ihrer  Mole- 
kularwirkung befinden,  ist  für  dieselben  die  in  Gl.  (7)  des  vorigen  §.  mit 
R  bezeichnete  Kraft  =  Null,  und  wenn  es  als  charakteristisch  für  den 
Grenzzustand  eines  vollkommenen  Gases  angenommen  wird,  dass 
die  Zeiten  zum  Durchlaufen  der  Curvenstücke,  durch  welche  die  gerad- 
linigen Bahnstrecken  der  Massenmittelpunkte  8  zusammenhängen,*  im  Yer- 
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gleich  mit  den  Zeiten  zum  Durchlaufen  der  letzteren  verschwindend  klein 
sind,  so  ist  in  jener  Gleichung  auch  2JRr  versehwindend  kleia,  also 

-XWeT=pv ri). 

o 

Soll  diese  Gleichung*  mit  der  empirisch  bekannten  Zustandsgieichung 

JiT=pv 
der  Form  nach  übereinstimmen,  so  ist  nur  nöthig  anzunehmen,  dass  1  con- 
stant  ist,  dass  also  bei  Gasen  die  lebendige  Kraft  der  inneren 
Translationsbewegung  der  Moleküle  zur  ganzen  inneren  leben- 
digen Kraft  ein  constantes,  vom  Wärmezustande  unabhängiges 
Vcrhältniss  hat,  welches  übrigens  für  verschiedene  Gase  verschieden 
sein  kann.    Dasselbe  ergiebt  sich 

2lFc~2T~2'^ 

unter  Eq  den  Werth  von  11  für  atmosphärische  Luft  und  unter  ö  die 
Dichtigkeit  des  Gases  bezüglich  auf  Luft  von  gleicher  Temperatur  und 
Pressung  verstanden.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  vou  cd  folgt  aus 
Gl.  (2),  dass  das  Verhältniss  der  lebendigen  Kraft  der  inneren 
Translationsbewcgung  der  Moleküle  zur  ganzen  inneren  leben- 
digen Kraft  eines  Gases  umgekehrt  proportional  ist  der  auf 
die  Volumeneinheit  (bei  gleichen  Werthen  von  p  und  7^  bezogenen 
wahren  specifischen  Wärme,  oder  auch,  sofern  in  gleichen  Räumen 
unter  gleichen  Umständen  gleich  viel  Moleküle  verschiedener  Gase  ent- 
halten sind  (§.  19),  dass  jenes  Verhältniss  X  umgekehrt  propor- 
tional ist  der  wahren  specifischen  Wärme  eines  Moleküls.  Letz- 
tere ist  =  nie,  wenn  m  das  Molckülgewicht  bedeutet,  und  es  ist  also 

Xmc=C f3X 

unter  C  eine  für  alle  Gase  gleiche  Constaute  verstanden.  Bei  der  Tempe- 
ratur T  ist  die  lebendige  Kraft  der  inneren  Translationsbewegung  eines  ^(y- 
\QM[?>  =  X}VtnoT=  WCT\  die  Moleküle  je  zweier  Gase  von  gleicher 
Temperatur  haben  also  dieselbe  lebendige  Kraft  ihrer  inneren 
Translationsbewegung. 


*  Dieselbe  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  nach  Krdnig  (^Pogg.  Ann.  Bd.  99, 
S.  315)  und  nach  Clausius  (Pogg.  Ann.  Bd.  100,  S.  353)  die  Ptessung  eines 
Gases  erklärt  wird  als  das  Resultat  von  Stössen,  welche  die  Moleküle  vermöge 
ihrer  Translatiousbewegung  auf  die  Gefässwand  ausüben,  und  welche  einzeln  so 
schwach  sind,  dabei  in  so  grosser  Zahl  an  so  nahe  beisammen  liegenden 
Punkten  und  nach  so  kurzen  Zeitiutervalleu  sich  wiederholen,  dass  sie  im 
Ganzen  wie  ein  stetiger  Druck  sich  zu  erkennen  geben. 
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Nach  Gl.  (3)  würde  das  Gesetz  von  Dulong  und  Petit  in  Betreff  des 
Zasammenlianges  zwischen  der  specif.  Wärme  und  dem  Aequivalentgewichte 
wenn  es  auf  die  wahre  specifische  Wärme  und  das  MolekOlgewicht  bezogen 
wird,  darin  bestehen,  dasg  das  Product  aus  der  wahren  specifischen 
Wärme  und  dem  Molekülgcwicht  eines  Stoffes  umgekehrt  pro- 
portional ist  dem  Verhältnisse  X^  welches  im  Gaszustande  zwi- 
schen der  lebendigen  Kraft  der  inneren  Translationsbowegung 
und  der  ganzen  inneren  lebendigen  Kraft  der  Moleküle  statt- 
findet. 

Dieses  Yerhältniss  X  steht  in  Beziehung  zu  dem  Verhältnisse  n  der 

specifischen  Wärmen   eines  Gases  bei  constanter  Pressung  und  bei  con- 

stantem  Volumen.     Indem    nämlich    letztere  bei*  Gasen  mit  der  wahren 

specif.  Wärme  identisch  ist  (§.  49)  und  deshalb  in  Gl.  (2)  auch  gesetzt 

werden  kann: 

ARz=c(n—  1)  nach  §.  19,  Gl.  (1), 
so  folgt 

A  =  |(»— 1) (4). 

Mit  n  =  1,41  für  atmosphärische  Luft  und  überhaupt  für  chemisch 
einfache  Gase  oder  Gemenge  von  solchen  ergiebt  sich  jL  =  0,615.  Setzt 
man  allgemein  nach  der  in  §.19  erwähnten  A.  Naumann 'sehen  Formel* 

*  Diese  Formel  ergiebt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung.  Wenn  durch 
Wännemittheilung  die  Temperatur  eines  Gases  bei  constantem  Volumen  um  1*^ 
erhöht  wird,  so  wird  durch  die  mitgeth eilte  Wärme  theils  die  relative  lebendige 
Krftft  der  Atome,  theils  die  lebendige  Kraft  der  Translationsbewegung  der  Mo- 
leküle, und  zwar  letztere  pro  1  Kgr.  des  Gases  um  ATFc  gesteigert.  Geschieht 
aber  die  Temperaturerhöhung  um  1"  bei  constanter  Pressung,  so  ist  durch  die 
mitgetheilte  Wärme  ausserdem  eine  äussere  Arbeit,  nämlich  nach  Gl.  (1)  die 
Arbeit 

p.Jv  =  -^  X Wc 

zu  verrichten,  welche  sich  also  zur  entsprechenden  Vermehrung  der  lebendigen 

Kraft  der  Molekular-Translationsbewegung  verhält  =  2:3.   Nimmt  man  nmi  an, 

dass  die  entsprechende  Vermehrung  der  relativen  lebendigen  Kraft  der  Atome 

deren  Anzahl  =  a  in  den  Molekülen  proportional  sei,  so  kann  man  setzen : 

Cj a;a +  3  +  2 xa-\-b 

**        c  ira  +  3  a:a  +  3 

nnd  erhält  daraus 

a:  =  l,  also  w=  —  13, 

wenn  (in  nahem  Anschlüsse  au  die  vorhandenen  Bestimmungen  von  n  besonders 

für  atmosphärische  Luft)  für  alle  einfachen,  d.  h.  aus  zweiatomigen  Molekülen 

7 
bestehenden  Gase  oder  Gasgemenge  n  =  ^  =  l,4  gesetzt  wird,  indem  die  D^ 
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n 


«  -|-5 


unter  a  die  Atomzahl  des  Molekttls  Tentanden,  so  folgt 


ferenz  von  etwa  0,01  theils  den  unvermeidlichen  Beobachtungsfehlem,  theils 
den  Abweichungen  der  bei  den  Versuchen  benutzten  Gase  von  dem  eigentlich 
vollkommenen  Gaszustande  zugeschrieben  wird.  Eine  Prüfung  der  Formel  auch 
in  Betreff  solcher  Gase,  fOr  welche  n  nicht  experimentell  bestimmt  ist,  kann 
dadurch  geschehen,  dass  aus  der  Gleichung 


gefolgert  wird: 


a-f  5 
ä-h3 


Ct  —  c 


a-i-ö 


oder  wegen 


=-•  Const. 


a  H-ö"""  2 

Dieser  Gleichung  entsprechen  in  der  That  die  für  verschiedene  chemisch  ein- 
fache und  zusammengesetzte  Gase  oder  D&mpfe  bekannten  Werthe  von  a,  S 
und  c^  insoweit,  dass  die  Abweichungen  durch  Beobachtungsfehler  und  nament- 
lich durch  den  unvollkommenen  Gaszustand  erkl&rt  werden  können,  wie  die 
folgenden  Beispiele  erkennen  lassen. 


Gasart. 


Zusammen- 
setzung. 


a 


e^6 
0+5 


Sauerstoff 

Stickstoff 

Wasserstoff   .... 

Chlor 

Stickoxyd    

Kohlenoxyd  .... 
Chlorwasserstoff  .  . 
Kohlens&ure  .... 
Stickoxydul    .... 

Wasser 

Schwefelwasserstoff 
Schwefelkohlenstoff 
Ammoniak  ..'... 

Sumpfgas    

Chloroform 

Holzgeist 

Aethylen 

Aethylchlorid   .  .  . 

Alkohol    

^*°*-*her 


0. 

Cl. 

NO 

CO 

HCl 

CO, 

NjO 

H^O 

H»S 

CS, 

NHs 

CH^ 
CHCl, 
CH^O 

CA 
C^H.Cl 

C^O 

C,H,oO 


»» 

»» 

» 

» 

»> 
3 

»» 

»1 

»> 

»> 
4 
5 

»» 
6 

>» 
8 

9 

15 


1,1056 

0,9713 

0,0692 

2,4502 

1,0384 

0,9673 

1,2596 

1,5201 

1,5201 

0,6219 

1,1747 

2,6258 

0,5894 

0,5527 

4,1244 

1,1055 

0,9672 

2,223 

1,5890 

2,5573 


0,2175 
0,2438 
3,4090 
0,1210 
0,2317 
0,2450 
0,1852 
0,2169 
0,2262 
0,4805 
0,2432 
0,1569 
0,5084 
0,5929 
0,1567 
0,4580 
0,4040 
0,2788 
0,4534 
0,4797 


0,03435 
0,03383 
0,03370 
0,04235 
0,03437 
0,03386 
0,03333 
0,04121 
0,04298 
0,03735 
0,03571 
0,05150 
0,03330 
0,03277 
0,06463 
0,04603 
0,03552 
0,04682 
0,05146 
0,05613 


§.51.  HOLSKULABTHSORIE  DBB  0A8E.  271 

'=^s <'^ 

insbesondere  z.  B.  >l  =  0,6  für  0  =  2  (eiafache  Gase),  l  =  0,5  für  a  =  3 
(u.a.  far  Wassergas)  n.  s.  f.  Je  grösser  die  Atomzahl  der  Moleküle, 
desto  kleiner  ist  X. 

Die  mittlere  innere  Translationsgeschwindigkeit  u  der  Mo- 
lekfile  eines  Gases  oder  Gasgemenges,  von  gegebener  Temperatur  T, 
verstanden  als  diejenige  Geschwindigkeit,  deren  Quadrat  =  dem  Mittel- 
werihe  des  Geschwindigkeitsquadrats  der  Punkte  S  ist,  ergiebt  sich  daraus, 
daes  die  lebendige  Kraft,  welche  dieser  inneren  Translationsbewegung  pro 
1  Egr.  des  Gases  entspricht. 


Die  Werthe  Ton  6  und  e,  sind  der  von  A.  Naumann  mitgetheilten  voll- 
sttadigeren  Tabelle  (Ann.  d.  Ghem.  u.  Pharm.  Bd.  142,  S.  265)  entnommen,  und 
zwar  sind  die  Werthe  von  6  zum  Theil  nicht  die  beobachteten,  sondern  die 
theoretischen  Dichtigkeiten,  aus  dem  Molekulargewicht  m  vermittels  der  Formel 

m 
6  -*  Yb  9"  *"  ^fi^^ «»  (§•  19,  Gl.  3) 

berechnet.   Die  Werthe  von  z~x~5    ^^^d   besonders   fUr  Sauerstoff,    Stickstoff, 

Wasserstoff,  ^tickoxjd  und  Kohlenoxy4,  welche  Körper  aus  anderen  Gründen 
ab  dem  vollkommenen  Gaszustande  vorzugsweise  nahe  kommend  zu  betrachten 
sind,  wenig  verschieden,  im  Mittel  =»==  0,03402,  woraus  sich  mit  B^  =^  29,27  er- 
geben würde: 

A^  2 . 0,03402      ^^• 

Für  die  übrigen  luftförmigen  Körper  ergiebt  sich  —p^  im  Allgemeinen  grösser, 

and  zwar  um  so  mehr,  je  grösser  d,  also  m  ist;  je  grösser  in  der  That  das 
Molekftlgewicht  ist,  desto  mehr  muss  sich  die  gegenseitige  Anziehung  der  Mo- 
leküle geltend  machen  und  die  specif.  W&rme  e^  ausser  den  drei  oben  ge- 
nasDten  noch  einen  vierten  Bestandtheil  in  sich  schliessen  entsprechend  der 
inneren  Arbeit,  welche  aufgewendet  werden  muss,  um  die  Moleküle  entgegen 
ihrer  gegenseitigen  Anziehung  weiter  von  einander  zu  entfernen.  Setzt  man 
z.  B.  die  specif.  Wärme  c^  des  Wasserdampfes  *=  dem  in  §.  39  unter  2)  n&he- 
nmgsweise  bestimmten,  von  jenem  Bestandtheile  befreiten  Grenzwerthe 

Ci  =  Um.  Cp  =  0,4632, 

80  ergiebt  sich 

c,S        0,4632  . 0,6219      ^  ^„^^, 
^6- 8 -^^^^^ 

in  schon  besserer  Üebereinstimmung  mit  dem  Mittelwerthe  für  die  permanenten 
Gase. 
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-  =  i  WcT 
ist,  woraus  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1)  folgt: 

und  mit  ^  =  9,81  und  R^  =  29,27  (§.  17) 

u  =  29,35  [/^=485  [/ö^Ca^^''-  P^^  ^^ ('> 

Mit  6=1  und  T=273  ergiebt  sich  «  =  485  Mtr.  pro  See.  als  mittlere 
Translationsgesch  windigkeit  der  atmosphärischen  Luftmolekflle  bei  der  Tem- 
peratur des  schmelzenden  Eises;  dabei  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit  der 
Sauerstoffmolekttle  etwas  kleiner,  die  der  Stickstoffmoleküle  etwas  grösser, 
als  jene  Zahl,  weil  ö  für  Sauerstoff  etwas  >  1,  für  Stickstoff  etwas  <C  1 
ist.  — 

Was  nun  die  Zustandsgieichung  der  Dämpfe  und  selbst  schon 
der  wirklichen,  mehr  oder  weniger  unvollkommenen  Gase  betrifft,  so  kann 
die  Ursache  ihres  Abweichens  von  dem  Mariotte'schen  und  dem  Gay- 
Lussac'schen  Gesetze,  also  von  der  einfachen  Gleichung 

pv  =  BT  =^  Const  T 

theils  darin  begründet  sein,  dass  in  Gl.  (7),  §.  50  oder  in  der  Gleichung 

\xWeT=pv  +  \2:Rr    .: (S) 

o  3 

das  Verhältniss  X  nicht  constant,  theils  darin,  dass  für  sie  nicht  SRr  = 
Null  ist  Indem  aber  X  nicht  sowohl  von  der  grösseren  oder  geringeren 
Häufigkeit  der  ihre  partiellen  inneren  lebendigen  Kräfte  L^  und  L^  gegen- 
seitig modificircnden  Begegnung  der  Moleküle,  als  vielmehr  von  der  rela- 
tiven Lage  abhängt,  in  welcher  sich  bei  solcher  Begegnung  im  Durchschiiitt 
die  Atome  des  einen  Moleküls  gegen  die  des  anderen  befinden,  so  wäre, 
nachdem  sich  für  Gase  X  als  unabhängig  vom  Wärmezustande  und  nur  als 
abhängig  von  der  Gasart,  nämlich  von  der  Constitution  der  Moleküle  er- 
geben hat,  ein  abweichendes  Verhalten  bei  Dämpfen  und  unvollkommenen 
Gasen  kaum  anders  zu  erklären,  als  durch  eine  Abhängigkeit  der  Grnp- 
pirung  der  Atome  in  den  einzelnen  Molekülen  vom  Wärmezustande  des 
Dampfes  resp.  unvollkommenen  Gases.  Die  haupt^chlichste  Ursache  der 
Abweichung  ist  wahrscheinlich  in  dem  Gliede  HRr  zu  suchen,  welches  um 
so  mehr  in  Betracht  kommen  muss,  je  dichter  ein  Dampf  ist,  je  häufiger 
also  der  Massenmittelpunkt  S  eines  Moleküls  A  in  den  Wirkungsraam  eines 


§.51.  ZÜBTAKDBOLEICHUNG  BEB  DÄMPFE.  273 

MolekOls  Ä  eindringt  Wenn  hierbei  der  kürzeste  Abstand  der  geradlinigen 
Bahnstrecken,  welche  die  Massenmittelpunkte  aS^  und  aS'  der  Moleküle  un- 
mitt<'lbar  vor  ihrer  Begegnung  durchlaufen,  nur  wenig  kleiner  ist,  als  der 
Halbmesser  der  betreifenden  Wirkungsräume,  so  kann  es  der  Fall  sein,  dass 
iS»  und  ^  nur  durch  die  äusseren  Theile  dieser  Wirkungsräume,  die  in  §.  45 
so  genannten  Anziehungsräume  hindurchgehen,  so  dass  einer  solchen  Be- 
gegnung nur  positive  Werthe  der  Kraft  R  entsprechen.  Ist  jener  kürzeste 
Abstand  kleiner,  so  können  zwar  8  und  S'  auch  in  die  Abstossungsräume 
eindringen,  müssen  aber  vorher  und  nachher  durch  die  betreffenden  Au- 
ziehungsräume  hindurchgehen.  Die  Begegnung  der  Moleküle  veranlasst  also 
entweder  nur  positive  oder  positive  und  negative  Glieder  der  Summe  -SÄr 
und  lässt  es  sich  erwarten,  dass  diese  Summe  einen  positiven  Werth  haben 
werde.  Jedenfalls  wird  dieser  Werth  absolut  genommen  um  so  grösser  sein, 
je  häufiger  die  ihn  veranlassenden  Begegnungen  der  Moleküle  sich  wieder- 
holen, je  kleiner  also  die  mittlere  Entfernung  nächstbenachbarter  Moleküle 
ist,  welche  als  Cubikwurzel  des  Volumens  definirt  werden  kann.  Setzt  man 
hiemach  in  Gl.  (8) 

\:^^r  =  -  *,  , 

r3 

wobei  *  ausser  von  der  Art  des  Dampfes  auch  noch  von  seinem  Wärmezu- 
stande  abhängen  kann,  so  folgt 

2 .      « 

•  -   - 

3 

In  §.  39,  GL  (13)  wurde  unter  der  Voraussetzung,  dass  c^  eine  Function 
nur  von  v  sei,  in  welchem  Falle  sich  dann  c«  =  Comt,  ergab,  also,  wie  jetzt 
hiozogeftlgt  werden  kann,  =r  der  wahren  specif.  Wärme  c,  als  Zustands- 
gleicbang  der  Dämpfe  gefunden: 

Qnter  R  und  8  Constante  verstanden,  welche  aber  ebenso  wie  die  Con- 
stante  n  f&r  verschiedene  Dämpfe  verschiedene  Werthe  haben  konnten 
<Iabei  standen  R  und  n  in  der  Beziehung 

R  =  {n  -ly^^{p—l)Wc, 

so  dass  die  Zustandsgieichung  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann : 

S 

Orftflhof,  theoret.  MMchineiüelire.    I.  18 


XW'cT=pv  +    -j^     '.i>'. 
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Diese  empirisch  gefundene  Gleichung  stimmt  mit  Ql  (9)  ftbereia»  irexin 
in  letzterer  gesetzt  wird: 

insbesondere  z.  B.  für  Wasserdampf  s  =  8  =  Canst^  indem  für  denselben 

4 
in  §.  39  aus  den  Versuchen  von  Hirn  und  Oazin  n  =  —  gefolgert  wurde 

3 

in  Uebereinstimmung  mit  der  Naumann'schen  Formel 

_g-f  5_3  -f  5_4 
'*~7+3~3+l~3' 

und  wenn  femer  gesetzt  wird: 

3 

=  dem  Constanten  Werth  dieses  Verhältnisses  für  den  Grenzzustand  eines 
vollkommenen  Gases.  Gemäss  dem  empirisch  bekannten  Verhalten  der 
Dämpfe  und  unvollkommenen  Gase  ergab  sich  8  in  §.39  als  eine  positive 
Constante,  so  dass  auch  s  oder  SRr  positiv  ist,  wie  zu  erwarten  war. 
Uebrigens  wurde  schon  in  §.39  hervorgehoben,  dass  in  Ermangelung  voll- 
kommen ausreichenden  Versuchsmaterials  die  dort  abgeleiteten  verschie- 
denen Formen  von  Zustandsgieichungen  der  Dämpfe  zunächst  nur  als  Nähe- 
rungen zu  betrachten  sind.  — 

Es  ist  hier  der  Ort  zu  einigen  Bemerkungen  über  das  Wesen  der 
Verdampfung,  wie  es  in  der  Hauptsache  auf  Grund  der  im  Verberge- 
henden  besprochenen  Vorstellungen  von  der  Molekularconstitution  und  der 
inneren  Bewegung  von  Körpern  überhaupt  und  der  luftförmigen  Körper 
insbesondere  zuerst  von  Clausius  erklärt  wurde.* 

Die  innere  Bewegung  der  Moleküle  einer  Flüssigkeit  besteht  zum 
Theil  auch  in  einer  Translationsbewegung,  und  es  können  die  ent^rechenden 
Translationsgeschwindigkeiten  der  einzelnen  Moleküle  sehr  verschiedene 
Werthe  haben,  indem  nur  die  Summe  der  entsprechenden  lebendigen 
Kräfte  für  alle  Moleküle  irgend  eines  beliebig  kleinen  messbaren  Theiles 
der  Flüssigkeit  eine  durch  den  Wärmezust&nd  dieses  Theiles  bestimmte 
Grösse  ist.  Wenn  im  Inneren  der  Flüssigkeit  ein  Molekül  vermöge  seiner 
Translationsgeschwindigkeit  die  Wirkungsräume  benachbarter  Moleküle  ver- 
lässt,  so  gelangt  es  im  Allgemeinen  sofort  in  die  Wirkungsräume  anderer 
Moleküle;  der  continuirliche  Zusammenhang  der  Wirkungsräume  wird  nicht 
unterbrochen  und,  da  die  Moleküle  nicht  individuell  unterschieden  werden 
können,  giebt  sich  der  fragliche  Umstand  nicht  durch  irgend  eine  Erschei- 

*  Poggendorff's  Annalen,  Bd.  100,  S.  353. 
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Bsng  ZU  erkennen.*  An  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  kann  es  aber 
der  Fall  sein,  dass  der  Massenmittelpankt  S  eines  Moleküls  sich  bis  Aber 
die  Grenzen  der  Wirkungsräome  aller  Nachbarmoleküle  hinans  bewegt, 
(L  h.  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  wie  sie  in  §.  45  definirt  wurde^  durch- 
dringt; mit  der  Geschwindigkeit,  welche  der  Punkt  ^S^  in  diesem  Augen* 
blicke  besitzt,  bewegt  er  sich  dann  geradlinig  in  den  oberhalb  der  Flüssig- 
keit befindlichen  Raum.  Ist  dieser  Raum  durch  Wände  eingeschlossen  und 
anfänglich  leer,  so  wird  er  durch  die  Moleküle,  welche  ebenso  wie  das  zu- 
?or  erwähnte  nach  und  nach  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durchdringen, 
mit  immer  dichter  werdendem  Dampfe  erfüllt  Während  die  zuerst  von  der 
Flüssigkeit  ausgestossenen  Moleküle  sich  bis  zur  Berührung  mit  der  Gefäss- 
wand  geradlinig  fortbewegen  und  dabei  von  dieser  Wand  je  nach  Um- 
ständen theils  abprallen,  theils  (als  eine  successive  sich  ansammelnde  con- 
densirte  Flüsaigkeitsschicht)  zurückgehalten  werden,  können  nachfolgende 
Moleküle  in  zunehmendem  Grade  schon  eher  von  ihrer  anfänglich  geraden 
Bahn  abgelenkt  werden,  indem  sie  in  die  Wirkungsräume  von  Dampfmole- 
kfilen  gelangen,  welche  sich  bereits  in  dem  Gefässraume  über  der  Flüssig- 
keit befinden.  Indem  nun  die  auf  die  eine  oder  die  andere  Weise  von 
ihren  Richtungen  abgelenkten  Dampfinoleküle  auch  in  umgekehrtem  Sinne 
die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  wieder  durchdringen  und  von  ihr  zurückge- 
halten, der  Flüssigkeit  als  solcher  wieder  einverleibt  werden  können,  dieser 
Vorgang  aber  um  so  häufiger  sich  wiederholen  muss,  je  mehr  Dampf  im 
oberen  Gef&ssraume  sich  angesammelt  hat,  ist  klar,  dass  die  Dichte  dieses 
Dampfes  sich  mit  abnehmender  Schnelligkeit  einer  Grenze  nähert,  welche 
dann  erreicht  ist,  wenn  in  derselben  Zeit  gleich  viel  Moleküle  im  einen 
wie  im  anderen  Sinne  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  durchdringen,  d.  h. 
ebenso  viel  Moleküle  von  ihr  entsendet  wie  zurückempfangen  werden.  In 
diesem  Grenzzustande  ist  der  obere  Gefl&ssraum  mit  Dampf  gesättigt;  letz- 
terer selbst  ist,  wie  man  sich  auszudrücken  pflegt,  gesättigter  Dampf. 
Seine  Dichtigkeit  ist  um  so  grösser,  je  mehr  Moleküle  in  der  Zeiteinheit 
von  der  Flüssigkeit  entsendet  werden,  je  grösser  also  die  Geschwindigkeit 
der  Flüssigkeitsmoleküle,  d.  h.  je  grösser  die  innere  lebendige  Kraft  oder 


*  Mittelbar  sind  übrigens  hierdurch  vielleicht  die  eigenthümlichen  imregel- 
mässig  zitternden  Bewegungen  zu  erklären,  welche  kleine  in  Flüssigkeiten  sus- 
pendirte  Theilchen  fester  Körper  unter  dem  Mikroskope  erkennen  lassen,  und 
▼eiche  von  R.  Brown- im  Jahre  1827  zuerst  beobachtet  wurden.  Die  wahrge- 
nommene messbare  Bewegung  eines  solchen  Theilchens  kann  dabei  da«  Resultat 
der  einzeln  unm essbaren  inneren  Bewegungen  (Stösse)  von  vielen  Flüssigkeits- 
iDolekftlen  in  seiner  Umgebung  sein. 

18* 
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die  Temperatur  der  Flüssigkeit  ist.  Die  Beziehung,  welche  zwischen  der 
Dichtigkeit  und  Temperatur  sowie  auch  (mit  Rücksicht  auf  die  Zustands- 
gieichung) der  Pressung  gesättigten  Dampfes  stattfindet,  würde  durch  solche 
Erwägungen  sich  rationell  bestimmen  lassen,  wenn  der  Molekularzustand, 
die  innere  Bewegung  und  die  Wirkungsgesctzo  der  Molekularkräftc  voll- 
ständiger und  sicherer  bekannt  wären,  als  es  thatsächlich  bis  jetzt  der  . 
Fall  ist. 

Gesättigter  Dampf  in  Berührung  mit  gleichartiger  Flüssigkeit  ist  nach 
vorstehender  Auffassung  nicht  eine  individuell  bestimmte  Materie,  sondern 
es  findet  ein  beständiger  Austausch  zwischen  seinen  Massentheilchen  und 
denen  der  Flüssigkeit  statt.  Indem  beide  Theile,  Flüssigkeit  und  gesfttr 
tigter  Dampf,  dieselbe  Temperatur  haben,  hat  auch  ein  Molekül  beider 
Theile  im  Durchschnitt  dieselbe  innere  lebendige  Kraft  =  WmeT,  unter  m 
das  Molekülgewicht  verstanden,  und  ebenso  muss  des  Beharrungszustaiides 
wegen  die  mittlere  lebendige  Kraft  der  von  der  Flüssigkeit  entsendeten 
Flüssigkeitsmoleküle  und  der  von  ihr  zurQckempfangenen  Dampfinolekftle 
gleich  gross  sein.  Diese  mittlere  lebendige  Kraft  der  gegen  einander  att^;e- 
tauschten  Flüssigkeits-  und  Dampfmoleküle  ist  aber  grösser,  als  die  mitt- 
lere lebendige  Kraft  eines  Moleküls  der  ganzen  Masse,  weil  es  vorzugsweise 
die  mit  den  grössten  augenblicklichen  Translationsgeschwindigkeiten  be- 
wegten Moleküle  sein  werden,  welche,  indem  sie  der  Oberfläche  der  Flllft- 
sigkeit  von  unten  oder  oben  her  nahe  kommen,  dieselbe  im  ersten  Falle  j 
Überhaupt  durchdringen,  also  vorläufig  ungehindert  im  Dampfraume  sidi 
weiter  bewegen,  im  anderen  Falle  so  weit  durchdringen,  dass  sie  von  der  J 
Flüssigkeit  zurückgehalten  werden.  So  lange  aber  das  Gleichgewicht  zwischen 
Verdampfung  und  Condensation  nicht  erreicht  ist,  insbesondere  also  auch, 
wenn  die  Verdampfung  gegen  einen  unbegrenzten  oder  wenigstens  sehr 
grossen  Raum  hin  stattfindet,  verliert  die  verdampfende  Flüssigkeit  verhJLlt- 
nissmässig  mehr  freie  Wärme,  als  materielle  Theilchen,  wodurch  die  Ver- 
dunstungskälte ihre  Erklärung  findet. 

Wenn  in  dem  Räume  über  der  Flüssigkeit  ein  luftfönniger  Körper 
von  anderer  Art  sich  schon  befindet,  so  wird  dadurch  nur  die  VerdampfoBg 
und  (bei  geschlossenem  Räumest  der  Eintritt  des  Gleichgewichtes  zwischen 
Verdampfung  vou  Flüssigkeit  und  Condensation  von  Dampf  verzögert,  in- 
dem dann  sowohl  die  von  der  Flüssigkeit  entsendeten  Moleküle  schon  durch 
diejenigen  des  fremden  luftförmigen  Körpers  von  ihren  Richtungen  a 
lenkt  und  zur  Flüssigkeit  zurückgetrieben,  als  auch  umgekehrt  Moleküle! 
des  bereits  gebildeten  Dampfes  bei  ihrer  Annäherung  an  die  Flfiasigkeits- 
oberfläche  gestört  und  in  den  Dampfraum  reflectirt  werden  können.    Im 
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einen  wie  im  anderen  Sinne  findet  die  hemmende  Wirkung  des  fremden 
hiftformigen  Körpers  in  gleichem  Grade  statt,  und  wird  also  schliesslich 
das  Gleichgewicht  zwischen  Verdampfung  und  Condensation  bei  derselben 
Dampfdichte,  nur  langsamer,  eintreten  wie  wenn  der  fremde  Körper  nicht 
Torhanden  wäre. 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  betreffen  nur  die  Verdampfung  an 
der  freien  (von  einem  leeren  Räume  oder  einem  luftförmigen  Mittel  be- 
grenzten) Oberflftche,  die  sogen.  Verdunstung,  welche  zwar  mit  der  Tem- 
peratur wächst,  nicht  aber,  wenigstens  bei  Flfissigkeiten  nicht  an  eine  be- 
stimmte Minimaltemperatur  zu  ihrer  Ermöglichuug  an  sich  gebunden  ist. 
Die  Möglichkeit  einer  solchen  Verdunstung  ist  nämlich  auch  bei  festen 
Körpern  nicht  ausgeschlossen,  wenn  es  hier  auch  seltener  der  Fall  ist,  dass 
die  Creschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  eines  oberflächlichen  Moleküls 
gross  genug  wird,  um  es  ihm  bei  günstigster  Kichtung  zu  ermöglichen,  bis 
über  die  Grenzen  der  Wirkungsräume  der  benachbarten  Moleküle  hinaus 
sich  zu  bewegen,  sei  es  in  Folge  grösserer  Halbmesser,  welche  die  Wir- 
knngsräume  der  zusammengesetzteren  Moleküle  eines  festen  Körpers  haben, 
oder  sei  es  in  Folge  des  Umstandes,  dass  die  lebendige  Kraft  der  inneren 
Translatiousbewegung  dieser  Moleküle  einen  kleineren  Theil  ihrer  ganzen 
inneren  lebendigen  Kraft  ausmacht,  sei  es  endlich,  dass  die  inneren  leben- 
digen Kräfte  der  einzelnen  Moleküle  weniger  von  einander  verschieden 
sind,  den  Mittelwerth  nur  in  geringerem  Grade  übertreffen  können,  wie  es 
namentlich  von  den  regelmässig  gruppirten  Molekülen  eines  krystallisirten 
Körpers  anzunehmen  sein  mag. 

Bei  einer  Flüssigkeit  können  übrigens  auch  im  Inneren  oder  an  der 
von  der  Gefässwand  begrenzten  Oberfläche  die  Moleküle  sich  unter  Um- 
ständen mit  so  grosser  Geschwindigkeit  aus  einander  bewegen,  dass  der 
continuirliche  Znsammenhang  der  Masse  momentan  unterbrochen  wird,  d.  h. 
dass  die  Massenmittelpunkte  einer  gewissen  Gruppe  von  Molekülen  sich 
augenblicklich  ausserhalb  der  Wirkungsräume  der  übrigen  Moleküle  befinden. 
Diese  Gruppe  isolirter  Moleküle  bildet  eine  zunächst  unmessbare  kleine 
Dampfblase,  welche  auch  durch  Compression  und  Condensation  alsbald 
wieder  verschwindet,  wenn  die  aus  ihrer  inneren  Bewegung  resultirende 
Pressung  nicht  dauernd  im  Stande  ist,  dem  Druck  der  umgebenden  Flüs- 
sigkeit Gleichgewicht  zu  halten,  wenn  nämlich  die  Moleküle,  welche  die 
kleine  Dampfblase  an  die  umgebende  Flüssigkeit  abgicbt,  eine  durchschnitt- 
lieh grössere  lebendige  Kraft  der  Translationsbewegung  haben,  als  dieje- 
nigen Moleküle,  welche  sie  von  der  umgebenden  Flüssigkeit  durch  Ver- 
donstung  empfilngt;  in  diesem  Falle  ist  auch  die  Zahl  der  in  derselben  Zeit 
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von  der  Dampfblase  verlorenen  Moleküle  grösser,  als  die  der  Moleküle, 
welche  von  der  Flüssigkeit  aus  in  den  Raum  der  Dampfblase  hinein  ver- 
dunsten. Wenn  aber  zwischen  Temperatur  T  und  Pressung  p  der  Flüssig- 
keit an  der  betreffenden  Stelle  eine  gewisse  Beziehung  stattfindet,  wenn 
nämlich  durch  Wärmemittheilung  an  die  Flüssigkeit  oder  durch  Yennin- 
derung  des  äusseren  Drucks  auf  ihre  Oberfläche  die  Temperatur  verhält- 
nissmässig  bis  zu  demjenigen  Werth  gesteigert  wird,  welcher  gesättigtem 
Dampfe  von  der  Pressung  p  entspricht,  so  kann  sich  die  Dampfblase  er- 
halten und  so  lange  vergrössern,  bis  der  ihrem  Volumen  proportional 
wachsende  Auftrieb  den  ihrem  Querschnitte  proportional  wachsenden  Be- 
wegungswiderstand (event.  auch  die  Adhäsion  der  Gefässwand)  überwindet 
und  die  Dampfblase  in  der  Flüssigkeit  aufsteigt.  Auf  solche  Weise  entsteht 
das  Kochen,  nämlich  die  Verdampfung  im  Inneren  einer  Flüssig- 
keit, bei  welcher  der  Dampf  als  gesättigter  Dampf  gebildet  wird  und 
welche  deshalb  im  Gegensatze  zur  oberflächlichen  Verdampfung  oder  Ver- 
dunstung an  die  betreffende,  gesättigtem  Dampfe  zukommende  Beziehung 
zwischen  Temperatur  und  Pressung  als  Bedingung  gebunden  ist 
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ZWEITER  ABSCHNITT. 


Hydraulik. 


§.52.    Charakterisirung  der  Flttsslgrkeiten;  Erfaliniiigrscoeffielenten. 

Die  Hydraulik  ist  die  Lehre  vom  Gleichgewicht  und  von  der  £t^weguug 
der  Flüssigkeiten,  indem  bei  dieser  Bezeichnung  das  Wasser  {v6(oq)  als  Ro- 
prftsentant  irgend  einer  Flüssigkeit  im  weiteren  Sinne  betrachtet  wird, 
wie  solche  in  §.  3  als  ein  Körper  definirt  wurde,  dessen  Masseuelemente 
einer  unbeschränkten  Gestaltsänderung  und  relativen  Beweguug,  insbeson- 
dere auch  benachbarte  Elemente  einer  relativ  gleitenden  Bewegung  längs 
ihrer  Berahrungsfläche  fähig  sind,  im  Gegensatze  zu  festen  Körpern,  bei 
welchen  nicht  nur  diese  Gestaltsänderung  und  relative  Bewegung  beschränkt 
sind,  sondern  auch  benachbarte  Elemente  überhaupt  keine  relativ  gleitende 
Bewegung  längs  ihrer  Berührungsfläche  haben  können. 

Wenn  tnan  übrigens  auch  bei  Flüssigkeiten  von  dem  Stattfinden  solcher 
Miachungsbewegungen  absieht,  welche  mit  dem  Eindringen  der  einzelnen 
Moleküle  in  die  Zwischenräume  zwischen  anderen  Molekülen,  mit  beliebigen 
Bahnverschlingungen  der  Massenmittelpunkte  einzelner  Moleküle  verbunden 
ZQ  denken  sind,  wie  es  in  der  Hydraulik  thatsächlich  geschieht  und  wegen 
mangelhafter  Kenntniss  der  solche  Bewegungen  bedingenden  Ursachen  und 
ihrer  Gesetze  geschehen  muss,  wenn  mau  forner  auch  von  solchen  Strö- 
mangen  und  Mischungen  absieht,  wie  sie  durch  Temperaturausgleichungeu 
in  ungleich  warmen  Flüssigkeiten  verursacht  werden  und  welche  sich  ebenso 
wenig  im  Einzelnen  rechnungsmässig  verfolgen  lassen,  desgl.  auch  von  den 
durch  StOsse  verursachten  wirbeiförmigen  Mischungen  eingeschlossener  und 
Zerreissungen  freier  Flüssigkeitsstrahlen  u.  s.  w.,  so  ist  es  nicht  nöthig,  die 
Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  relativ  gleitender  Beweguug  benachbarter 
Massenelemente  längs  ihren  Berührungsflächen  als  unterscheidendes  Merk- 
mal der  flüssigen  und  der  festen  Aggregatform  aufzustellen.  Der  Voraus- 
^tzung    continuirlicher   Geschwindigkeitsänderung  von  Punkt  zu  Punkt, 
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welche  den  Differentialgleichungen  zur  Untersuchung  der  Zustandsänderong 
irgend  eines  Körpers  zu  Grunde  liegt,  entspricht  vielmehr  in  allen  Fällen. 
bei  flüssigen  wie  bei  festen  Körpern,  die  Vorstellung,  dass  jede  relative 
Bewegung  im  Inneren  nur  durch  entsprechende  Deformationen 
der  Massen  demente  vermittelt  wird,  eine  eigentlich  gleitende  Be- 
wegung längs  ihrer  Berührungsfläche  also  auch  bei  benachbarten  Element^'ii 
flüssiger  Körper  nicht  stattfindet  Die  feste  und  flüssige  Aggregatform 
unterscheiden  sich  dann  im  Wesentlichen  nur  dadurch,  dass  die  Defor- 
mationen der  Massenelemente,  welche  überhaupt  in  Yolnnieu- 
und  Gestaltsändorungen  bestehen  können,  bei  festen  Körpern 
in  beiden  Beziehungen  begrenzt,  bei  flüssigen  aber  in  Beziehung 
auf  Gestaltsänderung  unbegrenzt  sind. 

Die  Flüssigkeiten  werden  unterschieden  in  Flüssigkeiten  im  en- 
geren Sinne*  (tropfbare  oder  wässerige  Flüssigkeiten)  und  luftförmige 
Flüssigkeiten;  bei  letzteren  ist  auch  die  Veränderlichkeit  des  Volumens 
der  Massenelemente  wenigstens  in  Beziehung  auf  Vergrösserung  unbegrenzt. 
wogegen  sie  bei  ersteren  nicht  nur  begrenzt,  sondern  auch  bei  constanter 
Temperatur,  also  bei  nur  veränderlicher  Pressung,  sehr  eng  begrenzt  ist. 
Die  luftförmigen  Flüssigkeiten  heissen  Gase  oder  Dämpfe,  jenacbdem  för 
sie  das  Mariotte'sche  und  Gay-Lussac'sche  Gesetz,  also  die  Zustandsgleichnng 
RT=pv  (§.  17)  gilt  resp.  als  gültig  vorausgesetzt  wird  oder  nicht. 

Ausser  in  Beziehung  auf  die  Deformationsfähigkeit  der  Massenele- 
mente unterscheiden  sich  die  verschiedenen  Aggregatformen  und  verechie- 
dene  Aggregatzustände  bei  gleicher  Aggregatform  auch  in  Beziehung  auf 
die  Widerstände,  welche  mit  jenen  Deformationen  verbunden  sind.  Die- 
selben, welche  von  den  Molekularkräften  herrühren,  jedoch  als  innere 
Flächenkräfte  (§.3)  in  die  mathematische  Untersuchung  eingeführt  wer- 
den, sind  theils  als  Spannungen  durch  die  Grössen  der  Deformationen« 
theils  als  innere  Reibungen  durch  die  Geschwindigkeiten  bedingt^  mit 
welchen  die  Deformationsänderungen  stattfinden. 

Ein  Körper  ist  mehr  oder  weniger  elastisch  je  nach  den  Beziehungen 
zwischen  seinen  Spannungs-  und  Deformationszuständen.  Bei  einem  voll- 
kommen elastischenKörper  entspricht  bei  gegebener  Temperatur  einem 
bestimmten  Deformationszustande,  wie  lange  er  auch  dauern  und  mit  welcher 
Geschwindigkeit  er  auch  in  der  Aenderung  begriffen  sein  mag,  stets  der- 
selbe Spannungszustand  und  umgekekrt.  Werden  die  Spannungen  für  jedes 

*  Der  deutschen  Sprache  fehlt  es  au  kurzen  besonderen  Bezeichnungen 
für  Flüssigkeiten  im  weiteren  und  engeren  Sinne,  entsprechend  x.  B.  den  fran- 
zösischen Bezeichnungen  fluides  und  liquides. 
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£örpereleinent  verstandeii  im  Siime  von  Kräften,  welche  dieses  Element 
an  seiner  Oberfläche  auf  die  benachbarten  Elemente  ausübt,  so  verrichten 
diese  Spannungen  bei  irgend  einer  Deformation  des  Körpers  die  positive 
oder  negative  Arbeit,  welche  in  §.  6  allgemein  als  Deformationsarbeit  be- 
zeichnet wurde.  Die  Arbeit  der  inneren  Reibungen  ist  dagegen  stets  ne- 
gativ, indem  durch  dieselben  Arbeit  oder  lebendige  Kraft  verbraucht  und 
in  Wärme  umgesetzt  wird.* 

Unter  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  wurde  in  §.5  eine  solche 
verstanden^  bei  welcher  die  Deformation  der  Massenelemente,  insoweit  sie 
uor  eine  Gestaltsändemng  derselben  betrifft  (und  abgesehen  von  der  Ge- 
fldiwiudigkeit,  womit  sie  stattfindet),  keinen  Widerstand  verursacht,  so  dass 
die  Spannungen  nur  als  Normalspannnngen  vorkommen,  welche  in  dem- 
selben Punkt  flBr  alle  Ebenen  gleich  sind.  Sie  werden,  da  sie  im  Allge- 
meinen negativ  sind,  entgegengesetzt  genommen  als  Pressungen  in  die 


*  lu  dieser  Beziehung  ist  liier  eiue  Uucorrectheit  der  Entwickelung  iii 
$.  6  zu  berichtigen.  Die  daselbst  mit  dO  bezeichnete  Arbeit  der  Oberflächen- 
kräfte eines  Massenelementes  enthält  nicht  nur  insofern,  als  dieselben  Span- 
nungen sind  (S.  29,  Zeile  7  v.  U.\  sondern  auch  insofern,  als  sie  innere  Keibungen 
äind,  ausser  dO,  (61. 2)  noch  einen  anderen  Bestandtheil  dO^f  welcher  von  der 
Deformation  des  Massenelementes  abhängt,  imd  es  hat  deshalb  der  letzte  Absatz 
auf  S.  30  folgendermassen  zu  lauten: 

„Diese  Arbeit  dO^  kann  selbst  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  betrachtet 
werden,  entsprechend  den  Bestandtheilen  der  Grössen  a  und  r,  welche  theils 
Spannungen,  theils  innere  Reibungen  sein  können.  Der  erste  Theil  von  dO^, 
den  Spannungen  entsprechend,  wird  zur  Deformation  des  Massen elementes  ver- 
braucht; er  ist  entgegengesetzt  gleich  der  Arbeit,  welche  das  Massenelement 
selbst  durch  seine  Defonnation  verrichtet  und  welche  die  Deformations- 
arbeit desselben  bei  der  fraglichen  unendlich  kleinen  Zustandsänderuug  ge- 
nannt und  mit  dB  bezeichnet  werden  soll.  Der  andere  Theil  von  dO^,  der 
inneren  Reibung  entsprechend,  sei  »  dS;  er  wird  durch  die  innere  Reibung 
verbraucht  und  ist  jedenfalls  positiv,  nämlich  nach  §.  Ö,  Gl.  (2)  und  (5): 

,i<        ^ r    1  /  t''"  4-  «^/f *  +  t^Ä*      ,    -  4    :     .  J    ,     -  i    \  J, 
r/,S    -    AV  .^  '  -  -   _  -    __      4.  ,^i  ^  i^i  >j_  ,^i    \  fit 

Hiermit  ist 

(10^  ^     -tlK  +  fiS-     äO,       (10  I   ffE-  rlSr 

Die  Gl.  (6)  auf  S.  31  wird  also 

ilL  -==  (IM  -j-  (iO  -\  dt:      (IS 

und  in  Gl.  (7)  auf  S.  32  sowie  im  Folgenden  ist  unter  der  mit  dS  bezeichneten 
stets  positiven  Arbeit,  welche  bei  der  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  eines 
Körpers  durch  die  inneren  Bewegungswiderstände  verbraucht  (in  Wärme  um- 
gesetzt) wird,  die  entgegengesetzte  Arbeit  der  inneren  Reibung,  d.  h.  die  durcli 
äe  verbrauchte  Arbeit  oder  lebendige  Kraft  mit  zu  verstehen. 
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Rechnung  eingeführt.    Ist  p  diese  Pressung  oder  der  Druck,  /  das  speci- 

fische  Gewicht  der  Flüssigkeit  in  einem  gewissen  Punkte,  so  pflegt       die 

Druckhöhe  für  diesen  Punkt  genannt  zu  werden;  sie  ist  die  Höhe  einer 
Flttssigkeitssäule  vom  specifischen  Gewicht  /  und  der  Grundfläche  ==?  1, 
deren  Gewicht =p  ist. 

Eine  vollkommene  Flüssigkeit  braucht  nicht  vollkommen  elastisch, 
insbesondere  aber  nicht  von  innerer  Reibung  frei  zu  sein.  Auch  bei  Gasen, 
welche  im  höchsten  Grade  vollkommene  Flüssigkeiten  sind,  findet  innere 
Reibung  in  kaum  geringerem  Grade  statt,  als  bei  Wasser.  Wenn  man  bei 
tropfbaren  Flüssigkeiten  von  der  sehr  geringen  Zusammendrflckbarkeit 
ganz  absieht,  so  fällt  damit  auch  die  Unterscheidung  zwischen  vollkommener 
und  unyollkommener  Elasticität,  die  sich  bei  vollkommenen  Flüssigkeiten 
überhaupt  nur  auf  die  Veränderlichkeit  des  Volumens  beziehen  kann,  fttr 
sie  hinweg.  — 

Die  Gestalt,  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten 
pflegen  durch  Gefässe  oder  Canäle  (Röhren  oder  Rinnen),  in  denen  sie 
enthalten  sind,  überhaupt  durch  feste  Wände  bedingt  und  begrenzt  zu  sein. 
Im  Gleichgewicht  (in  relativer  Ruhe)  kann  sich  eine  luftförmige  Flüssigkeit 
nur  in  einem  ganz  geschlossenen  G^ässe  befinden,  so  dass  ihre  Oberfläche 
mit  der  inneren  Oberfläche  des  Gefässes  zusammenfällt.  Eine  tropfbare 
Flüssigkeit  kann  (abgesehen  von  der  Verdunstung)  auch  in  einem  theilweise 
offenen  Gefässe  im  Gleichgewicht  sein;  derjenige  Theil  ihrer  Oberfläche, 
an  welchem  sie  von  der  Gefässwand  nicht  berührt  wird,  soll  dann  ihre 
freie  Oberfläche  heissen,  während  der  andere  Theil  im  Gegensatz  dazu 
ihre  unfireie,  gezwungene  oder  Wand-Oberfläche  genannt  werden  kann. 
An  der  freien  Oberfläche  pflegt  die  tropfbare  Flüssigkeit  von  einer  luft- 
förmigen,  insbesondere  von  der  atmosphärischen  Luft  berührt  zu  werden. 

Die  Voraussetzung  vollkommener  Flüssigkeit,  welche  den  allgemeinen 
Gleichungen  in  §.  5  und  §.12  sowie  auch  den  folgenden  Entwickelungen 
im  Allgemeinen  zu  Grunde  liegt,  ist  gewöhnlich  nur  hinsichtlich  des  beson- 
deren Zustandes  merklich  fehlerhaft,  in  welchem  sich  die  Flüssigkeit  an 
der  Oberfläche  befindet,  so  dass  der  Fehler  wenigstens  in  solchen  Fällen, 
in  welchen  sich  die  Flüssigkeit  nicht  zwischen  sehr  nahen  Wänden  befindet, 
durch  die  auch  aus  anderen  Gründen  nöthige  Einführung  erfahruugsmässig 
zu  bestimmender  Coefficienten  in  die  betreffenden  Formeln  genügend  cor- 
rigirt  werden  kann. 

Die  innere  Reibung  ist  zwar  oft  von  wesentlicher  Bedeutung  nicht 
nur  in  Betreff  der  Arbeitsverluste,  sondern  auch  insofern^  als  sie  das  Ge- 
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setz  bedingt,  naoh  weichem  sidi  die  Geschwindigiceit  ron  Punkt  zu  Punkt 
in  der  Flflasigkeit  stetig  ändert;  zur  YereinfAchung  der  betreffenden  Unter- 
suehungen  ist  man  indessen  meist  genötbigt,  auch  sie  zu  eliminiren  durch 
gewisse  Voraussetzungen,  welche  in  Betreff  jenes  Aenderungsgesetzes  a 
priori  zu  Grunde  gelegt  werden,  wobei  man  sich  dann  wiederum  vorbe- 
halten muss,  den  etwaigen  Fehlem  dieser  Annahmen  nebst  den  betreffenden 
Arbeitsyerlusten  durch  entsprechende  Bestimmung  von  Erfahrungscoef- 
fidenten  Rechnung  zu  tragen. 

Die  äussere  Reibung  oder  Reibung  an  der  Oberfläche,  insbesondere 
an  der  Wand-Oberfläche,  kann  von  anderer  Art  sein,  als  die  innere  Reibung, 
sowohl  wegen  discontinuirlicher  Geschwindigkeitsänderung,  welche  hier 
stattfindet,  d.  h.  wegen  endlicher  Grösse  der  relativen  Geschwindigkeit, 
mit  der  sich  die  oberflächlichen  Flüssigkeitselemente  längs  den  Wänden 
bewegen,  als  auch  wegen  abweichenden  Zustandes  unvollkommener  Flüssig- 
keit dieser  Oberflächenschichten.  Die  dadurch  verursachten  Verluste  an 
lebendiger  Kraft  oder  entsprechender  Arbeit  müssen  durch  weitere  Coef- 
ficienten  berücksichtigt  werden,  die  nur  erfahrungsmässig  zu  bestimmen 
sind,  ebenso  wie  endlich  noch  die  Arbeitsverluste  durch  solche  Bewegungs- 
widerstände, insbesondere  Stosswiderstände  an  Wänden  und  im  Inneren 
der  Flüssigkeit,  welche  auf  discontinuirliche  Geschwindigkeitsänderungen 
zurflckgef&hrt  zu  werden  pflegen,  wenn  sie  auch  zum  Theil  als  Örtlich  ver- 
stärkte innere  Reibungen  in  sehr  schnell  stattfindenden  Deformationsän- 
derungen der  Flüssigkeitselemente,  zum  Theil  in  wirbeiförmigen  Mischungs- 
bewegnngen  ihren  Grund  haben  mögen,  deren  lebendige  Kraft  für  die 
redmonganässig  allein  zu  verfolgende  und  technisch  allein  in  Betracht 
kommende  lebendige  Kraft  der  regelmässig  strömenden  oder  schwingenden 
Bewegung  verloren  ist 

Dergleichen  empirische  Goefficienten  spielen  somit  nothgedrungen 
eine  bedeutende  Rolle  in  der  Hydmulik  zum  Nachtheil  ihres  wissenschaft- 
liehen Charakters;. sie  heissen  insbesondere  Widerstandscoefficienten, 
wenn  sie  den  erwähnten  im  engeren  Sinne  so  genannten  Beweguugswider- 
Btättd^i  Rechnung  tragen  sollen.  Indem  diese  Widerstandscoefflcienten  für 
verschiedene  Arten  von  Flüssigkeiten  und  event  für  verschiedene  Zustände 
derselben  besonders  bestimmt  werden,  begreifen  sie  zugleich  die  empirische 
Correction  des  Fehlers  in  sich,  welcher  durch  die  Voraussetzung  voükom- 
mener  Flüssigkeit  in  verschiedenem  Grade  je  nach  der  Art  und  dem  Zu- 
stande der  betreffenden  Flüssigkeit  etwa  begangen  wurde  und  dessen  £in- 
fluss  nicht  getrennt  von  jenen  Widerständen  constatirt  werden  kann.  Die 
Fehler  der  a  priori  gemachten  Voraussetzungen  in  Betreff  des  Aenderungs- 
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gesetzes  der  Geschwindigkeit  yoq  einem  zum  anderen  Piinkte  sind  jedoch 
im  Allgemeinen  durch  besondere  Coefficienten  zu  corrigiren,  welche  z.  B. 
dadurch  gesondert  von  den  Widerstandscoefficienten  gefunden  werden 
können,  dass  zugleich  die  Gewichte  und  die  lebendigen  Kräfte  der  anter 
gewissen  Umständen  durch  gewisse  Querschnitte  strömenden  Flüssigkeits- 
mengen durch  Beobachtung  ermittelt  und  mit  den  theoretischen  WertJien 
dieser  Grössen  verglichen  werden.  — 

Die  innere  und  äussere  Reibung  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  sind 
von  der  Reibung  zwischen  zwei  festen  Körpern  dadurch  wesentlich  ver- 
schieden, dass  sie  von  der  Pressung  unabhängig,  vielmehr  ausser  von  der 
Art  der  Flüssigkeit  sowie  (bei  der  äusseren  Reibung)  von  der  Art  and 
Oberflächenbeschaffenheit  einer  festen  Wand  nur  von  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit der  Elemente  abhängig  sind,  zwischen  denen  die  Reibung 
stattfindet  (§.  5).  Eine  Unterscheidung  zwischen  Reibung  der  Ruhe  und  der 
Bewegung,  wie  sie  bei  festen  Körpern  gemacht  zu  werdeu  pflegt,  ist  also 
hier  ohne  Bedeutung.  Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  (der  relativen 
Ruhe)  finden  bei  vollkommenen  Flüssigkeiten  keine  Reibungen  statt',  über- 
haupt können,  was  die  oben  erwähnten  Umstände  betrifft,  welche  im  All- 
gemeinen zur  Einführung  von  Erfahrungscoefficienten  Veranlassung  geben, 
die  Gesetze  des  besonderen  Theils  der  Hydraulik,  welcher  vom  Gleichge- 
wichte der  Flüssigkeiten  handelt  (Hydrostatik),  höchstens  der  unvoll- 
kommenen Flüssigkeit  wegen  und  mit  Rücksicht  auf  den  abweichenden 
Zustand  der  Oberflächenschicht  zuweilen  einer  Correction  bedürfen. 

Die  Gesetze  der  Hydraulik  gelten  ihrer  allgemeinen  Form  nach,  d.  h 
abgesehen  von  verschiedenen  Formen  und  Werthen  gewisser  darin  vor- 
kommender einzelner  Functionen  und  Coefficienten,  theils  allgemein  für 
alle  Arten  von  Flüssigkeiten,  theils  ist  es  nöthig  oder  zweckmässig,  schon 
bei  ihrer  Entwickelung  zwischen  tropfbaren  und  luftförmigen  Flüasigkeiteu, 
in  Betreff  der  letzteren  zwischen  Gasen  und  Dämpfen  zu  unterscheiden. 
Wenn  dabei  im  Folgenden  des  einfacheren  Ausdruckes  wegen  vom  allge- 
meinen Verhalten  des  Wassers  oder  der  Luft  die  Rede  sein  wird,  so  gilt 
ersteres  als  Repräsentant  irgend  einer  homogenen  tropfbaren  Flüssigkeit 
oder  eines  gleichförmigen  Gemisches  von  solchen,  die  Luft  als -Repräsentant 
irgend  eines  Gases  oder  gleichförmigen  Gasgemisches.  Nur  den  für  Wasser 
oder  für  atmosphärische  Luft  anzuführenden  Zahlenwerthen  der  betreffenden 
Erfahrungscoefficienteu  ist  nicht  ohne  Weiteres  eine  allgemeinere  Bedeu- 
tung beizulegen. 
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A.   Oleichgewicht  der  Flüssigkeiten. 

(Hydrostatik.) 

§.5B.    AUfemeine  Gesetse;  ITlTeftullIelieii. 

Far  ein  rechtwinkeliges  Axensystem,  gegen  welches  die  Flüssigkeit  in 
relativer  Rahe  ist,  seien  x^  y,  %  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der 
Flüssigkeit,  und  in  demselben 

X^  Y^  Z  die  Componenten  der  beschleunigenden  (auf  die  Masseneinheit 

bezogenen)  Massenkraft, 
p  die  Pressung, 
yt  die  specifische  Masse. 

Diese  Grössen,  welche  in  §.  5  Functionen  von  x^  y,  %  und  der  Zeit  t 
waren,  sind  hier  nur  von  den  Coordinaten  abhängig,  sofern  sie  überhaupt 
verflnderlich  sind.  In  den  allgemeinen  Gleichungen  (6)  jenes  §.  5  sind 
femer  die  Geschwindigkeitscomponenten  «,  r,  w  hier  =  Null,  und  ergiebt 
sich  somit 

und  das  vollständige  Differential  von  f. 

dp^fiiXdx  +  Ydy  +  Zd%) (2), 

woraus  folgt,  dass  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  das  vollständige  Dif- 
ferential einer  gewissen  Function  F{x^  y,  s)  der  Coordinaten  ist,  dass  also 
H  eine  solche  Function  von  ^,  y,  z  sein  muss,  welche  den  Bedingungen 
entspricht: 

r^iliY)      h(fiZ)      h{iiZ)      hifiX)      b(fiX)      h(f4Y)  .... 

öa  Äy     '         öa?  öz     '         öy  bx 

Ist  je  nach  den  Umständen  des  betreffenden  Falles  das  Integral  von 
Gl.  (2) 

p  =  F{x,y,zj  -\rB C4) 

gefunden,  wobei  die  Constante  B  durch  die  in  einem  gewissen  Punkte  ge- 
gebene Pressung  bestimmt  ist,  so  ist  dadurch  auch  p  für  jeden  anderen 
Punkt  bestimmt  sowie  mit 

1  hF       1  hF       1  bF 


u 


Xbx       Yby       Zbz 
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P  P 

auch  die  Druckhöhe   =  — .    Insl^esondere  ergiebt  sich  aus  GL  (4)  der 

an  verschiedenen  Stellen  auf  eine  Gefässwand  ausgeübte  Druck,  während 
umgekehrt,  wenn  z.  B.  ftr  die  freie  Oberfläche  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 
^  =  deBL  äusaeren  Druck  gegeben  ist,  Gl.  (4)  die  Gestalt  dieser  Oberfl&che 
bestimmt. 

Niyeaufl&che  heisst  bei  einer  im  Gleidigvfwickt  befindlichen  Flüs- 
sigkeit jede    so  beschaffene  Fläche,   dass  die  resultirende  Kraft  F  = 

Vx*  -{-  Y^  -{'  Z^  in  jedem  ihrer  Punkte  normal  zu  derselben  gerichtet 
ist.  Werden  also  unter  den  in  den  Ausdrücken  von  X,  Y^  Z  im  Allge- 
meinen  vorkommenden  Coordinaten  die  laufenden  Coordinaten  einer  solchen 
Fläche,  unter  dx^  dy^  dz  ihre  Differentiale  verstanden,  so  ist 

Xdx  -]-Ydy  +  Zdz  =  0 (b) 

die  gemeinschaftliche  Differentialgleichung  aller  Niveaufl&chen,  indem  diese 
Gleichung  ausdrückt,  dass  die  Kraft  P,  deren  Kichtungscosinus  propor- 
tional X,  F,  Z  sind,  mit  irgend  einer  Tangente  im  betreffenden  Punkt  der 
Fläche,  deren  Richtungscosinus  proportional  dx^  dy^  d»  sind,  einen  rechten 
Winkel,  nämlich  einen  Winkel  bildet,  dessen  Cosinus  =  Null  ist.  Mit 
Rücksicht  auf  Gl.  (5)  folgt  aus  Gl.  (2),  dass  für  alle  Punkte  einer  Niveau- 
fläcbe 

dp  =  0,  also  p  =  Const. 

ist,  dass  also  die  Niveauflächen  auch  als  Flächen  gleicher  Pres- 
sung bezeichnet  werden  können  (einerlei  mit  den  am  Schlüsse  von 
§.  4  besprochenen  Flächen  gleicher  Spannung);  diese  Eigenschaft  hätte  auch 
zur  Definition  der  Niveauflächen  dienen  können,  indem  damit  aus  Gl.  (2) 
umgekehrt  die  Gl.  (5),  also  die  oben  durch  Definition  festgestellte  charak- 
teristische Eigenschaft  sich  als  Folgerung  ergeben  hätte. 

Im  Allgemeinen  ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  von  Gl.  (5) 
kein  vollständiges  Differential,  nach  Gl.  (2)  aber  ist  (i  ein  Factor,  welcher 
ihn  dazu  macht  (iiitegrirender  Factor);  das  Integral  von  Gl.  (6)  oder  die 
endliche  Gleichung  der  Niveauflächen  ist  also 

F(x,y,z)=C (6), 

unter  F(x^  y,  2)  dieselbe  Function  verstanden  wie  in  Gl.  (4),  deren  Diffe- 
rential ==  fiiXdx-^  Ydy  -{-  Zdt)  ist,  während  C  eine  Constante  bedeutet, 
deren  Werth=ji?  —  B  sich  von  einer  zur  anderen  Niveanfläche  ändert. 

Ist  P  die  resultirende  Kraft  für  einen  Punkt  Ä  der  Niveaofläche  N^ 
in  welcher  die  Pressung  =^  p  ist,  AA^  =  dn  das  Stück  der  Normalen  im 
Punkte  A  dieser  Fläche  iV,  welches  sich  bis  zur  folgenden  Niveaufläche 
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erstreckt,  in  welcher  die  Pressung  =  f?  +  (^  ist,  so  ist  nach  Gl.  (2),  wenn 
der  jc-Aare  die  Richtung  AA^  gegeben  wird,  also 

gesetzt  wird, 

d2)=  +  ftF.dn  =  fiP,dfi (7), 

fiüls  dp  positiv  ist  Es  hat  also  P  die  Richtung  AA^,  nach  welcher  p 
wächst.  Far  die  verschiedenen  Punkte  A  einer  Niveaufläche  N  ist  im 
Allgemeinen  dn  verschieden  gross,  nämlich  umgekehrt  proportional  ^P; 
Bofem  fiP  einen  endlichen  Werth  hat,  kann  nicht  dn  :s=  Null  sein,  können 
also  die  Niveaufläcfaen  sich  nicht  schneiden. 

Denkt  man  die  Fltissigkeit  von  Linien  durchzogen,  welche  die  Niveau- 
flächen rechtwinkelig  durchschneiden  und  welche  die  Linien  grOsster 
Pressungsänderung  genannt  werden  können,  so  ist  die  resultirende 
Kraft  F  in  jedem  Punkte  der  Flüssigkeit  tangential  an  die  betreffende 
Linie  grösster  Pressungsänderung  gerichtet  in  dem  Sinne,  in  welchem  die 
Pressung  wächst,  und  das  Product  aus  dieser  Kraft  F  und  der  speci£ 
Masse  fi  ist  umgekehrt  proportional  dem  Bogenelement  fraglicher  Linie 
zwischen  zwei  Niveauflächen  von  constanter  Pressungsdifferenz  dp. 

Ist  bei  einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  tropfbaren  Flüssigkeit  der 
äussere  Drude  in  allen  Punkten  der  freien  Oberfläche  gleich,  so  ist  diese 
seihst  eine  Niveaufläche;  daher  der  Name  dieser  Flächen,  indem  jene  fireie 
Oberfläche  im  engeren  Sinne  das  Niveau  der  Flüssigkeit  genannt  zu 
werden  pflegt.  — 

Ist  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  von  Gl.  (5)  ein  vollständiges 
Differential,  was  voraussetzt,  dass 

hT      hZ    hZ      hX    hX      hY  .f.. 

ist,  also  etwa 

Xdx  +  F/^  +  Zdz  =  dir, 

unter  U  eine  Function  von  ^,  y,  s  verstanden,  welche  in  diesem  Falle  die 
Kraftfnnction  genannt  wird,  so  geht  Gl.  (2)  über  in: 

dp  =  /i.dU (9) 

und  die  endliche  Gleichung  der  Niveauflächen  wird: 

ir=c (10), 

UDter  e  eine  Constante  verstanden,  deren  Werth  sich  von  einer  zur  anderen 
Xiveaufläche  ändert.    Aus  GL  (7)  und  (9)  ergicbt  sich 
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p=-^F .(11) 

dn 
und  ein  entsprechender  Ausdruck  gilt  allgemein  für  die  Compönente  S  der 
Kraft  P  nach  einer  beliebigen  Richtung  «;  sind  nämlich  dx,  dy^  dz  die 
Projectionen  des  Längenelementes  ds  dieser  Richtung  auf  die  Coordinaten- 
axen,  so  ist 

^^^^ä^.ydyd^^hUdxhJdyhUd^^dU     ^j^), 
ds  ds  ds        hx  ds        hy  ds        dz  ds        ds 

wenn  dU  die  Aenderung  bedeutet,  welche  die  Kraftfunction  dadurch  er- 
^hrt,  dass  statt  der  Coordinaten  des  betreffenden  Punktes  diejenigen  eines 
anderen  Punktes  gesetzt  werden,  welcher  von  jenem  nach  der  Richtung  « 
um  ds  entfernt  ist. 

Weil  fi.dU  nach  Gl.  (9)  ein  vollständiges  Differential. ist,  so  muas  [t 
eine  Function  der  Function  27,  also  auch  mit  IT  zugleich  constant  sein; 
in  allen  Punkten  einer  Niveaufläche  ist  somit  im  vorliegenden 
Falle  nicht  nur  die  Pressung,  sondern  auch  die  specif.  Masse 
gleich  gross.  Wäre  die  Flüssigkeit  ein  continuirliches  Gemisch  (§.3)  von 
Flüssigkeiten  verschiedener,  durch  ihre  Pressung  bestimmter  Dichtigkeit, 
insbesondere  von  Flüssigkeiten  gleicher  Art,  aber  verschiedener  Aggregat^ 
form,  so  müsste  in  allen  Punkten  einer  Niveaufläche  dasselbe  Mischungs- 
verhältniss  y  stattfinden.  Der  Wärmezustand  eines  solchen  Gemisches  an 
irgend  einer  Stelle  ist  durch  p  und  y,  der  einer  homogenen  Flflssigkdit 
durch  p  und  (i  bestimmt;  die  Niveauflächen  sind  also  in  beiden  Fällen  aoch 
Flächen  gleichen  Wärmezustandes.  — 

Ist  fi  constant,  so  kann  die  rechte  Seite  von  Gl.  (2)  nur  dadurch  ein 
vollständiges  Differential  sein,  dass  schon  der  Factor  Xd^i^  -\-  Ydy  -\-  Zdx 
für  sich  ein  solches  ist.  Eine  gleichförmig  dichte  Flüssigkeit  kann 
also  überhaupt  n,ur  unter  der  Einwirkung  solcher  Massenkräfte 
im  Gleichgewicht  sein,  für  welche  es  eine  Kraftfunction  giebt 
Dasselbe  gilt  von  einem  discontinuirlichen  Gemisch  von  Flüssig- 
keiten verschiedener  Art  oder  Aggregatform,  für  welche  einzeln 
H  constant  ist,  und  zwar  sind  dieselben  im  Gleichgewichtsznstande  noth- 
wendig  so  geschichtet,  dass  je  zwei  benachbarte  Schichten  sich  in  einer 
Niveaufläche  berühren.  In  diesen  besonderen  Niveauflächen  ist  zwar,  wie 
immer,  p  constant,  die  specifische  Masse  pi  aber  unbestimmt,  nämlich  nm 
Endliches  verschieden,  jenachdem  man  eine  solche  Fläche  als  Grenze  der 
einen  oder  anderen  von  beiden  angrenzenden  Schichten  betrachtet.  Auch 
ist  in  solchem  Falle  zwischen  stabilem  und  labilem  Gleichgewichte  zo 
unterscheiden,  jenachdem  eine  unendlich  kleine  Störung  desselben  dorcb 
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die  wirksamen  Kräfte  rückgängig  gemacht  oder  vergrössert  wird;  die 
Stabilität  des  Gleicligewichtes  erfordert,  dass  im  Sinne  der 
Kraft  F  die  Dichtigkeit  der  Schichten  wächst.  Ist  nämlich  rf/*  ein 
Element  der  Grenzfläche  N  zweier  Schichten,  ^,  die  specif,  Masse  der 
einen,  fi^  die  der  anderen,  und  hat  F  die  Richtung  von  der  ersten  zur 
zweiten  dieser  beiden  Schichten,  so  werde  in  der  ersten  Schicht  über  df 
ab  Grandfläche  ein  unendlich  kleines  prismatisches  Volumenelement  dV 
=  df,dn  von  der  Höhe  dn  abgegrenzt  gedacht,  für  welches  die  Pressung, 
wenn  sie  in  der  Grundfläche  t(/*,  d.  h.  in  der  Fläche  N  =  p  ist,  in  der 
gegenüber  liegenden  Grundfläche  =  p  —  dp  zu  setzen  ist.  Dann  ist  die 
resultirende  Kraft  dB,  durch  welche  im  Gleichgewichtszustande  die  das 
Volumeuelement  dV  erfüllende  Flüssigkeit  gegen  die  Grundfläche  N  hin 
getrieben  wird, 

dR  =  dfifij'dff  -\-p^dp  —  p)=:  d/Q/^Fdu  -   dp)  =  (). 

Würde  aber  in  Folge  einer  Störung  des  Gleichgewichtes  das  fragliche  Vo- 
Imnenelement.  mit  Flüssigkeit  von  der  specif.  Masse  fi^  <*rfüll^  so  änderte 
sich  dR  um  in 

dR^dJXfi^Fdti—dp) 

oder  mit  dem  aus  obiger  Gleichung  folgenden  Werth  von  dp  _-  /i^Fdn  in 

dR-=df(ft^—  li^)Fdn, 

Das  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  diese  Kraft  dR  positiv,  also  fi^  >  //^  ist. 

Uebrigens  ist  ersichtlich,  dass  diese  Deduction  nicht  nothwendig  an 
einen  endlichen  Werth  der  Differenz  (//g  — //i)  gebunden  ist,  dass  also 
allgemein  das  Gleichgewicht  einer  Flüssigkeit  nur  dann  stabil 
ist,  wenn  mit  der  Pressung  zugleich  auch  die  Dichtigkeit  über- 
all im  Sinne  von  F  zunimmt.  — 

Schliesslich  ist  in  Betreff  der  vorstehenden  Gesetze  ausdrücklich  her- 
vorzuheben, dass  im  Falle  der  Bewegung  des  Coordinatensysteras,  gegen 
welches  die  Flüssigkeit  sich  in  relativer  Ruhe  befindet,  die  resultirende 
Kraft  F  pro  Masseneinhoit  mit  den  Componenten  X,  F,  Z  zugleich  die 
erste  Ergänzungskraft  der  relativen  Bewegung  (§.  2)  in  sich  be- 
greift; dieselbe  ist  entgegengesetzt  der  Beschleunigung  des  betreffenden 
Punktes,  wenn  er  mit  den  Coordinataxen  fest  verbunden  gedacht  wird. 
Die  zweite  Ergänzüngskraft  der  relativen  Bewegung  kommt  hier  nicht  in 
Betracht,  weil  sie  zugleich  mit  der  relativen  Geschwindigkeit  verschwindet. 

Die  im  Vorhergehenden  vorausgesetzte  relative  Ruhe  der  Flüssigkeit 
gegen  ein  System  von  Coordinatenaxen  erfordert  auch 'relative  Ruhe  ihrer 
Masscnelemente  gegen  einander,  welche  nur  bei  unveränderter  Gestalt  d^x^ 

Grsshof,  theoret.  MaschJuenlehre.    J.  19 
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Flüssigkeitsoberfläche  möglich  ist.  Ist  also  die  Flüssigkeit  in  einem 
Ge fasse  enthalten,  so  kann  sie  gegen  ein  Coordinatensystem  nur  dann 
in  Ruhe  sein,  wenn  das  Geföss  sich  entweder  selbst  in  relativer  Ruhe  gegen 
dasselbe  befindet  oder  wenn  trotz  seiner  Bewegung  die  Wand-Oberfläche 
der  Flüssigkeit  unverändert  bleiben  kann,  wenn  nämlich  dieselbe  eine  Um- 
drehungsfläche ist,  um  deren  gegen  das  Coordinatensystem  relativ  ruhende 
Axe  das  Gefäss  rotirt;  im  Falle  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  mit  theilweise 
freier  Oberfläche  müsste  diese  ausserdem  die  Wand -Oberfläche  in  einem 
Parallelkreise  schneiden.  Indessen  selbst  bei  diesen  ganz  speciellen  Voraus- 
setzungen in  Betreff  der  Gestalt  des  Gefässes  ist  wegen  des  Einflusses, 
welchen  bei  relativer  Bewegung  an  der  Wandoberfläche  die  Reibung  daselbst 
ausüben  würde,  ein  vollkommenes  Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  nur  bei 
relativer  Ruhe  derselben  gegen  das  Gefäss  möglich,  mit  welchem  deshalb 
im  Folgenden,  sofern  es  sich  überhaupt  um  das  Gleichgewicht  einer  in 
einem  Gefässe  befindlichen  Fltlssigkeit  handelt,  die  Coordinatenaxen  fest 
verbunden  sein  sollen.  Wenn  ausnahmsweise  auch  vom  Gleichgewicht  einer 
Flüssigkeit  in  einem  Gefässe  die  Rede  sein  wird,  welches  gegen  die  Coor- 
dinatenaxeu  in  Bewegung  ist  (z.  B.  des  Wassers  in  einer  Wasserradzelle), 
so  ist  darunter  der  Gleichgewichtszustand  zu  verstehen,  welcher  eintreten 
würde,  wenn  das  Gefäss  in  seiner  augenblicklichen  relativen  Lage  festge- 
halten würde,  gleichwohl  aber  die  Kräfte,  wie  sie  zum  Theil  von  der  Be- 
wegung des  Gewisses  herrühren,  unverändert  fortwirkten,  ein  Zustand, 
welchem  der  wirkliche  augenblickliche  Zustand  der  Flüssigkeit  nur  mehr 
oder  weniger  nahe  und  zwar  um  so  näher  kommt,  je  langsamer  das  Gefäss 
sich  bewegt  und  je  geringer  die  durch  seine  Bewegung  bedingte  Gestalts- 
veränderung der  Flüssigkeit  ist. 

Zur  Möglichkeit  eines  vollkommenen  Gleichgewichtes  ist  vor  Allem 
erforderlich,  dass  die  Kraftcomponenten  X,  F,  Z  unabhängig  von  der  Zeit 
sind.  Ist  dies,  wie  vorausgesetzt  werden  soll,  hinsichtlich  derjenigen  Be- 
staudtheile  dieser  Kraftcomponenten  der  Fall,  welche  von  der  Bewegung 
des  mit  den  Axen  fest  verbundeneu  Gefässes  unabhängig  sind,  so 
muss  es  auch  in  Betreff  der  übrigen  der  Fall  sein,  welche  den  Beschleuni- 
gungscompouenteu  des  Gefässpunktes  (r,  y,  2)  entgegengesetzt  gleich  sind. 
Letztere  sind  ausser  durch  die  Coordinaten  a;,  y,  z  bestimmt  durch  die 
Componenten  der  Translationsbeschleunigung  des  Gefässes  im  Sinne  der 
Axen,  sowie  durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  und  Winkelbeschleuni- 
gungen un'i  diese  Axen.  Diese  Grössen  müssen  also  constant,  die  W^inkel- 
beschleunigungen  insbesondere  =  Null  sein;  das  Geföss  kann  im  All- 
gemeinen   eine   Translationsbewegung   haben,    deren  Beschleunigung  von 
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constanter  Grösse  und  Richtung  gegen  das  Gefäss  ist,  nebst  einer  Rota- 
tionsbewegung mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  im  Gofässe 
feste  Axe. 


I.    Gleichgewicht  des  Wassers. 
§.  54.    Toraussetzungeu. 

Die  homogene  tropfbare  Flüssigkeit  (resp.  gleichförmige  Mischung 
solcher  Flüssigkeiten),  als  deren  Repräsentant  hier  das  Wasser  betrachtet 
wird,  befinde  sich  in  einem  Gefässe,  dessen  Dimensionen  im  Vergleich  mit 
denen  der  Erde  klein  genug  sind,  um  die  beschleunigende  Schwer- 
kraft g  in  allen  Punkten  als  gleich  gross  und  gleich  gerichtet 
toraassetzen  zu  dürfen.  Die  Schwerkraft  g^  wie  sie  nach  Grösse  und 
Richtung  beobachtet  wird,  schliesst  den  Einfluss  der  Erdbewegung,  an 
welcher  das  Gefäss  als  irdischer  Körper  Theil  nimmt,  schon  in  sich;  einer 
Ergänzung  wegen  eigener  Bewegung  des  Gefässes  bedürfen  also  die  Kraft- 
componenten  X,  F,  Z  nur  insofern  als  diese  Bewegung  eine  relative  Be- 
we^ng  gegen  die  Erde  ist,  welche  deshalb  schlechtweg  als  Bewegung 
des  Gefässes  bezeichnet  wird  entsprechend  der  schon  in  §.  2  getroffenen 
Bestimmung  hinsichtlich  der  Bewegung  irgend  eines  irdischen  Körpers. 

Der  äussere  Druck  pro  Flächeneinheit  der  freien  Oberfläche  des 
Wassers  sei  in  allen  Punkten  derselben  gleich  gross  =  p^^  in  der  Regel 
besteht  er  im  Druck  der  atmosphärischen  Luft.  Die  freie  Oberfläche 
ist  hiernach  stets  eine  Niveaufläche. 

Die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  ist  an  die  Bedingung  wachsender 
Dichtigkeit  im  Sinne  der  Pressungszunahme,  also  im  Sinne  der  resultirenden 
Kraft  P  =  |/i^  -\~  Y*'-\-  Z^  gebunden.  Die  Dichtigkeit  einer  homogenen 
tropfbaren  Flüssigkeit  ist  aber  von  ihrer  Pressung  in  so  geringem  Grade 
abhängig,  dass  die  Erfüllung  jener  Bedingung  fast  nur  von  der  Tcmperatur- 
Tertheilnng  abhängt,  welche  z.  B.  spcciell  bei  Wasser  so  beschaffen  sein 
mu^  dass  im  Sinne  von  P  die  Temperatur  zu-  oder  abnimmt,  jenachdcm 
sie  kleiner  oder  grösser  ist,  als  4**.  Im  Folgenden  wird  die  Temperatur 
als  so  wenig  veränderlich  vorausgesetzt,  dass  die  Dichtigkeit,  also  die 
specifische  Masse  fi  ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  als 
Gonstant  anzunehmen  ist,  wenigstens  in  allen  Punkten,  deren  Ent- 
fernung von  der  Oberfläche  nicht  uimiessbar  klein  ist.  Durch  den  Einfluss 
der  Molekularkräfte,  welche  zwischen  den  Molekülen  des  Wassers  gegen- 
eeitig  oder  zwischen  ihnen  und  denen  einer  festen  Wand  stattfinden,  kann 
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uömlich  die  uuiuossbar '  dünne  Oberfläclieuschicht  des  Wassers  allerdings 
eine  wesentlich  kleinere  oder  grossere  Dichtigkeit,  wie  die  übrige  Wasser- 
masse besitzen,  und  es  können  dadurch  sowie  durch  andere  Abweichungen 
des  inneren  Zustandes  jener  Oberflächenschicht  von  dem  der  übrigen  Masse 
die  Erscheinungen  des  Gleichgewichtes  besonders  dann  wesentlich  modificirt 
werden,  wenn  das  Geßtss  sehr  enge  ist,  wenn  nämlich  das  Wasser  zwischen 
sehr  nahen  festen  Wänden,  in  einer  engen  Röhre  u.  s.  f.  sich  befindet,  für 
welchen  Fall  die  durch  die  Molekularkräfte  bedingten  Gleichgewichtser- 
scheiuungcn  unter  dem  Namen  der  Capillarität  (Haarröhrchen-Wirkungen 
von  capillus,  Haar;  zusanmiengefasst  werden. 

Im  Folgenden  sind  deshalb  die  beiden  Fälle  unterschieden,  ob  das 
Gleichgewicht  ohne  oder  mit  Rücksicht  auf  die  Molekularkräfte  an  der 
Oberfläche  untersucht  werden  soll;  ausser  denselben  und  event.  einer 
Ergänzungskraft  relativer  Bewegung  wird  in  allen  Fällen  nur 
die  Schwerkraft  als  Massenkraft  vorausgesetzt. 

Was  die  Art  der  etwaigen  Bewegung  des  Gefässes  betrifft,  welche 
nach  der  Bemerkung  zu  Ende  des  vorigen  §.  im  Allgemeinen  in  einer  Trans- 
lationsbewegung mit  constauter  Beschleunigung  nach  einer  im  Gefösse  festen 
Richtung  und  in  einer  Rotation  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um 
eine  im  Gefässe  feste  Axe  bestehen  könnte,  so  muss  hier  diese  Axe  be- 
ständig vertical  bleiben,  damit  die  Componenten  einer  beschleuuigeudeu 
Schwerkraft  g  nach  den  im  GetUssc  festen  Coordinatenaxen  unabhängig  von 
der  Zeit  seien, 

a.  Gleichgewicht  des  Wasi^er:^  ohne  Rücksicht  auf  Molekularkrftfte 
§.  55.    Niveaullileheu  und  DruekhVhc  in  Terschiedenen  Fällen. 

Die  Coordinatenaxen  seien  zunächst  fest  verbunden  mit  dem  Gefässc; 
die  verticale  z-Axe  sei  positiv  in  der  Richtung  nach  oben,  und  es  sei 

1)  das  Gefäss  in  Ruhe,  oder  es  habe  eine  geradlinige  und 
gleichförmige  Translationsbewegung.  Die  Ergänzungskraft  der  re- 
lativen Bewegung  ist  in  diesem  Falle  ^=  Null,  also 

X~    Y--'  0,    Z-  -  fj 

und  die  Differentialgleichung  der  Niveautiächen: 

X(J,c-{   Ydy  -;    Zdz  ^^       tjdz  --  dV --  0. 

ihre  endliche  Gleichung:  z=iComt. 

Die  Kiveauflächen,  insbesondere  also  die  freie  Oberfläche, 
sind  horizontale  Ebenen. 


§.55. 
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Für  die  Pressung  p  an  irgend  einer  Stelle  hat  man  nach  §.  53,  Gl.  (2J 

oder  Gl.  (9) 

dp  =  fi( —  ffdz)^  also  p  =  —  fiffz  +  ^• 

Ist  h  die  Höhe  der  freien  Oberfläche  über  dem  Ursprung  der  Coordinaten, 
so  ist  Pq  =  —  f/gh  -f-  B^  also 


p  — p^^  ^^  fif/(h  —  21  odor 


Po 


-=h  —  z 


(1). 


Die  Grösse 


Po 


d.  i.  der  Ueberschuss  der  Droickhöhe  in  einem  ge- 


wissen Punkte  über  dieselbe  an  der  freien  Oberfläche  heisse  die  Ueber- 
druckhöhe  in  jenem  Punkte;  nach  Gl.  (1)  ist  sie  =  der  Tiefe  dieses 
Punktes  unter  der  freien  Oberfläche. 

Das  Gesetz  der  Gleichheit  des  Druckes  in  allen  Punkten  einer  hori- 
zontalen Ebene,  welches  unter  der  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzung 
gleichförmigen  äusseren  Druckes  auf  die  freie  Oberfläche  auch  umnittelbar 
diese  als  eine  horizontale  Ebene  kennzeichnet,  ist  von  der  Gestalt  des  Ge- 
fildes unabhängig  und  gilt  insbesondere  auch  für  communicirende  Ge- 
fässe,  d.  h.  für  Gefässe,  welche  in  Folge  ihrer  Verbindung  zusammen  auch 
als  ein  Gefäss  t)etrachtet  werden  können,  dessen  Theile  (Schenkel)  von 
denselben  Horizontalebenen  in  getrennten  Flächen  geschnitten  werden;  in 
communicirenden  Gefüssen  steht  das  Wasser  gleich  hoch,  falls 
der  Druck  auf  die  freie  Oberfläche  in  ihnen  gleich  gross  ist. 
Gemäss  der  Art  und  Weise,  wie  das  Gesetz  durch  Integration  einer  Difle- 
rentialgleichung  hervorgegangen  ist,  entsprechend  dem  stetigen  Uebergange 
Ton  einem  zum  anderen  Elemente  derselben  Flüssigkeit,  ist  es  aber  we- 
sentlich an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  man  von  irgend  einem  Punkte 
der  Flüssigkeit  zu  jedem  anderen  in  derselben  Horizontalebene  gelegenen 
Punkte  derselben  durch  eine  stetige  Folge  von  Flüssigkeitselementen 
gleicher  specifischer  Masse  //  hindurch  gelangen  könne,  und  es  erfahrt 
deshalb  das  Gesetz  eine  Einschränkung,  wenn  verschieden  dichte  Flüssig- 
keiten F  und  F'  (specif.  Massen  ^==  fc  und  //'),  welche  sich  nicht  mischen, 
*''*■  ^^-  in  communicirenden  Gofässen  G  und  G'  im  Gleich- 

gewichte sind.  Sie  berühren  sich  in  einer  horizon- 
talen Grenzfläche  iZ",  welche  im  Gefässe  G  oberhalb 
der  Stelle  liegen  mag,  wo  beide  in  Verbindung  sind 
(Fig.  12),  und  zwar  befinde  sich  die  Flüssigkeit  F 
im  Gefässe  G  oberhalb  der  Grenzflüche,  so  dass  die 
andere  Flüssigkeit  F'  sich  im  unteren  Theile  von  G 
und  zugleich  In  O"  betiiidct;  für  den  Fall  des  stabilen 
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Gleichgewichtes  setzt  diese  Aimahme  yoraus,  dass  F^  die  dichtere  FlOssig- 
keit,  also  //'  ^>  //  ist.  Oberhalb  der  Horizontalebenc  R  findet  sich  nun  die 
fragliche  Bedingung  für  die  Gleichheit  des  Drucks  in  gleich  hoch  gelegenen 
Punkten  beider  Gefässe  nicht  mehr  erfüllt;  insbesondere  haben  somit  auch 
die  freien  Oberflächen  der  Flüssigkeiten  F  und  F'  verschiedene  Höhen  h 
und  ä'  über  der  Ebene  K^  welche,  da  in  dieser  Ebene  selbst  das  Gesetz 
der  Gleichheit  des  Druckes  eben  noch  stattfindet,  nach  Gl.  (1)  in  der  Be- 
ziehung stehen: 

V^  +  1^9^^  =  V^  +/^^''.  also  /M  =  .aV/; 
d.  h.  die  Höhen  verschieden  dichter  Flüssigkeiten  in  communi- 
cirenden  Gefässen,    von  ihrer  horizontalen  Berührungsfläche 
aus   gerechnet,    sind    ihren  Dichtigkeiten    umgekehrt    propor- 
tional. 

2)  Ist  das  Gefäss  in  Bewegung,  so  kann  es  im  Allgemeinen  mit 
constanter  Winkelgeschwindigkeit  co  um  die  verticale  a-Axe  rotiren  und 
zugleich  eine  Translationsbewegung  haben,  deren  Beschleunigung  von  con- 
stanter Grösse  und  Richtung  im  Gefässe  ist.  Die  Axen  der  x  und  der  y 
können  dabei  so  angenommen  werden,  dass  die  Componenten  dieser  Be- 

schleunigung  nach  den  Axen  der  a?,  y,  2  beziehungsweise  =  a^^  0  und  +  cg 
sind,  unter  a  und  e  positive  Constante  verstanden,  und  da  der  Rotation  die 
Beschleunigungscomponenteu  —  (o^x  und  —  oj-y  i"^  Punkte  a:,  y,  %  nach 
den  Axen  der  x  und  der  y  entsprechen,  so  hat  man 

A'  —  —  a<i  -f  r»>'V,      Y=  o)hj,     Z~  -  tf  ^  cy 

und  die  Differentialgleichung  der  Niveauflächen  .- 

{—ay-\-  (t)^xidx-\-  o^ydy  — (l   f  c)gdz=^0 (2) 

oder  mit  x  =     a  -f-  a*. 

o)^x^dx^  -\-ydy)-^i^i  -\-  c)ydz  =  0. 
Das  Integral  dieser  Gleichung  ist: 

Die  Niveauflächen  sind  also  congruente  Umdrehungspara- 
boloide  mit  dem  Parameter  2 ,    -,  deren  gemeinschaftliche 

Axe  in  der  :ra-Ebene  mit  der  z-Axe  im  Abstände    -  parallel  ist, 
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Während  ihre  Scheitel  in  verschiedenen  Höhen  C  über  der  xy- 
£bene  liegen.  Insbesondere  ist  Gl.  (3)  die  Gleichung  der  freien  Ober- 
fläche, wenn  C  so  bestimmt  wird,  dass  das  Volumen,  welches  das  botref- 
fende Paraboloid  vom  Gefässraume  abschneidet,  dem  gegebenen  Wasser- 
Volumen  gleich  ist. 

Was  die  Pressung  betrifft,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

02 

p  =  —  figil  +  c)z  -\~JXx,  y) 

und  wenn  h  die  2-Coordinate  des  Punktes  der  freien  Oberfläche  ist,  welcher 
vertical  über  dem  Punkte  x.  y,  2  liegt, 

i?o  =  —  /'^(i  +  0  Ä  +  /(^,  y\ 

Somit  ist 

P~I^_=P  -fo_^l  +,)  (/,_.,) (4). 

1^9  7 

Die  Ueberdruckhöhe  in  irgend  einem  Punkte  ist  also  seinem 
Verticalabstande  von  der  freien  Oberfläche  proiiortioual,  und 
zwar  derselben  gleich,  wenn  das  Gefäss  ohne  Verticalbeschleu- 
nigung  ist.  Die  Bestimmung  der  Pressung  in  allen  Punkten  ist  hierdurch 
aaf  die  Bestimmung  der  freien  Oberfläche  zurückgeführt,  was  bei  gegebener 
Gestalt  und  bei  gegebenem  Wasserinhalte  des  Gefilsses  eine  rein  geome- 
trische Aufgabe  ist. 

Hat  das  Gefäss  nur  Translationsbewegung,  so  wird  mit  q>=:0 
die  Gleichung  (3)  unbrauchbar;  das  Integral  von  Gl.  (2)  ist  aber  jetzt 

2  = ^-^+(' (5). 

1  "t"  c 

Die  Niveauflächen  sind  parallele  Ebenen,  welche  die  a;2-Ebene  rechtwin- 
kelig schneiden  in  Geraden,  die  mit  der  ;r-Axe  den  W^inkel 

a 


^  Vi  +  J 


bilden;  diese  Ebenen  sind  horizontal  wie  im  Falle  unter  1),  wenn  a  =  0 
ist,  also  das  Gefäss  nur  Verticalbeschleunigung  hat.  Wäre  aber  letztere 
=^  —  ^,  dem  freien  Fall  des  Gefässes  vermöge  seiner  eigenen  Schwere 
entsprechend,  so  wäre 

0       ' 
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unbestimmt;  in  der  That  wäre  dann  die  resultirende  Kraft  P=Z=0  und 
die  Flüssigkeit  bei  jeder  Lage  im  Gefässe  in  relativer  Ruhe  gegen  dasselbe. 
Von  grösserem  Interesse  ist  der  Specialfall,  dass  das  Gefäss  nur 
um  die  s-Axe  rotirt    Die  Gleiclmng  der  Niveauflächen  ist  dann 

Die  innere  Wandfläche  des  Gefässcs  sei  ein  Kreis-Cylinder  mit  der  Rota- 

tionsaxe  als  geometrischer  Axe  und  dem  Halbmesser  r.    Ist  dann  (Fig.  13) 

i^'ff.  l3.^  ^  ^iq  Höhe  des  Scheitelpunktes  A^  h  die  Höhe  des  Ran- 

des  BB  der  freien  Oberfläche  über  der  :Ey-£bene,  so  ist 

ihre  Gleichung: 


^^+y*  =  ^^i(2~«) 


(6). 


Zur  Bestimmung  von  a  und  h  kann  man  bemerken,  dass 
^  das  Volumen,  welches  von  dem  Umdrehungsparaboloid 

Gl.  (6)  und  der  Ebene  2  =  5  begrenzt  wird,*  =--jtr^{])  —  a)=der Hälfte 

des  Cyünders  zwischen  den  Ebenen  %  =  a  und  8  =  5,  also  auch  =  dem 
Wasseriiihalt  des  Gefiisses  oberhalb  der  Ebene  %  =  a  ist;  der  letztere  ist 
aber  =  jrr*(Ä  —  a\  wenn  h  die  Wasserstandshöhe  über  0  bei  ruhendem 
Gefässe  ist.    Aus  der  Gleichung 

Jrr3(5  —  a)=  Jtr^{h  —  a)  folgt  h  +  a  —  '2h, 


und  da  nach  Gl.  (6) l  —  a  = 


r^co* 


2y 


^7). 


ist,  so  folgt,  wenn  die  Peripheriegeschwindigkeit  reo  = «  gesetzt  wird. 

Durch  die  Rotation  des  Anfangs  ruhenden  Gefasses  wird  die  Wasserober-, 
fläche    am  Rande   ebenso  viel  gehoben   wie  sie  in  der  Mitte  niederge- 
drückt wird. 


*  Ist  für  ein  Umdrehungsparaboloid  y  der  Halbmesser  des  Parallelkreises 
im  Abstände  x  vom  Scheitel,  r  der  Halbmesser  der  Grundfläche,  Ä  die  Höhe, 
also  3/  =  r  für  x=^hj  so  ist  das  Volumen 

h  h 


-i 


=  /  Tiy^dr  =-- 


"'■'  fxdx 


TT  r'^ft. 


0 
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Wäre  aber  das  cylindrische  Gefäss  oben  durch  einen  horizontalen 
ebenen  Deckel  in  der  Höhe  ff  (h<^ff<Cb)  über  der  «y-Ebene  geschlossen, 
oder  anch  nnr  mit  einem  nach  innen  so  weit  vortretenden  ebenen  Rande 
versehen,  dass  dadurch  die  Erhebung  des  Wassers  Aber  die  Höhe  %  =  ff 
verhindert  wird,  so  hat  man  fttr  das  Volumen,  welches  von  der  freien  Ober- 
flÄche  Gl.  (6)  und  der  Deckelebeiie  z  =  ff  begrenzt  wird,  falls  q  den  Halb- 
messer des  Durchschnittskreises  zwischen  diesen  beiden  Flächen  bedeutet, 
die  Gleichung 

l  ,T()«  ^ff—  ff)  =  jrrHff—  h\ 


Wenn  darin  nach  GL  (61 


^=%iH-a, 


CO 

t 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich: 

1/  JT JL 
9 
Die  üeberdruckhöhe  in  der  (positiven  oder  negativen)  Tiefe  a  unter 
dem  Scheitelpunkte  A  der  Oberfläche  und  in  der  Entfernung  ß  von  der 
üotationsaxe  des  Gelasses  ist  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (6)  und  das  allgemeine 
Gesetz  Gl.  (4) 

-9 
nnd  die  Pressung  p=pQ-\-'f{a-\--  - — j    (^) 

nnabhängig  vou  der  Gestalt  des  Gefässos  und  von  dem  Umstände,  ob  die 
Erbebung  des  Wassers  am  Rande  durch  einen  Gefässdeckel  beschränkt 
wird  oder  nicht-,  was  bei  solcher  Beschränkung  an  Wasserstandshöhe  fehlt, 
wird  durch  den  Druck  des  Deckels  ersetzt. 

3)  Das  Gefäss  rotire  um  eine  horizontale  Axo,  etwa  um  die 
y-Axe  von  fester  Lage  gegen  das  Gefäss  und  im  Räume  (gegen  die  Erde); 
die  S5-Axe  sei  nach  wie  vor  vertical  und  positiv  in  der  Richtung  nach  oben, 
also  ebenso  wie  die  x-Axe  fest  im  Räume,  aber  nicht  gegen  das  Gefäss. 
Hiermit  liegt  ein  Fall  vor,  in  welchem  es  sich  nach  der  zu  Ende  von  §.53 
gemachten  Bemerkung  nicht  sowohl  um  einen  wirklich  stattfindenden,  als 
vielmehr  um  den  gedachten  Gleichgewichtszustand  handelt,  welcher  ein- 
treten würde,  wenn  das  Gefäss  in  seiner  augenblicklichen  Lage  gegen  die 
Axen  verharrte,  gleichwohl' aber  die  von  der  Bewegung  des  Gef&sses  her- 
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iUhrende  Ergänzungskraft  fortwirkte.  Der  wirkliche  Zustand  kann  indessen 
jenem  gedachten  Gleichgewichtszustande  ziemlich  nahe  kommen,  indem  es 
im  Wesentlichen  nur  die  relativen  Bewegungen  der  Wassertheilchen  zu- 
nächst  der  freien  Oberfläche  sind,  welche  die  stetige  Aenderung  der  rela- 
tiven Lage  dieser  Oberfläche  gegen  das  Gefäss  bei  dessen  Bewegung  ver- 
mitteln; die  Aufgabe  ist  von  teclmischem  Interesse  z.  B.  zur  angenäherten 
Bestimmung  des  Ortes,  wo  das  Wasser  aus  den  Zellen  eines  um  eine  hori- 
zontale Axe  rotirenden  Wasserrades  auszufliessen  anfängt.    Es  ist  hier 

X=(o^x,     r=0,     Z=oy^z—jf, 

also  die  Differentialgleichuiig  der  Niveauflächen: 

Ol  ^xdx  -\-  {oj  ^z  — ff)  dz  ^=  0 
und  ihre  endliche  Gleichung: 

X^  -\-  Z^  Q 

CO*  —  ^s  =  Comt.  oder  ar*  -|-  2*  —  2  — «  %^=  ConH. 

2  •  '  €0* 


oder  auch  x^  -\- yz —     2)  "^  Comt.=a^    (10). 


9 

CO 

Die  Niveauflächeu  sind  also  concentrische  Kreiscylinder,  deren  Axe  parallel 


der  Rotationsaxe  des  Gefässes  in  der  Höhe    *  ^  vertical  darüber  liegt.   Ins- 

besondere  für  die  freie  Oberfläche  ]si  a  ^  dem  Halbmesser  desjenigen 
dieser  Kreiscylinder,  welcher  von  dem  Gefasse  ein  Volumen  =  seinem 
Wasserinhalte  abschneidet;  wenn  dieser  Kreiscylinder  im  Falle  der  Wasser- 
radzclle  nur  eben  noch  dessen  vordere  und  das  Wasser  tragende  Schaufel  in 
seiner  äusseren  Kante  trifft,  beginnt  der  Ausfluss  des  Wassers  aus  der  Zelle. 


§.  56.    Hydrostatischer  Druck  auf  ausgedehnte  Flüchen. 

Der  Druck,  welchen  das  im  Gleichgewicht  befindliche  Wasser  auf  ir- 
gend eine  Fläche  ausübt,  der  sogenannte  hydrostatische  Druck  auf  dieselbe, 
ist  bestimmt  durch  die  nach  dem  vorigen  §.  bekannten  Pressungen, 
welche  in  den  verschiedenen  Punkten  der  Fläche  stattfinden.  Von  grös- 
serem Interesse  ist  hierbei  nur  der  im  vorigen  §.  unter  1)  betrachtete 
Fall,  dass  das  Gefäss  in  Ruhe  ist  oder  eine  geradlinige  und  gleichf5rmige 
Translationsbewegung  hat,  dass  also  die  freie  Wasseroberfläche 
eine  horizontale  Ebene  und  die  Ueberdruckhöhe  für  irgend 
einen  Punkt  =  dessen  Tiefe  unter  dieser  Ebene,  die  Druck- 
Po 
hoho    für   denselben  =r  seiner   Tiefe   unter   einer  um  -    hoher 
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gelegenen  horizontalen  Ebene  ist.  Beiderlei  Tiefen  sollen  im  Fol- 
genden mit  z  bezeichnet  und  Druckhöhen  genannt  werden;  der  kurzweg  so 
genannte  Druck  bedeutet  dann  den  Ueberdruck  oder  den  Gesammtdruck, 
jenachdem  z  von  der  wirklichen  freien  Wasseroberfläche  oder  von  jener 

am   ^  höher  gelegenen  Ebene  aus  gerechnet  wird.    Gewöhnlich  kommt 

nur  der  Ueberdruck  in  Betracht,  weil  die  gedrückte  Fläche  dem  gleich- 
f5rmig  vertheilten  Druck  p^  (meistens  dem  Atmosphärendruck)  von  beiden 
Seiten  ausgesetzt  zu  sein  pflegt.    Unter  diesen  Voraussetzungen  sei 

a)  die  gedrückte  Fläche  F  eben,  so  dass  die  Pressungen  auf  die 
verschiedenen  Flächenelemente  dF  gleich  gerichtet  sind  und  sich  zu  einer 
Resultanten  =  ihrer  Summe  zusammensetzen  lassen.  Gemäss  der  Bedeutung 
der  Druckhöhe  z  für  das  Flächenelement  dF  ist  der  Druck  auf  dasselbe 
=ytdF^  also  der  Druck  F  auf  die  ganze  Fläche  F,  wenn  Zq  die  Tiefe 
des  Schwerpunkte?  8q  von  F  unter  der  freien  Wasseroberfläche  (der  wirk- 

liehen  oder  der  um  --  erhöht  gedachten)  ist, 

P=  fyzdF^yFz,,     (1) 

=^dem  Gewicht  einer  Wassersäule  von  der  Basis  F  und  der  Höhe  Zq. 

Zur  Bestimmung  des  Punktes  S^,  in  welchem  die  Ricbtungslinie  von 
P  die  Fläche  F  trifft,  des  sogenannten  Mittelpunktes  des  Drucks, 
werde  diese  Fläche,  welche  unter  dem  Winkel  a  gegen  den  Horizont  ge- 
neigt sei,  auf  ein  rechtwinkeliges  Axensystem  der  x  und  y  in  ihr  bezogen 
so,  dass  die  y-Axe  in  ihrem  Schnitt  mit  der  freien  Wasseroberfläche,  d.  h. 
mit  der  Ebene  liegt,  von  welcher  aus  die  Tiefe  2  gerechnet  wird,  die  aJ-Axe 
folglich  (positiv  abwärts)  eine  Neigungslinie  von  F  ist.  Sind  dann  x  und  y, 
«0  und  y^,  a?i  und  y^  beziehungsweise  die  Coordinaten  des  Flächenele- 
mentes  dF^  des  Schwerpunktes  Sq  und  des  Punktes  S^,  so  ist 

\  r  fxzdF  ±  r  jyzdF 

2  8  2  ^ 

oder  wegen  =  -^  =  sin  a,  also  —  = 

X  Xq  Zq  Xq 

fx^dF  fxydF 

x,=^-      -     ;    y,^J        -     (2). 

^  Ft       ^     ^^  Fr 

Ist  jP4*  das  Trägheitsmoment  von  F  für  die  mit  der  y-Axe  parallele  Gerade 
dnrch  Ä^,  d,  h.  die  Summe  der  Producte  der  Flächenelemente  dF  und  der 
Quadrate  ihrer  Abstände  §  von  jener  Geraden,  so  ist 
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J>dF  =^  j\x^  +  §)^dF=  Fix, « +  P), 


also  auch 


X, 


X. 


0    +^'_,     ,    ^' 
—  •'^o  -r  — 


(3;. 


X 


0 


Ist  die  x-Axe  Sjrmmetrieaxe  von  F^  so  ist  jxydF  =  0^  also  y^  =0;  sie 

enthält  dann  die  Punkte  Sq  und  aS^.    Von  besonderen  Fällen  sind  folgende 
beraerkenswerth. , 

1)  Die  gedrückte  Fläche  ist  ein  Trapez  (Fig.  14),  dessen  parallele 
^J^- 1*-  Seiten  AA  =  a  und  BB  —  h  in  den  Abständen 
=  e  und  c  +  Ä  mit  der  y-Axe  parallel  sind. 


A' 


7f— y 
I.     I 


T 


I 
I 


A 


^    Die  Grösse  des  Drucks  ergiebt  sich  ans 

P  =  yF%Q  =  yFxQüin  a 

h 


\ 


mit 


„,•=■(,+.,.„...=.+»- "±f)<*^ 


JD 


Ä  Der  Druckmittelpunkt  ä,  liegt  mit  dem  Schwer- 
punkte Sq  in  der  Mittellinie  GZ),  ist  also  durch  seinen  Abstand  x^  von  der 
y-Axe  bestimmt.    Setzt  man 

so  ist,  wenn  dF  einen  mit  den  Seiten  AA  und  BB  parallelen  unendlich 
schmalen  Flächenstreifen  des  Trapezes  im  Abstände  g  von  AA  bedeutet, 


« 


h 


(a-h) 


d^ 


r^H 


Fx 


0 


h  ,     ,    ,    /     ,    A  a  4-  2Ä\ 


Durch  Ausführung  der  Integration  und  durch  eine  leichte  Umfonnuug 
des  Ausdrucks  findet  man: 


X, 


'  '1 


~^"^  2  37((7 -fl)~  +  V*  (ff  +  2^) 
Liegt  die  Seite  AA  in  der  y-Axe,  so  ist  <j  =  0,  also 

^        2  Ä+2^ 
insbesondere  mit  &  =  0,  also  für  den  Fall  eines  Dreiecks  von  der  Höbe  A, 


dessen  Grundlinie  in  der  y-Axe  liegt,  wäre  a?,  =  v,  • 
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Ffir  den  Fall  eines  Parallelogramms  mit  z¥rei  horizontalen  Seiten  in 
den  Abständen  e  und  r  +  ä  =r  rf  von  der  y-Axe  ergiebt  sich  aus  Gl.  (5) 
mit  a  =  l', 

oder  auch  mit  h  =  d  —  e: 

_   2  c^-f-cd+d^_2  d^—c^  ,gs 

Ist  die  gedrückte  Fläche  ein  Rechteck  von  der  Breite  AA  ^-=  BB 
=  h  und  der  Höhe  AB  =  A,  dessen  Seite  AA  in  der  (wirklichen)  freien 
Wasseroberfläche  liegt«  so  bietet  sich  bei  gewissen  technischen  Problemen 
die  Aufgabe  dar,  dieses  Rechteck  durch  horizontale  Gerade  A^A^^  ^-^s 
...  in  den  Abständen  a^^  a^  ,  .  .  von  AA  so  in  n  Theile  zu  zerlegen, 
dass  jeder  Theil  AAAiA^,  A^A^A^A^     .  .  denselben  Ueberdruck 

n  n'  2  //'    2 

aoszubalten  hat,  und  die  Mittelpunkte  S^^  S^  .  .  ,  dieser  Pressungen  durch 
ihre  Abstände  =a?i,  a?^  .  .  .  von  AA  zu  bestimmen;  wenn  z.  B.  die  recht- 
eckige Fläche  durch  n  horizontale  Träger  so  unterstützt  werden  soll,  dass 
dieselben  bei  gleichen  Dimensionen  alle  gleich  angestrengt  werdeu,  so  sind 
sie  in  gleichen  Höhen  mit  diesen  Punkten  S^^  S^  .  .  .  anzuordnen.  Aus 
der  Bedingung,  dass  der  Ueberdruck  auf  die  Fläche 

AAA^A^ 

beziehungsweise  ■■=-=     P 

II 

sein  solL  ergiebt  sich  <t  *  ==:     A* 


r  II 


^  Aj^^uA^ 

•     • 

•> 

'^  P 

II 

•     •     • 

)i 

■     • 

a^  = 

\'  h. 

n 

also  u.—  \/h.     h  u,  :=Y^  h.     h (9). 

f  II  '  n 

wonach  diese  Längen  a^^  a^  ...  leicht  durch  Construction  gefunden  werden 
können  in  den  von  A  aus  gezogenen  Sehnen  eines  über  AB  =r  A  als  Durch- 
messer beschriebenen  Halbkreises,  deren  Projectiouen  auf  AB  beziehungs- 

1        '* 

weise  =      h,  "  h  .  .  .  sind.    Nach  Gl.  (H)  und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (9) 
n        n 

liegt  dann  der  Mittelpunkt  des  Ueberdrucks  für  den  t^^  Flächentheil  in 

der  Entfernung 
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,,  ..-^^  ''.-^i-i^'  : (10) 


?t 


4 


von  der  Seite  AJ.  des  Rechtecks. 

2)  Die  gedrückte  Fläche  ist  eiue  Ellipse,  deren  eine  Haaptaxe 
=  2a  in  der  x-Axe  liegt,  während  die  andere  =  2b  im  Abstände  e  mit  der 
y-Axe  parallel  ist.    In  diesem  Falle  ist 

F  :=  jtab\     a-Q  =  c\     Fk^  =  ,  also  k^  =^ 

und  somit  nach  Gl.  (1>  und  (3) 

1  a^ 

P  ^^  yxabeatn  «;     x^  =  c  -{-  —       (H  • 

4  c 

b)  Bei  einer  beliebigen,  im  Allgemeinen  krummen  Fläche 
lassen  sich  die  Elementardrucke  auf  die  Flächenelemente  im  Allgemeinen 
nicht  zu  einer  Resultanten  zusammensetzen,  und  es  ist  deshalb  hier  nur 
von  dem  Druck  nach  einer  gewissen  Richtung  AB  ^=  der  Resul- 
tanten der  nach  dieser  Richtung  genommenen  Elementardrucke  die  Rede. 
Wenn  dann  die  gedrückte  Fläche,  wie  es  im  Allgemeinen  der  Fall  sein 
kann,  von  gewissen  mit  AB  parallelen  Geraden  in  mehr  als  je  einem 
Punkte  geschnitten  wird,  so  werde  sie  zunächst  in  solche  Theile  zerleg 
welche  von  jeder  mit  AB  parallelen  Geraden  nur  einmal  geschnitten  werden, 
für  welche  also  die  Richtungen  der  Elementardrucke  nur  spitze  Winkel 
mit  der  Richtung  AB  oder  BA  bilden,  und  der  Druck  =  P  nach  der 
Richtung  AB  oder  BA  auf  jeden  solchen  Flächentheil  =  F  berechnet, 
wonach  für  die  ganze  Fläche  der  resultirende  Druck  nach  AB  in  der 
algebraischen  Summe  dieser  Werthe  P  erhalten  wird.  Ist  nun  z  die  Tiefe 
des  Flächenelementes  dF  unter  der  freien  Wasseroberfläche  (d.  h.  der 

wirklichen  oder  der  um     '*   erhöht  gedachten  freien  Wasseroberfläche,  je- 

7 
uachdeiu  der  Druck   als  Uebcrdruck   oder  als  Gesammtdruck  vorstanden 

wird),  «  der  spitze  Winkel,  welchen  die  Normale  von  F  an  der  Stelle  ,des 
Elementes  dF  mit  der  Geraden  AB  oder  BA  bildet,  und  pdF  der  Normal- 
druck auf  dF,  so  ist 

P  ^  JpdF.coM  a  ^  JpdF' =  y  fzdF' (12), 

wobei  dF'  die  Projection  von  dF  in  einer  zu  AB  senkrechten  Ebene 
bedeutet  und  die  Integration  über  das  ganze  Flächenstück  F  auszudehnen 
ist,  welches  der  oben  genannten  Voraussetzung  entspricht.    Ist 

1)  die  Druckrichtung  u£&  horizontal,  so  ist  7»rfi^=  dem  Druck 


§.56.  ARCHIMEDISCHES   PBINCIP.  303 

auf  das  Element  dl'  der  verticalen  Projectionsebeue,  wo  sie  auch  normal 
za  AB  angenommen  werden  mag;  es  stimmt  also  P  bezüglich  anf  Grösse 
und  Richtungslinie  mit  dem  Druck  anf  die  Projection  ^  der  Fläche  F 
in  einer  beliebigen  zu  AB  senkrechten  Ebene  überein. 

2)  Ist  die  Druckrichtnng  AB  vertical,  so  ist  yzdl*  =  dem 
Gewicht  eines  verticalen  Wasserfadens  zwischen  dF  und  der  freien  Wasser- 
oberfläche; es  stimmt  also  F  bezüglich  auf  Grösse  und  Richtungslinie  mit 
der  Schwerkraft  der  Wassermasse  überoin,  welche  durch  die  Fläche  -F, 
dnrch  eine  verticale  Cylinderfläche  und  durch  die  Ebene  der  freien  Wasser- 
oberfläche begrenzt  wird. 

3)  Sind  die  Verticalprojectionen  aller  Dimensionen  von  F  sehr  klein 
im  Vergleich  mit  der  Druckhöhe,  so  dass  ohne  wesentlichen  Fehler  der 
Bpecifische  Druck  p  constant  gesetzt  werden  kann,  so  ist 

=  dem  Druck  auf  die  Projection  F'  von  F  in  einer  zur  Druckrichtnng 
senkrechten  Projectionsebeue;  wegen  gleichförmiger  Vertheilung  dieses 
Dmcks  in  der  Projection  F'  geht  die  Richtungslinie  von  P  durch  den 
Schwerpunkt  derselben.  — 

Wenn  ein  fester  Körper  in  Wasser  ganz  oder  theilweise  eingetaucht 
ist,  so  ergiebt  sich  leicht  aus  den  vorstehend  unter  1)  und  2)  angeführten 
Gesetzen,  dass  der  resultirende  Ueberdruck  des  Wassers  auf  diesen  Körper 
nach  jeder  horizontalen  Richtung  =  Null,  nach  verticaler  Richtung  aber 
gleich  und  entgegengesetzt  der  Schwerkraft  des  verdrängten  Wassers,  d.  h. 
desjenigen  Wassers  ist,  welches  sich  an  der  Stelle  des  festen  Körpers  rosp. 
semes  eingetauchten  Theiles  mit  dem  übrigen  Wasser  im  Gleichgewicht 
befinden  würde.  Dieser  verticale  Ueberdruck  pflegt  der  Auftrieb  des 
Wassers,  und  das  Gesetz,  nach  welchem  derselbe  mit  der  Schwerkraft 
des  verdrängten  Wassers  einerlei  Grösse  und  Richtungslinie, 
aber  entgegengesetzte  Richtung  hat,  das  Archimedische  Princip 
genannt  zu  werden.  Dasselbe  ergiebt  sich  auch  aus  der  einfachen  Erwägung, 
dass  der  Druck  auf  die  eingetauchte  Oberfläche  des  festen  Körpers  dem 
Druck  auf  das  an  derselben  Stelle  im  Gleichgewicht  befindliche  Wasser  in 
jeder  Hinsicht  gleich  sein  muss,  weil  die  Erstarrung  dieses  Wassers  keine 
Aendemng  des  Gleichgewichtes  des  übrigen  Wassers,  also  auch  nicht  des 
von  ihm  ausgeübten  Drucks  verursachen  kann.  Dieselbe  Erwägung  lässt 
erkennen,  dass  das  Archimedische  Princip  auch  dann  noch  gültig  bleibt, 
wenn  die  Flüssigkeit  aus  ungleich  dichten  Schichten  besteht,  falls  nur  die 
Terdrängte  Flüssigkeit,  deren   Schwerkralt  der  Auftrieb  entgegengesetzt 
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gleich  ist,  in  derselben  Weise  ungleichförmig  dicht  gedacht  wird,  wie  sie 
es  sein  würde,  wenn  sie  au  der  Stelle  des  eingetauchten  Körpers  oder 
Körpertheiles  mit  der  tlbrigen  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  wäre. 


§.  57.   Gleichgewicht  schwimmender  KSrper. 

Man  sagt  von  einem  festen  Körper,  er  schwimme  in  oder  auf  dem 
Wasser,  wenn  er,  ganz  oder  th eilweise  in  dasselbe  eingetaucht,  dauernd 
frei  beweglicli  ist,  insoweit  nicht  das  Wasser  selbst  seine  Beweglichkeit 
beschränkt.     Dieses  befinde  sich  in  einem  ruhenden  oder  geradlinig  und 
gleichförmig  bewegten  Gefässe,  also  mit  horizontaler  freier  Oberfläche,  im 
Gleichgewicht;  y  sei  sein  specif.  Gewicht  und   V  das  vom  Körper  ver- 
drängte Wasservolumen.    Dem  vorigen  §.  zufolge  erfährt  dann  der  Körper 
durch  das  Wasser  einen  vertical  aufwärts  gerichteten  Druck  P=yV^  den 
sogenannten  Auftrieb,  dessen  Richtungslinie  durch  den  Schwerpunkt  A  des 
Volumens  V  geht,  mit  welchem  nämlich  der  Schwerpunkt  des  verdrängten 
Wassers  wegen  dessen  gleichförmiger  Dichtigkeit  zusammenfällt.    Der  Auf- 
trieb  P  ist  nur  das  Kesultat  des  sogenannten  Ueberdrucks  des  W^assers 
auf  den  festen  Körper;  erfährt  das  Wasser  an  seiner  freien  Oberfläche  von 
einem  angrenzenden  Medium,   z.  B.  von  der  atmosphärischen  Luft,   den 
specifischen  Druck  f^^  so  wird  derselbe  auch  auf  den  vom  Wasser  berührten 
Tlieil  der  Körperoberüäche  mit  gleicher  Grösse  übertragen,  während  bei 
nur  theilweiser  Eintauchung  des  Körpers  der  nicht  vom  Wasser  berührte 
Theil  seiner  Oberfläche  jenem  Druck  des  fraglichen  Mediums  direct  aus- 
gesetzt ist.   Ist  aber  derselbe  auch  hier  gleichförmig  und  =/'o  P'*^^  Flächen- 
einheit, so  ist  der  entsprechende  Gesammtdruck  auf  den  Körper  (gemäss 
dem  Gesetz  unter  3)  zu  Ende  des  vorigen  §.)  nach  jeder  Richtung  =  Null; 
ist  er  es  nicht  (wie  es  z.  B.  in  Betreff  des  Luftdrucks,  welcher  wegen  der 
eigenen  Schwere  der  Luft  nach  oben  etwas  abnimmt,  in  der  That  nicht 
genau  der  Fall  ist),   so  soll  der  Gesammtdruck  des  fraglichen  Mediums, 
welcher  nach  dem  auch  auf  luftförmige  Flüssigkeiten  anwendbaren  Archi- 
medischen Princip   ermittelt  werden  kann,  als  Bestandtheil  des  Körper- 
gewichts in  Rechnung  gebracht  hier  vorausgesetzt  werden.     Mit  dieser 
eventuellen  (meist  unnöthigen)  Correction  sei  Q  das  Gewicht  des  Körpers, 
B  sein  Schwerpunkt,   in  welchem  also  Q  als  vertical  abwärts  gerichtete 
Kraft  angreifend  zu  denken  ist. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  P  und  Q  die  einzigen  Kräfte  sind, 
welche'  auf   den   schwimmenden   Körper   wirken,   sollen   seine    Gleich- 
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gewichtslagen  bestimmt  und  die  Kcniizeichen  dafür  ermittelt  werden, 
diias  das  Oleichgewicht  sicher  oder  unsicher  (stabil  oder  labil)  ist,  d.  h. 
der  Körper,  wenn  er  unendlich  wenig  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt 
und  der  Wirkung  jener  Kräfte  frei  überlassen  worden  ist,  in  jene  Lage 
zurückgetrieben  oder  noch  weiter  daraus  entfernt  wird. 

Bei  jeder  Gleichgewichtslage  muss  P^=rYV=Q  und  die  Gerade  AB 
vertical  sein.  Ist  also  zunächst  der  Körper  ganz  eingetaucht,  schwimmt 
er  im  Wasser,  so  bedeutet  Fsein  ganzes  Volumen  (sein  äusseres  Volumen 
mit  Rücksicht  auf  etwa  eingeschlossene  Hohlräume),  und  kann  er  sich  nur 
dann  im  Gleichgewicht  befinden,  wenn  sein  entsprechendes  mittleres  speci- 

Q 
fisclies  Gewicht  ^=  p.  dem  specifischen  Gewicht  y  des  Wassers  gleich  ist. 

Da  femer  der  Punkt  A  in  diesem  Fajle,  ebenso  wie  der  Punkt  B  immer, 
nur  eine  einzige  bestimmte  Lage  im  Körper  hat,  so  giebt  es,  falls  die 
Bedingung  ö  =^  7  F  erfüllt  ist,  nur  zwei  Gleichgewichtslagen,  von  denen 
offenbar  diejenige  sicher  ist,  bei  welcher  B  vertical  unter  ^1,  und  die  andere 
üTwicher,  bei  welcher  B  vertical  über  A  liegt. 

Von  grösserem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  der  Körper  nur  t heil- 
weise eingetaucht  ist,  dass  er  auf  dem  Wasser  schwimmt.  Die 
Bestimmung  seiner  Gleichgewichtslagen  besteht  dann  in  der  Aufgabe,  ihn 

Q 

durch  Ebenen  E  so  zu  schneiden,  dass  1)  dieselben  das  A^olumen   V= 

7 
atnchneiden  und  dass  2)  die  Gerade,  welche  durch  den  Schwerpunkt  A  des 

abgeschnittenen  Volumens   V  und  durch  den  Schwerpunkt  B  des  Körpers 

geht,  zur  schneidenden  Ebene  senkrecht  ist.    Das  abzuschneidende  Volumen 

erfordert  eine  nähere  Erklärung;  es  ist  zu  verstehen .  als  das  Volumen, 

welches  von  der  schneidenden  Ebene  E  und  von  einem  zusammenhängenden 

Theil  der  Körperoberfläche  so  begrenzt  wird,  dass  alle  Körperelemente  theils 

in  diesem  Volumen  F,  theils  jenseits  der  Ebene  E  liegen.    Dabei  braucht 

das  Volumen  V  nicht  ganz  von  Körperelementen  erfüllt  zu  sein,  d.  h.  es 

kann  (bei  hohlen  geschlossenen  oder  bei  gefässförmigen  Körpern,  welche 

mit  aufwärts  gekehrter  Oeffnung  ihres  Hohlraums  schwimmen)    ?^>  F, 

sein,  wenn  F^  den  von  der  Ebene  E  abgeschnittenen  Theil  des  Körper- 

vohimens  selbst  bedeutet,  welcher  mit  /"auf  derselben  Seite  von  fliegt;  es 

kann  sogar  F grösser,  als  das  ganze  Körpervolumen  F^,  also  yV^r^Q'^yV^ 

Q 
sein,  wenn  nämlich  das  mittlere  speciüsche  Gewicht  y^  —-  _^    des  Körpers 

'  0 
^2.  B.  eines  Schiffes)  >  y  ist. 

Der  ersten  der  obigen  zwei  Forderungen  kann,  wenn  es  überhaupt 

Grashof,  theoret.  Maschinenlehre.  I.  20 
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möglich  ist,  im  Allgemeinen  auf  unendlich  mannigfache  Weise  entsprochen 
werden^  indem  man  sich  eine  Ehene  E  relativ  gegen  den  Körper  so  bewegt 

Q 

denken  kann,  dass  sie  immer  dasselbe  Volumen  V=     in  dem  eben  erklärten 

/ 
Sinne  abschneidet;  der  Schwerpunkt  A  des  letzteren  bewegt  sich  dabei 

in  einer  gewissen  Fläche,  welche,  als  Ort  aller  möglichen  Lagen  des 
Punktes  A  im  Körper  betrachtet,  mit  (A)  bezeichnet  sei.  Diese  Fläche  ist 
entweder  ei&e  geschlossene  (einen  gewissen  Raum  umschliessende)  oder 
eine  durch  eine  gewisse  Curs^e  begrenzte  zusammenhängende  Fläche,  oder 
sie  kann  auch  aus  getrennten  je  durch  eine  Curve  begrenzten  Theileo 
bestehen.  Giebt  es  senkrecht  zu  jeder  Richtung  im  Körper  je  zwei  schnei- 
dende Ebenen  E^  welche  der  Bedingung  7  V=  Q  entsprechen  und  die 
äussere  Körperoberfläche  (im  Gegensatze  zu  etwaigen  inneren,  Hohlräume 
umschliessenden  Oberflächen)  in  nur  einer  geschlossenen  Curve  schneiden, 
wie  es  namentlich  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  äussere  Körperoberfläche 
durchaus  convex  gekrümmt  ist,  also  von  keiner  Berührungsebene  geschnitten 
wird,  so  ist  {A)  eine  geschlossene  Fläche;  umschliesst  dabei  der  Körper 
keine  Hohlräume,  so  ist  nothwendig  T\  =  F<1  T^,  also  (wegen  y^,  F^  =^  7  r) 
Yq  <^  7,  während  im  Falle  von  abgeschlossenen  Hohlräumen  im  Körper 
auch  7o  !>  7  sein  kann  und  dann 

ist  Hat  die  äussere  Oberfläche  des  Körpers  Einbachtangen,  nach  aossea 
offenen  Höhlungen'  entsprechend,  und  zwar  so,  dass  gewisse  Ebenen  £ 
welche  der  Bedingung  yV=Q  entsprechen,  jene  Oberfläche  in  mehr  als 
einer  geschlossenen  Curve  schneiden,  so  besteht  die  Fläche  {A)  im  All- 
gemeinen  aus  verschiedenen  getrennten  und  nicht  geschlossenen  Theilen. 
Hat  insbesondere  der  Körper  die  Form  eines  einfachen  Gefflsses,  eine 
einzige  nach  aussen  offene  Höhlung  bildend,  und  ist  dabei  7o]>79  m 
können  der  Bedingung  7  V==  Q  überhaupt  nur  solche  Ebenen  E  entsprechen, 
welche  die  Oberfläche  in  zwei  verschiedenen  geschlossenen  Curven  C  und  (7, 
schneiden;  in  der  einen  schneiden  sie  den  Theil  der  Oberfläche,  mit 
welchem  sie  zusammen  das  Volumen  F,  in  der  anderen  den  Theil  der 
Oberfläche,  mit  welchem  sie  den  innerhalb  V  liegenden  hohlen  Ranm 
=  V —  Fj  umschliessen,  indem  hier  wegen  7o  >  7  jedenfalls  1\  <1  V 
sein  muss.  Die  Fläche  {A)  ist  in  diesem  Falle  nicht  geschlossen,  sondern 
von  einer  Cur\'e  begrenzt^  deren  Punkte  A  solchen  Grenzlagen  der  Ebene  E 
entsprechen,  für  welche  sich  die  vorgenannten  Schnittcurvon  C  und  i\ 
berühren;  würde  die  Ebene  über  eine  solche  Grenzlage  hinausbewegt,  so 
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Fig.  15. 


Würde  das  einem  Einfliessen  von  Wasser  in  die  Höhlung  des  GefUsses 
entsprechen,  es  würde  dann  Fi=  V  und  die  Erfüllung  der  Bedingung 
Yr=  Q  =  YqVq  unmöglich.  Ist  aber  im  Falle  eines  gef&ssfömiigen 
Körpers  Yq  <C  7»  so  giebt  es  ausser  solchen  Lagen  der  Ebene  J&,  für  welche 
Vi<^V  ist,  noch  solche,  fiir  welche  V^:=  V  ist;  die  einen  und  die 
anderen  gehen  dabei  im  Allgemeinen  nicht  stetig  in  einander  über,  und 
besteht  deshalb  die  Fläche  (J)  aus  getrennten  und  nicht  geschlossenen 
Theilen,  und  zwar  aus  zwei  Theilen  im  Falle  eines  einfachen  Gefösses. 
In  allen  Fällen  hat  die  Fläche  {Ä)  die  für  die  Charakterisirung  der 
Gleichgewichtslagen  des  schwimmenden  Körpers  bemerkenswerthe  Eigen- 
schaft, dass  ihre  Berührungsebene  für  jeden  ihrer  Punkte  Ä  der  ent- 
sprechenden Ebene  J&,  d.  h.  derjenigen  Ebene   parallel  ist,  welche  das 

Volumen  Fabschneidet,  dessen  Schwerpunkt 
dieser  Punkt  A  ist.  Ist  nämlich  (Fig.  15) 
CODH  eine  solche  Ebene  E^  A  der  Schwer- 
punkt des  entsprechenden  Volumens  F,  ist 
ferner  C  GJfJI  eine  andere  solche  Ebene  E^ 
welche  jene  in  OH  unter  einem  sehr  kleinen 
Winkel  schneidet,  und  Ä  der  Schwerpunkt 
des  von  ihr  abgeschnittenen  Volumens  F,  so 
sind  die  beiden  sehr  kleinen  keilförmigen 
Volumina  OHCCf  und  GEDIf  einander  gleich,  etwa  == «?.  Sind  J  und  J* 
ihre  Schwerpunkte,  während  K  der  Schwerpunkt  des  Volumens  =  F —  r 
ist,  das  die  Ebenen  GHC'  und  Ö^DÄ"  gemeinschaftlich  abschneiden,  so  liegt 
A  in  der  Geraden  JK^  Ä  in  der  Geraden  /'JT,  und  zwar  so,  dass 

KA_KÄ^_  V 
ÄJ~ä7'~V—'v 
ist,  dass  also  die  Geraden  AA'  und  JJ'  parallel  sind.  Die  Gerade  JJ' 
bildet  aber  einen  sehr  kleinen  Winkel  mit  der  Ebene  COJDH^  welcher  zu- 
gleich mit  dem  Winkel,  unter  welchem  diese  Ebene  von  der  Ebene  (f  OB* IL 
geschnitten  wird,  verschwindend  klein  wird;  zugleich  wird  AJl  das  Längen- 
element einer  Tangente  der  Fläche  {Ä)  im  Punkte  A.  Lässt  man  die 
Ebene  CGBH  von  immer  anderen  der  Ebenen  E  unter  verschwindend 
kleinem  Winkel  geschnitten  werden,  so  dass  der  Schnitt  GH  sich  stetig 
in  jener  Ebene  dreht,  so  dreht  sich  AlÄ  parallel  derselben  um  den  Punkt  A 
und  beschreibt  ein  Element  der  Berührungsebene  der  Fläche  {A)  für  diesen 
Punkt  A. 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  Fläche  (A)  folgt,  dass   die  Gorade  AB 

dann  normal  zu   der  dem  Punkte  A  entsprechenden  Schnittebene  E  ist, 

20* 
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wenn  sie  mit  der  Normalen  der  Fläche  (A)  für  den  Punkt  A  zusanunen- 
fällt.  Kennt  man  also  diese  Fläche  im  Körper,  so  sind  dessen  Gleich- 
gewichtslagen bestimmt  durch  die  Normalen,  welche  von  seinem  Schwer- 
punkte B  auf  die  Fläche  gefällt  werden  können,  und  welche  seine 
Schwimmaxen  genannt  werden  sollen.  Der  schwimmende  Körper  ist  im 
Gleichgewicht,  wenn  er  bei  verticaler  Lage  einer  Schwimmaxe  bis  zu  einer 

Q 

Ebene  E  eingetaucht  ist,  welche  unterhalb  das  Volumen  F=     abschneidet 

7 

und  welche,   fixirt  gedacht  im  Körper,  eine  Schwimmebene  desselben 

heissen  mag.  Im  Allgemeinen  gehört  zu  jeder  Schwimmaxe  eine  Sohwimm- 
ebene;  es  können  indessen  zwei  Schwimmaxen  in  einer  zusammenfallen, 
welcher  dann  zwei  Schwimmebenen  entsprechen. 

Ist  das  Körpervolumen  symmetrisch  in  Beziehung  auf  eine  gewisse 
Ebene,  so  ist  diese  offenbar  auch  Symmetrieebene  der  Fläche  (-4),  und 
wenn  sie  ausserdem  den  Schwerpunkt  B  enthält,  wie  es  u.  A.  bei  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  des  Körpers  der  Fall  sein  würde,  so  fallen  auch 
gewisse  Schwimmaxen  in  die  Symmetrieebene,  welche  somit  bei  den  ent- 
sprechenden Gleichgewichtslagen  des  schwimmenden  Köri)ers  vertical  ist. 

Der  Charakter  einer  Gleichgewichtslage  ist  durch  die  Krümmung  der 
Fläche  (A)  bedingt,  in  welcher  Hinsicht  zunächst  die  folgende  Bemerkung 
wichtig  ist.  Denkt  man  (Fig.  15)  die  Ebene  U^  immer  entsprechend  der 
Bedingung  y  V=  Q,  in  stete  demselben  Sinne  gedreht  durch  die  Lagen  CZ), 
CfJ)\  i^'D" . .  .,  so  dass  die  Durchschnittslinien  QJT^  Ct R' . .  je  zweier  auf 
einander  folgenden  Lagen  parallel  sind,  so  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  durch 
die  entsprechende  Curve  AÄÄ\  .  .,  deren  Elemente  AÄ^  ÄÄ\  . .  den 
Ebenen  CB^  (fJ)' . . .  parallel  sind,  eine  Cylinderfläche  gelegt  wird,  deren 
Erzeugende  parallel  6^^  ist,  dann  diese  Cylinderfläche  beständig  in  gleichem 
Sinne  und  so  gekrümmt  ist,  dass  sie  für  jede  Lage  der  erzeugenden  Geraden 
ihre  concave  Seite  der  entsprechenden  Ebene  JS  zuwendet.  Weil  da^elbe 
für  jede  andere  Richtung  der  Geraden  GJl  in  der  Ebene  CD  oder  in  einer 
anderen  Schnittebeue  JS  gilt  und  so  lange,  als  überhaupt  der  Bedingung 
yJ^=  Q  bei  stetiger  Drehung  der  Ebene  E  in  gleichem  Sinne  genügt 
werden  kann,  so  folgt,  dass  die  Fläche  (A)  resp.  jeder  ihrer  getrennten 
Theile  in  jedem  Punkte  A  durch  unendlich  viele  Cylinderflächen  berührt 
werden  kann,  deren  Erzeugende  in  diesem  Punkte  alle  möglichen  Rich- 
tungen in  der  betreffenden  Berührungsebene  der  Fläche  {A)  haben  und 
welche  daselbst  ihre  concaven  Seiten  alle  der  entsprechenden  Ebene  £ 
zukehren.  Die  Fläche  (A)  ist  also  selbst  überall  concav-concav  gekrümmt 
und  zwar  so,  dass  insbesondere  für  jede  Gleichgewichtslage  des  Körpers 
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ihre  concaYC  Seite  im  Schwerpunkte  A  des  verdrängton  Wasservolumens 

V  nach  oben  gekehrt,  dieser  Punkt  A  folglich  ihr  tiefster  Punkt,  resp.  der 

tieMe  Punkt  des  betreffenden  Theils  der  Fläche  (A)  ist,  falls  dieselbe  aus 

getrennten  Theilen  bestehen  sollte. 

Was    nun    die  Sicherheit    oder   Unsicherheit   des   Gleichire- 

wichtes  betrifft,  so  sei  AB  (Fig.  16)  die . Schwimmaxe  för  die  betreffende 

Fif.  16.       Gleichgewichtslage,   aus  welcher  der   Körper  unendlich  wenig 

herausgedreht  werde'  so,  dass  auch   in  der   neuen  Lage  die 

Q 
Ebene  der  freien  Wasseroberfläche  das  Volumen  V  — -         ab- 

7 
schneidet,  dessen  Schwerpunkt  A'  somit  der  Fläche  (A)  ange- 
hört.   Die  Ebene  der  Figur  enthalte  die  Punkte  A^  B  und  A\ 
,  sei  also  die  Ebene  des  durch  A!  gehenden  Normalschnitts  der 

'^    [A      Fläche  {A)  für  den  Punkt  A ;  der  Krümmuugsmittelpunkt  dieses 
dem  Vorigen  zufolge  jedenfalls  nach  oben  concaven  Schnittes 
sei  C,  der  Krümmungsradius  AC  =  r^  der  Contiugenzwinkel 
k  ACA'  =  de.    Die  Berührungsebene  der  Fläche  {A)  im  Punkte 

A'  ist  der  betreffenden  Schnittebene  E^  d.  i.  der  freien  Wasseroberfläche 
parallel,  ihre  Normale  in  Ä  folglich  vertical.  Diese  Normale  ist  auch 
normal  zu  der  durch  A!  gehenden  Curve  AA!  der  Fläche  {A\  so  dass  A'C 
ihre  Protection  auf  die  Ebene  der  Figur  und  sie  selbst  etwa  A!(f  ist, 
unter  CCf  eine  unendlich  kleine  Strecke  verstanden,  welche  in  C  auf  der 
Ebene  der  Figur  senkrecht  ist.  Der  entsprechende  unendlich  kleine  Winkel 
Cä'C'  sei  =  dt\  er  ist  =  Null,  wenn  AA!  ein  Hauptnormalschnitt  der 
Fläche  ist.  Nun  wirken  in  der  veränderten  Lage  des  Körpers  zwei  gleiche 
nnd  entgegengesetzt  gerichtete  Verticalkräfte  =  Q  auf  denselben,  die  eine 
abwärts  gerichtet  und  in  J?,  die  andere  aufwärts  nach  A'C'  gerichtet  und 
in  A  angreifend  zu  denken,  und  das  Gleichgewicht  des  Körpers  ist  sicher, 
wenigstens  zunächst  bezüglich  auf  den  Sinn,  in  welchem  er  aus  der  Gleich- 
gewichtslage entfernt  wurde,  wenn  ihm  durch  das  Kräftepaar  Q,  Q  eine 
solche  Drehung  ertheilt  wird,  durch  welche  die  Schwimmaxe  in  die  Rich- 
tung der  Verticalen  A!C'  zurückgelangt,  unsicher  im  entgegengesetzten 
Falle;  jene  Drehung  kann  aber  zerlegt  werden  in  eine  solche  um  den 
Winkel  de  im  Sinne  ACA'  und  in  eine  zweite  um  den  Winkel  dl  im 
Sinne  CA!c\ 

Zerlegt  man  die  Kräfte  Q  in  je  eine  Componente  in  der  Ebene  der 
Figur  und  eine  andere  senkrecht  dazu,  so  können  die  ersteren  Compo- 
nenten  =  Q,  die  anderen  =  Qdl  gesetzt  werden.  Ist  die  Entfernung  AB 
=  ff,  positiv  oder  negativ,  jenachdem  B  unter  oder  über  A  liegt,  so  bilden 
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die  Componenten  Q  ein  Paar  in  der  Ebene  der  Figur,  dessen  Moment 
(positiv  für  den  Drehungssinn  ACÄ)  ==  Q{r-\-€)dö  ist,  die  Componenten 
Qdt  ein  Paar  in  einer  dazu  senkrechten  Ebene;  letzteres  kann,  untor  ^ 
die  Projection  von  B  auf  A'C  verstanden,  in  ein  zu  vernachlässigendea 
Paar  an  BJ3^^  dessen  Moment  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  ist,  und  in 
ein  anderes  in  der  Ebene  CA'C'  zerlegt  werden,  dessen  Moment  (positiv 
für  den  Drehuiigssinn  CA'C')  =  Qedl  ist,  wenn  A'J/  =  AB  =  e  gesetzt 
wird.    Das  erste  Paar  =  Q(r-\-e)da  ist  positiv,  entspricht  also  dem  Dre- 
hungssinne  ACA\  wenn  der  Punkt  B  tiefer  liegt,  als  der  Punkt  Cj  wo- 
gegen das  zweite  Paar  =  Qedl  nur  dann  positiv  ist,  dem  Drehungssinnc 
CA'C'  entsprechend,  wenn  B  zugleich  unter  A  liegt.   Gleichwohl  ist  dieser 
letztere  Umstand   nicht  nothwendigo  Bedingung   für   die  Sicherheit   des 
Gleichgewichtes;  denn  während  (fr  =  Null  sein  kann  unabhängig  davon,  ob 
da  =  Null  ist  oder  nicht,  wenn  nämlich  AA'  ein  Hauptnormalschnitt  der 
Fläche  (A)  ist,  wird  umgekehrt  mit  do  =  0  zugleich  auch  dl  =  0.    Das 
Gleichgewicht  ist  deshalb  sicher  oder  unsicher  bezüglich  auf  den  Sinn,  in 
welchem  der  Körper  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgedreht  wurde,  je- 
nachdem  sein  Schwerpunkt  B  tiefer  oder  höher  liegt.,  als  der  Punkt  C; 
der  Umstand,  ob  dabei  B  tiefer  oder  höher  liegt,  als  der  Punkt  -4,  bedingt 
nur  die  Art  der  kleinen  Schwingungen,  welche  der  Körper  um  seine  sichere 
Gleichgewichtslage  ausführt,  wenn  er,  sehr  wenig  daraus  entfernt,  den  be- 
treffenden Kräften  frei  überlassen  wird. 

Soll  nun  aber  das  Gleichgewicht  unbedingt  sicher  sein,  in  welchem 
Sinne  auch  der  Körper  aus  seiner  Gleichgewichtslage  herausgedreht  werden 
mag,  so  muss  offenbar  sein  Schwerpunkt  B  tiefer  liegen,  als  der  KrOm- 
mungsmittelpunkt  C  irgend  eines  Normalschnitts  der  Fläche  (Aj  für  den 
Punkt  A\  es  muss  also  r^^-^-e  >  0  sein,  wenn  r^  und  r^  die  Krünunungs- 
halbmesscr  der  beiden  Hauptnormalschnittc  sind  und  wenn  r^  <  r^,  somit 
r^  der  kleinste  und  r^  der  grösste  Krüimnungshalbmesser  irgend  eines 
Norraalschnittes  ist.  Das  Gleichgewicht  ist  thcilweise  unsicher,  d.  h.  siciier 
oder  unsicher  je  nach  dem  Sinne,  in  welchem  der  Körper  aus  der  Gleich- 
gewichtslage entfernt  wird,  wenn  ^i  +  ^  <C  0  <C  rg  -(-  f,  es  ist  unbedingt 
unsicher,  wenn  rjj  +  ^  <^0  ist. 

Bei  dieser  Betrachtung  sind  nur  solche  Abweichungen  des  Körpers 
von  seiner  Gleichgewichtslage  vorausgesetzt  worden,  bei  welchen  das  ver- 
drängte Wasservolumen  unverändert  =  V  bleibt.  Wenn  aber  zugleich  V 
eine  positive  oder  negative  Aenderung  =  dV  erführe,  so  würde  daraas 
eine  entsprechende  Aenderung  =  dP  des  Auftriebs  resultiren,  d.  h.  es 
würde  zu  dem  in  A'  angreifend  zu  denkenden  Auftrieb  P=  Q=^yV  noch 
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eine  Verticalkraft  (^P^= /(^F  hinzukommen,  deren  Kichtungslinio  durch 
den  Schwerpunkt  des  Yolamens  dV  geht,  welches  zwischen  den  die  Volu- 
mina V  und  V-\-dF  in  der  veränderten  Lage  des  Körpers  abschneidenden 
Horizontalebenen  enthalten  ist,  und  welche  Kraft  aufwärts  oder  abwärts 
gerichtet    ist,  jenachdem   dV  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat. 
£rsetzt  mau  diese  Kraft  durch  eine  in  B  angreifende  gleich  grosse  und 
gleich   gerichtete  Kraft  =  dF  und  durch  ein  Kräftepaar,  so  kann  zwar 
letzteres    an   und  für  sich  betrachtet  den  Körper  je  nach  Umständen  in 
seine  GleichgewichtsUge  zurückzudrehen  oder  weiter  daraus  zu  entfernen 
stieben;  weil  aber  mit  jener  in  B  angreifenden  Kraft  zugleich  auch  das 
fragliche  Kräftepaar  verschwindet  (nicht  umgekehrt),  so  ist  dasselbe  ebenso 
wenig  massgebend  für  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes 
wie  das  vorhin  besprochene  Kräftepaar  =  Qedl^  und  weil  femer  die  in  B 
angreifende  Kraft  =  dF  den  Körper  immer  in  solchem  Sinne  bewegt,  dass 
das  verdrängte  Wasservolumen  wieder  :=  V  wird,   so  werden  die  Bedin- 
gungen für  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  überhaupt 
davon  unabhängig,  ob  mit  der  unendlich  kleinen  Abweichui\g  von  der  Gleich- 
gewichtslage zugleich  eine  unendlich  kleine  Aendorung  von  V  verbunden 
ist  oder  nicht.    Es  sind  davon  nur  die  Schwingungen  abhängig,  welche  der 
Körper  im  Falle  einer  sicheren  Gleichgewichtslage  um  diese  ausführt. 

Das  Gleichgewicht  eines  schwimmenden  Körpers  ist  also 
immer  sicher  oder  unsicher,  jenachdem  sein  Schwerpunkt  B 
tiefer  oder  höher  liegt,  als  die  Krümmungsmittelpunkte  C 
aller  Normalschnitte  der  Fläche  (A)  für  ihren  Durchschnitts- 
punkt  A  mit  der  Schwimmaxe;  liegt  aber  B  innerhalb  der 
Strecke  C^C^^  welche  der  Ort  der  verschiedenen  Punkte  C  ist, 
80  ist  das  Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher  je  nach  der  Art, 
vie  der  Körper  unendlich  wenig  aus  der  Gleichgewichtslage 
entfernt  wird. 

Es  lässt  sich  dieser  Satz  auf  einen  anderen  Ausdruck  bringen  gemäss 
der  Bemerkung,  dass,  wenn  eine  Fläche  (A)  im  Punkte  A  biconcav  ist, 
so  dass  die  Krümmungsmittelpunkte  C^  und  C^  ihrer  betreffenden  Haupt- 
ttonnalschnitte  in  der  Normalen  des  Punktes  A  auf  einerlei  Seite  von  A 
liegen,  alsdann  die  Strecke  BA^  unter  B  einen  Punkt  der  Normalen  ver- 
standen, eine  kleinste  oder  eine  grösste  Entfernung  dieses  Punktes  B  von 
der  Fläche  oder  keines  von  beiden  ist,  jenachdem  der  Punkt  B  auf  der- 
selben oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  wie  der  Punkt  A  ausserhalb 
der  Strecke  <^i6g,  oder  endlich  in  dieser  Strecke  C^C^  liegt  Hiernach 
iuttin  man  auch  sagen,  dass  die  Gleichgewichtslage  eines  schwim- 
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inenden  Körpers  sicher,  unsicher  oder  zweifelhaft  sei,  jenacfa- 
dem  das  in  der  Schwimmaxc  liegende  Perpendikel  vom  Schwer- 
punkte des  Körpers  auf  die  Fläche  (A)  ein  Minimum,  ein  Ma- 
ximum oder  keins  von  beiden  ist. 

Wenn  man  sich  im  Körper  von  seinem  Schwerpunkte  B  aus  alle 
Geraden  gezogen  denkt,  welche  Schwimmaxen  sein  können,  und  dieselben 
mit  BSj  BU  oder  BZ  bezeichnet,  jenachdem  sie  einer  sicheren,  einer 
unsicheren  oder  einer  zweifelhaften  Gleichgewichtslage  entsprechen,  sd 
müssen  dieselben,  wie  sich  leicht  übersehen  lässt,  im  Allgemeinen  so  mit 
einander  abwechseln,  dass  sie  die  Fläche  (^),  event.  die  getrennten  Theile 
derselben  in  solchen  Punkten  *S,  U  und  Z  (Fig.  17)  treffen,  welche  als 
die  Knoten  eines  aus  krummlinig -viereckigen  Maschen  gebildeten  Netzes 

betrachtet  werden  können,  und  zwar  so,  dass  in 
jeder  Masche  die  eine  Diagonale  einen  Punkt  S 
mit  einem  Punkte  U^  die  andere  zwei  Punkte  Z 
verbindet.  In  der  Figur  ist  durch  Pfeile  der 
Sinn  augedeutet  in  welchem  der  aus  der  Gleich- 
gewichtslage entfernte  und  frei  bewegliche 
Körper  durch  die  wirksamen  Kräfte  gedreht 
wird;  diese  Pfeile  sind  gegen  die  Punkte  *S 
durchaus  hin,  von  den  Punkten  iT  durchaus 
weg  gerichtet,  während  die  Punkte  Z  von  thcils  zugekehrten,  theils  ab- 
gewendetcn  Pfeilen  umgeben  sind.  — 

Das  im  Vorstehenden  auseinander  gesetzte  geometrisch- statische  Ver- 
fahren, die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  einer  Gleichgewichtslage  des  schwim- 
menden Körpers  zu  prüfen*),  ist  nun  aber  trotz  seiner  Anschaulichkeit 
doch  kaum  zur  praktischen  Anwendung  in  concreten  Fällen  geeignet,  weil 
die  Bestimmung  der  Fläche  [Ä)  und  ihi'er  Krümmung  zumeist  mit  grossen 
Schwierigkeiten  verbunden  sein  würde,  besonders  bei  solchen  Körpern 
(z.  B.  Schiffen),  deren  Gestalt  gar  nicht  mathematisch  definirt,  sondern  nur 
empirisch  gegeben  ist.  Zur  praktischen  Bestimmung  der  Sicherheit  einer 
Gleichgewichtslage  lässt  sich  indessen  auf  analytisch-mechanischem  Wege 
eine  einfache  Regel  gewinnen  durch  die  Erwägung,  dass,  falls  den  Massen- 
elementen dM  des  in  der  Gleichgewichtslage  schwimmenden  Körpers,  dessen 

Q 

Masse    -^=  M  sei,  durch  einen  Anstoss  gewisse  unendlich  kleine  Geschwiü- 

9 


*  Eine  ähnliche  Untersuchung,  welche  hier  iii  eine  andere  Form  gebracht 
und  weiter  ausgeführt  wurde,  findet  sich  iu  C.  Gaubert's  Traite  de  Mecauique. 
Paris,  1841. 
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digkeiteu  =  u^  mitgetheilt  werden,  einer  anfänglichen  lebendigen  Kraft 

1  /. 
des  Körpers  =     j  ii^^dM  entsprodieud,  welche   unendlich   klein   zweiter 

Ordnung  ist,  alsdann  das  Gleichgewicht  sicher  war,  wenn  auch  im  ganzen 
Verlauf  der  Bewegung  des  Körpers  seine  Abweichung  von  der  Gleich- 
gewichtslage unendlich  klein  bleibt;  diese  Bewegung  besteht  dann  in 
aaendlich  kleineu  Oscillationen  um  die  Gleichgewichtslage,  welche  bei 
Abstraction  von  Bewegungswiderstäuden  unaufhörlich  fortdauern  würden, 
thatsächlich  aber  immer  kleiner  werden,  bis  der  Körper  in  der  ursprüng- 
lichen Gleichgewichtslage  wieder  zur  Ruhe  gelangt. 

Es  sei  CD  (Fig.  18)  die  Schwimmebene,  d.  h.  die  Ebene,  in  welcher 

die  ft-eie  Wasseroberfläche  den  Körper  in  seiner  Gleichgewichtslage  schneidet, 

Fig.  18.  F  der  Flächeninhalt  dieses  Schnittes,  AB 

die  Schwimmaxe,  nämlich  A  der  Schwer- 
punkt des  in  der  Gleichgewichtslage  ver- 
drängten Wasservolumeus  V  (des  von  der 
Schwimmebene  CD  abgeschnittenen  Volu- 
mens) und  B  der  Schwerpunkt  des  Körpers, 
die  Entfernung  AB  =  e  (positiv  oder  ne- 
gativ, jenachdem  B  unter  oder  über  A  liegt). 
In  irgend  einem  Augenblicke,  in  welchem 
die  Abweichung  des  Körpers  von  der  Gleichgewichtslage  (wenn  sie  auch 
im  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  von  endlicher  Grösse  werden  sollte) 
noch  unendlich  klein  ist,  sei  LM  der  Schnitt  des  Körpers  mit  der  freien 
Wasseroberfläche,  das  von  ihr  abgeschnittene  verdrängte  Wasservolumen 
=  <iP,  JK  die  Horizoutalebeue  durch  den  Schwerpunkt  S  der  Schwimm- 
ebene TD,  GH  die  Durchschnittslinie  dieser  beiden  Ebenen,  g  die  unendlich 
kleine  Entfernung  des  Punktes  *S  von  der  freien  Wasseroberfläche  (positiv 
oder  negativ,  jenachdem  S  darunter  oder  darüber  liegt),  d-  der  unendlich 
kleine  Winkel  zwischen  der  Schwimmaxe  AB  und  der  Lothrechten,  also 
anch  zwischen  der  Schwimmebene  und  der  Horizontalebene.  Indem  nun 
die  bewegenden  Kräfte  aus  den  Schwerkräften  =  dQ  der  Körperelemente 
and  aus  den  dem  üeberdruck  entsprechenden  Pressungen  auf  die  unter 
Wasser  beflndlichen  Oberflächenelemente  des  Körpers  bestehen,  für  letztere 
aber  mit  Unterdrückung  ihrer  sich  aufhebenden  Horizontalcomponenten 
die  entgegengesetzten  Schwerkräfte  :::=  y  d4^  der  verdrängten  Wasserele- 
mente  zu  setzen  sind,  so  hat  man  nach  der  Gleichung  der  lebendigen 
Kräfte,  wenn  die  Tiefe  eines  Körperelementes  resp.  eines  Volumenele- 
mentes  rf<?  unter  der  freien  Wasseroberfläche  zu  Anfang  der  Bewegung 
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(in  der  Gleichgewichtslage)  mit  z^  und  in  dem  betrachteten  Augenblick 
mit  z,  die  veränderliche  Geschwindigkeit  eines  Eörperelementes  mit  u 
bezeichnet  wird, 

* 

wobei  die  3  ersten  Integrale  den  ganzen  Körper  umfassen,  während  das 
letzte  sich  über  das  Volumen  *  erstreckt.,  somit  auch  z  im  dritten  Integral 
positiv  und  negativ,  im  vierten  nur  positiv  ist.  Unter  C  eine  Gonstante 
verstanden,  kann  diese  Gleichung  einfacher  geschrieben  werden: 

Ju^dM=2j2dQ-2Yfzd^-{-C 

oder  auch,  wenn  z  die  augenblickliche  Tiefe  des  Punktes  B  unter  der 
freien  Wasseroberfläche  bedeutet,  wegen 

lzdQ=  Qz=yVz 

fu^dM=2y(rz—Jzd<P)+  C (1). 

Indem  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  wenigstens  zu  Anfang  der  Bewegung 
unendlich  klein  zweiter  Ordnung  ist,  dürfen  bei  der  Berechnung  des  Inte- 
grals jzd^  (=  dem  Moment  des  Volumens  *  in  Beziehung  auf  die  freie 

Wasseroberfläche)  nur  unendlich  kleine  Glieder  von  höherer  als  der  zweiten 
Ordnung  vernachlässigt  werden.  Dieses  Integral  lässt  sich  in  verschiedene 
Bestandtheile  zerlegen,  entsprechend  der  folgenden  aus  Fig.  18  ersicht- 
lichen Zerlegung  des  Volumens 

*  =  r+IKLM-\-  GTTDK—  GHCI. 

Das  Moment  des  von  der  Schwimmebeno  CD  abgeschnittenen  Volumens  F 
mit  dem  Schwerpunkte  A  ist 

=  V{z--eeos^)  =  v(z    -^  +  ^'^') ^^> 

mit  einem  Fehler,  welcher  nur  unendlich  klein  von  der  vierten  Ordnung 
ist.  Die  übrigen  Bestandtheile  von  ^  sind  ebenso  wie  ihre  Schwerpunkts- 
abstände  von  der  freien  Wasseroberfläche  unendlich  klein,  ihre  Momente 
bezüglich  auf  dieselbe  folglich  unendlich  klein  zweiter  Ordnung,  so  dass 
bei  ihrer  Berechnung  nur  die  Glieder  von  der  niedrigsten  Ordnung  be- 
rücksichtigt zu  werden  brauchen.  Sofern  nun,  wie  vorausgesetzt  wird,  die 
Körperoberfläche  von  den  Ebenen  Ci>,  /JT  und  LM  unter  endlichen  Win- 
keln geschnitten  wird,  die  Schnittflächen  also  mit  unendlich  kleinem  Fehler 
sämmtlich  =  F  gesetzt  werden  können,  ist  zunächst  das  Moment  des  Vo- 
lumens IKLM 


zd^^  wenn  man  ^  —        für  g  +       setzt  und  den  ganzen  Aus- 
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=  -^FC^ : (3). 

Für  die  ho^önuigen  Yolumina  GHDK  und  GlICI  können  diejenigen  ge- 
setzt werden,  welche  von  den  £benen  CB^  IK  und  von  der  durch  den 
Umfkng  des  Schnittes  CD  als  Leitlinie  bestimmten  verticalen  Cylinderfläche 
begrenzt  werden.  Ist  dF  ein  Element  der  Schwimmebene  CD  im  Abstände 
I  von  der  Geraden  GH^  so  ergiebt  sich  das  Moment  des  hufförmigen  Vo- 
lumens, welches  sich  vertical  über  dem  Theil  GIID  der  Schwimmebene  bis 
zur  Ebene  GIIK  erstreckt,  indem  man  dasselbe  in  verticale  prismatische 
Elemente  vom  Querschnitte  dFcosd-  und  von  der  Höhea?««  &•  zerlegt  denkt, 

wobei  das  Integral  sich  über  die  Fläche  GITD  zu  erstrecken  hat.  Hieraus 
ergiebt  sich  der  Ausdruck  für  den  von  dem  anderen  hufförmigen  Volumen, 
welches  vertical  unter  GUC  liegt,  herrührenden  negativen  Bestandtheil  des 

^   für  C+  ^ 
2  "   ^    2 

druck  entgegengesetzt  nimmt,  falls  x  absolut  verstanden  wird.  Indem  aber 
diese  beiden  Aenderungcn  zusammen  darauf  hinauskommen,  .r  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen  zu  nehmen,  ist  auch  der  von  beiden  hufförmigen  Vo- 
lumen GUDK  und  GHCI  zusammen  herrührende  Bestandtheil  yonjzd^ 

felis  X  auf  der  einen  Seite  von  GH  positiv,  auf  der  anderen  negativ  ge- 
setzt und  die  Integration  über  die  ganze  Fläche  CGDH  =  F  ausgedehnt 
wird;  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Gerade  GH  durch  den  Schwerpunkt 
»*?  dieser  Fläche  geht,  ist  dann  der  Ausdruck  auch 

^  {^ifxdF+  "^!^J^^dF  ^^Fi^ (4), 

unter  Fi^  das  Trägheitsmoment  der  Schwimmebeue  in  Beziehung  auf  die 
Gerade  GH  verstanden.  Die  Addition  der  Ausdrücke  (2),  (3)  und  (4) 
liefert 

J%d<P  =  V(z  —e)-\~^FL,^-\-  \  (Fi^  +  Ve) {^^ 

ind  somit  nach  Gl.  (1),  wenn  das  constante  Glied  ^yVe  in  der  Constanten 
C  einbegriffen  wird, 

JuHM  =  _y[i^g=ä4-(i?Y2  4-  re)d'^]-^C (5). 
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In  dieser  Gleichung  bedeutet  C  den  Werth  you  ju-dM  f^v  Z^^0'=0, 
also  die  doppelte  lebendige  Kraft,  welche  dem  Körper  in  seiner  Gleichge- 
wichtslage mitgetheilt  wurde;  es  ist  somit  C  positiv  und  unendlich  klein 
zweiter  Ordnung.  Auch  der  ganze  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von 
Gl.  (5)  muss  seiner  Bedeutung  zufolge  wenigstens  immer  positiv  sein.  Ist  nun 

so  kann  dies  der  Fall  sein,  wenn  auch  ^  und  ß-  endliche  Werthc  annehmen 
sollten;  dass  das  Gleichgewicht  sicher  sei,  lässt  sich  dann  nicht  behaupten. 
Ist  aber 

so  ist  das  erste  Glied  des  Ausdrucks  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  (5)  ne- 
gativ, dieser  Ausdruck  selbst  kann  also  nur  dadurch  beständig  positiv  sein^ 
dass  ^  und  &  immer  unendlich  klein  bleiben;  das  Gleichgewicht  ist  dann 
sicher.  Damit  es  unbedingt  sicher  sei,  wie  auch  der  Körper  unendlich 
wenig  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt  werden  mag,  muss  natürlich  schon 

Fi\  «  +  Ff'>  0  oder  "^^    +  <"  >  0 (fi 

sein,  unter  Fi\  ^  das  kleinste  Trägheitsmoment  der  Schwimmebene  für  ir- 
gend eine  Schwerpunktsaxe  verstanden,  d.  h.  das  Gleichgewicht  eines 
schwimmenden  Körpers  ist  sicher,  wenn  sein  Schwerpunkt  ent- 
weder unter  dem  Schwerpunkt  des  verdrängten  Wassers  liegt 
oder  in  einer  solchen  Höhe  darüber,  welche  kleiner  ist,  als  der 
Quotient  aus  dem  kl  einst  en  Trägheit  smoment  des  in  der  Seh  winim- 
ebene  liegenden  Körperschnitts  durch  das  verdrängte  Wasser- 
volunien. 

Das  Resultat  dieser  analytisch-mechanischen  Untersuchung  stimmt  mit 
dem  der  früheren  geometrisch -statischen  Betrachtung  Überein,  wenB^ 
unter  Fi^^  das  grösste  Trägheitsmoment  der  Fläche  F  für  eine  Schwer- 
punktsaxe in  ihrer  Ebene  verstanden,  die  beiden  Hauptkrümmuugsbalb- 
messer  der  Fläche  (A)  für  den  Punkt  A  beziehungsweise 

Fi'''  FL- 

'i  —    y      -^       '2  —    y 

Ft^ 

gesetzt  werden,  und  wenn  allgemein  -—r  =  r  gesetzt  wird  =  dem  Krüm- 
mungshalbmesser desjenigen  Normalschnitts  der  Fläche  {A\  in  welchem  der 
Schwerpunkt  des  verdrängten  Wassers  im  Körper  fortrückt,  falls  dieser 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  unendlich  wenig  herausgedreht  wird  um  die 
Gerade  GH^   welcher  das  Trägheitsmoment  Fi^  entspricht    Bildet  diese 
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Gferade  mit  der  Axe  des  kleinsteu  Trägheitsmomentes  den  Winkel  a,  so 
ist  bekanntlich 

I  *  =  i\  ^  eos^a  -\- « jj  *  sin  *« ,  also  r  ^=  rj  öo«  ^ö  -|-  r^  sin  ^a , 

während  der  Winkel  j3  zwischen  dem  Normalschnitt  zum  Halbmesser  r  und 
dem  Uauptnorroalschnitt  zum  Halbmesser  r^  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

\  _  cos^ ß      sin-^ ß 

—  — -        |-  - 


r 

^1 

»•ä 

Daraus  ergiebt 

sich 

tya 

f    r, 

also  ^  >  «,  ausser  wenn 

u  —  kY 

oder  90' 

^  und  somit 

ß 

a 

ist. 

§.  58.   Oseillationen  schwimmender  Körper. 

Wenn  ein  fester  Körper,  welcher  auf  dem  Wasser  in  einer  sicheren 
Gleichgewichtslage  schwimmt,  aus  derselben  entfernt  und  dann  der  Wirkung 
seiner  constanten  Schwere  und  des  veränderlichen  Auftriebs  frei  überlassen 
wird,  so  oscillirt  er  um  die  Gleichgewichtslage,  falls  die  Entfernung  aus 
derselben  eine  gewisse  Grösse  nicht  überschritten  hatte.  Die  Gesetze, 
denen  diese  Oseillationen  folgen,  sollen  (mit  Beibehaltung  der  in  vorigem  §. 
gebrauchten  Buchstabenbezeichnungen  und  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  18 
daselbst)  unter  der  Voraussetzung  entwickelt  werden,  dass 

1)  die  Gestalt  und  Massenvertheilung  des  Körpers  sym- 
metrisch sind  in  Beziehung  auf  eine  durch  seine  Schwimm- 
axe  AB  gehende,  in  der  Gleichgewichtslage  folglich  verticale 
Ebene  BCD, 

2)  dass  auch  in  der  Lage,  in  welche  der  Körper  versetzt 
Würde  und  von  welcher  aus  seine  Oseillationen  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit beginnen,  jene  Ebene  BCD  vertical  ist, 

3)  dass  diese  Anfangslage  nur  wenig  von  der  Gleich- 
gewichtslage verschieden  ist. 

Die  Voraussetzungen  unter  2)  und  3)  können  auch  so  ausgedrückt 
werden,  dass  dem  Körper  in  seiner  Gleichgewichtslage  durch  einen  Stoss, 
dessen  Richtungslinie  in  die  Symmetrieebene  fällt,  eine  kleine  lebendige 
Kraft  ertheilt  wird.  Der  Körper  bewegt  sich  dann  so,  dass  seine  Symmetrie- 
ebene beständig  in  derselben  Verticalebene  bleibt,  welche  auch  immer  den 
Schwerpunkt  A  des  verdrängten  Wasservolumens   ^  enthält*,  in  dieser 
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Ebene  macht  die  Schwimmaxe  AB  kleine  Schwingungen  um  den  Punkt  Ä, 
während  dieser,  da  alle  beschleunigenden  Kräfte  vertical  sind,  kleine  gerad- 
linige yerticale  Schwingungen  macht.  Die  augenblickliche  Lage  des  Körpers 
ist  bestimmt  durch  die  Tiefe  %  seines  Schwerpunktes  B  unter  der  freien 
Wasseroberfläche  und  durch  die  Neigung  ^  der  Schwimmaxe  gegen  die 
Verticale.  Ist  aber  (Fig.  18)  Ä  der  Punkt,  in  welchem  die  Schwimmaxe 
die  Schwimmebene  CD  trifft,  S  der  Schwerpunkt  der  letzteren,  so  ist  mit 
BR  =  r  und  RS  =  s  bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung 

die  augenblickliche  Lage  des  Körpers  also  auch  bestimmt  durch  g  und  ^, 
welche  Grössen  als  Functionen  der  Zeit  t  zu  entwickeln  sind.    Dabei  ist  * 
absolut  verstanden,  während  r,  g  und  d-  positiv  oder  negativ  sind,  jenachdem 
B  unter  oder  über  der  Schwimmebene, 
S  unter  oder  über  der  freien  Wasseroberfläche, 
R  über  oder  unter  8  liegt.. 
Für  die  Bewegung  des  Körperschwerpunktes  B  hat  man  die  Gleichung: 

Q     yy 

oder  mit  M=  -  =  '      und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1) 

y       9 

Unter  der  auch  im  vorigen  §.  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Körper- 
oberfläche von  den  Ebenen  CD,  JK  und  Z^(Fig.  18)  durchaus  unter  end- 
lichen Winkeln  geschnitten  werde  und  woraus  dort  bei  Vernachlässigung 
kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  die  Gleichheit  der  Flächeninhalte  dieser 
drei  Körperschnitte  =  F  gefolgert  wurde,  ist  aber  auch  mit  entsprechender 
Annäherung,  wie  leicht  ersichtlich, 

*—  V=Fi: 
und  somit 

dt^-'dt^^-  r^-^  ^^^ 

Eine  zweite  Gleichung  zwischen  f,  d-  und  t  kann  erhalten  werden, 
indem  bezüglich  auf  die  zur  Symmetrieebene  senkrechte  Schwerpunktsaxe 
des  Körpers  das  Product  aus  seinem  Trägheitsmoment  =  Mk^  und  der 

Winkelbeschleunigung  =  _.,  dem  Moment  des  dem  verdrängten  Wasser- 

Volumen  4>  entsprechenden  Auftriebes  gleich  gesetzt  und  dieses  Moment 
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als  eine  algebraische  Samme  von  4  Bestandtheilen  ausgedrückt  wird  analog 
demjenigen,  in  welche  das  Integral  jzd^  im  vorigen  §.  zerlegt  wurde.  Zur 

Yermeidung  dieses  wiederholten  Zerlegungsverfahrens  kann  man  sich  in- 
dessen auch  der  Gl.  (5)  im  vorigen  §.  bedienen,  welche  das  Princip  der 
lebendigen  Kräfte  daselbst  geliefert  hatte*;  indem  nämlich  die  doppelte 
lebendige  Kraft  des  Körpers 

ist^  ergiebt  sich  durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  jener  Gleichung  mit 

,,      yV     ,  dz        dC,         d{h       ,  ^,  ,,, 

und  daraus  durch  Differentiation 

dt  di^       ^\dt  dt^  "^  dt  dty^^'  "^     '  dt  dt^ 

9 


^  V 


di  „  dd- 


=  0. 


dC 
Die  Summe  der  Glieder  dieser  Gleichung,  welche  den  Factor  —  ent- 

dt 

dB- 
halten,  ist  =  0  nach  Gl.  (2),  und  geht  somit  nach  Division  durch  -r-  die 

dt 

Gleichung  über  in: 

/dK         d^{^\  d^ß-        q 

oder  wieder  mit  Bücksicht  auf  Gl.  (2)  in: 


*  DasB  bei  der  Entwickelung  jener  Gleichung  ^  und  ^  als  unendlich 
kleine  Grössen  Yorausgesetzt  wurden,  wie  es  mit  Rücksicht  darauf  geschehen 
war,  dass  zwei  verschiedene  Schwimmaxen  des  Körpers  einen  beliebig  kleinen 
AYinkel  mit  einander  bilden  können,  bindert  offenbar  nicht  die  angenäherte 
Gültigkeit  der  Gleichung  für  den  Fall,  dass  ^  und  ^  kleine  endliche  Werthe 
luiben,  sofern  dieselben  ausserdem  als  so  klein  vorausgesetzt  werden,  dass  der 
aas  seiner  sicheren  Gleichgewichtslage  entfernte  und  frei  bewegliche  Körper 
sich  nicht  etwa  gegen  eine  andere  (jener  vielleicht  sehr  nahe)  sichere  Gleich- 
gewichtslage hin  bewegt. 
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Die  Elimination  von      -  zwischen  dieser  Gleichung  und  Gl.  (2)  liefert 


endlich 


d%       ffF(k^  +  s^)         g.(Fi^  +  Ve) 


■4 


Setzt  man  zur  Abkürzung 

9F{k^+  O  _       g  (Ft^  +  Ve)  _ 
jrj,2        —''^  jrj.2        —^ 


9^^ 


(h\ 


wo  «,  J,  e  positive  Grössen  sind  {h  gemäss  der  vorausgesetzten  Sicherheit 
der  Gleichgewichtslage  nach  vorigem  §.  und  c  insofern  als  die  mit  » 
bezeichnete  Strecke  RS  —  Fig.  18  —  absolut  verstanden  wird),  so  lassen 
die  Gleichungen  (8)  und  (4)  sich  einfacher  schreiben: 

d% 
d^D- 


+  (f^  +  bsfh  zzr-  0 


dt^ 


+  e^+  b^ 


0 


^61 


Wenn  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  dem  vorläufig  unbestimmten 
Factor  k  multiplicirt  und  zur  ersten  addirt,  so  folgt 


r/2  ( C  +  h^) 
dt^ 


+  (^^  +  Xc) 


^+   a  +  Xc   '^ 


0 


oder,  wenn  jetzt  X  gemäss  der  Gleichung 

hff<^X) 


a  +  le 


=  X  oder  r/^-f  (^    -ll-U  —  ^ (7. 


bestimmt  wird, 


Die  beiden  Werthe  von  >l,  welche  der  Gleichung  (7)  entsprechen,  sind  reell 
und  von  entgegengesetzten  Zeichen.  Die  entsprechenden  zwei  Werthe  von 
a  -\-Xe  sind  also  auch  reell  und  zwar  positiv;  denn  die  Substitution  von 


u  -|-  Xc  ^^  //,  also  X 


a 


in  Gl.  (7)  liefert  eine  Gleichung: 

■//^  —  (a  -\-  h) }]  -\-  h  {a  —  r«)  ^=rr  0, 
deren  Wurzeln  positiv  sind,  weil  ausser  a  und  h  auch 

9^ 


a 


€8 


nach  den  Gleichungen  (5 
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eine  positive  Grösse  ist  Das  Integral  von  Gl.  (8)  ist  somit  in  reeller  Form 

^-}-Xd'  =  Aeo8  (t  yä + ie)  +  B  sin  (t  1/0  + Xc\ 

unter  A  und  B  Constante  verstanden.  Wird  aber  die  Zeit  t  von  dem 
Augenblick  an  gerechnet,  in  welchem  der  etwas  aus  der  Gleichgewichtslage 
entfernte  Körper  mit  den  (als  gleichzeitig  vorausgesetzten)  Werthen 

seine  schwingende  Bewegung  beginnt,  so  ist  ^  =r  0,  also 

C^-\-X^  =  Aco8  {t  Ya  +  Xc). 

Diese  Gleichung  umfasst,  wenn  die  beiden  Wurzeln  von  Gl.  (7)  mit  Xi 
and  I2  bezeichnet  werden,  wenn  also 

gesetzt  wird,  die  folgenden  zwei  Gleichungen: 

^  +  l,»  =  A^cos(tya  +  i,c)  I ^^^^^ 

aus  welchen  $  und  ^  leicht  gefunden  werden  können,  während  die  Con- 
stanten A^  und  A2  durch  die  Anfangswerthe  von  ^  und  ^  bestimmt  sind: 

A=^o  +  ^K.     ^=&)  +  ^^o     (11). 

Wenn  man  auf  der  Geraden  ES  (Fig.  18,  §.  57),  in  welcher  die 
Symmetricebene  des  Körpers  seine  Schwimmebene  CD  schneidet,  vom 
Schwerpunkte  8  der  letzteren  aus  die  Strecke  SP^^  =  >li  im  Sinne  ES  und 
die  Strecke  SP^  =  —  X^  wo.  Sinne  SE  abträgt,  so  bewegen  sich  die  Pro- 
jectionen  der  Punkte  P^  und  P^  auf  eine  zur  Symmetrieebene  des  Körpers 
senkrechte  Verticalebene  gemäss  Gl.  (10)  nach  demselben  Gesetze  wie  die 
Horizontalprojection  des  materiellen  Punktes  eines  mathematischen  Pendels 
bei  sehr  kleinem  Ausschlagwinkel;  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  ist 

für  den  Punkt  P^i    T^=  - y=^ _ 


'\a-\-X^c 
und  für  den  Punkt  P^:    T^=  -       _3. 


(12). 


Die  Grössen  ^  und  ^  einzeln,  sowie  auch  die  davon  abhängigen  Grössen 
^ausser  g+A^^  und  g-j-^lg^),  insbesondere  die  Tiefe  z  des  Körper- 
schwerpunktes B  unter  der  freien  Wasseroberfläche  (Gl.  1),  sind  in  zu- 
Bammengesetzter  Weise  periodisch  veränderlich  •,  die  Periode  ist  die  kleinste 

Ortghof,  theoret.  Masohinenlehre.    I.  21 
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Zeit,  welche  durch  T^  und  T^  theilbar  ist,  im  Allgemeinen  =  T^T^,  — 

Ist  insbesondere  «  =  0,  also  auch  c  =  0,  wie  es  namentlich  dann  der  ] 
Fall  ist,  wenn  der  Körper  noch  eine  zweite  Symmetrieebenc  hat,  I 
welche  die  erste  in  der  Schwimmaxe  rechtwinkelig  schneidet,  : 
und  wie  es  z.  B.  bei  Schiffen  näherungsweise  angenommen  werden  kann,  i 
so  ist  nach  Gl.  (6)  i 

Daraus  folgt,  wenn  die  Zeit  von  einem  Augenblicke  an  gerechnet  wird,  in 
welchem  C,  resp.  »9-  am  grösston  =  ^q  resp.  O^q  ist, 


C  =  Co  COR  (t  Ya ) 


^>   ^0^    (^    y  ^y 


^=^^,coHar[/h)  =  (h,,co8  (t  y  '^^'^*\f^  ^'^ 


fl3). 


Nach  Gl.  (1)  ist  in  diesem  Falle  z  ==r  -{-  C  und  somit  die  Schwingungs- 
dauer 


/f 


des  Körperschwerpunktes  =^  2jr  1/     ' 

r       gli 

=  2.1/11^" 


2 


der  Schwimmaxe 


9{F{^  +   Ve) 


.  ,  .  (14). 


Die  Resultate  vorstehender  Untersuchung  werden  besonders  im  vierten 
Theile  dieses  Werkes  Anwendung  finden  bezüglich  der  Regeln  für  den  Bau 
und  die  Ladung  von  Schiffen. 


b.   Gleichgewicht  des  Wassers  mit  Rücksicht  auf  Molekularkrifte. 


Die  im  Vorhergehenden,  insbesondere  die  in  §.  55  gefundenen  Gleich- 
gewichtsgesetze des  Wassers  beruhen  wesentlich  auf  der  Voraussetzung 
gleichförmiger  Dichtigkeit,  tlberhaupt  einer  durch  die  ganze  Masse  gleich- 
förmigen Molekularbeschaffenheit  desselben;  in  letzter  Reihe  beruhen  sie 
auf  den  in  §.  53  benutzten  allgemeinen  Gleichungen  (6)  in  §.  5,  welchen 
ihrerseits  die  Voraussetzung  einer  in  demselben  Pttükte  für  alle  EbeBen 
stets  gleichen  Pressung  als  wesentliches  Kriterium  des  Flüssigkeitszustandes 
zu  Grunde  liegt.  Bei  der  als  gleichförmig  angenommenen  Temperatur  und 
mit  Rücksicht  auf  die  sehr  uubodeutende  Zusammendrttckbarkeit  des  Wassers 
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(oder  irgend  einer  tropfbaren  Flüssigkeit)  sind  jene  Voraussetzungen  zwar 
nnbedenklich  fQr  alle  materiellen  Punkte  im  Inueren,  welche  in  solcher 
Entfernung  von  der  Oberfläche  liegen,  dass  die  von  den  übrigen  materiellen 
Flüssigkeitspunkten  auf  sie  ausgeübten  Molokularkräfte  rings  herum  gleich- 
förmig vertheilt  sind,  während  die  Wirkung  der  von  den  materiellen  Punkten 
einer  festen  Wand  ausgehenden  Molekularkräfte  sich  nicht  bis  zu  ihnen 
erstreckt;  zunächst  der  Oberfläche  dagegen,  und  zwar  sowohl  der  freien 
(von  einer  luftförmigen  Flüssigkeit,  insbesondere  von  der  atmosphärischen 
Lnfl  berührten),  als  auch  der  Wand-Oberfläche,  können  die  einen  oder  die 
anderen  jener  Molekularkräfte  (die  Cohäsions-  und  Adhäsionskräfte)  oder 
beide  zusammen  eine  wesentlich  andere  Dichtigkeit  und  überhaupt  eine 
andere  mittlere  Gruppirung  der  materiellen  Punkte,  sowie  auch  einen 
anderen  Spannungszustand  bedingen,  wie  im  Inneren  der  Flüssigkeit,  und 
wenn  auch  die  betreffende  Oberflächenschicht  nur  unmessbar  dönn  ist,  so 
können  doch  die  Gleichgcwichtsgesetze  u.  U.  merklich  dadurch  beeinflusst 
werden.  Bei  der  folgenden  Herleitung  der  wichtigsten  dieser  Gesetze  wird 
ausser  den  fraglichen  Molekularkräften  und  dem  gleichförmigen  äusseren 
Druck  =r|?Q  an  der  freien  Oberfläche  nur  die  Schwere  als  wirksame  Kraft 
vorausgesetzt,  so  dass  ohne  die  Wirkung  der  Molekularkräfte  die  freie 
Oberfläche  eine  horizontale  Ebene  wäre. 


§.  59.    Ber  Cohftsionsdrack  und  die  Cohftsionseonstante. 

Die  hier  in  Rede  stehenden  Gleichgewichtserscheinungen  einer  Flüssig- 
keit geben  sich  besonders  dadurch  als  abweichend  von  den  im  Vorigen  her- 
geleiteten Gesetzen  zu  erkennen,  dass  trotz  der  Gleichförmigkeit  des  äusseren 
Drucks  =Pq  und  der  verticalen  Richtung  der  einzig  wirksamen  äusseren 
Massenkraft  (der  Schwere)  die  freie  Oberfläche  theilweise  gekrümmt,  und 
zwar  an  irgend  einer  Stelle  um  so  stärker  convex  oder  concav  nach  aussen 
gekrümmt  ist,  je  mehr  diese  Stelle  tiefer  oder  höher  liegt,  als  der  hori- 
zontale ebene  Theil  der  freien  Oberfläche.  Ist  in  Fig.  19  AB  ein,  Theil 
^»-  ^^-  der  krummen,  CD  ein  Theil  der  horizontalen  freien 

c n  Oberfläche  (z.  B.  AB  ein  Theil  der  Quecksilberober- 
fläche im  Inneren  einer  oft'enen  Glasröhre,  welche 
in  ein  GeiUss  getaucht  ist,  in  dem  das  Quecksilber 
ausserhalb  der  Röhre  bis  zur  Horizontalebene  CD 
steht),  so  ist  die  freie  Oberfläche  so  gestaltet,  wie 
sie  es  auf  Grund  der  bisherigen  Gesetze  sein  müsste,  wenn  der  äussere 

21* 


9 
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Druck  nicht  constant  =^0  7  sondern  in  irgend  einem  Punkte  B  der 
Oberfläche 

P-=Pq+7z (1^ 

wäre,  unter  y  das  gleichförmige  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  und 
unter  %  die  (positive  oder  negative)  Tiefe  des  Punktes  B  unter  der  Hori- 
zontalebene CD  verstanden.  Die  Cohäsionskräfte,  d.  h.  die  Molekular- 
kräfte, mit  denen-  die  Flüssigkeitsmoleküle  gegenseitig  auf  einander  wirken, 
verursachen  also  eine  solche  Aenderung  des  inneren  Zustandes  der  Ober- 
flächenschicht, welche  hinsichtlich  ihres  Einflusses  auf  die  Gleichgewichts- 
erscheinungen durch  eine  veränderliche  Normalkraft  =  72  pro  Flächenein- 
heit der  freien  Oberfläche  ersetzt  werden  kann;  diese  Normalkraft,  welche 
den  äusseren  Druck  p^  vergrössert  oder  verkleinert,  jenachdem  %  positiT 
oder  negativ  ist,  heisse  der  Cohäsionsdruck.  Es  fragt  sich,  wie  derselbe, 
also,  auch  die  Grösse  %  mit  dem  inneren  Zustande  der  Oberflächenschicht 
und  mit  ihrer  Krümmung  zusammenhängt. 

Ein  nach  jeder  Richtung  unendlich  kleines  Element  dF  der  krummen 
Oberfläche  bei  B  (Fig.  19)  werde  von  einer  Normalen  rings  umfahren  und 
die  dadurch  erzeugte  Fläche  bis  auf  eine  kleine  Erstreckung  in  das  Innere 
der  Flüssigkeit  als  eine  feste  undurchdringliche  Wand  betrachtet,  welche 
in  der  angrenzenden  Flüssigkeit  keine  Aenderung  ihrer  oberflächlichen  Be- 
schaffenheit verursacht;  ebenso  werde  die  verticale  Cylinderfläche,  welche 
ein  endliches  Stück  =  F  der  horizontalen  Oberfläche  CD  einschliesst,  bis 
auf  eine  kleine  Strecke  nach  aussen  (nach  oben)  als  eine  feste  undurch- 
dringliche Wand  ohne  Einfluss  auf  die  oberflächliche  Beschaffenheit  der 
angrenzenden  Flüssigkeit  betrachtet.  Unter  diesen  Umständen  ist  es  eine 
virtuelle  (mit  der  Natur  und  den  Bedingungen  des  Systems  verträgliche)  Ver- 
rückung, wenn  man  annimmt,  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  werde  unter- 
halb der  das  Element  dF  umschliessenden  Wand  um  die  unendlich  kleine 
Strecke  ön  in  normaler  Richtung  einwärts  verschoben  und  innerhalb  der 
das  Flächenstück  F  einschliessenden  Wand  um  den  entsprechenden  Betrag 

dF 
=  —  6n  gehoben ;  das  Gleichgewicht  erfordert,  dass  die  dieser  virtuellen 
F 

Verrückung  entsprechende  Arbeitssumme  aller  wirksamen  Kräfte  =  Null  sei. 

Diese  Kräfte  sind:  der  äussere  Druck  auf  die  Oberfläche,  die  Schwere 

und  die  Molekularkräfte.    Die  Summe  der  Arbeiten  des  äusseren  Drucks 

auf  die  verschobenen  Theile  dF  und  F  der  Oberfläche  ist 

dF  ^ 
p^dFön  —  PqF.  -—  ö«  =  0. 
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Die  Arbeit  der  Schwere,  entsprechend  der  Erhebung  des  Flüssigkeitsvo- 
lumens  =  dF6n  von  der  Stelle  B  bis  zur  Horizontalebene  CZ>,  ist 

=  —  y%dF6n (2). 

Die  Arbeit  der  Molekularkräfte  endlich  ist  dadurch  bedingt,  dass  mit  der 
normalen  Verschiebung  des  Oberflächenelementes  dF  bei  B  im  Allgemeinen 
zugleich  eine  Grössenänderung  desselben  verbunden  ist.  Die  veränderte 
Grosse  sei  =  dF —  6dF\  dann  ist  die  Arbeit  der  Molekularkräfte 

=^ß.ddF, 

wenn  der  Coefficient  ß^  die  sogenannte  Cohäsionscon staute,  die  Ar- 
beit zur  Umwandlung  einer  Flächeneinheit  der  Oberflächen- 
schicht in  den  Zustand  der  homogenen  Flüssigkeit  im  Inneren 
der  Masse  bedeutet.  Betrachtet  man  dF  als  ein  rechteckiges  Flächenele- 
ment =  d«ds\  unter  ds  und  ds'  die  von  B  aus  gerechneten  Bogenelemente 
jweier  sich  rechtwinklig  schneidender  Normalschnitte  der  Oberfläche  ver- 
standen, deren  Krümmungshalbmesser  =  q  und  p'  seien  (positiv  oder  ne- 
gativ, jenachdem  der  betreffende  Schnitt  nach  aussen  convex  oder  concav 
ist\  so  hat  man 

dF—ddF=d8^ .ds^-     .—  =dF{l—  1 


Q  Q  "^         Qy  Q 

\  Q  Q 

also 


ddF={^  -^^\dFdn 

\Q        0  J 


Q       QJ 
und  die  Arbeit  der  Molekular kräfte: 

ß,ddF=ß(^  +  ^XlFd'n (3). 

Die  Summe   der  virtuellen  Arbeiten  (2)  und  (3)  =  Null  gesetzt  ergiebt 
den  Cohäsionsdruck 

""K^+p'-) '"■ 

Der  Constanten  ß  kann  auch  eine  andere  Deutung  gegeben  werden. 
Kimmt  man  nämlich  an,  es  finde  in  der  Oberflächenschicht  der  Flüssigkeit 
eine  Spannung  statt  von  gleicher  Grösse  an  jeder  Stelle  und  nach  jeder 
Riebtang,  =  ß  pro  Längeneinheit  irgend  eines  Normalschnittes  der  Schicht, 
so  wirken  auf  das  Element  der  fraglichen  Schicht,  welches  dem  Oberflächen- 
element dF  =^  dB  da  entspricht,  an  den  beiden  Rändern  von  der  Länge  ds 
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die  gleichen  Kräfte  =ßds  unter  dem  Winkel  =^ mit  der  Besnl- 

Q 
tanten 

=  2lids  8tn--  =ti    =P  - 

normal  zur  Fläche.  Ebenso  entsprechen  die  Spannungen  an  den  beiden 
anderen  Randflächen  der  Normalkraft  p-,  .  Die  Spannung  rings  am  Um- 
fang des  Elementes  liefert  also  die  Normalkraft:  3[ — \~    , )  dF  oder  pro 

Flächeneinheit  den  durch  Gl.  (4)  bestimmten  specif.  Cohäsionsdruck.  Die 
Cohäsionsconstante  ß  kann  also  auch  betrachtet  werden  als  die 
Grösse  einer  gleichförmigen  Spannung  der  Oberflächenschicht 
pro  Längeneinheit  irgend  eines  Normalschnitts  derselben. 

Der  Zustand  der  Obcrflächenschicht  ist  also  schon  insofern  wesentlich 
verschieden  von  dem  der  übrigen  Flüssigkeit,  als  dort  die  Pressung  ia 
demselben  Punkte  nicht  für  alle  Ebenen  gleich  ist,  wie  es  die  allgemeinen 
Gleichungen  (6)  in  §.  5  voraussetzen,  auf  denen  die  Gesetze  in  §.  53  u.  ff. 
beruhen.  Wenn  man  längs  einer  Normalen  BN  (Fig.  19)  die  Oberflächen- 
schicht, deren  Dicke  =  /  sei,  durchdringt,  so  wächst  die  Pressung  in  den 

zu  BN  senkrechten  Ebenen  von  Pq  hh  p  =  pQ-\-ß{ — |-  ,  j-,  die  Pres- 
sung in  jeder  durch  BN  gehenden  Ebene  dagegen  ist  anfangs  negativ, 
nimmt  absolut  genommen  allmählig  ab,  geht  an  einer  gewissen  mittleren 
Stelle  der  Schichtdicke  durch  Null,  und  wächst  dann  als  eigentliche  Pres- 
sung bis  jö  :=  j»Q  -}"  /m  — h    ' )  ^^  ^^^  inneren  Fläche  der  Schicht    Der 

\Q        QJ 

Mittelwerth  dieser  Pressung  in  den  Normalschnitten  der  Schicht  ist  ne- 

fi 
gativ  =  —  —pro Flächeneinheit.  Erst  an  der  innercnSeite  der  Oberflächen- 

schiebt  ist  die  Pressung  nach  allen  Richtungen  gleich  gross  -=/?  geworden; 
erst  von  hier  an  werden  deshalb  die  Gesetze  von  §.53  u.  ff.  wieder  gültig, 
wenn  man  die  Oberflächenschicht  dadurch  ersetzt,  dass  der  gegebene  äus- 
sere Druck  Pq  durch  den  Cohäsionsdruck  ergänzt  wird. 

Die  Spannung  (negative  Pressung)  der  Oberflächenschicht  ist  durdi 
eine  grössere  Entfernung  der  nach  jeder  tangentialen  Richtung  bcnadi- 
harten  Flüssigkeitsmoleküle  zu  erklären,  so  dass  im  Durchschnitt  ihre 
Massenmittelpunkte  in  den  Anziehuugsräumen  (§.  45)  der  im  Sinne  der  be- 
treffenden Tangentialebenen  nächstbenachbarten  Moleküle  liegen,  während 


j 
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in  der  übrigen  Flüssigkeit,  wo  unter  dem  Einflüsse  des  äusseren  Drucks 
nach  allen  Richtungen  Pressung  stattfindet,  die  Moleküle  sich  im  Durch- 
sehnitt  näher,  nämlich  ihre  Massenmittelpunkte  in  den  Abstossungsräumen 
der  n&chstbenachbarten  liegen  müssen.  Die  Oberflächenschicht  ist 
also  weniger  dicht,  als  (iie  übrige  Flüssigkeit,  und  es  ist  die  je- 
denfEjls  positive  Cohäsionsconstante  ß  als  eine  zur  entsprechenden  Ver- 
dichtung aufzuwendende  Arbeit  zu  betrachten.  Durch  directe  Versuche, 
aho  etwa  durch  den  Nachweis,  dass  dieselbe  Flüssigkeitsmassc  unter  übri- 
gens gleichen  Umständen  bei  grosser  freier  Oberfläche  ein  grösseres  Vo- 
lumen hat,  als  bei  kleiner,  hat  freilich  jene  kleinere  Dichtigkeit  der  Ober- 
äichenschicht  bisher  nicht  constatirt  werden  können.  Zur  Schätzung  ihrer 
Dicke  /  gewährt  die  bestimmbare  kleinstmögliche  Dicke  einer  Blasenhülle, 
z.  B.  der  wässerigen  Hülle  einer  Seifenblase,  einigen  Anhalt;  indem  Pla- 
teau die  letztere  als  2/  betrachtete  (?),  bestimmte  er  für  Wasser 

/=  0,000057  Millim. 

Bei  der  Allmähligkeit  der  Zustandsänderung  von  aussen  nach  innen  ist 
übrigens  eine  bestimmte  Grenze  zwischen  Oberflächenschicht  und  homo- 
gener Flüssigkeit  kaum  anzugeben,  und  obige  Zahl  wohl  nur  als  ein  Mini- 
malwerth  zu  betrachten. 

Ist  eine  solche  Blase  kugelförmig,  Pq  der  äussere  Druck  auf  die  äus- 
sere, p^  derselbe  auf  die  innere  Oberfläche  (die  Pressung  des  Gases  oder 
Dampfes  im  Inneren  der  Blase),  und  ist  die  Hülle  sehr  dünn  im  Vergleich 
mit  dem  Halbmesser  r,  so  kann  die  Summe  aus  dem  äusseren  und  dem 
Cohäsionsdruck 

2 
für  die  äussere  Oberfläche  =Pq-^  ß 


?> 


>2 
„      innere         „  z=p^—ß 


r 


gesetzt  werden,  so  dass  im  Gleichgewichtszustande 

,    2ß  2ß      ,  4ß  .. 

ff  r 

ist.  Bei  sehr  kleinen  Bläschen  ist  die  Pressung  innerhalb  we- 
sentlich grösser,  als  ausserhalb.  Setzt  man  z.  B.  nach  §.  62  für 
Wasser  und  für  Gramm  und  Meter  als  Kraft-  und  Längeneinheiten  ß  =^  5, 
w  wäre  für  r  =  0,0001,  d.  h.  für  ein  Bläschen  von  0,2  Millim.  Durch- 
messer p^  — Pq  =  200000  Gr.  pro  Quadratm.  =  200  Kgr.  pro  Quadratm. 
=  0,02  Atm. 
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§.  60.    Der  Randwinkel  und  die  Adhttsionseonstante. 

Ebenso  wie  an  der  freien  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  ist  auch  au 
ihrer  Wand -Oberfläche,  d.  h.  an  dem  von  einer  festen  Wand  berührten 
Theil  ihrer  Oberfläche  in  einer  Schicht  von  sehr  kleiner  Dicke  tr  ein  in- 
nerer Zustand  vorauszusetzen,  welcher  in  Folge  der  Molekularkräfte  von 
dem  der  homogenen  übrigen  Flüssigkeit  verschieden  ist.  Dabei  kann  aber 
die  mittlere  Dichtigkeit  dieser  Wand -Oberflächenschicht  grösser  oder 
kleiner,  als  die  der  übrigen  Flüssigkeit  sein  je  nach  dem  Verhältnisse  der 
Cohäsions-  und  der  Adhäsionskräfte,  d.  h.  der  Molekularkräfte,  weldie 
zwischen  den  Flüssigkeitsmolekülen  gegenseitig  sowie  zwischen  ihnen  und 
den  Wandmolekülen  stattfinden.  Bezeichnet  also  «  die  Arbeit  zur  Um- 
wandlung homogener  Flüssigkeit  in  eine  Flächeneinheit  der 
Wand-Oberflächenschicht,  so  kann  diese  sogenannte  Adhäsions- 
constante  a  (im  Gegensatze  zu  der  stets  positiven  Cohäsionsconstanten 
/3)  je  nach  Umständen  positiv  oder  negativ  sein.  Von  dem  Verhältnisse  der 
Constanten  a  und  /3  und  vom  Vorzeichen  der  ersteren  hängt  der  soge- 
nannte Randwinkel  gp  ab,  d.  h.  der  Winkel,  unter  welchem  im  Gleich- 
gewichtszustande die  freie  und  die  Wand- Oberfläche  in  der  Handlinie 
sich  schneiden. 

Dies  zu  erkennen,  sei  die  Ebene  von  Fig.  20  die  Normalebene  der 
Fig. 20.  Randlinie  im  Punkte  A^  AW  ^\\s.  Element  ihres  Schnitte 
mit  der  Wandfläche,  AF  ein  Element  ihres  Schnitts  mit 
der  freien  Oberfläche.  Der  Winkel  WAF  ist  dann  der 
entsprechende  Randwinkel  ^,  welcher  als  derjenige  spitze 
oder  stumpfe  Winkel  verstanden  wird,  um  welchen  der 
Schenkel  AW  oder  AF  durch  die  Flüssigkeit  hin- 
durch gedreht  werden  muss,  um  in  die  Richtung  des  an- 
deren zu  gelangen.  Ist  nun  AA*  =  dB  ein  Element  der 
Randlinie,  W' ÄF*  der  Randwinkel  für  den  Punkt  -4',  und  werden  di<» 
Ebenen  WAF  und  W' ÄF\  sowie  eine  Fläche,  welche  durch  das  Linien- 
element FF'  in  der  freien  Flüssigkeitsoberfläche  normal  zu  der  letzteren 
gelegt  wird,  bis  auf  kleine  Strecken  nach  aussen  (nach  oben)  als  feste  un- 
durchdringliche Wände  ohne  Einfluss  auf  die  Beschaffenheit  der  angren- 
zenden Flüssigkeit  betrachtet,  so  kann  als  virtuelle  Verrückung  eine  solche 
Deformation  der  Flüssigkeit  angenommen  werden,  bei  welcher  die  freie 
Oberfläche  zwischen  den  eben  genannten  indifferenten  gedachten  Wänden 
und   der   gegebenen  materiellen  festen  Wand  um  die  unendlich  kleine 
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Strecke  6n  =  AB  =  FG  in  normaler  Richtung  nach  anssen  und  ein  end- 
lich grosses  Stück  der  horizontalen  Oberfläche  innerhalb  einer  (wie  §.  59) 
gedachten^  dasselbe  umschliessenden  indifferenten  verticalen  Gylindcrfläche 
am  eine  entsprechende  Strecke  einwärts  (nach  unten)  fortrückt.  Die 
Summe  der  entsprechenden  virtuellen  Arbeiten  des  äusseren  Drucks,  der 
Schwere  und  der  Molekularkräftc  muss  dann  wieder  =Nall  sein. 

CBG  und  C'li  Cr  seien  die  neuon  Schnitte  der  freien  Oberfläche  mit 
den  Ebenen  der  Randwinkel  WAF  und  W'ÄF\  AC  =  6a,  BC  =  61. 
Xnn  ist  zuvörderst  die  Arbeit  des  äusseren  Drucks  p^  wieder  für  sich 
=  Null,  wie  immer,  weil  die  Inhalte  der  verschobenen  Theile  der  freien 
Oberfläche  ihren  normalen  Verschiebungen  umgekehrt  proportional  sind. 
Die  Arbeiten  der  Schwere  und  der  Molekularkräfte,  welche  der  Versetzung 

eines  Flüssigkeitsvolumens  =  ACGF  .  AA!  von  der  Höhe  der  horizontalen 
Oberfläche  in  die  Höhe  des  Punktes  A^  sowie  der  Grössenänderung  des 

Elementes  AF .  AA'  der  freien  Oberflächenschicht  in  J^6r .  -ßJ?  entsprechen, 
sind  unendlich  klein  dritter  Ordnung,  und  können  deshalb  vernachlässigt 
werden  im  Vergleich  mit  den  unendlich  kleinen  Molekulararbeiten  zweiter 
Ordnung 

^=a.AC  .  AA!  =a6ads  zur  Verwandlung  homogener  Flüssigkeit  in  Wand- 
Oberflächenschicht,  und 

=  —  ß.  BC,  Bff  =  — ß6hds  zur  Verwandlung  homogener  Flüssigkeit  in 
freie  Oberflächenschicht.  Die  Summe  der  letzteren  Arbeiten  muss  also 
für  sich  =Null  sein,  woraus  folgt. 

6h  a  /-,N 

oa  [i 

Bei  gegebenen  Zuständen  der  freien  und  der  Wand-Oberflächenschicht 
hat  also  der  Randwinkel  eine  constante  Grösse,  und  ist  sein  Cosinus  = 
dem  Verhältniss  der  Adhäsions-  und  der  Cohäsionsconstanten.  Auch  der 
Constanten  a  kann  eine  andere  Deutung  gegeben  werden,  welche  der  Be- 
deutang  von  ß  als  einer  in  der  freien  Oberflächenschicht  stattfindenden 
Spannung  entspricht.  Vermöge  der  letzteren  wird  nämlich  auf  den  Flüssig- 
keitsfaden, in  welchem  sich  die  freie  und  die  Wand-Oberflächenschicht  am 
Rande  durchdringen,  eine  Kraft  =  ß  pro  Längeneinheit  im  Sinne  AF 
(F\g,  20)  ausgeübt.  Dieselbe  zerfällt  in  eine  zur  Wand  normale  Corapo- 
nente  =  ß  sin  q)  und  in  eine  Componente  =  ßco8(p  nach  der  Richtung  A  JF, 
Letztere,  nach  Gl.  (1)  =  a,  muss  mit  einer  gleichen  und  entgegengesetzten, 
von  der  Wand-Oberflächenschicht  auf  den  Randfaden  ausgeübten  Kraft  im 
Gleichgewicht  sein,  und  es  kann  also  die  Adhäsiousconstante  a  als 
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die  Grösse  einer  Pressung  der  Wand-Oberfläcbenschicht   pro 

Längeneinheit  eines  Normalscbnitts  derselben  betrachtet  wer* 

a 
den,  so  dass  —  den  Mittelwerth  der  entsprechenden  Pressung  pro  FlÄchen- 

einheit  bedeutet.  Dieselbe  ist  offenbar  als  ebenso  gleichförmig  nach  allen 
Richtungen  in  der  Wandschicht  wie  die  Spannung  ß  in  der  freien  Ober- 
flärchenschicht  zu  betrachten;  doch  kann  sie  positiv  oder  negativ,  eine  ei- 
gentliche Pressung  oder  Spannung  sein,  jenachdem  g)  spitz  oder  stampf^ 
also  a  positiv  oder  negativ,  die  Wandschicht  dichter  oder  weniger  dicht, 
als  die  übrige  Flüssigkeit  ist. 

Eine  grössere  Dichtigkeit  der  Wandschicht  ist  dem  Umstände  zuzu- 
schreiben, dass  sie  von  der  angrenzenden  Wand  stärker,  als  von  der  be- 
nachbarten homogenen  Flüssigkeit  angezogen  wird,  so  dass  das  Gleichge- 
wicht eine  entsprechende  Zunahme  der  Abstossung  durch  grössere  Annä- 
herung der  Moleküle  erfordert.  Wenn  in  diesem  Falle,  welcher  einem  po- 
sitiven Werth  von  a  und  einem  spitzen  Raudwinkel  entspricht,  eine  rela- 
tive Bewegung  der  Flüssigkeit  längs  der  Wand  im  Sinne  AW  (Fig.  20) 
stattfindet,  wenn  man  etwa  die  Wand  im  Sinne  IFA  bewegt,  so  wird  sie 
genetzt,  d.  h.  es  bleibt  eine  dünne  Flüssigkeitsschicht  an  der  Wand 
haften,  und  zwar  (abgesehen  von  den  Einflüssen  der  Schwere,  der  Reibung 
und  der  Verdunstung)  eine  Schicht  von  der  Dicke  w-\-f^  weil  auch  die 
dichtere  Wandschicht  auf  die  angrenzende  Flüssigkeitsschicht  mit  grösserer 
Anziehung  festhaltend  wirkte,  wie  die  andererseits  benachbarte  homogeue 
Flüssigkeit.  Diese  die  Wand  netzende  Flüssigkeitsschicht  verhält  sich  in 
dem  Theile  von  der  Dicke  w  zunächst  der  Wand  wie  eine  dichtere  Wand- 
Oberflächenschicht,  in  dem  äusseren  Theile  von  der  Dicke  /  wie  eine  freie 
Oberflächenschicht.  Wäre  in  Fig.  20  die  feste  Wand  oberhalb  der  Rand- 
linie in  solcher  Weise  benetzt,  so  würde  der  virtuellen  Verrückung  der 
freien  Oberfläche  von  AF  nach  CG  nicht  sowohl  eine  Neubildung  von 
Wandschicht  an  AC^  als  vielmehr  eine  entsprechende  Verwandlung  von 
freier  Oberflächenschicht  daselbst  in  homogene  Flüssigkeit  entsprechen;  in 
Gl.  (1)  ist  dann  ß  statt  a  zu  setzen,  und  ergiebt  sich  9r=  0,  d.  h.  an 
einer  benetzten  Wand  ist  der  Randwinkel  =^  Null.  Damit  aber 
Benetzung  einer  Wand  durch  eine  Flüssigkeit  stattfinden  könne,  muss  der 
entsprechende  Randwinkcl  bei  trockener  unbenctzter  Wand  spitz  sein. 

Die  Verdichtung  der  Wandschicht  einer  Flüssigkeit  an  der  Oberfläche 
eines  von  ihr  benetzbaren  festen  Körpers  wurde  von  Wilhelmy*  dadurch 
experimentoll  nachgewiesen,  dass  er  das  scheinbare  Gewicht  des  in  die 


•  PoggendorTs  Annalen,  Bd.  119,  S.  177. 
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Flüssigkeit  theilweise  eingetauchten  und  an  einer  Wage  hängenden  Körpers 
^  etwas,  und  zwar  um  so  mehr,  je  grösser  die  Oberfläche  des  eingetauchten 
Eörpertheils  war,  grösser  fand,  als  es  nach  der  Rechnung  bei  Berücksich- 
tigung der  am  Rande  gehobenen  und  von  der  Wage  mit  zu  tragenden 
Flüssigkeit  sich  ergiebt,  falls  dabei  die  verdrängte  Flüssigkeit  mit  ihrem 
specifischen  Gewicht  als  homogene  Flüssigkeit  zur  Bestimmung  des  Ge- 
wichtsverlustes (des  Auftriebs)  in  Rechnung  gebracht  wird.  — 

Eine  directe  Bestimmung  der  Constanten  ß  und  «  gemäss  Gl.  (4)  im 
vorigen  und  Gl.  (1)  in  diesem  §.  durch  Messung  der  Oberflächenkrümmung 
und  des  Randwinkels  einer  Flüssigkeit  ist  kaum  oder  nur  schwierig  aus- 
fährbar-, es  pflegen  vielmehr  ihre  Werthe  aus  solchen  mehr  oder  weniger 
zusammengesetzten,  aber  leichter  und  sicherer  messbaren  Erscheinungen 
abgeleitet  zu  werden,  welche  von  den  Gesetzen  des  Cohäsionsdruckes  und 
des  Randwinkels  abhängen  und  in  deren  theoretische  Ausdrücke  deshalb 
jene  Constanten  eintreten.  Dahin  gehört  namentlich  die  Hebung  oder  Sen- 
kung der  Flüssigkeiten  an  festen  Wänden,  zwischen  zwei  sehr  nahen  Wän- 
den und  in  engen  Röhren  (Capillarröhren);  die  Sicherheit  der  Bestim- 
mungen wird  indessen  auch  hierbei  ausser  durch  die  Schwierigkeit  der 
betreffenden  Messungen  an  sich  besonders  dadurch  sehr  erschwert,  dass 
scheinbar  geringfügige  Umstände  (Staub,  Feuchtigkeit,  Oxydation  etc.)  einen 
wesentlichen  Einfluss  auf  die  Beschaffenheit  der  Wände  und  der  Flüssig- 
keit an  der  Oberfläche  und  dadurch  auf  die  Gesammtheit  der  Erschei- 
nungen ausüben;  auch  von  der  Temperatur  sind  sie  merklich  abhängig. 

Im  Folgenden  wird  im  Allgemeinen  von  der  Hebung  durch  Mole- 
kularwirkung die  Rede  sein,  weil  dieser  Fall  für  die  Anwendungen  am 
wichtigsten  ist;  er  setzt  voraus,  dass  die  Wand  durch  die  Flüssigkeit  be- 
netzbar, der  Randwinkel  also  spitz  ist,  wobei  wieder  der  Specialfall  am 
meisten  Interesse  bietet,  dass  die  Benetzung  wirklich  stattfindet,  der  Rand- 
winkel also  =  Null  ist.  Abgesehen  von  diesem  Specialfall  ergeben  sich 
übrigens  aus  den  Gesetzen  der  Hebung  ohne  Weiteres  auch  diejenigen  der 
durch  unbenetzbare  Wände  bewirkten  Senkung  von  Flüssigkeiten,  z.  B.  des 
Quecksilbers  an  Glaswänden,  in  Glasröhren,  von  Wichtigkeit  namentlich  zur 
Correction  mancher  physikalischer  Messungen. 

Wenn  in  jenem  Falle  der  theilweisen  Erhebung  einer  Flüssigkeit 
unter  z  die  Höhe  eines  Punktes  der  gekrümmten  über  der  horizontalen  freien 
Oberfläche  verstanden  wird,  so  sind  auch  in  Gl.  (4),  §.59  die  Krümmungs- 
halbmesser Q  und  p'  der  betreffenden  Normalschnitte  unter  entgegenge- 
setzten Umständen  positiv  oder  negativ,  wie  früher,  nämlich  positiv  für 
eine  nach  aussen  (nach  oben)  concave  Krümmung. 
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§.  61.    Oewieht  der  gehobenen  Flfissigrkeit. 

Unter  der  gehobenen  Flüssigkeit  werde  diejenige  verstanden,  welche 
den  Raum  erfüllt  oder  erfüllen  könnte,  der  von  der  ausgebreitet  gedachten 
horizontalen  Oberfläche  üT,  von  der  gehobenen  und  gekrümmten  Oberfläche 
=  /'  und  von  der  durch  die  Handlinie  =  s  gehenden  verticalen  Cj'linder- 
fläche  begrenzt  wird.  Ist  dF  ein  Element  der  gehobenen  Oberfläche,  s 
seine  Erhebungshöhe  über  II  und  dF'  seine  Horizontalprojectiou,  so  ist 
also  das  Gewicht  der  gehobenen  Flüssigkeit: 

F^JyzdF' 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4)  in  §.  59,  wenn       und     ,  die  Krümmungen 

Q  Q 

von  F  an  der  Stelle  des  Elementes  dF  nach  irgend  zwei  sich  rechtwinkelig 

schneidenden  Richtungen  bedeuten, 

Das  Integral  umfasst  die  ganze  Fläche  F.  Nach  der  in  §.  59  angestellten 
Betrachtung  ist  aber  ii( — f-    ,)  dF  die  algebraische  Summe  der  normal 

ZU  dF  auswärts  gerichteten,  folglich  jf  {  --\---n  dF'  die  algebraische 

\Q       QJ 
Summe  der  vertical  aufwärts  gerichteten  Componenten  der  Kräfte  =  ^^  pro 

Längeneinheit,  mit  welchen  auf  den  Rand  des  dem  Flächenelemente  dF 

entsprechenden    Theils    der   freien    Oberflächenschicht   der   übrige  Theil 

dieser  Schicht  ringsum  ziehend  wirkt,  und  da  bei  der  fraglichen  Summation 

oder  Integration  sich  jene  Kraftcomponeuten  paarweise  aufheben  bis  auf 

diejenigen,  welche  dem  Rande  der  Fläche  F  angehören,  so  folgt 

Pj=ßd8.C0S0 (1  i» 

unter  o  den  Winkel  verstanden,  den  der  Schenkel  JF  (Fig.  20)  des  Rand- 
winkels an  der  Stelle  des  Elementes  ds  der  Randliuie  mit  der  Lothrechten 
bildet. 

Denkt  man  durch  das  Element  AA'  =  ds  der  Randlinie  und  durch 
die  Lothrechte  AV  eine  Ebene  gelegt,  so  wird  dieselbe  von  der  zu  JA 
senkrechten  Ebene  des  Randwinkels  FA  W  =  (p  (Fig.  20)  normal  gi*- 
schnitten  in  der  Geraden  AV'^  welche  mit  AA'  einen  rechten  Winkel, 
mit  AV  also  deuselbou  Winkel  bildet,  unter  welchem  AJ!  gegen  den  Ho- 
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rizont  geneigt  ist  Indem  nnn  JLF,  AV  und  AV'  die  Kanten  eines  an  AV' 
rechtwinkeligen  körperlichen  Dreiecks  sind,  ist 

cos  a  =  cos{  VAF)  =  fo«  ( VA  V'j .  com  (FA  V') 
und  somit  nach  GI.(l) 

.  F=^^  jd»  cosip (2), 

wenn  mit  ds'  =  ds.  cos  ( VA  V*)  das  Element  der  Horizontalprojection  der 
Randlinie  und  mit  ip  der  Winkel  FA  V'  bezeichnet  wird,  den  der  Schenkel 
AF  des  Randwinkels  mit  der  verticalen  Berührungsebene  A!A  V  der  Rand- 
linie bildet  Ist  die  Wand  vertical  (eine  verticale  Cylinderfläche),  so  ist 
die  Ebene  A'AV  ihre  Berührungsebene,  also  ip  =  dem  constanten  Raud- 
winkel  <p  und 

P=  ßa  co8(p  =  cts (3), 

insbesondere  bei  benetzter  Wand  (^  =  0): 

P=ßs\ 

Die  Constanten  a  und  ß  sind  hiernach  =  den  Flüssigkeitsge- 
wichten, welche  an  einer  benetzbaren  verticalen  Wand,  jenach- 
dem  sie  trocken  oder  benetzt  ist,  pro  Längeneinheit  der  Hori- 
zodtalprojection  ihrer  Randlinie  gehoben  werden. 

Dieses  Gesetz,  welches  in  der  allgemeineren  Form  von  Gl.  (3)  auch 
für  den  "Fall  einer  unbenetzbaren  Wand  gilt^  falls  unter  P  in  leicht  er- 
sichtlich entsprechender  Weise  das  Gewicht  der  gesenkten  Flüssigkeit  ver- 
standen wird,  kann  zur  Bestimmung  der  Constanten  a  und  ß  durch  Wägung 
benutzt  werden.  Wird  z.  B.,  wie  es  von  Wilhelmy  (siehe  die  Bemerkung 
am  Ende  des  vorigen  §.)  geschehen  ist,  das  scheinbare  Gewicht  eines  cy- 
lindrischen  Körpers,  wenn  er  in  verticaler  Lage  an  einer  Wage  hängend 
theilweise  in  eine  netzende  Flüssigkeit  eingetaucht  ist,,  bei  benetzter  Ober- 
fläche =  Q  ermittelt^  so  hat  man,  wenn  G  das  Gewicht  des  Körpers  in 
der  Luft,  U  seinen  Umfang,  V  das  Volumen  der  verdrängten  Flüssigkeit 
fbis  zur  horizontalen  Oberfläche  gerechnet),  7  das  specif.  Gewicht  der  letz- 
teren und  0  die  eingetauchte  Körperoberfläche  bedeutet, 

Q=G  —  YV-\-ßU-\-  60, 

Das  letzte  Glied  =  60  entspricht  dem  Umstände,  dass  die  am  Körper 
haftende  verdichtete  Flüssigkeitsschicht  bei  der  Wägung  als  ein  Theil  des 
Körpers  zu  betrachten  ist,  so  dass,  da  sie  auch  einen  entsprechenden  Ge- 
wichtsverlust oder  Auftrieb  erfährt,  der  Coefficient  6  das  Product  aus  der 
Dicke  dieser  Schicht  und  dem  Ueberschuss  ihres  mittleren  specif.  Ge- 
wichtes über  dasjenige  =*=  7  der  homogenen  Flüssigkeit  bedeutet.    Durch 
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Wiederholung  des  Versuches  für  eine  andere  Eintanchungstiefe  erhält  man 
eine  entsprechende  Gleichung 

aus  welcher  in  Verbindung  mit  der  vorigen  Gleichung  die  Unbekannten 
ß  und  6  gefunden  werden  können,  da  die  übrigen  Grössen  bekannt  oder 
anderweitig  bestimmbar  sind. 

Dasselbe  Verfahren  kann  bei  Benutzung  eines  Körpers  von  nicht  be- 
netzbarer Oberfläche  zur  Bestimmung  der  Constanten  a  dienen,  wogegen 
es  kaum  möglich  sein  würde,  bei  netzbarer  Oberfläche  die  wirkliche  Be- 
netzung dauernd  und  sicher  zu  hindern,  also  die  Constante  a  auf  solche 
Weise  zu  bestimmen.  — 

Wenn  ein  solcher  gerader,  z.  B.  cylindrischer  Stab  vom  Umfange  U 
in  eine  netzende  Flüssigkeit  vertical  eingetaucht  und  wieder  empor  ge- 
zogen wird,  so  bleibt  ein  Tropfen  an  ihm  hängen,  welcher  abfällt,  wenn 
sein  Gewicht  die  am  Umfange  vertical  aufwärts  wirkende  Molekularkraft 
=  ßU  Mm  eine  verschwindend  kleine  Grösse  übertrifft;  die  Wägung  eines 
solchen  abgefallenen  Flüssigkeitstropfens  kann  somit  auch  zur  Be- 
stimmung von  ß  dienen.  Im  Vergleich  mit  dem  oben  betrachteten  Falle 
findet  hier  nur  der  im  Princip  unwesentliche  Unterschied  statt,  dass,  wäh- 
rend die  gehobene  Flüssigkeit  dort  unten  an  ihrer  gespannten  krummen 
Oberflächenschicht  gewissermassen  hing,  sie  hier  von  oben  auf  ihr  ruht  bis 
zum  Augenblicke  des  Abtropfens.  Indem  das  Gewicht  oder  Volumen  des 
eben  noch  anhängenden  Tropfens  dem  Umfange  U^  also  dem  Durchmesser 
des  Stabes,  seine  Grundfläche  aber  dem  Quadrat  dieses  Durchmessers  pro- 
portional ist,  so  muss  seine  mittlere  Dicke  oder  Höhe  dem  Stabdurchmesser 
umgekehrt  proportional  sein.  Gewisse  nebensächliche  Umstände,  aufweiche 
näher  einzugehen  hier  nicht  der  Ort  ist,  mögen  diese  einfachen  Beziehungeo 
etwas  modificiren,  besonders  wenn  die  Stabdicke  über  gewisse  Grenzen 
hinaus  ab-  oder  zunimmt. 


§.  62.   Erhebung  des  Wassers  an  einer  ebenen  Wand. 

Ist  das  Wasser  (als  Repräsentant  irgend  einer  Flüssigkeit  betrachtet) 
mit  einer  ebenen  Wand  in  Berührung,  so  ist  bei  genügender  Breite  der- 
selben gegen  ihre  Mitte  hin  die  (im  Falle  der  Benetzbarkeit)  gehobene 
freie  Oberfläche  nahezu  eine  Gylinderfläche,  die  Randlinie  eine  horizontale 
Gerade.  Fig.  21  sei  ein  zu  dieser  Bandlinie  im  Punkte  A  senkrediter, 
also  verticaler  Schnitt,  einen  Querschnitt  AB  der  cylindrischen  Oberflicbe 
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r 

A 

\ 


Fi«.  «1-  enthaltend.     Wird  diese  Curye  JLÖ,  deren  Krüm- 

mungshalbmesser in  dem  beliebigen  Punkte  B  =  q 
sei,  auf  die  rechtwinkeligen  Axen  OX  und  OZ  be- 
\i?  zogen,  jene  in  der  horizontalen  Wasseroberfläche 

gelegen,  diese  durch  den  Punkt  A  der  Randcurve 
X  gehend,  so  ist  nach  §.59,  Gl.  (4)  mit  p'  =  oc  die 
Erhebung  des  Punktes  B 

ß/l    ,    1\       ^1 


T 


7\Q       QJ 


BC 

7  9 


oder,  unter  d«  ein  Bogenelement  der  Curve  AB  und  unter  d-  den  spitzen 
Winkel  ihrer  Tangente  BT  mit  der  x-Axe  verstanden,  wegen 

1  dB^  <^*  .  n 
-  =^  -=  ~  stnir 
Q       äs        dz 

ß 

7 

und  daraus  mit  Rücksicht  darauf,  dass  i9^  =:  0,  2  =  0  zusammengehörige 
Werthe  sind,  und  wenn 

2  ^=«2      (1) 

7 
gesetzt  wird, 

z^  =  a^{l—cosd-) (2). 

Ist  die  Wand  vertical  und  q)  der  Randwinkel,  so  ist  die  grösste 
Erhebung 


0A  =  h  =  ayi  —  8tnq) (3) 

JC 

entsprechend  ^  =  ^  — 9>;  «  ist  die  grösste  Erhebung  an  der  be- 

netzten  verticalen  Wand.  Hagen*  fand  dieselbe  durch  Messung  fttr 
destillirtes  und  für  Brunnenwasser  nahe  gleich,  auch  unabhängig  vom  Ma- 
terial und  von  der  Oberflächenbeschaffenheit  der  eingesenkten,  wenn  nur 
in  allen  Fällen  gehörig  benetzten  Platte,  wie  es  in  der  That  die  Bedeutung 
von  ß  erfordert;  dagegen  zeigte  sich  a,  also  auch  ß  und  die  Oberflächen- 
beschaffenheit des  Wassers  insofern  nicht  constant,  als  bei  einer  frisch 
hergestellten  Oberfläche  a  am  grössten  war  und  dann  mit  abnehmender 
Schnelligkeit  abnahm  etwa  von 

a  =r  3,49  bis  3,07  Millim., 


•  üeber  die  Oberfläche  der  Flüssigkeiten;   Abhandl.  der  Akademie  der 
Wissensch.  zu  Berlin,  1845  und  1846. 
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entsprechend  a^=  12,2  bis  9,4 (4). 

Indem  7  =  1  Milligr.  pro  1  Cubikmillim.  Wasser  ist,  so  würde  nach  Gl.  (1) 
hieraus  folgen,  jenachdem  ß  als  Spannung  oder  als  Arbeit  betrachtet  wird 

(§.  59), 

ß=T)  =^h^  ^is**^7 

Milligr.  pro  1  Millim.  resp.  Milligramm-Millim.  pro  1  Quadratmillim.  oder 
ebenso  viel  Gramm  pro  1  Meter  Breite  eines  Oberflächenstreifens 
resp.  Gramm-Mtr.  pro  1  Quadratmeter  Oberfläche. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  AB  zu  finden,  mag  auch  x  als  Function 
von  d-  entwickelt,  zuvor  aber  nach  Gl.  (2)  gesetzt  werden: 

2  =  fl  |/  2  .  «w  - (^  • 

Daraus  folgt 

dz  =  a  1/2  .cos -  d--  =  —  dxtq^ 
^22  ^ 

COM  ^cosif'      ^  1  —  2  Sin* 

dx  =  -ay2 -d^^  —  ay2-        -  d 

sm  it  2  stn 

und  wenn  i9^  -—  O-q,  z:=r  z^^  für  x  ~  0  gesetzt  wird, 


^  2         Ä 


0 


/l      ^4  .•>  A 

'^     V  2  ^>  -^  2/ 

^  4 

Zur  Elimination  von  &  zwischen  dieser  Gleichung  und  GL  (5)  hat  man 
nach  der  letzteren 

y2ä^  —  2« 
cos  ■  '  '     — 


*    1/  ^  «^ 


sin 

'^4""  ^  "    1/2^/^  +  1/2«^—«« 

'  2 
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und  entsprechend  eos  -—■  und  tg  -—  mit  2  =  «o  i  folglich 

2  4 


als  allgemeine  Gleichung  des  Querschnitts  der  krummen  Oberfläche,  einer- 
lei ob  die  Wand  vertical  oder  geneigt,  benetzt  oder  unbenetzt  ist;  für 
z=0  ist  X  =  oc.  Ist  die  Wand  vertical,  so  ist,  wenn  sie  unbenetzt  ist, 
1^  =  h  nach  Gl.  (3),  wenn  sie  benetzt  ist,  Zq  =  a.  Für  diesen  letzteren 
Fall  hat  Hagen  die  Gleichung  (7)  in  sehr  befriedigender  Uebereinstimmung 
mit  seinen  Messungen  gefunden,  wie  die  folgende  Zusammenstellung  der 
für  Wasser  beobachteten  Werthe  «,  x  und  der  nach  GL  (7)  berechneten 
Werthe  x^  alle  in  Pariser  Linien  ausgedrückt,  erkennen  lässt: 

z  =  1,37     0,70     0,49     0,34     0,12     0,04    beobachtet, 
X  =  0,00     0,31     0,63     0,94     1,88     3,13  „ 

X  =  0,00     0,33     0,63     0,96     1,95     3,01    berechnet. 
Dieselbe  Gleichung  (7)  gilt  auch  für  den  Querschnitt  der  an  einer  unbe- 
netzbaren Wand  abwärts  gekrümmten  freien  Oberfläche,  wenn  nur  die 
2-Axe  entgegengesetzt  genommen  wird,  so  dass  z  eine  Senkung  unter  die 
horizontale  Oberfläche  bedeutet. 

§63.   CapUlaritllt. 

Unter  dem  Begriff  der  Capillarität  wird  häufig  die  Gesammtheit  der 
Erscheinungen  zusammengefasst,  welche  von  den  Molekularkräften  der 
Flüssigkeiten  und  der  sie  begrenzenden  feston  Wände  herrühren;  hier 
sollen  darunter  im  engeren  Sinne  nur  die  Erscheinungen  der  Hebung 
und  Senkung  von  Flüssigkeiten  zwischen  sehr  nahen  Wänden, 
in  engen  Röhren,  sogenannten  Capillarröhren  (Haarröhren),  verstanden 
werden.  Ist  für  eine  solche  als  cylindrisch  (im  weiteren  Sinne  des  Wortes) 
voransgesetzte  Bohre,  welche  vertical  in  eine  Flüssigkeit  eingetaucht  sei, 
F  der  Querschnitt  im  Lichten, 

U  der  umfang  desselben, 

2F 
r=  —  sein  mittlerer  Halbmesser  (=  dem  wirklichen  Halbmesser  bei 

kreisförmigem  Querschnitt), 
Ä  die  mittlere  Erhebungshöhe  =  der  Höhe  einer  Flüssigkeitssäule  von 
der  Grundfläche  F^  deren  Volumen  =  dem  gehobenen  Flüssigkeits- 
volumen ist,  und  wird  wieder 

ß 
a*  =  2  -  gesetzt  wie  im  vorigen  §., 

Oraskof ,  theoret.  MsMhine&lelire.    I.  22 
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80  ist  nach  §.  61,  Gl.  (3)  das  gehobene  Flüssigkeitsgewicht 

P=ß  Ueo8qp  =  yFk, 

folglich 

ß   ü                a^ 
h=~  ^608g>=-coaq>     (1\ 

vorausgesetzt  dass  der  Randwinkel  g)  ringsum  gleich  ist. 

Diese  mittlere  Höhe  A,  welche  nach  vorstehender  Gleichung  allgemein 
dem  mittleren  Halbmesser  r  oder  dem  mittleren  Durchmesser  ^=  2r  der 
Röhre  umgekehrt  und  dem  Cosinus  des  Randwinkels  direct  proportional  ist, 
wird  aber  nicht  unmittelbar  beobachtet,  sondern  vielmehr  die  kleinste  Höhe 
=  ^0  des  Scheitelpunktes  der  krummen  Oberfläche  und  die  grösste  Höhe 
=  A^  der  Randlinie,  letztere  zunächst  als  horizontal  vorausgesetzt.  Die 
genaue  Bestimmung  dieser  Höhen  h^  und  A^  würde  die  Gleichung  der  ge- 
hobenen Oberfläche  erfordern,  welche  sich  indessen  in  geschlossener  Form 
selbst  in  einfachen  Fällen,  z.  B.  schon  im  Falle  einer  kreisförmig  cylixi- 
drischen  Röhre  nicht  entwickeln  lässt.  Wird  aber  die  Gleichung  der  Obe^ 
fläche  möglichst  einfach  den  Verhältnissen  angepasst,  übrigens  vrillkttrlich 
und  so  angenommen,  dass  sie  zwei  zu  bestimmende  Parameter  enthält,  von 
welchen  der  eine  die  Höhenlage,  der  andere  die  Form  der  Fläche  bedingt, 
so  kann  zunächst  jener,  also  die  Höhenlage  der  Fläche  mit  Rücksicht  da- 
rauf bestimmt  werden,  dass  das  gehobene  Flüssigkeitsvolumen  =  Fh  sein 
muss,  wonach  Hq  und  h^  als  Functionen  des  anderen  Parameters  auszu- 
drücken sind.  Durch  denselben  können  dann  auch  die  mittleren  Krfim- 
mungen  der  Normalschnitte,  d.  h.  die  Grössen 


2V 


?+?) 


1  1 

=:=  —  für  den  Scheitelpunkt  und  =r     -  für  die  Punkte  der  Randlinie  am- 
Po  Qi 

gedrückt,  und  kann  schliesslich  der  fragliche  Parameter  gemäss  der  Be- 
dingung bestimmt  werden,  dass  nach  §.  59,  Gl.  (4) 


(2) 


sein  muss.  Auf  solche  Weise  können  die  Höhen  h^  und  h^  um  so  weniger 
fehlerhaft  gefunden  werden,  je  weniger  sie  von  der  durch  Gl.  (1)  genau 

bestimmten  mittleren  Höhe  verschieden  sind,  je  kleiner  also     ~t— ^  ^^^ 
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nach  Gl.  (1),  indem  h^ — h^  eine  mit  r  vergleichbare  Grösse  sein  mnss,  je 

kleiner  —  ist;  die  Erfahrung  lehrt  übrigens,  dass    — — -  oder  —  durch- 
<9  ha 

ans  nicht  sehr  kleine  Brüche  zu  sein  brauchen,  um  auf  die  angegebene 
Weise  eine  genügende  Uebereinstimmung  zwischen  den  berechneten  und 
den  beobachteten  Werthen  von  h^  und  h^  zu  erzielen. 

Eine  horizontale  Randlinie,  wie  sie  hier  vorausgesetzt  wurde,  kann 
freilich  bei  constantem  Kandwinkel  gp  streng  genommen  nur  in  den  beiden 
sogleich  näher  zu  betrachtenden  Grenzfällen  stattfinden,  in  welchen  sie  aus 
zwei  parallelen  Geraden  besteht  oder  ein  Kreis  ist.  In  anderen  Fällen 
mQsste  eine  entsprechend  grössere  Zahl  von  Parametern  in  der  angenom- 
menen Gleichung  der  Oberfläche  so  bestimmt  werden,  dass  für  verschiedene 
ausgezeichnete  Punkte  der  Randlinie  die  Bedingung  (2)  erfüllt  wird. 

1)  Bei  der  Erhebung  einer  Flüssigkeit  zwischen  zwei  paral- 
lelen und  verticalen  ebenen  Wänden,  deren  Entfernung  =  d  =  2e 
und  deren  Breite  viel  Mal  grösser  sei,  ist  die  krumme  Oberfläche  gegen 
die  Mitte  der  Wandbreite  hin  eine  Cylinderfläche,  welche  die  Wände  in 
zwei  horizontalen  Geraden  als  Randlinien  berührt  oder  schneidet  jenachdem 
die  Wände  benetzt  sind  oder  nicht.  Für  einen  Theil  der  Flüssigkeit  zwischen 
zwei  Verticalebenen,  die  in  dei*  Entfernung  =  1  die  Wände  rechtwinkelig 

Khneiden,  ist  dann 

2F 
F=d,      U=2,     r=—^d, 

also  nach  GL(1)  im  Falle  der  Benetzung: 

h  =  -^ (3). 

d 

Wild  als  Querschnitt  der  cylindrischen  Oberfläche  eine  halbe  Ellipse  mit 
der  verticalen  Halbaxe  e^  angenommen,  so  ergiebt  sich  zunächst  aus  der 
Bedingung 

2 


Fh  =  2eh  =  2<fÄi  —  -  ee^ 


^on  den  Krümmungshalbmessern  q  und  q  der  Hauptschnitte  ist  der  eine 
uiendlich,  der  andere  für  die  Punkte 

der  Randlinie  =  -^— ,  also  —  =  —  — 5  , 

e   '  Pi       2  e^^ 

e^       ,        1         1    «0 
der  Scheitellinie  =  — ,  also  —  =  -r  —^ . 

22* 
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Nach  61.  (2)  ist  somit 


und  folgt  daraus 


ej  ^     a«  ^  2  a^         ^  2  h 


1 


% 


2     » 


(5). 


2  h 

Es  fand  z.  B.  Hagen  filr  Brunnenwasser  im  Mittel  ans  mehreren  Mes- 
sungen 

a=  1,38;     h^  =  2,09;     h^  =  1,55  Pariser  Linien. 
Daraus  würde  folgen: 

4 

rf=   ,    =-  1,14;     ,  =0,683 

und  zur  Controle  aus  GL  (5) 

1  1,14 

J/l+^.  0,683 

nahe  Obereinstimmend  mit  dem  gemessenen  Werthe  von  e^  =  h^  —  h^. 
Uebrigens  ist  es  bemerkenswerth,  dass  der  auf  solche  Weise  durch  Rech- 
nung aus  den  gemessenen  Erhebungshöhen  «p,  h^  und  Aq  abgeleitete  Werth 
von  d  im  Allgemeinen  kleiner  gefunden  wird,  als  die  durch  directe  M^ 
sung  bestimmte  Entfernung  der  eingetauchten  ebenen  Platten;  oder  dass, 
wenn  in  Gl.  (3)  für  d  die  gemessene  Entfernung  der  festen  Wände  gesetzt 
dann  a  grösser  gefunden  wird,  als  durch  Messung  der  Erhebungshöhe  an 
einer  ebenen  Wand,  welcher  nicht  eine  andere  nahe  gegenüber  liegt  (§.  62). 
Diese  Thatsache,  welche  auch  bei  der  Erhebung  einer  Flüssigkeit  in  be- 
netzten eigentlichen  Capillarröhren  hervortritt,  ist  wahrscheinlich  dem 
Umstände  zuzuschreiben,  dass  die  Dicke  =  b  der  benetzenden  Schicht 
(nach  den  Bezeichnungen  in  §.  60  =  m;  -f-  /)  nicht  verschwindend  klein 
ist,  die  krumme  Oberfläche  aber  nicht  eigentlich  von  den  festen  Wänden, 
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sondern  von  den  freien  Oberflächen  der  sie  netzenden  Flüssigkeitsschichten, 
I  d.  h.  von  zwei  Ebenen  berührt  wird,  deren  Entfernung 

'  =d  —  2h  =  d--2[w+/) 

ist   Nach  einem  der  Hagen' sehen  Versuche,  welcher  von  A.  Beer*  an- 
I  gef&hrt  wird,  war  z.  B.  in  Millimetem 

«  =  3,181;     Äi  =4,748;     Äo  =  3,553, 

und  wurde  die  Entfernung  der  Platten  (durch  eine  dazwischen  befindliche 
i  dritte  Platte)  zu 

d  =  2,808  Millim. 

bestimmt,  w&hrend  die  obigen  Formeln  mit 

e^  =  h^—h^  =  1,195;     Ä  =  Ai  —  ^  <?o  =  ^810 

ergeben  würden:  rf=— =2,656  Millim. 

h 

entsprechend  h=:w  +/  = ""-  -  -    =  0,076  Millim., 

ein  Werth,  dessen  auffallende  Grösse  freilich  wohl  zum  Theil  von  Mes- 
sangsfehlem  herrühren  mag. 

2)  Bei  einer  kreisförmig  cylindrischen  verticalen  Röhre  von 
der  Weite  2r  ist  r  zugleich  der  mittlere  Halbmesser  im  Sinuc  von  Gl.  (1), 
also  die  mittlere  Erhebungshöhe  bei  benetzter  Rohrwand 

Ä  =  ^* (6). 

r 

Wird  dann  die  Oberfläche  der  in  der  Röhre  gehobenen  Flüssigkeit  als  ein 
halbes  Rotationsellipsoid  betrachtet,  dessen  horizontale  Halbaxen  ^=  r  sind, 
während  die  vcrticale  Halbaxe  in  der  Rotationsaxe  =  r^  gesetzt  wird,  so 
ist  wegen 

2 
Fh  =  jtr*h  =  jrr^Äj^  —     jrrV^ 

3 

2  1 

h  =Ä  +  -^r^,;     Äo  =  /»—  -To     (7). 

Die  Krümmungshalbmesser  der  Hauptschnitte  sind 

ftr  die  Randlinie:  p=--®-,  p'=r,  also  --=  -  (  — ^  -\ — ), 

r  Qt        2  \ro*        r/ 

*  Einleitung  in  die  mathematische  Theorie  der  Elasticität  und  Capil- 
larität,  S.  127. 
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für  den  Scheitelpunkt:  q=zq=-  ,  also  -- —    ^. 
Nach*  Gl.  (2)  ist  folgüch 

T  T 

Hiernach  ist,  wenn  —  ein  kleiner  Bruch  ist,  -    =  1  +  a?  nur  wenig  >  1, 

also  näherungsweise 

2  +  4.  =  2(l+j),    .  =  \\ 

"^0        i-j-ar  V  2  Ä/ 


2  r  _  1  r« 

3  I  ~  3  Ä' 


'   '.  (10. 

,/         1  r    ,    1  r«' 

Wenn  man  das  letzte  Glied  vernachlässigt,  also  r^  ^  r,  d.  h.  die  Oberfläche 
als  Eugelfläche  voraussetzt,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

1  «*       1 

«*^r(Äo  +  ^)--- (11). 

ein  Ausdruck,  welcher  vorzugsweise  zur  Bestimmung  der  Constante  n*  be- 
nutzt worden  ist.  Dass  dieselbe  hierbei  im  Allgemeinen  grösser  gefunden 
wird,  als  bei  unmittelbarer  Messung  der  Erhebungshöhe  a  an  einer  ein- 
fachen ebenen  Wand  (§.  62),  und  zwar  um  so  mehr  grösser,  je  kleiner  r 
ist,  muss  vermuthlich  dem  oben  unter  1)  erwähnten  Umstände  zugeschrieben 
werden,  dass  die  Dicke  =  h  der  die  Rohrwand  benetzenden  FlüssigkeitB- 
schicht  eine  mit  dem  Halbmesser  r  vergleichbare  Grösse  hat.  Nach  GL  (11,. 
folgt  z.  B.  für  Wasser  aus  Messungen  von  B^de,*  bei  welchen  in  Milli- 
metern 

r  =       0,111       0,199       0,487       0,621       1,025 

h^  =  136,65       75,10       29,70       22,82       12,42      war, 
ö«  =     15,17        14,96       14,54       14,30       13,08, 


M6m.  de  Tacad^mie  royale  des  sciences  de  Belgique,  t.  XXV. 


J 
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im  Mittel:  a^  =  14,4.  Die  hiemach  offenbar  gesetzmässige  Veränderlich- 
keit  von  a^  mit  der  Grösse  von  r  kann  angenähert  dadurch  in  der  Formel 
ausgedrückt  werden,  dass  r  —  3  für  r  gesetzt  und  h  entsprechend,  nämlich 
80  bestimmt  wird,  dass  dem  grössten  und  dem  kleinsten  Werthe  von  r  nahe- 
zu gleiche  Werthe  von  a^  entsprechen.    Bei  dem  neben  h^  verhältniss- 

r 
massig  kleinen  Summand       ist  diese  Correction  unwesentlich;  wird  also 

o 


«*=(r-*)(Äo  +  -!j) 


gesetzt,  80  folgt  aus  obigen  Versuchen  z.  B.  mit  b  =  0,015  Millim. 

««  =  13,12     13,83     14,09     13,95     12,89, 

im  Mittel:  «2  =  13,6. 

Jener  Mittelwerth  a*  =  14,4,  welcher  ohne  die  fragliche  Correction 
von  r  abgeleitet  wurde  und  sich  auf  eine  ViTassertemperatur  von  unge^r 
13^  C.  bezieht,  stimmt  nahe  überein  mit  den  analog  gefundenen  Resultaten 
anderer  Beobachter,  z.  B.  von  Desains,  Hagen  und  Quincke.  Brunner, 
ebenso  Frankenheim  und  Sondhauss  constatirten  einen  merklichen 
Einflnss  der  Temperatur  der  Art,  dass  a^  mit  wachsender  Temperatur  ab- 
nimmt; insbesondere  für  Wasser  ist  nach  Brunner*  zu  setzen: 

««=15,32(1  —  0,00187  t) (12). 

Mit  Rücksicht  auf  die  Veränderlichkeit  von  /  muss  die  Cohäsionsconstante 

ß=-ya^  in  noch  etwas  höherem  Grade  mit  wachsender  Temperatur  ab- 

nehmen.  — 

Der  Fall  einer  unbenetzten  Rohrwand  ist  von  Wichtigkeit  nur 
dann,  wenn  dieselbe  überhaupt  nicht  benetzt  werden  kann,  d.  h.  wenn  der 
Randwinkel  q>  stumpf  ist.  Die  mittlere  Erhebungshöhe  h  wird  dann  nach 
61.(1)  negativ;  ihr  Absolutwerth,  nämlich 

—  a^  cos  w       a^sinw       ,  ^    .»    ,      / 

—  Ä  =  ^= ^  = ^  mit  9)  =  90^  +  f/)    .  .  .  (13) 

T  T 

bedeutet  dann  die  mittlere  Tiefe  der  convexen  Oberfläche  innerhalb  der 
Röhre  unter  der  horizontalen  ausserhalb  derselben.  Von  besonderem  In- 
teresse ist  diese  sogenannte  Capillardepression  für  Quecksilber  in 
Glasröhren  zur  Correction  der  Ablesungen  von  Barometern  und  Mano- 
metern. Diese  Ablesungen  beziehen  sich  aber  auf  den  Scheitel  der  Queck- 
Büberkuppe,  and  um  dessen  Depression 


♦  Pogg.  Ann.  Bd.  70,  S.  515. 
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2 


h=t-f 


a  *  »in  (p 


f 


(14) 


zu  erhalten,  muss  von  t  eine  Grösse  /  abgezogen  werden,  welche  durch  die 
Gestalt  der  Oberfläche  bestimmt  ist,^  nämlich,  wenn  ^  die  Depression  der 
Randcurve  bedeutet, 

f=t-t^  =  t,^t^  —  (t^—t)=f^  —  (t,—e) (15^ 

=  dem  Ueberschuss  der  ganzen  Höhe  f^  über  die  mittlere  Höhe  (^i — 1\ 
der  Quecksilberkuppe  ist. 

Wenn  die  Weite  der  Röhre  eine  gewisse  Grenze  (etwa  5  Millim.) 
nicht  überschreitet,  kann  die  krumme  Oberfläche  des  Quecksilbers  als 
Kugelfläche  vorausgesetzt  werden;  der  Radius  dieser  Kugelfläche  wäre 
dann,  wie  ein  Blick  auf  Fig.  22  erkennen  lässt, 

Fig.  22.  ^ 

9  =  - — ' 
smip 

I 

f    und  die  Höhe  der  Quecksilberkuppe 


f^=Q{l—cos(p)  =  r ^-^  =  Ttg^^    •  •  -  Ubi. 

sin(p  2 

Die  fragliche  Voraussetzung  ist  also  gerechtfertigt,  so 
lange  die  Höhe  /^  der  Kuppe  nahe  proportional  der  Rohrweite  gefunden 
wird.  Folgende  Tabelle  enthält  einige  solche  zusammengehörige  Werthe 
von  r  und  /^  in  Millimetern  nach  Messungen  von  Böde. 


r 

u 

U 
r 

r 

fi 

r 

0,199        ;       0,15 

0,7538 

1,323 

0,70 

0,5291 

0,576 

0,20 

0,3472 

1,771 

0,95 

0,5364 

1,025 

0,50 

0,4878 

2,140 

1,00 

0,4673 

Die  entsprechenden  Werthe  von 

^  2 

fi 
r 

sind  freilich  sehr  verschieden,  jedoch  in  ganz  regelloser  Weise;  aus  dem 

Mittelwerth  ergiebt  sich 

g)'  =  55^  also  g:'^  145« (17). 

Indem  nun  das  Volumen  des  von  der  Quecksilberkuppe  gebildeten  Kugel- 
abschnitts mit  Rücksicht  auf  Gl.  (16) 

also  ihre  mittlere  Höhe 
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ist,  wenn  g>'  =  55®  gesetzt  wird,  so  folgt  aus  GL  (15) 

/=  (1  —  0,545;/,  =  0,455/i  =  0,237  r 
und  ans  GL  (14)  schliesslich 


8 


<0   = 


a'smq) 


0,237  r (18). 


Diese  Depressionen  tQ  der  Quecksilberknppe  in  engen  Glasröhren  sind 
u.  A.  auch  von  Bö  de  gemessen  worden.  Einige  der  gefundenen  Werthe 
nebst  den  entsprechenden  Werthen  von  r,  aasgedrückt  in  Millimetern,  sind 
in  der  folgenden  Tabelle  enthalten;*  sie  beziehen  sich  auf  eine  Temperatur 
Ton  ungeÄhr  17®  C. 


0,0492 
0.0795 
0,111 


101,90 
60,90 
43,75 


5,014 
4,843 
4,859 


0,199 
0,466 
0,621 


25,53 

11,03 

7,88 


5,090 
5,191 
4,985 


Die  Tabelle  enthält  auch  die  nach  Gl.  (18;  berechneten  Werthe  von  ahin(p\ 

deren  geringe  Verschiedenheit  ohne  ausgesprochene  Abhängigkeit  von  r 

jene  Gleichung  als  zulässig  für  geringe  Bohrweiten  bestätigt;  im  Mittel 

ergiebt  sich 

«2,1« 9)' =  5,00;  mit  ^'  =  55«  also  «2  =  6^104 (19). 

Die  Kenntniss  der  Depression  t^  des  Quecksilbers  in  Glasröhren  ist  übri- 
gens auch  für  solche  Fälle  Bedürfniss,  in  welchen  die  Rohrweite  zu  gross 
ist,  als  dass  die  Quecksilberkuppe  mit  genügender  Annäherung  wie  ein 
Kugelabschnitt  berechnet  werden  könnte.  Für  solche  Fälle  sind  directe 
Messungen  der  Grösse  /  in  GL  (14)  besonders  werthvoll,  wie  sie  von 
Danger**  ausgeführt  wurden,  indem  er  auf  den  ebenen  Rand  der  oberen 
Oefinung  einer  vertical  stehenden  und  ganz  mit  Quecksilber  angefüllten 
Glasröhre  eine  Glasplatte  deckte,  durch  Entfernung  derselben  die  Queck- 
silberkuppe sich  bilden  Hess  und  die  Erhebung  ihres  Scheitels  über  die 
Randebene  der  Röhre  =  /'  bestimmte;  denn  das  Quecksilbervolumen, 
welches  sich  hierbei  über  die  Randebene  der  Röhro  in  der  Mitte  erhob, 
mnsste  natürlich  demjenigen  ringförmigen  Volumen  gleich  sein,  aus  welchem 


*  Nach  A.  Beer*  6  Einleitung  in  die  mathem.  Theorie  der  Elasticität 
and  CapiUarität,  S.  135. 

Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  serie  III,  t.  XXIV,  p.  501. 


*• 
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sich  unterhalb  jener  Ebene  das  Quecksilber  zurückzog,  und  war  also  die 
Erhebung  des  Euppenscheitels  über  den  Köhrenrand  =  dem  Ueberschoss 
der  ganzen  über  die  mittlere  Höhe  der  QuecksUberkuppe.  Folgende  Ta- 
belle enthält  die  bei  einer  Quecksilbertemperatur  =  15®  C.  gefundenen 
Werthe  in  Millimetern. 


2r 

f 

^0 

2r 

/• 

1 

2r 

f 

^0 

1 

0,178 

10,502 

7 

0,610 

0.916    1 

1   13 

0,627 

0,195 

2 

0,310 

5,030 

8 

0,630 

0,705 

14 

0,610 

0,153 

3 

0,410 

3,150 

9 

1 

0,639 

0,548 

15 

0,590 

0,122 

4 

0,486 

2,184 

10 

0,643 

0,425 

20 

0,495 

0,039 

5 

0,544 

1,592 

11 

0,643 

0,328 

30 

0,355 

0,001 

6 

0,548 

1,232 

12 

0,637 

0,253 

60 

0,178 

0,000 

Diese  Messungen  bestimmen  auch  die  Constante  a^simp  und  somit 
nach  Gl.  (14)  die  Depression  t^.  Je  weiter  nämlich  die  Röhre  ist,  desto 
mehr  nähert  sich  natürlich  die  Oberfläche  des  Quecksilbers  gegen  die  Mitte 
hin  einer  Ebene  und  t^  der  Grenze  Null;  in  der  Grenze  wird  fr  constant 
=  a^stn  (p\  Die  Tabelle  lässt  nun  erkennen,  dass  schon  bei  einer  Rohr- 
weite von  30  Millim.  diese  Grenze  merklich  erreicht  wird,  indem  der  ent- 
sprechende Werth  von  /  doppelt  so  gross  ist  wie  für  2r  =  60  Millim. 

Also  ergiebt  sich 

ahing)'  =  30 . 0,178  =  5,34 (20). 

Die  hiermit  berechneten  Werthe  von 

5,34 


^0  = 


-/; 


welche  in  der  Tabelle  eingetragen  wurden,  sind  mit  den  Beobachtungs- 
fehlern der  Einzelbestimmungen  von  /  behaftet,  und  es  würde  zur  Ans- 
gleicliung  derselben  am  rationellsten  sein,  jene  Werthe  Iq  zunächst  zur 
Bestimmung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Coefficienten  J,  B  .  . .  * 
einer  Formel  zu  benutzen,  welche  analog  der  Gl.  (10)  in  der  Form 

A 


^0   = 


r 


Br-\~  Cr 


8 


angenommen  werden  könnte,  und  dann  schliesslich  mit  Hülfe  dieser  Formel 
eine  corrigirte  Tabelle  zu  berechnen. 

Zur  Yergleichung  mag  noch  die  folgende  Tabelle*  hier  Platz  finden, 
welche  Bouward  nach  Laplace  berechnete  und  welche  häufig  zur  Cor^ 


*  Nach   MouBSon's   „Physik   auf  Grundlage  der  Srfabnuif^  2.  Ani^ 
Bd.  I,  S.  265. 
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rection  der  Ablesungen  manometrischer  Instrumente,  bei  denen  Quecksilber 
in  Glasröhren  die  manometrische  Flüssigkeit  ist,  seither  benutzt  wurde. 


2r 

^0 

2r 

to 

2r 

'o 

2r 

'o 

2r 

*o 

2 

4,560 

v 

6 

1,148 

10 

0,420 

14 

1 

0,160 

18 

0,059 

3 

2,902 

7 

0,881 

11 

0,351 

15 

0,124 

19 

0,043 

4 

2,039 

8 

0,685 

12 

0,260 

16 

0,097 

20 

0,035 

5 

1,Ö0Ö 

9 

0,535 

13 

0,205 

17 

0,075 

Dang  er  (siehe  oben)  bestimmte  auch  die  ganze  Höhe/j  der  Queck- 
süberkuppe,  und  es  kann  namentlich  der  Wertji,  welcher  für  die  Röhre 
Ton  60  Millim.  Durchm.«  durch  die  Messung  gefunden  wurde,  in  Verbindung 
mit  dem  nach  Gl.  (20)  schon  ermittelten  Werthe  von  a^stn  g)'  zur  ange- 
näherten Bestimmung  von  q>'  und  a^  benutzt  werden.  In  diesem  Falle  ist 
nämlich  t^  =  0,  also  /i  =  t^  und  somit  nach  §.  59,  Gl.  (4),  wenn  fttr  die 
Punkte  der  Randlinie  q  den  Krümmungshalbmesser  der  zu  ihr  senkrechten 
Xormalschnitte  (der  Meridiane)  der  krummen  Oberfläche  bedeutet, 

7fx=n  :  +  "--)  oderA  =  -(-  + 


ß 


wegen  ö*  =  2  —  und  weil  die  Krümmungshalbmesser  der  die  Randlinie  be- 

r 
röhrenden  Normalschnitte  =  -: — ,  sind.    Für  r  =  oo  ist  /,   die  grösste 

Depression  des  Quecksilbers  an  einer  ebenen  yerticalen  Glaswand,  also 
nach  §.  62,  GL  (3) 

-  sin  q)  =a  l/l  —  eos  g)'  =  1/  2a^am^  ~=y   a^  ---  -  *- 


a 


=«Vi 


^8tnq)  tg    --> 


2q  '    -  -  f    -  y^  fr  2 

somit  ist  auch,  wenn  man  annimmt,   dass  q  bei  der  60  Millim.  weiten 
Röhre  denselben  Werth  hat  wie  bei  einer  ebenen  Wand, 


/■,=[/« 


»««90  tg-^-\ — 


und  folgt  daraus  mit  a*tin^'  =  5,34 


^     2 


A 


5,34^ 
~2r 


5,34 


Indem  nun  Danger  /j  =  1,718  für  r  =  30  Millim.  fand,  ergiebt  sich 

5  34 
«)'  =  62«51',  also  a^  =  -^—y==ß,70. 

8tn  (p 
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rt=\/ahin<p'tgi,tff^^=('- 


Würde  nicht  p,  sondern  die  Maximaldepression  als  gleich  für  die 
60  Millim.  weite  Röhre  und  für  die  ebene  Wand  angenommen,  so  wäre 

2       •'  2        5.34 

* 

und  danach  mit  /^  =  1,718 

^'=57<>52',  also  ««= -^'^^  =  6,31. 

atn  qj 

Die  wahren  Werthe  von  9'  und  «*,  welche  diesen  Versuchen  entsprechen, 
liegen  vermuthlich  zwischen  den  obigen  Zahlen  als  Grenzen.  —  Richtiger 
würde  9'  aus  der  Gleichung 

2        a^8tng:> 

gefunden,  wenn  darin  für  t  die  beobachtete  Depression  der  Randlinic 
an  einer  verticalen  ebenen  Wand  und  für  a^stn^^  der  anderweitig  nach 
obigen  Angaben  bestimmte  Werth  gesetzt  wird. 

üobrigens  ändern  sich  g)'  und  a^  sehr  merklich  schon  durch  geringe 
Unreinheiten  des  Glases,  durch  das  Anhängen  verdichteter  Luft  und  von 
Feuchtigkeit  an  der  Oberfläche  desselben  und  durch  Oxydation  des  Queck- 
silbers. Mit  wachsender  Temperatur  nimmt  a'^simp  zu,  von  0°  bis  ^®  nach 
Frankenheim  im  Verhältnisse  1:1  +  0,0013^.  — 

Von  der  Veränderlichkeit  des  Raudwinkels  lässt  sich  die  Be- 
stimmung der  Capillardepression  des  Quecksilbers  in  Glasröhren  dadurch 
unabhängig  machen,  dass  man  die  Höhe  h  der  Quocksilberkuppe  (im  Vor- 
hergehenden mit  /i  bezeichnet)  in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  misst 
und  den  Randwinkel  als  Function  von  h  ausdrückt,  so  dass  dann  auch  die 
Depression  t^  des  Scheitels  der  Quecksilberkuppe  als  eine  (ausserdem  nur 
von  der  Constanten  a^  abhängige)  Function  von  r  und  h  erhalten  wird, 
nämlich  nach  Gl.  (14)  und  (15) 

to  =  -  -^■^{t^-t)  —  h (21), 

worin  sing)'  und  (t^ — t)  auf  Grund  einer  Annahme  in  Betreff  der  Gestalt 
der  Quecksilberoberfläche  durch  r  und  h  auszudrücken  sind. 

Wird  zunächst  diese  Oberfläche  als  Kugel  fläche  vorausgesetzt,  so 
ist  das  Volumen  der  Quecksilberkuppe 


und  ihre  mittlere  Höhe 


^-^  =  :^..--ä^+.s 
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q>         h 
ferner  nach  61.  (16):  tg  —  =  -  ^  also 


2tg 


<P 


8tnq>  = 


2rh 


1+^*^ 


r^+Ä« 


—  h 


(22). 


and  somit  nach  Gl.  (21) 

^o__2a«_       1  Ä«^  1 
Ä"~r«  +  Ä«"^  6  r*        2 

Diese  Formel  kann  indessen,  wenn  die  Köhre  nicht  sehr  eng  ist,  nur  eine 
erste  Annäherung  gewähren,  weil  in  der  That  die  Quecksilberoherfläche 
am  Rande  stärker  gekrümmt  sein  muss,  als  am  Scheitel,  und  zwar  so,  dass 
nach  GL  (2)  das  Product  aus  der  Constanten  a*  und  der  Differenz  der 

mittleren  Krümmungen  —    und  —  der  betreffenden  Normalschnitte  ^=  der 

Qi  Po 

Kuppenhöhe  h  ist.  Behufs  einer  weiteren  Annäherung  werde  deshalb  diese 
Oberfläche  als  ein  Umdrehungsellipsoid  vorausgesetzt  (Fig.  23),  dessen 

Halbmesser  am  Aequator:  0Q  =  x  und  in  der 
Axe:  OS^=y  sei;  dabei  sind  x  und  y  vorläufig 
unbekannt,  nur  ist  jedenfalls  x'^  y.  Dieses 
EUipsoid  und  die  in  demselben  um  seine  Axe 
=2  y  als  Durchmesser  beschriebene  Kugel  wer- 
den von  horizontalen  Ebenen  in  Parallelkreisen 
geschnitten,  deren  Flächen  das  constante  Ver- 


2 


hältniss  -;,  haben:  dasselbe  Yerhältniss  haben 

somit  auch  die  von  solchen  Ebenen  abgeschnittenen  Volumiqa,  und  es  ist 
also  das  Volumen  der  Quecksilberkuppe 


woraus 


Jtr^        D  \  r^  y 


und  nach  Gl.  (21) 


~h 


+ 


1  Ä«  ^« 
6  r«  y^ 


1 
2 


(23) 
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folgt,  um  in  dieser  Gleichung  x,  y  und  qf  durch  r  und  h  auszudrücken, 
sind  drei  Beziehungen  zwischen  diesen  Grössen  erforderlich.  Zunäeh^t  ist 
nach  der  Gleichung  der  Ellipse: 

Um  femer  den  Winkel  g)  als  der  Tangente  an  die  Ellipse  im  Punkte  Ä 
der  Randlinie  angehörig  zu  charakterisircn,  mag  der  bekannte  Ausdruck 
für  die  Subnormale  benutzt  werden,  wonach 

NH  =  ^ ^.OH,  d.  h.  r cotg (p'  =  ^^{y  —  h) '2b) 

ist.  Eine  dritte  Beziehung  liefert  die  oben  erwähnte  Gleichung  (2).  Indem 
nämlich  für  irgend  einen  Punkt  Ä  der  Randlinie  der  Ejrümmungshalbmesser 
des  dieselbe  berührenden  Normalschnitts  des  Umdrehungsellipsoids  =  der 
Normalen 

AN=Q= -,''-. 
8in(p 

und  der  Krümmungshalbmesser  der  Meridianlinie,  d;  h.  der  Ellipse,  wenn 
%  die  Länge  des  dem' Halbmesser  OA  coi^ugirten  Halbmessers  OB  bedeutet, 

=  —  oder  wegen  p  =  -  «  auch  =  Q^  -. 
xy  y  X* 

ist,  so  ist  die  mittlere  Krümmung  der  betreffenden  Normalschnitte: 

1  _  1  / 1        1   x^\ 

wogegen  im  Scheitel  jeder  Krümmungshalbmesser  eines  Normalschnittes 


rr*  1         y 

=  -,  also  -  =  -i 
y  Po       ^ 


ist;  somit  hat  man  nach  Gl.  (2) 

,  =  a^(l^±)^^(}L  +  .\^^^2^) (26). 

Mpi        qJ        2\Q^Q^y^         x^J 

Setzt  man  den  Krümmungshalbmesser  der  Normalschnitte  im  Scheitel- 
punkt S 


x^ 


kQ, 


so  folgt  aus  Gl.  (24) 


kqy       y     y^        '    y      ^      HHq 
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und  somit 


it^_2kQ       r«_ 


y*         h         h 
OL  (23)  erh&lt  dadurch  die  Form 


8 


2kr    _f« 


t, 


2. 


a*««9)         1 

+ 


hk 


2 
3 


(27), 


h  rÄ        '    3   r%tn^! 

worin  noch  h  and  g[>'  vermittels  Ol.  (25)  und  (26)  zu  bestimmen  bleiben. 
Aus  Ol.  (25)  folgt 

y 


X 


r  eotg  ^   =  - 


1 


also  mit  q  = 


stn  q; 


während  nach  Ol.  (26) 


2Qh 


X-  -\-  eosKp        r 
sin  (p  h 


2^\=i  +  P-2 


(28), 


2 


a^stn(p 
sin  (p  = 


2rh 


«*(i.+**-^) 


(29) 


ist  Durch  SDCcessire  Näherung  ist  nun  der  Werth  von  It  so  ztx  bestimmen, 
dass  durch  denselben  und  durch  den  nach  61.  (29)  entsprechenden  Werth 
von  9'  der  Gl.  (28)  genügt  wird.  Auf  diese  Weise  findet  man  beispiels- 
weise mit  0*  =  6,5  (entsprechend  im  Mittel  den  oben  discutirten  Mes- 
sangen  von  Danger)  die  folgenden  Werthe  von  t^  in  MiUim.;  die  gleich- 
fells  beigefflgten  Werthe  von  k  lassen  erkennen,  in  welchem  Orade  die 
Quecksilberoberfläche  von  einer  Eugelfläche  abweicht. 


r 

h 

k 

*o 

r 

h 

k 

to 

1 

2 
2 

0,5 
0,5 
1 

1,048 
1,157 
1,186 

5,040 
1,402 
2,341 

3 
3 
4 

0,5 

1 

1 

1,321 
1,349 
1,545 

0,577 
1,045 
0,508 

Für  den  praktischen  Oebrauch  bequem  ist  eine  umfangreiche  Tabelle, 
welche  Delcros  nach  Formeln  berechnet  hat,  die  von  Schleiermacher 
a^  besonderen  Versuchen  abgeleitet  wurden.  Der  folgende  Auszug  aus 
dieser  Tabelle*  lässt  eine  sehr  befriedigende  Uebereinstimmung  mit  den 


*  Nouveaux  M^moires  de  l'acad.  roy.  de  Bruxelles.  t.  XIY. 
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SO  eben  nach  den  Gleichungen  (27)  bis  (29)  für  einige  Fälle  berechneten 
Depressionen ,  ^Q  erkennen;  durch  eine  kleine  Aenderung  des  zuvor  ange- 
nommenen Werthes:  a^  =  6,5  liesse  sich  die  Abweichung  noch  wesentlich 
vermindern. 

Capillardepression  des  Quecksilbers 
in  Glasröhren  nach  Schleiermacher  und  Delcros. 


Halbm. 

• 

Höhe   der   Quecksilber  kuppe. 

der 
Röhre. 

i  1,6 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

1,0 

1,2 

1,4 

1,0 

1,268 

2,460;  3,516 

4,896 

5,085 

1,2 

0,876 

1,715 

2,484 

3,162  3,728 

4,190 

— 

— 

1,4 

0,638 

1,256 

1,836 

2,363 

2,825 

3,218 

3,542 

— 

— 

1,6 

0,484 

0,955 

1,404 

1,820 

2,196 

2,528 

2,812 

3,050 

1,8 

0,378 

0,747 

1,103  1,437 

1,746 

2,024  2,270 

2,483 

— 

— 

2,0 

0,302 

0,598 

0,885 

1,158 

1,413 

1,648 

1,859 

2,046 

2,348 

— 

2,2 

0,245 

0,487 

0,723  0,948 

1,161 

1,360 

1,541 

1,705 

1,978 

— 

2,4 

0,203 

0,403 

0,599  0,787 

0,966 

1,135 

1,292  1,436 

1,680 

1,866 

— 

— 

2,6 

0,170 

0,337 

0,502  0,661 

0,813 

0,958  1,093 

1,218 

1,436 

1,608 

— 

2,8- 

0,143 

0,285 

0,425 

0,560 

0,691 

0,815 

0,932 

1,041 

1,235 

1,392 

1,511 

3,0 

0,122 

0,243 

0,362 

0,478 

0,591 

0,698 

0,800 

0,896 

1,068 

1,210 

1,322 

— 

3,2 

0,105 

0,209 

0,312 

0,412 

0,509 

0,602 

0,691 

0,776 

0,928 

1,057 

1,161 

1,238 

3,4 

0,091 

0,181 

0,269  0,356 

0,441 

0,523 

0,601  0,675 

0,810 

0,926 

1,021 

1,095 

3,6 

0,079 

0,157 

0,234 

0,310 

0,384 

0,455 

0,524 

0,590 

0,710 

0,814 

0,901 

0,970 

3,8 

0,069 

0,137 

0,205 

0,271 

0,336 

0,399 

0,459 

0,517 

0,624 

0,7J8  0,797 

0,861 

4,0 

0,060 

0,120  0,180 

0,238 

0,295 

0,350 

0,404 

0,455 

0,551 

0,635  0,707  0,766 

4,2 

0,053 

0,106 

0,158 

0,210 

0,260 

0,309 

0,356 

0,402 

0,487 

0,563  0,628  0,682 

4,4 

0,047 

0,094 

0,140  0,185 

0,230 

0,273 

0,315 

0,356 

0,432 

0,500  0,559  0,609 

4,6 

0,042 

0,083  0,124 

0,164 

0,204 

0,242 

0,280;  0,316 

0,384 

0,445 

0,499 

0,544 

4,8 

0,037 

0,074 

0,110  0,146 

0,181  0,215  0,249  0,28l!  0,342 

0,397,0,445 

0,486 

5,0 

0,033 

0,065 

0,098 

0,130 

0,161 

0,192 

0,221 ! 

0,250 

0,305| 

0,354 

0,398 

0,436 

Alle  Dimensionen  sind  dabei  in  Millimetern  ausgedrückt  vorausgesetzt 
Der  Werth  von  t^^  welcher  dieser  Tabelle  entnommen  oder  nach  den 
obigen  Formeln  berechnet  werden  kann,  wenn  man  die  Weite  der  Glas- 
röhre kennt  und  die  jeweilige  Höhe  der  Quecksilberkuppe  gemessen  hat, 
ist  bei  dem  Gebrauch  manometrischer  und  ähnlicher  Instrumente  zu  der 
beobachteten  Länge  der  bis  zum  Scheitel  der  Kuppe  gerechneten  Queck- 
silbersäule zu  addiren,  um  sie  mit  Kücksicht  auf  den  Einfiuss  der  Capil- 
larität  zu  corrigiren. 
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§.  64.  Tropfes  aiid  Blasen« 

Ein  Flüssigkeitstropfen  auf  einer  trockenen,  horizontalen 
ebenen  Fläche  hat  im  Gleichgewichtszustande  offenbar  die  Gestalt  eines 
Umdrehungskörpers  mit  yerticaler  Axe,  falls  die  Oberflächenbeschaffenheit 
dieser  festen  Unterlage,  ebenso  wie  die  der  Flüssigkeit,  also  auch  der 
Randwinkel  q)  ringsum  gleich  ist.  Jenachdem  der  letztere  spitz  oder  stumpf 
ist^  hat  der  (halbe)  Meridiandurchschnitt  die  Form  der  oberen  oder  unteren 
Fig.  24.  Ist  z  die  Höhe  des  Scheitelpunktes  8  über  dem  beliebigen  Punkte 

B  der  Oberfläche,  so  muss  im  Gleichgewichtszu- 
stande der  normal  einwärts  gerichtete  Cohäsions- 
druck  bei  B  denselben  bei  S  um  /e  übertreffen, 
wenn  wieder  /  das  specif.  Gewicht  der  Flüssigkeit 
bedeutet;  sind  also  q  und  q  die  Krümmungshalb- 
^  messer  der  Hauptschnitte  bei  J?,  R  dieselben  für 
alle  Normalschnitte  bei  8^  so  hat  man  mit  Rücksicht 
auf  §.  59,  Gl.  (4) 


Fig.  24. 
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nnd,  wenn  wieder  -  -  =  ^  gesetzt  wird, 
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Ist  «=  ÄiT  der  Halbmesser  des  betreffenden  Parallelkreises,  9-  der  Winkel, 
unter  welchem  die  Tangente  BT  gegen  die  Horizontalebene,  also  die  Nor- 
male BN  gegen  die  Axe  NS  geneigt  ist,  und  bedeutet  q  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Meridianlinie,  so  ist 
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Dieselben  Ausdrücke  gelten  offenbar  auch  für  den  umgekehrten  Fall 


ßrsHbof,  thevret.  MaHcbinenlehre.    I. 
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einer  Blase,  welche  von  einer  Flüssigkeit  unter  einer  ihre  Ober- 
fläche berührenden  ebenen  Deckplatte  gebildet  wird,  falls  jetat 
8  die  Höhe  des  beliebigen  Punktes  B  der  BlasenobeHläche  über  ihren 
Scheitel  S  bedeutet;  wie  Fig.  25  zeigt,  entspricht  hier  dem  spitzen  Band- 
Fiff.23.  Winkel   eine  ähnliche   Form  des  Meridianschnittes 

wie  dem  stumpfen  Handwinkel  dos  Tropfens  und 
umgekehrt.  Der  normal  einwärts  gerichtete  Cohft- 
sionsdruck  bei  B  muss  hier  zwar  um  den  Betrag 
ys  nicht  grösser,  sondern  kleiner  sein,  als  derjenige 
bei  8,  allein  jener  Cohäsionsdruck  selbst  ist  hier 
wogen    der   nach    aussen  concaven  statt  convexen 

V    Krümmung  =  —  (i  i 1"')  ^^^^'  "^  —  ^  ;? ' 

wenn  die  Krümmungshalbmesser  absolut  verstanden  werden,  wie  bei  den 
obigen  Umformungen  stillschweigend  vorausgesetzt  wurde. 

Die  Gl.  (2)  führt  zu  einem  bemcrkenswerthen  Ausdruck  für  das  Vo- 
lumen Fdes  Tropfens  oder  der  Blase.  Es  ist  danach  nftmlich  allge- 
mein das  Volumen  4*  des  Abschnitts  von  der  Höhe  «,  erhalten  durch  die 
Ebene  des  Parallelkreises  mit  dem  Halbmesser  a?, 


Z  X  Xr 

(p  :^  jjtx'^dz  =  jrx^  z  -  jr  jz  d{ic^)  — -  jt  xh — xa^  fl  d(xKin &) 


0 

=^jtx'^z  —  jra^l  j'  ftin  »9- 


-3- 


Ist  also  h  die  Höhe  SW  des  ganzen  Tropfens  oder  der  Blase,  r  der  Halb- 
messer A  JF  der  Randlinie,  so  ist  (mit  />  ^^  (p  im  Falle  des  Tropfens  resp. 
;?•  -^  180^  —  rp  im  Falle  der  Blase) 

^  V^   rVi  -  ahLin  rp    ^^  ^ C-^^- 

Indem  das  Volumen  eines  Tropfens  sehr  genau  durch  Wägung  be- 
stimmt, ausser  r  und  h  auch  der  Randwinkel  <p  gemessen  werden  kann,  so 
lässt  sich  diese-Formel  zur  Bestimmung  der  Constanten  ä*  benutzen, 
freilich  mit  einer  vom  Krümmungshalbmesser  R  im  Scheitel  herrührenden 
Unsicherheit,  sofern  nicht  etwa  der  Tropfen  gross  genug  ist,  um  Ä  ^=  oc 
setzen  zu  dürfen. 

Quincke  fand  z.  B.  das  Gewicht  eines  Quecksilbertropfens,  welcher 
in  luftverdünntem  Räume  auf  einer  horizontalen  Glasplatte  lag,*  =  27,8452 

*  Poggendorff*B  Aimalen,  Bd.  105.  Siehe  auch:  A.  Beer,  Einleitung 
in  die  mathematische  Theorie  der  Elasticität  und  Capillarität,  S.  143. 
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Gramm, 

r  =  13,99  und  h  =  3,655  Mülim.,     tp  ^  128«  36', 

ferner  den  Halbmesser  r^  des  grössten  Parallelkreises  und  die  Höhe  des 
Scheitels  S  über  seiner  Ebene: 

r,  =  14,355  und  h^  =  2,783  Millim., 

endlich  die  Höhe  //  des  Scheitels  über  demjenigen  Parallelkreisc,  dessen 
Halbmesser  im  oberen  Theil  des  Tropfens  =  r  war, 

A'=  1,856  Millim. 

Wenn  der  Versuchstemperatur  von  17«  C.  entsprechend  die  Dichtigkeit  des 
Quecksilbers  =  13,593  gesetzt  wird,  ergiebt  sich 

97  ft4fS2 
V=  1000   ,^  ,%r  ==■  2048,5  Cubikmillim. 
13,593 

Was  R  betriiFt,  so  wäre,  wenn  mau  den  ganzen  oberen  Theil  des  Tropfens 
von  der  Höhe  ä,  als  ein  halbes  ümdrehuugsellipsoid  betrachten  dürfte, 

r  ^ 
It^l    =  74,04  Millim. 

Ein  besserer  Werth  ergiebt  sich,  wenn  nur  der  oberste  Theil  des  Tropfens 
Tou  der  Höhe  h'  als  Abschnitt  eines  Umdrehungsellipsoids  betrachtet  und 

R  =  k  —-—f  gesetzt  wird,  unter  k  und  w   die  Grössen  verstanden,  welche 
nn(p 

nach  Gl.  (28)  und  (29)  im  vorigen  §.  den  Bedingungen  entsprechen: 

Jc-\-€os(p         r  .     ,  2rÄ' 

So  findet  man  mit  a^=  6,5 

k  =  3,625 ;     sin  <p  -^  0,588 ;     R  -^  86,25. 

Aber  auch  dieser  Werth  von  R  ist  jedenfalls  noch  zu  klein,  weil  nach  den 
Beobachtungen  Dangers  (§.63)  schon  für  r=20  Millim.  Ä  =  cx)  gesetzt 
werden  kann.  Wird  etwa  die  Annahme  der  ellipsoidischen  Form  des  oberen 
Theils  der  Tropfenoberfläche  bis  zu  r  =  5  Millim.  als  zulässig  erachtet,  so 
ist  für  solche  Werthe  von  r,  welche  zwischen  den  Grenzen  5  und  20  Millim. 
liegen,  die  Krümmung  der  Scheitel-Normalschnitte 

R       k       r 

zn  setzen,  unter  f{r)  eine  Function  von  r  verstanden,  welche  bei  stetig  in 

gleichem  Sinne  stattfindender  Veränderlichkeit  innerhalb  der  fraglichen 

Grenzen  den  Bedingungen 

23* 
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A5)=l;  /(20)  =  0 

entspricht    Die  einfachste  solche  Function  ist 


Ar)  =  1  + 


r  r* 


60       300  ^ 
so  dass  nnn  für  5  *<  r  <C  20  mit  jedenfalls  schon  erheblicher  Annfthernng 

_r  _«n_^7  r___r^_\\ ,4) 

R  k     \   ~  &0       300/ 

und  insbesondere  im  vorliegenden  Falle 

gesetzt  iverden  kann.    Damit  folgt  dann  ans  61.  (3) 

r^h  —  "  r 
a^  =  -—-    ^— ;  =6,583 

in  befriedigender  Uebereinstimmung  mit  anderweitigen  Bestimmungen  dieser 
Grösse.  — 

Wenn  der  Tropfen  oder  die  Blase  eine  so  grosse  Ausdehnung  hat, 
dass  nicht  nur  die  Krümmung  im  Scheitel  =  Null  zu  setzen  ist,  sondern 
auch  an  jeder  anderen  Stelle  die  Krümmung  der  zur  Meridianlinie 
senkrechten  Normalschnitte  vernachlässigt  werden  kann,  dann  ist 
nach  Gl.(l)  einfach 

8  =  — - 

.  ds  dz  — dz 

oder  mit  p  =  —  =   .       —  = ^ 

^       dd-       nnv-dd"       dcosd- 

2zdz  =  —  a*  d  €09  & 

und  folglich,  weil  z  =  0  und  ^  =  0  zusammengehörige  Werthe  sind, 

z^  =  a^{l—cosd') (5). 

Daraus  ergiebt  sich  die  Höhe  z  =  h  eines  grossen  Tropfens  mit  ^  =  f , 
einer  grossen  Blase  mit  Ö"  =  180^  —  %  also 

h  =  ayl  ^  cosg) (6); 

streng  genommen  ist  dieses  h  die  Grenze,  welcher  sich  die  Höhe  eines 
Tropfens  oder  einer  Blase  bei  ohne  Ende  wachsendem  Durchmesser  zu- 
nehmend nähert 

Wenn  im  Falle  der  Blase  die  ebene  Deckplatte  von  der  Flüssigkeit 
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I  nicht  nur  benetzbar,  d.  h.  q>  spitz  ist,  sondern  wirklich  benetzt  wird,  also 
I  ^  ^=  Null  ist,  ergiebt  sich  die  Höhe  der  Blase 

h  --=  a'^2 (7). 

Wenn  wieder  mit  h^  der  Höhenunterschied  des  Scheitels  und  der 
Aequatorebene  (der  Ebene  des  grössten  Parallelkreises)  des  von  einer  nicht 
netzenden  Flüssigkeit  gebildeten  Tropfens  oder  der  von  einer  netzenden 
Flüssigkeit  gebildeten  Blase  bezeichnet  wird,  ist  nach  Gl.  (5)  mit  d-  =  90^ 

h^^a (8). 

Durch  die  Messung  von  h^  und  h  findet  man  also 

/An« 
a  =  \  und  -\-  cosq)  ^^  [-     \  -     1. 

Das  Volumen  eines  grossen  Tropfens  oder  einer  solchen  Blase  ist 
nach  Gl.  (3)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (6) 

1  -\-  C08(p 


oder  für  den  Tropfen:      V  =  jtr^h(\ —     cotg  ~J  | 
und  für  die  Blase:-     V  =  jtr^h  Tl  —         ^p  ^ 


.   •    •    .    ytj  )• 


Das  Volumen   einer  grossen  Blase  nuter  einer   benetzten  ebenen 
Platte  {<p  =  0)  ist 

Messungen  an  Tropfen  sind  namentlich  von  Quincke  zur  Bestimmung 
von  a  und  9>,  also  der  Constanten 

j9=  — fl*/  und  a=ßeo8(p 

benutzt  worden.  Für  Wasser  an  einer  reinen  trockenen  Glasfläche  ergab 
sich  9  =  35^  30';  nach  anderen  Bestimmungen  soll  in  diesem  Falle  <p  bis 
30^  und  darüber  betragen  können. 

§.65.   Modifleation  des  hydrostatischen  Drnekes  durch  Molekularwirkong. 

Dass  der  Druck  einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  Flüssigkeit  auf 
eine  theilweise  eingetauchte  feste  Fläche,  an  welcher  somit  die  Flüssigkeit 
gehoben  oder  niedergedrückt  ist,  eben  dadurch  merklich  modificirt  werden 
binn,  giebt  sich,  besonders  durch  die  Anziehung  oder  Abstossung  zu  er- 
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kennen,  welche  zwischen  einem  auf  einer  Flüssigkeit  schwimmenden  Körper 
und  der  Gcßisswand  oder  zwischen  zwei  solchen  Körpern  bei  einer  ge- 
wissen, nämlich  solchen  Annäherung  stattzufinden  scheint^,  dass  die  längs 
der  Gefasswand  und  in  der  Umgebung  des  schwimmenden  Körpers  rosp. 
die  um  beide  Körper  herum  deformirten  (gekrümmten)  Theilc  der  freien 
Flüssigkeitsoberfiäche  gegenseitig  in  einander  übergehen.  Diese  Wirkung, 
welche  als  Anziehung  erscheint,  wenn  die  Flüssigkeit  an  beiden  Köri>em 
gehoben  oder  an  beiden  niedergedrückt,  dagegen  als  Abstossung,  wenn  sie 
an  dem  einen  gehoben  und  am  anderen  gesenkt  ist,  hat  z.  B.  die  bekannte 
Erscheinung  zur  Folge,  dass  viele  kleine  gleichartige  Körper,  welche  auf 
einer  Flüssigkeit  schwimmen,  bei  wiederholten  regellosen  Störungen  des 
Gleichgewichtes  sich  allmählig  zu  zusammenhängenden  Gruppen  vereinigen, 
die  an  der  Gefiisswand  haften,  wenn  auch  zwischen  dieser  und  der  Flüs- 
sigkeit eine  Molekularwirkung  von  gleicher  Art  stattfindet  wio  zwischen 
der  letzteren  und  den  schwimmenden  Körpern. 

Zur  Erklärung  dieser  Erscheinung  im  Allgemeinen  und  zugleich  als 

Grundlage  zur  Beurtheilung  ihres  wesentlichsten  Wirkungsgeset^es  genfigt 

die  nähere  Betrachtung  des  einfachsten  Falles  zweier  ebenen  Platten 

All  und  A^JT^  (Fig.  26),  welche   vertical   in  kleiner  Entfernung 

Fig.  26.  und    parallel   mit    einander    thcilweise  in 

eine  Flüssigkeit  eingetaucht  sind,  den»u 
freie  Oberfläche,  soweit  sie  horizontal  ist,  mit  der 
Horizontalebene  Hlf^  zusammenfalle.  Die  Breite 
=  h  der  Platten  sei  so  gross,  dass  die  zwischen 
ihnen  gehobene  oder  gesenkte  Flüssigkeitsobe^ 
fläche  (in  der  Figur  und  bei  der  folgenden  Ent- 
wickclung  ist  der  erstere  Fall  vorausgesetzt)  ^m 
Wesentlichen  als  eine  Cylinderfläche  mit  horizon- 
taler Erzeugenden  gelten  kann;  übrigens  seien  sie  von  den  Gefösswänden 
oder  von  anderen  festen  Körpern  so  WTit  entfonit,  dass,  wenn  sie  im  Sinne 
ihrer  gemeinschaftlichen  Normalen  unendlich  wenig  verschoben  werden, 
dadurch  die  Gestalt  und  Höhenlage  der  freien  Flüssigkeitsoberfläche  nur 
zwiscben  ihnen  eine  unendlich  kleine  Aenderung  erfährt,  nicht  aber  an, 
ihren  äusseren  Seiten.  Gesucht  wird  die  Kraft,  womit  die  Flüssigkeit 
auf  die  Platte  AH  in  normaler  Richtung  wirkt.  Ist  dieselbe  =  P* 
positiv  im  Sinne  7/7/i,  so  kann  durch  die  entgegengesetzte  Kraft  P  (Fig.  26\ 
im  Sinne  H^  11  auf  die  Platte  wirkend,  das  Gleichgewicht  hergestellt  werden, 
falls  diese  Platte  nur  horizontal  in  normaler  Richtung  beweglich,  die  andere 
A^ll^    dagegen  unbeweglich  vorausgesetzt  wird,  und  es,  wird  die  Grösse 
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dieser  Kraft  P  gefunden,  indem  man  ausdrückt,  dass  für  eine  unendlich 
kleine  normale  Verschiebung  111-=^  äx  der  Platte  AH  im  Sinne  JIH^  die 
Summe  der  Arbeiten  aller  im  Gleicligcwicht  befindlichen  Kräfte  --^=  Null 
ist   Diese  Arbeiten  sind:  die  Arbeit  der  Kraft  P 

^  —  PÖx (1), 

femer  die  Arbeit  der  Schwere  und  endlich  die  Molekulararbeiten,  welche 
durch  die  Grössenänderung  von  Wandoberflächenschichten  und  von  ft'eier 
Oberflächenschicht  der  Flüssigkeit  verursacht  werden. 

Da  die  Eandliuien  an  beiden  Platten  nach  wie  vor  horizontale  Linien 
von  der  Länge  h  bleiben  und  auch  die  Randwinkel  constant  vorausgesetzt 
werden,  so  wird  das  Gewicht  oder  Volumen  der  gehobenen  Flüssigkeit  nach 
§.61,  Gl. (3)  durch  die  vorausgesetzte  virtuelle  Verrückung  nicht  geändert; 
die  Arbeit  der  Schwere  besteht  nur  darin,  dass  der  Querschnitt  der  zwischen 
den  Platten  gehobenen  Flüssigkeit  von  AA^JIJI^  in 

BBJJT^=AAin:iT^ 

übergeht.  Diesen  üebergang  kann  man  sich  dadurch  vermittelt  denken, 
da^  zunächst  die  Flüssigkeit,  deren  Querschnitt  ACJIJ  ist,  indem  sie  sich 
unendlich  ausbreitet,  bis  zur  Horizontalebeue  777/,  niedersinkt,  und  dann 
wieder  bis  zum  Querschnitt  BB^  CA^  gehoben  wird.  Die  Arbeit  der  Schwere 
bei  jenem  Niedersinken  ist  bis  auf  eine  unendlich  kleine  Grösse  zweiter 
Ordnung 

=  ..ybz^öx (2), 

unter  y  das  specif.  Gewicht  der  Flüssigkeit  und  unter  2  die  Erhebungshöhe 
All  der  Randlinie  an  der  Seitenfläche  der  ersten  Platte  verstanden,  welche 
der  zweiten  zugekehrt  ist.  Die  Schwerearbeit  bei  der  Erhebung  der  frag- 
lichen unendlich  kleinen  Flüssigkeitsmenge  von  der  Ebene  JUT^  bis  zum 
Querschnitte  BB^  CA^  ist  derjenigen  gleich  zu  setzen,  welche  einer  solchen 
Erhebung  der  ganzen  zwischen  den  Platten  bei  ihrem  veränderten  Ab- 
stände erhobenen  Flüssigkeit  entspricht,  wobei  die  eine  Randlinie  um  CB^ 
die  andere  um  A^B^  hinaufrückt,  während  die  Gestalt  der  Oberfläche  nur 
unendlich  wenig  sich  ändert.  Indem  aber  diese  ganze  gehobene  Flüssigkeit 
nach  §.61  von  zwei  Kräften  getragen  wird,  welche,  in  den  Randlinien  an- 
greifend, nach  CB  und  A^B^  gerichtet  =  ah  und  «,  J  sind,  unter  «  und  a^ 
die  im  Allgemeinen  verschiedenen  Adhäsionsconstanten  für  die  beiden 
Hatten  verstanden,  muss  auch  die  fragliche  Schwerearbeit  der  entsprechenden 
Arbeitssunune  dieser  beiden  Kräfte  entgegengesetzt  gleich,  also 

=  —  ah.CB  —  a^b.A^B^ (3) 
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sein.  Was  endlich  die  Molokulararbeiten  betrifft,  so  ist  mit  Rücksicht  auf 
die  Bedeutung  der  Gonstanten  ß  und  a  resp.  a^  nach  §.  59  und  §.  60  die- 
jenige, welche  der  Neubildung  von  Wandoberflächenschicht  =  h(BJ — AH^} 
=  b.DB  an  der  ersten  und  h.A^B^  an  der  zweiten  Platte  entspricht, 

:=ah.I)B-\-aTj),A^B^     (4), 

sowie  diejenige,  welche  der  Verwandlung  von  freier  Oberflächenschicbt 
=  h{AC —  HI)  in  homogene  Flüssigkeit  entspricht, 

-=ßh(AC—  HI) (5;). 

Die  Summe  der  Arbeiten  (1)  bis  (5)  ^^  Null  gesetzt  giebt 

—  P6x+     yhz^6x—ah.CJ)  +  in{AC^HI)=0 

oder  mit  a  =  ßco8g)  nach  §.60,  Gl.  (1)  und 

dx 


HI=dx,     CD  =  6x€otgq>,     AG 


smq) 


F=^b 


J  8t7tw         stnw  /  \2  / 


oder  endlich  mit  a^  =  2^    nach  §.  62,  Gl.  (1) 

7 

und   wenn  h  =^  a  y  1  —  sin  (p  nach  §.  62,  GL  (3) 

den  Werth  bedeutet,   welchen  a  bei  so   grosser  Entfernung  der  Platten 

haben  würde,  dass  die  Oberfläche  AA^  theilweise  mit  der  Horizontalebene 

HH^  zusammenfiele, 

P:=  ]  yh[z^—  a^{\  -   smrp)\  =  \  yhiz^—  A«) (6). 

Wenn  das  Verhalten  der  Flüssigkeit  gegen  beide  Platten  von  gleicher 
Art  ist,  d.  h.  wenn  a  und  a^  einerlei  Zeichen  haben,  der  Randwinkel  an  beiden 
Platten  spitz  oder  an  beiden  stumpf  ist,  so  wird  die  Erhebung  oder  Sen- 
kung der  Flüssigkeit  an  jeder  Platte  durch  den  Einfluss  der  anderen  ve^ 
grössert;  es  ist  dann  z^'^h^,  P  positiv,  d.  h.  die  Flüssigkeit  wirkt  auf  die 
Platten  so,  als  ob  dieselben  sich  gegenseitig  anzögen.  Umgekehrt  verh&lt 
es  sich,  wenn  a  und  a^  entgegengesetzten  Zeichens  sind.  Dieser  Sdilnss 
behält  offenbar  seine  Gültigkeit  auch  bei  anders  gestalteten  Körpern,  ob- 
schon  der  Entwickelung  eines  Ausdrucks  für  die  resultircnde  HorizonUl- 
kraft  P  sich  unüberwindliche  Schwierigkeiten  entgegensetzen  mögen. 
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U.    Gleichgewicht  der   Luft 

§.  6H.   AlIfT^meine  Bemerkangren« 

Während  nach  den  in  §.  53  aufgestellten  allgemeinen  hydrostatischen 
Gesetzen  die  Möglichkeit  des  Gleichgewichts  einer  tropfbaren  Flüssigkeit 
Ton  constanter  specif.  Masse  fi  an  die  Bedingung  der  Existenz  einer  Kraftr 
fanction,  d.  h.  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,  dass  die  rechtwinkeligen 
Komponenten  X,  F,  Z  der  beschleunigenden  Massenkraft  im  Punkte 
(r,  y,  z)  =  den  beziehungsweise  nach  x^  y,  %  genommenen  Differentialquo- 
tienicn  einer  gewissen  Function  U  der  Coordinaten  sind: 

Y—^^      r-^^     y-^^ 

Ix'  by  '  h%  ' 

also  Xdx  +  Ydy  +  Zd%  ^dU, 

wie  es  insbesondere  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Richtungslinien  der  frag- 
lichen Kräfte  durch  feste  Punkte  (Punkte  von  feston  Lagen  gegen  die 
Coordinatenaxen)  gehen  und  ihre  Intensitäten  Functionen  der  Abstände 
von  diesen  festen  Punkten  sind,  ist  das  Gleichgewicht  luftförmiger  Flüssig- 
keiten zwar  nicht  nothwendig  an  diese  Bedingung  gebunden,  indessen  doch 
aach  nur  in  diesem  Falle  von  grösserem  Interesse.  Wird  also  auch  hier 
die  Existenz  einer  Kraftfunction  vorausgesetzt,  so  sind  nach  §.53 

unter  e  verschiedene  Constanto  verstanden,  die  Gleichungen  der  Niveau- 
flächen,  und  dieselben,  charakterisirt  durch  den  Umstand,  dass  die  resul- 
tirende  Massenkraft  P  in  allen  ihren  Punkten  normal  zu  ihnen  gerichtet 
ist,  sind  zugleich  Flächen  gleicher  Pressung  f  und  specifischer 
Masse  ^,also  auch  gleicherTemperatur  t  und  überhaupt  gleichen 
Wftrmezustandes.  Dieser  letztere  Umstand  knüpft  die  dauernde  Erhal- 
tung des  zu  irgend  einer  Zeit  stattfindenden  Gleichgewichtes  an  die  (streng 
genommen  freilich  selten  erfüllte)  Bedingung,  dass  die  Temperatur  ent- 
weder in  der  ganzen  Masse  dauernd  gleich  und  somit  Wärmeleitung  ganz 
ausgeschlossen  ist,  oder  dass  letztere  nur  in  normaler  Richtung  gegen  die 
Niveauflächen  und  in  allen  Punkten  derselben  Niveaufläche  mit  gleicher 
and  constanter  Geschwindigkeit  der  Art  stattfindet,  dass  die  Flüssigkeits- 
schicht zwischen  zwei  unendlich  nahe  benachbarten  Niveauflächen  in  irgend 
einer  Zeit  an  die  einerseits  angrenzende  Schicht  ebenso  viel  Wärme  ab- 
giebt  wie  sie  von  der  andererseits  angrenzenden  empfängt. 
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I 
i 

Was  z.  B.  das  ovcntuoUe  Gleichgewicht  der  Erdatmosphäre  betrifft,  i 
so  werde  die  Erde  als  eine  aus  conccntrischcn  Schichten  vou  gleichförmiger 
Dichtigkeit  bestehende  Kugel  betrachtet,  ihr  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  und  ihre  Rotationsaxe  als  Axc  der  2  angenommen,  während 
die  Axon  der  x  und  ^qx  y  in  der  Aequatorebcne  fest  liegen.    Dann  ist  i 
fttr  einen  beliebigen  Punkt  {x^  y,  2)  der  Atmosphäre  in  der  Entfernung 

r  =  ^x^-\-y^-\-%'^  vom  Mittelpunkt,  wenn  f  eine  Constanto  und  w  dio 
constanto  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  bedoutot, 

f'^    f  7'       T  TT 

Es  giebt  also  eine  Kraftfunction,  und  zwar 

U  =s=  l    -\-  (0"  -■         -—  =  -  ,  -  - -4-  €W-    -         -  -      . 

Die  Niveauflächen  sind  Umdrehungsflächen  mit  der  Erdaxe  als  goniein- 
schaftlichcr  Axe;  ist  (p  die  geographische  Breite,  d.  h.  der  Winkel  des 
Leitstralils  r  mit  der  Aequatorebcne,  so  sind  ihre  Gleichungen  resp.  die 
Gleichungen  ihrer  Meridianlinien  in  Polarcoordinatcn: 

f       1 

r    '    2  ' 

j 

Indem  aber  die  Wärmemittheilung  von  aussen,  insbesondere  von  der  Somic    \ 
nicht  ringsum  gleichförmig  und  normal  zu  diesen  Flächen,  sondern  einseitig   ' 
stattfindet,  kann  sich  thatsächlich  die  Erdatmosphäre  niemals  im  Gleichge- 
wicht befinden;  wenn  gleichwohl  ein  solches  für  gewisse  Untersuchungen 
vorausgesetzt  wird,  so  können  die  Resultate  derselben  stets  nur  auf  ange- 
näherte Gültigkeit  Anspruch  machen. 

Für  die  Pressung  p  hat  man  nach  §.  53,  Gl.  (9) 

dp=  fi.dU,  1 

Hierdurch  und  durch  die  Beziehung,  welche  jo  nach  der  Art  der  Flüssigkeit  ; 
zwischen  p,  der  specif.  Masse  [i  und  der  Temperatur  t  reap.  der  absoluten 
Temperatur  T  stattfindet,  ist  (nach  Elimination  von  fi)  die  Pressung  als 
Function  von  U  bestimmt,  wenn  die  Temperatur  als  solche  gegeben  ist 
Insbesondere  für  ein  Gas  oder  Gasgemenge  hat  man,  wenn  B  eine  Constante 
und  V  das  specif.  Volumen  bedeutet, 

pv  =  RT  oder  p  =  (i  gRT, 
also 
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dp       dir      ^  1  l  du  , 


Dabei  ist  g  als  Constauto  vorausgesetzt,  nämlich  als  die  Beschleunigung, 
welche  einer  bestimmten  Masse  (der  Masse  eines  Cnbikdocimeters  Wasser 
im  Zustande  grosster  Dichtigkeit)  durch  eine  bestimmte  Kraft  (1  Kgr.)  er- 
theilt  wird. 

Durch  die  Pressung  in  jedem  Punkte  ist  auch  der  hydrostatische 
Druck  auf  eine  ausgedehnte  Fläche  bestimmt,  insbesondere  auch  der 
Druck  auf  die  Oberfläche  eines  festen  Körpers,  der  sich  in  einer  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  luftförmigen  Flüssigkeit  befindet.  Wenn  dabei  als 
Massenkraft  nur  die  Schwerkraft  in  Betracht  kommt  (verstanden  als  relative 
Schwerkraft,  wie  sie  als  Resultante  der  Anziehungskraft  der  Erde  und  der 
ihrer  Rotation  entsprechenden  Centrif ugalkraft  unmittelbar  beobachtet  wird), 
so  gilt  in  Betreff  des  letztgenannten  Druckes  auf  die  Oberfläche  eines  ein- 
getauchten, im  Vergleich  mit  der  Erde  sehr  kleinen  Körpers,  d.  h.  in  Be- 
treff des  sogenannten  Auftriebes  oder  Gewichtsverlustes  desselben  auch 
bei  luftförmigen  Flüssigkeiten  das  (nach  der  Bemerkung  zu  Ende  von  §.56 
allgemein  gültige)  Archimedische  Princip,  nach  welchem  dieser  Auftrieb  be- 
züglich auf  Grösse  und  Richtungslinie  dem  Gewicht  der  verdrängten  Flüssig- 
keit entgegengesetzt  gleich  ist,  falls  die  letztere  in  derselben  Weise  ungleich- 
förmig dicht  gedacht  wird,  wie  sie  es  sein  müsste,  um  an  der  Stolle  des 
Körpers  mit  der  übrigen  Flüssigkeit  sich  im  Gleichgewicht  zu  befinden. 

Gewöhnlich  sind  die  Dimensionen  klein  genug,  um,  falls  nur  die 
Schwerkraft  als  Massenkraft  wirksam  ist,  die  Niveauflächen  als  horizontale 
Ebenen  und  auch  bei  luftförmigen  Medien  die  specif.  Masse  y.  und  das 

specif.  Gewicht  yz=z~  =  gji  ohne  wesentlichen  Fehler  als  gleich  für  alle 

Stellen  des  betrachteten  Raumes  voraussetzen  zu  dürfen.  Der  Auftrieb  ist 
dann  einfach  =  yFJ  wenn  V  das  Volumen  des  betreffenden  Körpers  5  eine 
wichtige  Anwendung  findet  dieser  Ausdruck  bei  allen  Wägungen,  um  durch 
Addition  zum  wirksamen  oder  scheinbaren  Gewicht  eines  in  irgend 
einem  Medium  gewogenen  Körpers  das  wahre  Gewicht  desselben  zu  er- 
l^alten.  Auch  ist  dann  der  üeberschuss  der  Pressung  in  irgend  einem 
Punkte  über  dieselbe  in  einem  anderen,  um  h  höher  gelegenen  Punkte  ein- 
fech  =  yh.  Ein  wichtiges  Problem  indessen,  bei  welchem  diese  einfache 
Annahme  unzulässig  ist,  soll  im  folgenden  §.  näher  besprochen  werden. 
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§.  67.   Barometrisehe  HShenmessungr. 

Sind  Aq  und  A  zwei  Punkte  der  Erdatmosphäre,  deren  geographische 
Längen  und  Breiten  so  wenig  verschieden  sind,  dass  die  Richtungen  der 
Schwerkraft  in  ihnen  als  parallel  vorausgesetzt  werden  können,  so  soll  aus 
den  Barometerständen,  welche  an  diesen  Stellen  gleichzeitig  beobachtet 
werden,  mit  Hülfe  der  sonstigen  zur  Bestimmung  des  atmosphärischen  Zu- 
standes  erforderlichen  gleichzeitigen  Beobachtungen  auf  den  Höhenunter- 
schied =  h  jener  Punkte  A^  und  A  geschlossen  werden,  d.  h.  auf  den 
Unterschied  ihrer  Höhen  =  Zq  und  s  über  der  Meeresoberfläche;  A  werde 
dabei  als  der  höher  gelegene  Punkt  vorausgesetzt,  so  dass  h  =  z — Zq  ist 
Dazu  dient  die  Gl.  (3)  des  vorigen  §.,  nach  welcher 

*0 


P 


1  r  du 

{RJ       T 


ist,  wenn  f^  und  p  die  Pressungen  in  A^  und  A  bedeuten  und  wenn  wegen 
der  hier  zu  berücksichtigenden  Veränderlichkeit  der  beschleunigenden 
Schwerkraft  mit  g  der  besondere  Wcrth  derselben  bezeichnet  wird,  welcher 
der  Bestimmung  der  Constanten  R  zu  Grunde  liegt.  Dabei  ist  ein  Coor- 
dinatensystem  vorausgesetzt,  dessen  Anfangspunkt  in  der  Meeresoberfläche 
so  liegt,  dass  die  Punkte  A^  und  A  nur  massige  Entfernungen  von  der 
vertical  aufwärts  gerichteten  s-Axc  haben.  Ist  a  der  Ausdehnungscoeffident 
der  Luft,  von  deren  Feuchtigkeit  zunächst  abgesehen  werden  soll,  so  ist 
auch 


also  hl  ^'^ 

V 


gRJ     1  +  «^       )fe(l  +  «0 


nR 
wo  '       ^^  k  gesetzt  und  für  die  zwischen  beiden  Stationen  veränderliche 
a 

Lufttemperatur  t  ein  constanter  Mitt(>lwerth  t  eingeführt  ist,  der  in  Er- 
mangelung anderweitiger  Anhaltspunkte  dem  arithmetischen  Mittel  der  bei 
Aq  und  A  zur  Zeit  der  Barometerbeobachtungen  abgelesenen  Temperaturen 
Iq  und  t  gleich  gesetzt  zu  worden  pflegt. 
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Was  die  Constante  k  betrifft,  so  wurde  in  §.  17  für  reine,  trockene 
atmosphärische  Luft  mit  a  =  -  - 

10333 
1,2932 .  273 

bestimmt,  indem  dabei  nach  Regnault  das  Gewicht  eines  Cubikmeters 
Luft  =  1,2932  Kgr.  gesetzt  wurde  bei  0®  Temperatur  und  normalem  At- 
mosphärendruck; der  letztere 

=  13596.0,76  =  10333  Kgr.  pro  Quadratm. 

war  definirt  als  das  Gewicht  einer  Quecksilbersäule  von  1  Quadratm.  Grund- 
fläche und  0,76  Mtr.  Höhe  bei  0®  Temperatur  des  Quecksilbers.  Indem 
aber  eine  solche  Säule  einen  verschiedenen  Druck  auf  ihre  Grundfläche 
ausQbt  je  nach  dem  örtlichen  Werthe  der  beschleunigenden  Schwerkraft, 
so  mnss,  um  k  als  eine  hiervon  unabhängige  wirkliche  Constante  zu  finden, 
für/  die  Beschleunigung  des  Bestimmungsortes  jener  Zahl  1,2932,  d.  h. 
die  Beschleunigung  zu  Paris  =  9,809  gesetzt  werden.    Somit  ergiebt  sich 

^_,;^^  9,809    10333^  . 

a  1,2932 

Ist  nun  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  an  der  (unter  dem  Festlande 
her  ausgebreitet  gedachten)  Meeresfläche  im  Anfangspunkte  der  Goordi- 
naten,  r  die  Entfernung  des  letzteren  vom  Erdmittelpunkte,  so  sind  die 
Componenten  der  Schwerkraft  in  der  Höhe  2  über  dem  Meere 

zu  setzen,  und  ist  also 

wemi  mit  Ä  =  r  +  Zo  die  Entfernung  des  Punktes  Ä^  vom  Erdmittel- 
punkte bezeichnet  wird.    Somit  ist  nach  Gl.  (1) 

ln^^  = ^^'—      -^-      (2). 

Sind  l^  und  h  die  Barometerstände  an  der  unteren  und  oberen  Station, 
reducirt  auf  die  Temperatur  0®  des  Quecksilbers  und  auf  die  Normaltempe- 
ratur der  Skala  und  corrigirt  mit  Rücksicht  auf  die  Capillardepression  nach 
§•  63,  so  ist,  weil  ebendaselbst  sich  die  Beschleunigungen  der  Schwere  wie 
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._ (R-i-/t)^-R* 


§.67. 


';rr)'=K-+:;' 


vcrlialteu,  das  Pressangsverhältniss 

P 
folglich  nach  Gl.  (2),  wenn  Ig  einen  Logarithmus  zur  Basis  10  und  m 

den  Modulus  dieses  gewöhnlichen  Logarithmensystems  bezeichnet, 

h 


1 

In  lU 


"'."+^*('  +  ^)=.,f4 


.8 


mgr' 

+  «n  n 


R 


1  + 


h 
Jl 


und  daraus 


:)'["'"+"»(•+:)](■+:) 


;t=r  78376,     w  =  0,434294 
y  =  9,8058(1  —  0,002G  coh  2(/;), 


Ä^ 


.  «:5i 


oder  mit 

und 

unter  tp  die  geographische  Breite  verstanden  (siehe  §.  2,  Anmerkung), 

1  —  0,0020 CO*  2vAry    L^   Ä   ^^^V    ^  lljW^R 

An  dieser  Formel  ist  schliesslich  noch  eine  Corrcction  mit  Rücksicht  auf 
den  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  anzubringen,  nachdem  sie  bei  Berechnung 
des  Zalilencoefficienten  18404  nur  einstweilen  als  ganz  trocken  vorausg(^ 
setzt  worden  war.  Ist  aber  'p  die  Pressung  des  darin  enthaltenen  Wasser- 
dampfes, so  ist  nach  §.17  diese  feuchte  Luft  von  der  Gesammtpressung /> 
im  Verhältnisse 

1  -        -  =  1  —     (/> 

leichter,  als  trockene  Luft  von  gleicher  Temperatur  und  Pressung.  In  dem- 
selben Verhältnisse  muss  die  einer  gewissen  Differenz  der  Barometerstands 

h^  und  h  entsprechende  Höhendifferenz  h  grösser  sein,  und  ist  also  schUess- 

t^-\-i  1 

lieh  nach  Gl.  (3),  wenn  noch  r=      <.y~~  ^"'^  ^^=^  070  gesetzt  wird, 

^«^^^(i  +  UO       fR^^ 
h=  -  -      (   j  X 

( 1  —     90  j  (1  -  0,0026  «0«  2^) 


X 


//;  +  2/,(i+^; 


1+ 


A 


'■«)• 


§.  67.  BAJEOMETBISCRE  HÖHENMB88UKG.  367 

Zur  Yereinfachang  dieser  Formel  können  die  nur  sehr  wenig  von  der 
Einheit  verschiedenen  Grössen 

13  1 

gesetzt  werden;  auch  ist 


und  deshalb 


0 


^V,  +  *)_.  +  ^..+' 


sowie  auch 


^^0+ä)='"-^''0+ä)=^^''*''^^'^ 


h 

r 
m  setzen.    In  Folge  dieser  Substitutionen  wird 

h  =  18404  (l  +  ^^^+ ^)  (^  +  8  ^)  '^  +  ^^'^^^-^  "^  ^'''^  >^ 

x(//;+0,RG8C^^)(l+^V+*) (5). 

In  diesem  Ausdrucke  kommen  die  gesuchte  Grösse  h  selbst  und  der  £rd- 

nulios  r,  welcher  streng  genommen  eine  Function  von  ip  ist,  in  solcher 

Verbindung  vor,  dass  dadurch  das  Resultat  mit  Rücksicht  auf  die  Kleinheit 

h  z 

der  Brüche  -  und    ^  nur  in  ganz  untergeordneter  Weise  beeinfiusst  wird, 
r  r 

weshalb  für  r  die  ungefähre  Länge  =^  6370000  Mtr.  des  mittleren  Erd- 

radins  (Radius  einer  Kugel  von  gleichem  Volumen  mit  der  ellipsoidischen 

Erde)  und  für  dieses  h  ein  angenäherter  Werth  ä'  gesetzt  werden  darf,  etwa 

Damit  und  mit  r  =  6370000  wird 

;, '; + o,«c«c, ; = (.,,««5. + ;;+;,)  % '; , 

und  weil  nun  auch 


'+  '5^6-')  (••«'^•"  +  s,t4«)  =  ■•*'^-"  +  W 


*o+t 


-1,0025+     ^^3 
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543 


8 


<P    X 


X  (1  +  0,0026  €08  2tp)  (  1  +  - 
Bei  der  logarithmischen  Rechnung  kann  dann 


2sn  -]-  h' 


r 


) 


(6> 


^^1  + 


2^0  +  Ä' 


0,4343 . 


2zo  +  K         28o  +  h' 


(7; 


r       /  6370000        14670000 

und  K  =  demjenigen  Werth  von  h  gesetzt  werden,  welcher  ohne  Rück- 
sicht auf  diesen  letzten  Factor  nach  Gl.  (6)  gefunden  wird. 

Die  Werthe  des  die  geographische  Breite  tp  betreffenden  vorletzten 
Gliedes  im  Ausdrucke  von  Igh^  nämlich 

lg{\  +  0,0026  co%  2tp)  =/(tp) 

kann  man  bei  einer  hier  völlig  entsprechenden  Genauigkeit  von  igh  bis  auf 
5  Decimalstellen  aus  der  folgenden  Tabelle  entnehmen,  welche  die  betref- 
fenden Werthe  für  die  ganzen  Grade  bis  ^  :^  45^  in  Einheiten  der  5^ 
Decimalstelle    enthält-,  ist  tp  >>  45^    etwa  y)  =  4b^  ~\-  x,   so  ist  /(?) 


V 

Av) 

V' 

V 

Av) 

V' 

m 

^ 

M 

0 

114 

9 

109 

18 

92 

27 

I 
67 

36 

35 

1 

114 

10 

107 

19 

90 

28 

64 

37 

31 

2 

114 

11 

106 

20 

87 

29 

60 

38 

28 

3 

114 

12 

104 

21 

85 

30 

57 

39 

24 

4 

113 

13 

103 

22 

82 

i  31 

54 

40 

20 

5 

112 

14 

101 

23 

79 

32 

50 

41 

16 

6 

112 

15 

99 

24 

76 

33 

46 

42 

12 

7 

111 

16 

97 

25 

73 

34 

43 

43 

8 

8 

110 

17 

95 

26 

70 

35 

39 

44 

4 

Das  Yerhältniss  (p  kann  man 


+ 


b 


setzen,  wenn  b^'  und  b'  die  (ebenso  wie  ä^  und  b)  reduc^len  Höhen  ton 
Quecksilbersäulen  sind,  welche  die  Pressung  des  Wasserdampfes  an  der 
unteren  und  oberen  Station  messen.  Um  dieselben  zu  finden,  sind  Psjchro- 
meter-Beobachtungen  das  einfachste  und  für  den  vorliegenden  Zweck  völlig 
ausreichende  Mittel,  bestehend  in  der  Beobachtung  der  Temperaturen  ^9 


gesetzt  werden  kann,  erhält  man  bei  Ordnung  der  Factoren  nach  abneh- 
mender Wichtigkeit: 

h  =  18404  Iff  ^»  f  1,0025  +  *"^'')  f  1  +  ^ 
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nnd  d-y  welche  Thermometer  mit  angefeuchteten  Kugeln  anzeigen,  die  neben 
den  die  Lufttemperaturen  t^  und  t  anzeigenden  trockenen  Thermometern 
aiifgehängt  sind.  Sind  dann  nämlich  ß^  und  ß  die  in  derselben  Einheit  wie 
h^  und  h^  h^  und  h'  ausgedrückten  Pressungen  des  gesättigten  Wasser- 
dampfes bei  den  Temperaturen  ^^  und  ^,  so  ist  bekanntlich* 


q>  = 


1 


—  k 


0 


^0  — '"^0  _^.^""^ 


2  2 

oder  auch  etwas  bequemer  für  die  Rechnung,  weil  es  nicht  gerade  auf  das 
arithmetische,  sondern  eben  nur  auf  irgend  ein  angemessenes  Mittel  hier- 
bei ankommt, 

g,ßo+_ß,^o~Ao^l:^-^ (8). 

Der  Coefficient  k^  resp.  k  ist  nach  Regnault  von  den  Umständen  eiuiger- 
massen  abhängig,  kann  aber  im  Durchschnitt,  wenn  das  feuchte  Thermo- 
meter im  Schatten  und  im  Freien  bei  nur  massig  bewegter  Luft  sich  be- 
findet, =  0,0008  gesetzt  werden  für  ^^  resp.  ^  >  0,  dagegen  —  0,00069 
für  d-Q  resp.  ^  <C  0,  wenn  also  das  Wasser  am  feuchten  Thermometer 
gefroren  ist  Die  den  Temperaturen  d-Q  und  d-  in  Graden  C.  entsprechenden 
Werthe  von  ß^  und  ß  in  Millimetern  Quecksilbersäulenhöhe  können  nach 
den  Bestimmungen  von  Magnus  der  folgenden  Tabelle  entnommen  werden. 


1 

ß 

* 

ß 

i 

ß 

,  ^ 

ß 

^ 

ß 

-U! 

1,52 

6 

2,89 

2 

5,23 

10 

9,13 

18 

15,35 

-131 

1,65 

—  5 

3,11 

3 

5,62 

11 

9,75 

'  19 

16,34 

-121 

1,80 

4 

3,36  i 

4 

6,03  , 

1  12 

10,42 

1  20 

17,40 

1 

1,95 

3 

3,62 

5 

6,47 

13 

11,13 

21 

18,50 

-10, 

2,11 

!-2 

3,90 

6 

6,94 

14 

11,88 

22 

19,67 

-9I 

2,28  1 

'-1 

4,20 

7 

7,44 

15 

12,68 

23 

20,91 

-  « 

1 

2,47 

:  0 

1 

4,52 

8 

7,96 

16 

13,52 

24 

22,21 

-  7 

1 

2,67     ; 

1 

1  1 

4,87 

9 

8,52 

17 

14,41 

25 

23,58 

Bei  einer  Messung  des  „grossen  Miesing"  im  bayerischen  Hochgebirge** 

*  Siehe  u.  A.  Dr.  A.  Mou8sod*s  Physik  auf  Grundlage  der  Erfahrung, 
ßd-  II,  2te  Aufl.,  S.  159. 

*•  Beobachtungen  und  Untersuchungen  über  die  Genauigkeit  barome- 
triacber  Hdhenmessungen  und  die  Veränderungen  der  Temperatur  und  Feuch- 
^igl^eit  der  Atmosphäre;  von  Dr.  Carl  Maximilian  Bauernfeind.  München, 
1862. 


Orasbof,  th«or«t.  Maschinenlehre.     I. 
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war  z.  B. 

«0  =  815  Mtr,;     Jo  =^0,6916  Mtr.;     t^  =r  13,6^     *o  =  12« 
ipi=:47M0';  J  =  0,6085     „    ;       t^    6,l^       &=    6«; 

also  ß^  =  10,42  und  ß  =  6,94  Millim. 

Hiermit  erhält  man: 

ig  18404 =       4,26491 

IgiJgh-lgh) =       0,74468  -2 

lg  (l,0025  +  ^-'^-^^  =       0,01652 

(k^  =k  =  0,0008);  ^^  (^  +  8  ^) '"^       0,00206 

3,02817 
lg  (1  +  0,0026  eos  2tp)   =  -  0,00011 

Igh'  =       3,02806 

Ä'=  1066,7;  ^tf^/L =       0,00018 

'   '  14670000 

Igh  =       3,02824 

h  =  1067,2  Mtr.  Die  trigonometrische  Messung  ergab  h  =  1068,8  Mtr.  — 
Die  obige  Formel  (6),  welche  der  Verf.  schon  früher  aus  Veranlassung 
der  Bauernfeind' sehen  Untersuchungen  und  im  Anschlüsse  an  die  Ent- 
wickelungen  desselben  hergeleitet>  hatte*  (nur  mit  dem  Unterschiede,  dass 
dort  der  constante  Factor  in  Folge  einer  etwas  anderen  Annahme  hinsidit- 
lich  g  zu  18405  statt  18404  ermittelt  wurde),  stimmt  sowohl  mit  der 
Formel  von  Bauern feind,  als  auch  mit  einer  später  von  Dr.  Rühlmann 
aufgestellten  Formel**  fast  vollkommen  überein,  so  dass  wenigstens  die 
Abweichungen  der  nach  diesen  Formeln  gefundenen  Rechnungsresultate 
verschwindend  klein  sind  im  Vergleich  mit  anderen  Fehlern,  welche  den 
Formeln  und  ihrer  Benutzung  auch  abgesehen  von  den  Fehlem  der  In- 
strumente und  ihrer  Ablesungen  anhaften.  Diese  Mängel  der  barome- 
trischen Höhenmessung  beruhen  theils  auf  periodischen  Variationen 
der  Thermometer-  und  Barometerstände  an  demselben  Orte,  theils  auf  an- 
regelmässigen und  zuföUigen  Störungen  des  vorausgesetzten  Gleichgewichts- 
zustandes der  Atmosphäre. 

In  dieser  letzteren  Beziehung  muss  ohne  Zweifel  sowohl  die  Tempe- 
ratur, als  auch   die  Richtung  des  zwischen  den  beiden  Stationen  herr- 

*  ZeitBchr.  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Jahrg.  1864,  S.  225  n.  ff. 
*  *  Die  barometrischeD  Höhenmessungen  und  ihre  Bedeutung  für  die  Phy- 
sik der  Atmosphäre;  von  Dr.  Rieh.  Rühlmann.    1870. 
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sehenden  Windes  you  Einflnss  sein,  und  zwar  muss  h  nach  GL  (6)  zu  gross 
gefunden  werden,  wenn  jene  Luftströmung  kälter  ist,  als  die  Schichten,  in 
deren  Bereich  die  Stationsthermometer  sich  befinden,  und  wenn  ihre  Rich- 
tung mit  der  Richtung  AqA  einen  spitzen  Winkel  bildet,  dagegen  zu  klein 

in  den  umgekehrten  Fällen;  denn  in  den  ersteren  Fällen  ist  —  -       gros- 

ser,  als  die  mittlere  Temperatur  der  Luftschicht  zwischen  den  Stationen, 

resp.  das  Verhältniss  -      grösser,    als  es  im  Gleichgewichtszustande  sein 

o 

wQrde.  Diese  Einflösse  rechnungsmässig  vollkommen  zu  berücksichtigen  ist 

theils  der  Natur  der  Sache  nach   unmöglich,  theils  wenigstens  vorläufig 

ans  Mangel  an  genügenden  Erfahrungen  unthunlich.    Indessen  können  sie 

durch  Beschränkung  der  Beobachtungen  auf  möglichst  windstille  Tage  im 

Wesentlichen  vermieden  werden,  so  dass  sie  weniger  wichtig  sind,  als  die 

periodischen  Schwankungen,  welche  die  Thermometer-  und  Barometerstände 

unter  allen  Umständen  und  zwar  um  so  deutlicher  zeigen,  je  weniger  sie 

durch  jene  zuf&lligen  Störungen  des  atmosphärischen  Gleichgewichtes  be- 

einflasst  und  verdeckt  werden. 

Dabei  ist  eine  tägliche  und  eine  jährliche  Periode  zu  unterscheiden. 
Erstere  ist  die  am  meisten  hervortretende  und  zuerst  von  Ramend  mit 
Zuverlässigkeit  erkannt  worden.  Sie  bewirkt  (nach  Rühlmaun  a.  a.  0.), 
daas  die  barometrisch  bestimmten  Höhen  kurz  vor  der  Zeit  der  höchsten 
Tagestemperatur,  also  meist  gegen  1  Uhr  Nachmittags  ihr  Maximum  und 
1  bis  2  Stunden  vor  Sonnenaufgang  ihr  Minimum  erreichen;  sie  zeigt  sich 
am  deutlichsten  an  Tagen,  an  denen  bei  wolkenlosem  Himmel  eine  regel- 
mässige Bestrahlung  durch  die  Sonne  bei  Tage  und  eine  ungestörte  Aus- 
strahlung der  Bodenwärme  gegen  den  kalten  Himmelsraum  stattfindet.  Die 
Grosse  dieser  täglichen  Periode,  d.  h.  der  Unterschied  des  Maximums  und 
Minimums  der  berechneten  Höhe  h  ist  ausser  von  localen  Verhältnissen 
(von  dem  Ein-  und  Ausstrahlungsvermögen,  sowie  von  der  specif.  Wärme 
des  Bodens)  von  der  Jahreszeit  abhängig  der  Art,  dass  jener  Unterschied 
im  Sommer  am  grössten  ist,  bis  0,02  h  und  mehr  betragen  kann,  im  Winter 
aber  auf  '/j  dieses  Werthes  herabsinkt. 

Die  jährliche  Periode,  deren  Vorhandensein  zuerst  von  Rühlmanu, 
wie  es  scheint,  bestimmt  nachgewiesen  wurde,  bewirkt,  dass  durchschnitt- 
lich A  im  Sommer  zu  gross  und  im  Winter  zu  klein  gefunden  wird;  den 
Tttterechied  der  Monatsmittel  von  h  für  Juli  und  Januar  findet  Rühlmaun 
aach  6jährigen  Beobachtungen  in  Genf  und  am  St.  Bernhard  =  0,011  Ä, 
wobei  der  wahre  Werth  von  ä  =  2070  Mtr.  ist. 

24* 
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Die  Ursache  dieser  periodischen  Abweichungen  der  baro- 
metrisch bestimmten  von  den  wahren  Höhen  h  ist  nach  Rühlmann 
darin  zu  suchen,  dass  der  Luftschicht  zwischen  beiden  Stationen  eine  falsch« 
mittlere  Temperatur  l  und  somit  ein  falsches  specif.  Gewicht  zugeschrieben 
wird,  wenn  man  jene  Temperatur  dem  arithmetischen  Mittel  der  Thermo- 
meterablesuugen  t^  und  t  an  beiden  Stationen  gleich  setzt.  Auch  eine  an- 
dere einfache  Function  von  t^  und  t  würde  ihm  zufolge  den  Fehler  nicht 
corrigiren  können,  weil  die  fraglichen  Thermometer  auch  selbst  an  den 
Stellen,  wo  sie  sich  befinden,  die  wahre  Lufttemperatur  im  Allgemeinen 
nicht  richtig  anzeigen,  sondern  in  höherem  Grade,  als  gewöhnlich  ange- 
nommen wird,  von  der  Wärmestrahlung  des  Erdbodens  und  anderer  Körper 
in  der  Umgebung  beeinflusst  werden.  Wenn  man  die  barometrische  Höhen- 
formel umgekehrt  dazu  benutzt,  aus  der  bekannten  Höhendifferenz  h  zweier 
Stationen  auf  die  wahre  mittlere  Temperatur  l  der  Luft  zwischen  ihnen  zn 
schliessen,  wie  es  Kühl  mann  mit  Hülfe  der  6  jährigen  Beobachtungen  in 
Genf  und  am  St.  Bernhard  gethan  hat,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Luft  bei 
Weitem  nicht  in  dem  Grade  und  nicht  so  rasch  sich  erwärmt  oder  abkühlt, 
als  es  die  Thermometer  anzuzeigen  scheinen;  sie  nimmt  nur  wenig  und 
^  zögernd  Theil  an  den  täglichen  Schwankungen  und  in  sehr  vermindertem 
Grade  an  den  jährlichen  Schwankungen  der  von  den  Thermometern  ange- 

t^  +  t 
zeigten  Temperaturen.    Ist  somit     -^ —  bei  Tage  grösser,  bei  Nacht  klei- 

ner,  als  die  mittlere  Lufttemperatur  f,  desgleichen  das  Tagesmittel  von 

—  — —  im  Sommer  grösser,   im  Winter  kleiner,  als  das  Tagesmittel  der 

wahren  Lufttemperatur,  so  muss  h  nach  der  barometrischen  Formel  wegen 
des  Factors  (1  -|-  ar)  bei  Tage  und  im  Sommer  durchschnittlich  zu  gross, 
bei  Nacht  und  im  Winter  durchschnittlich  zu  klein  gefunden  werden. 

Den  Einfluss  der  Wärmestrahlung  des  Erdbodens  auf  die  Thermo- 
meter hatte  schon  Bauern feind  hervorgehoben.  Wenn  er  aber  mit  Rück- 
sicht darauf  angiebt,  dass  10  Uhr  Vormittags  und  4  Uhr  Nachmittags  die 
günstigsten  Tageszeiten  zu  barometrischen  Höhenmessungen  seien,  so  ist 
dies  wohl  nur  für  die  bestinmite  Jahreszeit  und  für  die  besonderen  Ve^ 
hältnisso  richtig,  unter  welchen  seine  Beobachtungen  angestellt  wurden. 
Mit  Rücksicht  auf  die  jährliche  Periode  und  den  Einfluss  zufälliger  um- 
stände kann  vielmehr  ein  einigermassen  zuverlässiges  Urtheil  in  dieser 
Beziehung  nur  aus  mehrjährigen  regelmässig  fortgesetzten  Beobachtungen 
gewonnen  werden.  Nach  den  Untersuchungen  von  Rühlmann,  basirt  vor- 
zugsweise auf  die  mehrerwähnten  Beobachtungen  in  Genf  und  am  St.  Bern- 
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hard,  sind  die  barometrischen  Höhenraessungen  im  Durchschnitt  mit  den 
kleinsten  Fehlem  behaftet,  wenn  sie  wenigstens  in  unseren  Gegenden  in 
den  Yerschiedeuen  Monaten  zu  folgenden  Tagesstunden  angestellt  werden. 


Monat. 

Vorm. 

1 

Nachm. 

1      Monat. 

1 

Vorm.. 

Nachm 

Januar    .  . 

Mittag. 

1 

'  Juli    .... 

1 

-_   _   _    _ 
6 

9 

Februar 

. ;   10 

4 

1  August    .  . 

7 

8 

März   .  .  . 

.  1        8 

6 

:  September 

8 

♦> 

April   .  .  . 

7 

7 

1  October  .  . 

10 

4 

Mai  .... 

•  ,        7 

7 

November  . 

11 

2 

Juni     .  .  . 

.           6 

9 

December  . 

1 

Wenn  in  der  Nähe  der  Stationen  Aq  und  u4,  deren  Höhenunterschied 
Ä  gefunden  werden  soll,  wenigstens  3  andere  Orte  j5,  C,  D  liegen,  deren 
Meereshöhen  ebenso  wie  diejenige  von  A^  bekannt  sind  und  von  welchen 
am  besten  der  eine  JS  unter  Aq,  der  zweite  C  zwischen  A^  und  -4,  der 
dritte  D  über  A  liegt,  so  würde  ein  noch  zuverlässigeres  Resultat  dadurch 
zu  erhalten  sein,  dass  gleichzeitig  mit  den  Barometer-,  Thermometer-  und 
Psychrometer-Beobachtungen  bei  Aq  und  A  (am  besten  zu  den  -so  eben  an- 
geführten Tageszeiten)  auch  dergl.  bei  B,  C  und  J)  angestellt  werden.  Aus 
den  bekannten  Höhenunterschieden  der  Stationen  B  und  6^,  C  und  D  licsseu 
sich  dann  vermittels  der  Höhenformel  die  wahren  mittleren  Temperaturen 
der  betreffenden  Luftschichten  BC  und  CD  berechnen.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  wahre  Lufttemperatur  proportional  der  Höhenzunahme 
abnimmt,  würden  diese  mittleren  Temperaturen  zugleich  die  wahren  Luft- 
temperaturen auf  halber  Höhe  zwischen  B  und  C,  C  und  J)  sein,  und  würde 
daraus  auf  Grund  derselben  Voraussetzung  auf  die  wahren  Lufttempera- 
taren bei  Aq  und  A  geschlossen  werden  können,  welche  schliesslich,  für 
^0  and  t  in  Gl.  (6)  substituirt,  die  gesuchte  Höbe  h  berechnen  lassen.  Die 
Zolässigkeit  jener  Annahme,  dass  die  wahre  Lufttemperatur  propor- 
tional der  Höhenzunahme  abnimmt,  wurde  von  Rühlmann  aus  den 
Bau ernfeind' sehen  Messungen  am  Miesing,  wobei  von  3  Stationen  i?,  C, 
D  die  eine  C  fast  genau  auf  halber  Höhe  zwischen  B  und  J)  lag,  dadurch 
nachgewiesen,  dass  er  auf  Grund  der  trigonometrisch  bekannten  Höhen 
dieser  Stationen  die  mittlere  Temperatur  der  Luftschicht  BJ)  immer  fast 
genau  =  dem  arithmetischen  Mittel  der  mittleren  Lufttemperaturen  der 
Schichten  BC  und  CI)  fand. 

Barometrische  Höhenmessungen,  wenn  sie  auf  einmaligen  Beobachtungen 
an  den  betreffenden  Stationen  beruhen,  bleiben  immer  noch  abhängig  von 
Zufälligen  Störungen  des  atmosphärischen  Gleichgewichtes.     Um  sie  auch 
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hiervon  unabhängig  und  ihre  Genauigkeit  mit  derjenigen  vergleichbar  zo 
machen,  welche  einer  sorgfältigen  trigonometrischen  Messung  zukommt, 
müssten  ihr  wiederholte  und  lange  Zeit,  wo  möglich  Jahre  lang  fortgeseUte 
Beobachtungen  zu  Grunde  gelegt  werden.  Die  Vorzüge,  wodurch  die  Me- 
thode sich  besonders  auszeichnet,  Einfachheit  der  Htilfsmittel  und  Schnel- 
ligkeit der  Ausführung,  würden  dadurch  freilich  verloren  gehen. 

Der  praktische  Gebrauch  der  Höhenformel  kann  übrigens  durch  Hülfs- 
tabellen erleichtert  werden,  in  welcher  Hinsicht  hier  auf  die  genannten 
Schriften  von  Bauernfeind  und  von  R üb  1  mann  verwiesen  werden  mag. 


§.  f)8.  Bestimmang  des  speciflsehen  Gewiehts  der  K9rper. 

In  §.  66  wurde  bemerkt,  dass  das  Archimedische  Princip,  betreffend 
den  Gewichtsverlust,  nämlich  den  Ueberschuss  des  wahren  über  das  schein- 
bare oder  wirksame  Gewicht  des  in  irgend  ßinem  flüssigen  oder  luflf5r- 
migen  Medium  befindlichen  Körpers,  u.  A.  bei  allen  Wägnngen  eine  wich- 
tige Anwendung  finde.  Die  nähere  Besprechung  der  Theorie  der  W&gungen 
gehört  in  den  von  den  mechanischen  Instrumenten  handelnden  Abschnitt 
im  zweiten  Bande  dieses  Werkes;  nachdem  indessen  schon  im  Vorher- 
gehenden wiederholt  vom  specif.  Gewicht  (Gewicht  der  Yolumeneinheitj 
der  Körper  die  Rede  sein  musste,  mag  hier  als  Beispiel  der  Anwendung 
des  Archimedischen  Princips  die  Methode  seiner  Bestimmung  mit  Hülfe 
der  gewöhnlichen  Wage  im  Wesentlichen  erläutert  werden.  Dieselbe  ist 
nicht  nur  von  rein  wissenschaftlicher,  sondern  nicht  selten  auch  von  tech- 
nischer Wichtigkeit,  da  die  betreffenden  Bestimmungen  im  physikalischen 
liaboratorium  sich  zumeist  auf  einfache  Körper  und  chemische  Verbindungen 
in  reinem  Zustande  beziehen,  die  specif.  Gewichte  der  mehr  oder  weniger 
mit  nebensächlichen  Beimischungen  versehenen  Rohmaterialien  und  der 
technischen  Producte  aber  häufig  nicht  aus  physikalischen  Tabellen  ent- 
nommen werden  können,  sondern  vom  Techniker  selbst  bestimmt  werden 
müssen.  — 

1)  Es  sei  für  einen  festen  Körper 

P  sein  unbekanntes  wahres  Gewicht, 

8  sein  gesuchtes  specif.  Gewicht  bei  0®, 

a  sein  mittlerer  Volumen-Ausdehnungscoefficient  ftir  das  Temperatnr- 
intervall  von  0^  bis  t^  (§.23). 

•Der  Körper  wird  zunächst  in  der  Luft  gewogen,  und  es  sei  dabei 

p  das  wahre  Gewicht, 
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ö  das  specif.  Gewicht  bei  0®, 

a  der  mittlere  Yolamen-Aiisdehnuugscoefiicient  für  das  Teniperatur- 
ifltervall  von  0^  bis  t^  irgend  eines  der  Gewichtstücke,  welche  zur  Her- 
stellung des  Gleichgewichtes  auf  die  andere  Wagschale  S^  gelegt  werden. 

Bei  der  Wägung  sei 

t  die  Temperatur  der  Luft,  des  Körpers  und  der  Gewichtstücke, 

Z  das  specif.  Gewicht  der  Luft,  mit  Rücksicht  auf  ihre  Temperatur, 
den  Barometerstand  und,  sofern  es  nöthig  scheint,  ihren  Feuchtigkeitszu- 
stand nach  §.17  zu  bestimmen.    Wird  dann  zur  Abkürzung 

h 
gesetzt,  so  ist  das  Volumen  des  Körpers  bei  t^  =^  P    ,    das  Gewicht  der 

verdrängten  Luft  =^  XP-,  also  das  wirksame  (die  Wage  belastende)  Ge- 

8 

wicht  des  Körpers  =  P  (l  —  X     ) •,  ebenso  die  Summe  der  wirksamen  Ge- 
Wichte  der  Gewichtstücke  ^^  2Jp  (1  —  X  -    )  und  somit  dem  Gleichgewicht 

ö  / 

an  der  Wage  entsprechend: 

Nun  wird  der  Körper  im  Wasser  gewogen,  d.  h.  unter  die  Wagschale 
5j  gehängt,  auf  welcher  er  lag,  so  dass  er  Jetzt  im  Wasser  schwebt  ohne 
das  Gewiss  zu  berühren;  auf  dieselbe  Schale  S^  sind  dann  weitere  Gewichte 
p  aufzulegen  (deren  specifische  Gewichte  bei  0^  und  mittlere  Ausdehnungs- 
coefßcienten  von  0^  bis  t^  wieder  mit  ö  und  a  bezeichnet  seien),  um  ohne 
Aenderung  der  die  Schale  S2  belastenden  Gewichte  p  die  Wage  aufs  Neue 
zam  Einspielen  zu  bringen.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  das  Aufhängungs- 
mittel  für  die  Wftgung  des  Körpers  in  Wasser  (ein  möglichst  dünner  Draht, 
eine  möglichst  leichte  Kette  etc.  je  nach  der  Schwere  des  Körpers)  schon 
bei  der  ersten  Wägung  unter  die  Schale  8^  gehängt  und,  ebenso  weit  in 
das  Wasser  eintauchend  wie  bei  der  zweiten  Wäguug,  durch  entsprechende 
Gegengewichte  auf  S^  austarirt  wordcu  war,  so  dass  es  in  diesem  Zustande 
nebst  seinen  Gegengewichten  als  Bestandtheil  der  Wage  selbst  betrachtet 
und  in  den  Gleichungen  ausser  Betracht  bleiben  kann.    Ist  nun 

^  die  auch  dem  Körper  sich  mittheilende  Temperatur  und 

7'  das  entsprechende,  nach  §.22  zu  bestimmende  specif.  Gewicht  des 
Wassers, 

ist  ferner  der  Zustand  der  Luft  derselbe  geblieben  wie  bei  der  ersten 
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Wägung,  80  ist  mit  1  -{-  at=^-  ß,  wie  zuvor,  uud  mit 

unter  a  den  mittleren  Volumen-Ausdehnungscoefticienten  des  Körpers  von 
0  bis  t'  verstanden, 

p(.-/'j+^y(,_.f)^-^.(,--.2) (,. 

Damit  die  Voraussetzung  eines  bei  beiden  Wägungeu  gleichen  Luftznstandes 
genügend  zutreffe,  sind  dieselben  binnen  so  kurzer  Frist  auszuführen,  dass 
der  Körper  nur  eben  genügend  Zeit  hat,  bei  der  Wägung  in  Wasser  die 
Temperatur  t'  desselben  anzunehmen.  Ist  dann  der  Zustand  der  Luft  durch 
Thermometer,  Barometer  und  Psychrometer  (§.  67)  unmittelbar  vor  der 
ersten  und  nach  der  zweiten  Wägung  beobachtet  worden,  so  können  in 
beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  arithmetischen  Mittel  dieser  Beobacb- 
tungswerthe  zu  Grunde  gelegt  werden.  Durch  Subtraction  dieser  Gleichun- 
gen ergiebt  sich 

^^(Yh'-Xh)  =  2p{\-X^^'j (3;. 

Die  zweite  Wägung  kann  auch  auf  folgende  Weise  ausgeführt  werden.  Auf 
die  Schale  S^  wird  ein  Gefäss  mit  Wasser  gestellt  und  durch  Gegengewichte 
auf  der  Schale  S^  die  Wage  zum  Einspielen  gebracht,  während  von  oben 
her  ein  an  einem  festen  Punkte  A  aufgehängter  Draht  oder  eine  Kette  bis 
in  das  Wasser  herabreicht  ohne  das  Gefäss  zu  berühren.  An  diesem  Auf- 
hängungsmittel wird  dann  der  zu  prüfende  Körper  befestigt  und  dasselbe 
aufs  Neue  in  das  Wasser  eingesenkt  bis  zu  derselben  Stelle  wie  vorher, 
sb  dass  der  Körper  ohne  Berührung  des  Gefässes  sich  ganz  unter  Wasser 
befindet.     Das    wahre    Gewicht    des  Körpers,  welches  in    der  Luft  = 

P\\  —  X     )  ist,  wird  unter  Wasser  von  der  Temperatur  t\  sofern  dieselbe 


/.  .»■• 


auch  dem  Körper  sich  mitthcilt,  auf  P\\  — 7      )  reducirt,  also  um 

^-{yh'  -Xh) 

8 

vermindert,  und  indem  der  feste  Punkt  A  oder  das  Auftiängnugsmittel  um 
diesen  Betrag  entlastet  wird,  wird  die  Schale  S^  um  denselben  belastet; 
zur  Herstellung  des  Gleichgewichtes  müssen  also  Gewichte  p'  auf  der  an- 
deren Schale  S^  hinzugefügt  werden,  welche  wieder  der  Gl.  (3)  entsprechen. 
Diesc  Abänderung  des  Verfahrens  der  Wägung  des  Körpers  in  Wasser 
kann  sich  besonders  bei  grossen  und  schweren  Körpern  nützlich  erweisen, 
welche  sich  (vermittels  eines  Krahnes  und  Flaschenzuges)  leichter  von  oben 
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in  das  Wasser  eines  Gelasses  (eines  Troges)  auf  der  Wagschale  einsenken, 
als  unten  daran  anhängen  lassen,  besonders  wenn  statt  der  gewöhnlichen 
gleicharmigen  Wage  in  solchen  Fällen  eine  Brückenwage  benutzt  wird* 
Ans  Gl.  (1)  und  (3)  ergiebt  sich  nun 

,1.    M^  ^^) 

g—Xb  V  0/ 


5'*-^    iV(i  ->if) 


Sfll-i. 


i 


t^'Zf,(Y'b'--Xb)-^U (5). 


und  wenn  alle  Gewichtstflcke  (etwa  mit  Ausnahme  der  kleinsten,  deren 
Gewichtsverluste  in  der  Luft  sehr  geringen  Einfluss  auf  das  Resultat  haben) 
von  einerlei  Art  sind,  so  dass  ihre  specif.  Gewichte  und  Ausdehnungscoef- 
ticienten  einander  gleich  gesetzt  werden  können, 

Sp 
2p 

Da  /  viel  grösser  ist,  als  >l,  so  kann  man  auch  mit  meist  genügender  An- 
näherung, um  so  genauer,  je  weniger  t  und  t'  verschieden  sind, 

l—f/f-i.)  +  ^ (6) 

setzen-,  die  linke  Seite  ist  das  specif.  Gewicht  des  Körpers  bei  der  Tem- 
peratur t'. 

£s  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass  man  das  Ausdehnungsgesetz  des 
Körpers  bei  wachsender  Temperatur  kennt.  Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so 
würde  «  gefunden,  indem  die  zweite  Wägung  in  Wasser  von  0®  ausgeführt 
wird,  so  dass  i'  ^^  1  ist,  während  Xh  -^  X  gesetzt  werden  kann,  wenn  die 
Lufttemperatur  bei  beiden  Wägungen  nur  wenig  von  0®  verschieden  ist, 
oder  auch  h  als  Factor  von  X  mit  einem  ungefähren  Werth  des  Ausdeh- 
nungscoefficieuten  genügend  berechnet  werden  kann,  welcher  in  den  meisten 
F&llen  bekannt  ist.  Uebrigens  kann  auch  das  Verfahren  selbst  dazu  dienen, 
das  Ausdehnungsgesetz  des  Körpers  mitzubestimmen.  Setzt  man  z.  B.  (§.  23, 
W.  2  und  8)  seinen  Ausdehnungscoefücienten  für  die  Temperatur  t  — -  a^ 

•  Nach  einer  Notiz  der  Comptes  rcndus  vom  Jahre  1856,  Septemberheft, 
war  z.  B.  ein  solches  Verfahren  seit  1835  in  der  Geschützgiesserei  zu  Strass- 
^^t%  Dach  Vorschrift  des  ehemaligen  Directors  dieser  Anstalt,  Oberstlieuten. 
Aabertio,  in  Gebrauch  zur  Bestimmung  des  specif  Gewichts  der  Geschützrohre. 
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+  2^1  ^.  also  den  Mittel werth  a  für  das  Intervall  von  O^his  t^  =  af^-{-iijL 
so  dass 

ist,  so  enthalten  die  Gleichungen  (4)  bis  (6)  die  3  Unbekannten  «,  a^  und  «,, 
welche  daraus  gefunden  werden  können,  wenn  die  Wägung  in  Wasser  bei 
wenigstens  3  verschiedenen,  möglichst  weit  aus  einander  liegenden  Tempe- 
raturen t'  ausgeführt  wird.  — 

2)  Um  das  specifische  Gewicht  einer  anderen  Flüssigkeit  zu  be- 
stimmen, kann  man  einen  festen  HülfskÖrper,  für  welchen  P  und  9  unbe- 
kannt sein  dürfen,  ausser  in  Wasser  auch  in  dieser  anderen  Flüssigkeit 
wiegen.  Ist  dann  t"  die  Temperatur  derselben,  d*'  ihr  entsprechendes 
specif.  Gewicht,  und  werden  mit  p'  die  wahren  Gewichte  der  dabei  (an 
Stolle  von  p  bei  der  Wägung  in  Wasser)  gebrauchten  Gewichtstücke  be- 
zeichnet, so  ist,  wenn  wieder  t'  die  Temperatur,  /'  das  specif.  Gewicht  des 
Wassers,  t  die  Temperatur,  X  das  specif.  Gewicht  der  Luft  bedeutet,  deren 
Zustand  bei  beiden  Wägungen  als  gleich  vorausgesetzt  wird, ^analog  Gl.  (3,. 

^(d"^"_;t5)  ^  2f  {\  -    X  ^\  mit  i"  =  1  +  a"t'\ 
also 

und  daraus,  wenn  alle  Gewichtstücke  von  einerlei  Art  sind, 

'^  -:i.p\U"  •^rj+'^j '^ 

Um  auch  vom  Ausdehnungscoefficienten  des  festen  Hülfskörpers  unabhängig 

,        t,  h  h 

zu  werden,  hat  man  t  ^^t    zu  wählen ,  so  dass    „  -=r  l  ist,  während  „  ent- 

0  h 

weder  mit  dem  wenigstens  ungefähr  zumeist  bekannten  Ausdehnungscoef- 

ticienten  des  fraglichen  Körpers  hinlänglich  genau  berechnet  oder  gar  auch 

^^  1  gesetzt  werden  kann;  im  letzteren  Falle  wird 

^J"^|^!'(/  ■;i)  +  ;i es: 

Sp 

Man  findet  auf  diese  Weise  zunächst  nur  das  specif.  Gewicht  der 
Flüssigkeit  für  die  bestimmte  Temperatur  t"\  setzt  man  es  aber  ^=  einer 
Temperaturfunction,  welche  n  constAnte  Coefficienten  enthält,  so  können 
dieselben  gefunden  werden,  indem  das  specif.  Gewicht  der  Flüssigkeit  ftr 
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wenigstens  n  verschiedene,  möglichst  weit  ans  einander  liegende  Tempe- 
raturen ^'  bestimmt  wird.  — 

3)  Das  specifische  Gewicht  eines  In ft förmigen  Körpers  kann  mit 
Hülfe  eines  durch  einen  Hahn  verschliessbaren  Glasballons  bestimmt  wer- 
den, welcher  1)  mit  Luft  von  atmosphärischer  Pressung,  2)  mit  möglichst 
verdünnter  (oder  auch  mit  verdichteter)  Luft,  3)  mit  dem  zu  prüfenden 
Gase  oder  Dampf  gefüllt  gewogen  wird.  Wenn  wieder  der  Zustand  der 
äusseren  Lutt  bei  diesen  verschiedenen  Wägungen  als  gleich  vorausgesetzt 
wird,  so  ist  auch  das  wirksame  Gewicht  =  B  des  Ballons  (Ueberschuss 
seines  wahren  Gewichts  über  das  im  geschlossenen  Zustande  von  ihm  ver- 
drängte Gewicht  der  atmosphärischen  Luft)  und  das  Volumen  =  V  seines 
Hohlraumes  (abgesehen  von  dem  geringen  Einflüsse  einer  verschiedenen 
inneren  Pressung)  in  allen  drei  Fällen  gleich.  Bezeichnen  also  p,  p  und  p" 
die  wahren  Gewichte  der  Gewichtstücke,  welche  auf  der  anderen  Wag- 
schale beziehungsweise  bei  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Wägung  das 
Gleichgewicht  herstellen,  und  ist  X  bei  der  erten,  A'  bei  der  zweiten  Wä- 
gung das  specif.  Gewicht  der  Luft  im  Inneren  des  Ballons,  bei  der  dritten 
aber  fi"  das  gesuchte  specif.  Gewicht  der  anderen  Luftart  für  die  betref- 
fende und  besonders  zu  beobachtende  Pressung  und  Temperatur,  so  hat  man 

B-i-XV  ^Üpfl-^X^ 

B  +  (rF=2:p-[i-  x^^ 

also  durch  Elimination  der  Unbekannten  B  und  V 

und  daraus,  wenn  die  grösseren  Gewichtstücke  alle  von  gleicher  Art  sind. 


II  -^  A  —  (/  -  / ;  -  -, (9). 

Die  Anwendung  der  vorstehend  erklärten  Methoden  setzt  voraus,  dass 
die  specif.  Gewichte  des  Wassers  und  der  Luft  für  verschiedene  Zustände 
Wkannt  sind.  Ihre  eigene  Bestimmung,  welche  übrigens  auf  ähnlichen 
(Brandsätzen  beruht  und  nur  mit  Rücksicht  auf  ihre  fundamentale  Beden- 
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tung  für  andere  Bestimmungen  einer  grösseren  Genauigkeit  durch  mög- 
lichste Berücksichtigung  aller  Nobenumstände  bedarf,  ist  kein  technisches 
Problem,  sondern  Sache  des  Physikers.  Auch  in  Betreff  anderer  Meüiodea 
zur  Bestimmung  der  specifischeu  Gewichte  muss  hier  auf  die  Lehrbücher 
der  Physik  verwiesen  werden. '  Es  mag  nur  noch  angeführt  werden,  daas 
die  specif.  Gewichte  ö  (Gramm  pro  Cubikcentim.)  und  die  mittlieren  YoJumen- 
Ausdehnungscoeflficienten  a  von  Gewichtstücken  aus  Gusseisen,  Messing 
und  Platin  durchschnittlich  mit  folgenden  Werthon  in  Rechnung  gebracht 
werden  können: 

Gusseisen:  0=    7,2;     «=-^0,000033, 

Messing:      ö—    8,4;     «  =  0,000056, 

Platin:        0=21,3;     «  =  0,000026. 


B.  Bewegung  der  Flüssigkeiten. 

§.  69.  Uebersicht  der  Aufgraben  und  ihrer  Behandlunf^. 

Die  im  Folgenden  zu  untersuchenden  Bewegungen  von  Flüssigkeiten 
sind  theils  strömende,  theils  oscillirende  Bewegungen,  von  denen  die  letz- 
teren jedoch  nur  als  Wellenbewegung  des  Wassers  technische  Wich- 
tigkeit haben. 

Strömende  Bewegungen,  d.  h.  solche,  welche  dauernd  in  gleichem 
Sinne  stattfinden,  pflegen  durch  feste  Wände  begrenzt  und  hinsichtlich  ihrer 
Gesetze  bedingt  zu  werden,  so  dass  es  angemessen  ist,  je  nach  der  Art 
dieser  Wände  oder  I^eitflächen  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Bei 
der  Bewegung  in  Gefässen  und  Röhren,  d.  h.  in  solchen  Leitungen, 
durch  welche  die  Flüssigkeit  rings  umschlossen  wird,  so  dass  sie  ohne  freie 
Oberfläche  (ausser  am  Anfang  und  am  Ende  der  ganzen  Leitung)  sich  strö- 
mend bewegt,  kann  dieselbe  wässerig  oder  luftförmig  sein,  und  es  sind  da- 
bei namentlich  die  beiden  Fälle  des  Ausflusses  aus  Gefässmündungen 
und  der  Bewegung  in  längeren  Röhren  zu  betrachten.  Bei  luftför- 
migen  Flüssigkeiten  beschränkt  sich  hierauf  die  Untersuchung,  da  dieselben 
überhaupt  nur  durch  einschliessende  Wände  eine  bestimmt  augebbare  Be- 
grenzung erhalten;  was.  aber  die  wässerigen  Flüssigkeiten  betrifft,  so  ist 
die  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen  von  nicht  geringerer  Wich- 
tigkeit, d.  h.  in  oben  offenen  Leitungen,  längs  deren  ganzer  I^änge  somit 
die  Oberfläche  des  strömenden  Wassers  theils  freie,  theils  Wand-Ober- 
fläche ist.    Von  beschränkterem  technischem  Interes^  ist  die  Bewegung 
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freier  Wasserstrahlen,  namentlich  in  Beziehung  auf  die  Steighöhe  eines 
in  der  Luft  vertical  aufsteigenden,  sogen,  springenden  Strahls. 

In  allen  Fällen  strömender  Bewegung  ist  der  Beharrungszustand 
oder  die  permanente  Bewegung  von  besonderer  Wichtigkeit,  charakte- 
risirt  durch  die  Unyeränderlichkeit  des  äusseren  und  inneren,  d.  h.  des 
Bewegtings-  und  Wärmezustandes  in  jedem  bestimmten  Punkt  des  Raumes, 
80  dass  der  Zustand  nur  von  Ort  zu  Ort,  nicht  aber  an  demselben  Orte 
mit  der  Zeit  veränderlich  ist;  mit  Rücksicht  auf  die  etwa  eigene  Bewegung 
des  Gefässes,  der  Röhre,  des  Canals,  überhaupt  der  festen  Leitung  (bezüg- 
lich auf  die  Erde)  ist  dabei  unter  einem  bestimmten  Punkt  des  Raumes 
stets  ein  solcher  zu  verstehen,  welcher  eine  bestimmte  Lage  gegen  die 
Leitung  (bei  freien  Wasserstrahlen  gegen  die  Erde)  besitzt,  mit  welcher 
auch  das  jeweilige  System  von  Coordiuatenaxen  fest  verbunden  zu  denken  ist. 
Zu  den  Aufgaben  der  Hydraulik  gehört  endlich  die  Untersuchung  des 
gegenseitigen  Drucks  zwischen  Flüssigkeiten  und  festen  Kör- 
pern bei  ihrer  relativen  Bewegung;  bezüglich  auf  den  festen  Körper 
kann  derselbe  theils  als  belastender  oder  beschleunigender  Druck,  theils 
als  sogenannter  Widerstand  des  Mittels  in  Betracht  kommen.    Dabei  sind 
wieder  verschiedene  Fälle  je  nach  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  zu  un- 
terscheiden, welche  entweder  ein  isolirter  freier  Strahl  sein  oder  den  festen 
Körper  allseitig  einschliessen  oder  auch  als  wässerige  Flüssigkeit  mit  freier 
Oberfläche  nur  unterhalb  derselben  einen  theilweise  eingetauchten  Körper 
umgeben  kann.  — 

Zur  Lösung  dieser  verschiedenen  Aufgaben  sind  nach  §.12  im  Allge- 
meinen 7  Grössen  als  Functionen  der  Coordinaten  a?,  y,  z  und  der  Zeit  t 
zu  bestimmen:  die  Geschwindigkeitscomponenten  Ux^  %,  Ug^  das  specif. 
Volumen  r,  die  Pressung  p,  die  Temperatur  und  das  innere  Arbeitsver- 
mögen. Zur  Verfügung  sind  dabei  die  drei  Differentialgleichungen,  welche 
dem  Gleichgewicht  zwischen  den  auf  ein  Massenelement  wirkenden  Massen- 
and  Flächenkräften  und  den  Reactionskräften  gegen  seine  Beschleunigung 
entsprechen  (sie  mögen  die  Fundamentalgleichungen  heissen),  die 
Continuitätsgleichung,  eine  Gleichung  bezüglich  auf  die  Wärmeleitung  im 
Inneren  der  Flüssigkeit,  die  Zustandsgieichung  derselben  und  die  Gleichung 
des  inneren  Arbeitsvermögens.  Die  5  ersten  dieser  Gleichungen  sind  par- 
tielle Differentialgleichungen  und  allgemein  gültig,  die  beiden  letzten  sind 
för  verschiedene  Flüssigkeiten  verschieden ;  in  den  4  ersten  sind  die  Tem- 
peratur und  das  innere  Arbeitsvermögen,  in  den  3  letzten  die  Geschwin- 
digkeitscomponenten nicht  enthalten.  Die  Integrationen  müssten  mit  Rück- 
sicht auf  die  Grenzbedingungen  bezüglich  auf  Zeit  und  Raum,  d.  h. 
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mit  Rücksicht  auf  den  gegebenen  Anfangszustand  und  auf  die  Ober- 
flächenbedingungen versucht  werden.  Letztere  betre£feu  tlieils  die 
Gestalt  der  Oberfläche,  theils  den  äusseren  Druck  an  derselben,  theils  den 
etwaigen  Wärmeaustausch  zwischen  der  Flüssigkeit  und  anderen  Körpern. 
Entsprechend  der  den  theoretischen  Gleichungen  zu  Grunde  liegenden 
Vorstellung  (§.  52),  dass  jede  relative  Bewegung  im  Inneren  der  Flüssigkdt 
nur  durch  entsprechende  Deformationen  der  Flüssigkeitsolemente,  worunter 
hier  immer  Massenelemente  im  Sinne  von  §.  1  verstanden  werden  sollen, 
vermittelt  wird  (vorbehaltlich  der  Berücksichtigung  solcher  Bewegungem 
welche  sich  dieser  Vorstellung  in  der  Rechnung  entziehen,  durch  empirische 
Coefficienten),  muss  für  jedes  Flüssigkeitselement  an  der  Oberfläche  die 
Geschwindigkeit  tangential  an  dieselbe  gerichtet  sein.    Ist  also 

/(•^,  y,  3,  0  =  0 

die  gegebene  Gleichung  eines  Theils  der  Oberfläche,  der  im  Allgemeinen 

mit  der  Zeit  veränderlich  sein  kann,  so  müssen  dem  Differential  derselben 

die  Incremente 

dx  =  Mx'^^j     ^y  =  Uydt,     dz  =  Mf  dt 

entsprechen,  wenn  m^;,  m^,  w^  die  Geschwindigkeitscomponenten  eines  ma- 
teriellen Punktes  oder  Flüssigkeitselementes  au  diesem  Theil  der  Oberfläclie 
bedeuten,  woraus  die  Bedingungsgleichung 

hervorgeht;  für  eine  feste  Wand  ist  ~  =0. 

Ist  der  äussere  Druck  =  p^  auf  eine  freie  Oberfläche  für  alle  Punkte 
derselben  gleich,  im  Allgemeinen  aber  als  Function  der  Zeit  gegeben,  so  ist 

in  jedem  Augenblick  als  Gleichung  dieser  Oberfläche  zu  betrachten,  so 
dass  an  derselben  entsprechend  Gl.  (1) 

hp  hp  hp  hp       hp^  ,,Y\ 

sein  muss 5  bei  constantem  äusseren  Druck  ist  die  rechte  Seite  =  Null. 

Ist  dQ  die  Wärmemenge,  welche  der  Flüssigkeit  an  dem  Element  dF 
ihrer  Oberfläche  im  Zeitelement  dt  von  einem  angrenzenden  äusseren 
Körper  durch  Leitung  mitgetheilt  wird,  so  ist  (§.  9,  Gl.  3) 

dQ  =  X^AldFdt, 
wenn  2.^  den  betreffenden  Wärmeübergangscoefficienten  und  At  den  Ueber- 
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schnss  der  Temperatur  des  äusseren  Körpers  über  die  der  Flüssigkeit  zu- 
nächst dem  Flächenelement  äF  bedeutet;  dQ  und  Al  können  dabei  gleich- 
zeitig positiv  oder  negativ  sein.  Bei  den  technischen  Anwendungen  ist 
eine  solche  Wärmemittheilung  an  der  Oberfläche  im  einen  oder  anderen 
Sinne  oft  nicht  sowohl  ein  nebensächlicher  und  allenfalls  zu  vernachlässi- 
gender Umstand,  als  vielmehr  Zweck  der  betreffenden  Anlage  (Wasser-, 
Luft-  und  Dampfheizungen,  Kesselheizungen,  Winderwärmungsapparate 
u.  8.  w.),  und  sie  pflegt  dann  durch  eine  feste  materielle  Wand  von  einer 
gewissen  Dicke  vermittelt  zu  werden,  welche  auf  der  anderen  Seite  von 
einer  anderen  Flüssigkeit  berührt  wird.  Ist  dann  Al  der  (positive  oder 
negative)  Ueberschuss  der  Temperatur  dieser  letzteren  über  die  der  be- 
trachteten Flüssigkeit  zunächst  der  Wand  an  der  Stelle  des  Elementes  dF^ 

80  kann  man  setzen: 

dQ=^  kAldFdt (3), 

worin  k  einen  Wärmedurchgangscoefficienten  bedeutet,  welcher  von 
den  Wärmeübergangscoefficieuten  an  beiden  Oberflächen  der  Wand,  von 
ihrem  Leitungscoefficienten  X  (§.  9;,  von  ihrer  Dicke  und  event.  von  ihrer 
Krümmung  abhängt;  auch  etwaige  Wärmestrahlungen  pflegen  bei  seiner 
Bestimmung  zugleich  mit  berücksichtigt  zu  werden.  Diese  Bestimmung  ge- 
hört zu  den  Aufgaben  des  nächsten  Abschnitts,  welcher  von  der  Heizung 
handelt;  hier  wird  k  als  eine  gegebene  Grösse  betrachtet. 

Die  Lösungen  der  verschiedenen  oben  angedeuteten  Aufgaben  der 
Hydraulik  auf  Grund  der  angeführten  Gleichungen  und  Grenzbedingungen 
bleiben  schliesslich  zum  Zweck  der  technischen  Anwendungen  noch  durch 
empirische  Coefficienten  (§.52)  zu  corrigiren  mit  Rücksicht  auf  die 
Abweichungen  der  dabei  in  Betracht  kommenden  Flüssigkeiten  von  dem 
in  den  theoretischen  Gleichungen  vorausgesetzten  idealen  Zustande  voll- 
kommener Flüssigkeit  und  mit  Rücksicht  auf  solche  Bewegungswiderstände, 
welche  in  jenen  Gleichungen  und  in  den  analytischen  Grenzbedingungen 
nicht  zum  Ausdruck  gebracht  werden  konnten,  wobei  femer  zu  berücksich- 
tigen ist,  dass  durch  diese  Widerstände  nicht  nur  lebendige  Kraft  verloren, 
sondern  auch  entsprechende  Wärme  gewonnen,  also  die  Temperatur  beein- 
flosst  wird.  Auch  abgesehen  hiervon  lässt  übrigens  schon  der  analytische 
Charakter  der  fraglichen  Gleichungen  sofort  erkennen,  dass  ihre  Verwen- 
dung zur  Lösung  der  betreffenden  Aufgaben,  zumal  in  einer  für  den  tech- 
nischen Gebrauch  geeigneten  Form,  stets  mehr  oder  weniger  vereinfachende 
Annahmen  nöthig  macht. 

Wenn  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  au  der  Oberfläche 
nnd  Wärmeentwickelung  durch  Bewegnngswiderstände,  deshalb  auch  Wärme- 
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leitung  im  Inneren  nur  in  untergeordnetem  Grade  stattfindet,  so  kann  eine 
Vereinfachung  namentlich  dadurch  herbeigeführt  werden,  dass  eine  gewisse  : 
Beziehung  zwischen  der  Pressung  p  und  dem  specif.  Volumen  r  von  vorn- 
herein angenommen  wird,  insbesondere  z.  B.  die  Gleichung 

pv^  =  Const.^ 
unter  m  eine  Constante  verstanden,  welche,  wenn  die  Zustandsändernng 
als  bei  constanter  Temperatur  stattfindend  vorausgesetzt  werden  kann,  fiir 
tropfbare  Flüssigkeiten  =  oo  (also  v  =  Const,  p  unabhängig  von  r),  für 
Gase  =  1  zu  setzen  ist,  oder  bei  Zustaudsänderungen  ohne  Mittlieilniif 
resp.  Entziehung  von  Wärme  für  Gase  =  n,  d.  h.  =  dem  Verhältniss  der 
specif.  Wärmen    bei   constanter  Pressung  und  bei  constantem  Volamen 
(§.  20),  für  Dämpfe  und  (näherungsweise  und  innerhalb  gewisser  Grenzen) 
für  Gemische  von  Dampf  und  gleichartiger  tropfbarer  Flüssigkeit  (§.  41 
und  §.  35)  =  einem  anderweitigen  constanten  Werth  zu  setzen  ist.    Da- 
durch sind  die  Temperatur  und  das  innere  Arbeitsvermögen  von  der  Unter- 
suchung ausgeschlossen,  und  sind  die  drei  Geschwindigkeitscomponenten 
nebst  den  Grössen  p,  v  durch  die  vorausgesetzte  Beziehung  zwischen  den 
letzteren  und  durch  die  4  ersten  der  oben  genannten  7  Gleichungen  (durdi 
die  Fundamentalgleichungen  und  die  Continuitätsgleichung)  mit  Rücksicht 
auf  die  gegebenen  Grenzbedingungen  bestimmt.    Zur  Entwickelung  ihrer 
Ausdrücke  in  endlicher  Form  können  weitere  Vereinfachungen  durch  die 
vorläufige  Abstraction  von  den  inneren  Beibungen  (von  den  Gliedern  mit 
R  in  den  3  ersten  der  allgemeinen  Gleichungen)  und  durch  gewisse  An- 
nahmen in  Betreif  des  Gesetzes,  nach  welchem  sich  die  Geschwindigkeits- 
componenten mit  den  Coordinaten  ändern,  herbeigeführt  werden.  Letzteres 
wird  auch  besonders  dann  nöthig,  wenn  wegen  erheblicher  Wämieleitungen 
und  Wärmeentwickelungen  durch  Bewegungswiderstände  die  zuerst  genannte 
Vereinfachung  unzulässig  ist,  die  Gesetzmässigkeit  der  Temperaturände- 
rungen vielmehr  wesentlich  mit  untersucht  werden  muss;  eine  willkürliche, 
wenn  nur  im  Allgemeinen  den  Verhältnissen  angepasste  Annahme  in  Be- 
treff des  Aenderungsgesetzes  der  Geschwindigkeiten  ist  dann  zudem  um  so 
mehr  gerechtfertigt,  als  dieses  Gesetz  durch  den  Einfluss  der  Wanne  nnd 
der  Widerstände  mittelbar  oder  unmittelbar  in  einer  solchen  Weise  beein- 
flusst  werden  kann,  welche  sich  der  analytischen  Untersuchung  gänzlich 
entzieht.  — 

Als  beschleunigende  Massenkräfte  kommen  bei  technisch-hy- 
draulischen Problemen  nur  die  Schwerkraft,  die  dabei  in  allen  Punkten 
von  gleicher  Kichtung  und  Grösse  —  g  vorausgesetzt  werden  darf,  und 
event.  die  Ergänzungskräfte  der  relativen  Bewegung  r§.  2)  in  Betracht, 
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&U8  das  System  der  festen  Leitflächen,  worauf  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keit als  relative  Bewegung  bezogen  wird  und  womit  die  Coordinatenaxeu 
der  x^  y,  s  fest  verbunden  sind,  eine  eigene  Bewegung  bezüglich  auf  die 
Erde  hat.  Von  Wichtigkeit  ist  dabei  namentlich  der  Fall,  dass  diese  Be- 
wegung in  einer  Rotation  um  eihe  feste  Axe  besteht.  Wird  dann  die 
i-Axe  in  der  Rotationsaxe  angenommen,  und  ist  &  der  constante  Winkel, 
den  sie  mit  der  Richtung  von  ff  bildet,  ist  femer  co  die  im  Allgemeinen 
veränderliche  Winkelgeschwindigkeit  im  Sinne  von  der  positiven  x-Axe 
durch  den  rechten  Winkel  zur  positiven  y-Axe,  und  wird  die  x-Axe  so  an- 
genommen, dass  sie  zur  Zeit  ^  =  0  die  Richtung  der  zur  s-Achse  senk- 
rechten Componente  =  ff  sin  &  hat,  zur  Zeit  t  also  mit  ihr  im  Sinne  von 

0}  den  Winkel 

t 

codi 


/■ 


bildet,  8o  sind  die  Componenten  von  ff  nach  den  Axen  der  Xy  y,  s  bezieh- 
ongsweise 

i  i 

=  ffs%nd'0O8J(X)dt^     — ff  sind' sin  1  codi,     ffcosO: 

0  0 

Ist  femer  AB  =  r  das  Loth  von  dem  materiellen  Punkte  A{x^y^%) 
der  Flassigkeit  auf  die  s-Axo,  und  ist  ß  der  Winkel  zwischen  der  Richtung 
BA  und  der  positiven  a?-Axe  (immer  verstanden  im  Sinne  von  €9,  nämlich 
von  der  positiven  o^Axe  gegen  die  positive  y-Axe  hin),  so  lässt  sich  die 
erste  Ergänzungskraft  der  relativen  Bewegung  pro  Masseneinheit  zerlegen 
in  die  Normalcomponente  =  (dV  mit  dem  Richtungswinkel  ß  und  in  die 

m  d(0  üt 

Tangentialcomponente  =  -— -  r  mit  dem  Richtungswinkel  =  ß  —  —  gegen 

die  jp-Axe;  wegen 

reosß  =  Xy  rsinß  =  p 

r  eosiö 1  =  V.     r  sinlB  —  -1  =  —  x 


(,-!)=,,  ,^(/.-?)  =  - 


flind  also  die  Componenten  der  ersten  Ergänzungskraft. 

nach  der  aj-Axe  =  co^x  -\-  -—  y^ 

dt 

nach  der  y-Axe  =  «'V  -  ~  ^, 

nach  der  s-Axe  =  0. 

Ist  endlich  u^y  die  zur  at-Axe  senkrechte  Componente  der  relativen 
Geschwindigkeit  u  des  materiellen  Punktes  A  und  a  ihr  Richtungswinkel 
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mit  der  x-Axe^  so  ist  die  zweite  Ergänzungskraft  der  relativen  Bewegmi 
pro  Masseneinheit  =  2a>Uxy  und   ihr  Richtungswinkel  mit  der  x-ka 

=  a  —  -^9  da  ihre  Richtung  erhalten  wird,  indem  die  Richtung  von  u^ 

in  der  zur  s-Axe  senkrechten  Ehene  um  —  entgegengesetzt  dem  Sinne  voi 
OD  gedreht  wird.    Wegen 

«xy««  fa— -j  =  —Uj^eosa  =  — «, 

sind  also  die  Componenten  dieser  zweiten  Ergänzungskraft  nach  den  Axei 
der  ar,  y,  z 

=  2couy^     —  2a>tix     und  0. 

Im  Ganzen  sind  somit  die  Componenten  der  beschleunigenden  Maases- 
kraft  im  vorliegenden  Falle: 

t 


/dOD 
codt  -\-  o}^x-\-  —-  y  -{-  2c[)u„  .  .  . 


Y  =  —  gfdnd' sin  J (odt  +  cö*y  —     -  x  —  2mUx 


dm 
dt 

o 

Z  =  gcosd-    

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  co  constant,  so  ist 

dco 


..(4)^ 


/codt  =  cot  und  --—  =  0. 
dt 


I.    Allgemeine  Sätze. 

§.70.    Widerstandslose   Bewernnr   einer  Flttssigkeit  fttr   den  Fftll  4er 
Existenz  einer  KraftAinction  nnd  einer  Oesehwindiykeitafnnetioi. 

Die  Geschwindigkeitscomponenten,  welche  im  vorigen  §.  mit  «^«y,«^ 
bezeichnet  wurden,  seien  der  Einfachheit  wegen  mit  «,  9,  w  bezeichneti 
während  die  specif.  Masse  (i  anstatt  des  specif.  Volumens  benntzt  werde, 
um  in  Verbindung  mit  der  Pressung  p  den  inneren  Zustand  zu  charakt^ 
siren.  Dann  hat  man  nach  §.  5,  Gl.  (6)  und  (7)  mit  i2  =  0,  d.  h.  bei  Ab* 
straction  von  der  inneren  Reibung,  die  Fundamentalgleicbaag^B 
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__        1  hp  hu  .  hu  ,       bu  .  hu 

(i  ox  ht  hx          oy  0« 

__        1  hp  hv  .  hv  ,       hv  ,  hv 

Y ;--  =  - \-u  ^ h  V  K r  «^T— 

lAhy  ht  hx           hy  02 

_        1  hp  hw  .  hw  .       hw  .  hw 

II  h%  ht  hx           oy  '  02 


nnd  die  Continuitätsgleichung 

hfi        h(fiu)        h(jiv)        h(fiw) 

S^  +  "ö^  +  "bjT  "^  ~hz-  =  ^'  \ ^^- 

welche  f&r  (i  =  Cmist.  (für  eine  incompressible  Flüssigkeit  von  constanter 
Temperatnr)  die  einfachere  Form  annimmt: 

hu    ^    hv    ,    hw       ^  ,^    ^ 

V.^Vy  +  V^  =  ^ ^2'*> 

Mit  Rücksicht  auf  die  gegebenen  Grenzbedingangen  sind  durch  die 
Gleichungen  (1)  und  (2)  nnd  durch  die  Beziehung  zwischen/?  und  f<, 
welche  hier  als  gegeben  vorausgesetzt  wird,  diese  letzteren  Grössen 
und  die  Geschwindigkeitscomponcntcn  —  im  Fallq  fi  =  einer  gegebeneir 
Constanten  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2,  a)  die  Grössen  ;?,  «,  «?,  ir  — 
als  Functionen  von  «,  y,  2,  t  bestimmt. 

In  Betreff  der  Kraftcomponenten  X,  F,  Z  werde  angenommen,  dass 
sie  den  beziehungsweise  nach  x^  y^  %  genommenen  Differentialquotienten 
einer  gewissen  Function  gleich  seien,  welche  wie  in  §.53  die  Kraftfunc- 
tion  heisse  und  mit  U  bezeichnet  sei,  hier  aber  eine  Function  nicht  nur 
von  X,  y,  2,  sondern  im  Allgemeinen  auch  von  t  sein  kann.    Es  sei  also 


'  1-- 

02 

was  roraassetzt,  dass 

hY       hZ 

bz     hx 

hX        hY 

b«  ~"  by' 

hx           b«' 

hy         hx 

(3) 

ist  Ebenso  seien  auch  die  Geschwindigkeitscomponenten  u^  v^  w  =  den 
nach  X,  y,  2  genommenen  Differentialquotienten  einer  Function  q>  von 
2,  y,  2,  ^,  welche  die  Geschwindigkeitsfunction  heisse,  so  dass 


hq> 
ox 

h<p                  h(p 

V  .       ,          W  V 

oy                  02 

hv        hw 

hw        hu      hu        hv 

hz        hy' 

hx        02'     hy        hx 

(4) 
25* 
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ist.    Die  Fundamentalgleichnngen  (1)  erhalten  hierdurch  die  Formen:* 

hu        1  hp b^gp  _.    hq)  h^g>        hg)   h^q)         hq)   b^fp 

hx         fi  hx         hxht         hx    hx^         hy    hxhy         hz   hxhz 

hu        1  hp h^q)         hq)    h^q)         hq)  h^q)         hq)   h^tp 

hy         fi  hy         hyht  hx    hi/hx         hy    hy^  hz   hyhä 

hu        1  bp h^q>         hq)   h^q)         hq)   h^q>         hq)  h^q^ 

hz         (i  hz         hzht  hx  hzhx  hy   hzhy  hz    hz^ 

und  lassen  sich  auf  eine  Gleichung  reduciren,  indem  sie  beziehungsweise 
mit  dx,  dy,  dz  multiplicirt,  addirt  und  integrirt  werden;  dadurch  ergiebt  sich 

hp   .      ,    hp  ^      t     ^P  , 
mit    r--  dx  -{-  ^-  dy  -\-   ^r~  dz  =  dp 
ox  oy  oa 

Indem  die  Integration  nur  in  Beziehung  auf  x^  y,  %  ausgef&hrt  wurde, 
wäre  noch  eine  willkürliche  Function  von  t  als  Integrationsconstante  hin- 

zuzufügen,  welche  aber  in  q)  so  einbegriffen  werden  kann,  dass  sie  ah 

hq) 
Summand  in  dem  Gliede  -^-  enthalten  ist.  Durch  diese  Gleichung  (5)  und 

öl 

durch  die  Coutinuitätsgleichung 


*  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  ans  ihnen  im  Falle  fi  =  Const.  die  innere 
Reibung  auch  dann  verschwindet,  wenn  nicht  12  ^^  0  gesetzt  wird.  Mit  Rfick* 
sieht  auf  dieselbe  wäre  dann  nämlich  in  der  ersten  der  Gleichungen  (1)  mf 
der  rechten  Seite  das  Glied 

_BfhJ      h*u      h^u      h^u\ 

hinzuzufügen,  welches  nach  den  Gl.  (4) 

R  öd  ,    ö  föu  ,  dv       bw\l  _         R 


hd       h  ^hu      hv       hwV\ ^-^ 

l^lhx      hxKhx      hy       hz/j  f^  hx 


ist.   In  den  beiden  anderen  der  Gleichungen  (1)  würden  entsprechende  Glieder 

hJ         hJ  ' 

mit  .  -  und  .      hinzukommen.  Die  Existenz  einer  Geschwind igkeitsfunction  hat 
oy         oz 

also  zur  Folge,  dass  der  Bewegungszustand  der  Flüssigkeit  durch  die  innere 
Reibung  nur  mit  Rücksicht  auf 

hu      hv      hto 

öx     oy      öz 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  Geschwindigkeit  der  Volumänderung  bedingt  wird, 
welche  =  0  ist  für  fi  =  Const. 
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welche  für  jt*  =  ConsL  die  Form 

b«9)        b*9)        ö^g) 

annimmt,  sind  in  Verbindung  mit  den  Grenzbedingungen  im  Specialfalle 
fi  =  ConsL  die  Grössen  p  und  9,  im  allgemeinen  Falle  mit  Rücksicht  auf 
die  gegebene  Beziehung  zwischen  p  und  {i  diese  beiden  Grössen  und  9), 

durch   (p  in  beiden  Fällen  dann  auch  die  Geschwindigkeitscompouenten 

h<p  hq>  hw  , 

u  =  -^ — ,  V  =  ^ — ,  w  =  ^r—  bestmmit. 
oz  oy  0% 

Besteht  eine  Grenzbedingung  darin,  dass 

als  Gleichung  eines  gewissen  Theils  der  Oberfläche  gegeben  ist,  so  muss 
nach  GL  (1)  im  vorigen  §.  für  alle  Punkte  dieses  Theils  der  Oberfläche  die 
Function  9  der  Gleichung  entsprechen: 

^^  +  -¥  ^  _|_  _^/  ^  +  ^/  ^  =  0  (7). 

ht        hx  bx         ht/  by         hz  hz 

-  =  0 )  sind  ^— ,  -y~,  ~-  proportional  den 
ht  1  ba;'  oy     Ö2 

Cosinus  der  Winkel  zwischen  der  Normalen  und  den  Axen.  Ist  also  dn  ein 

Element  dieser  Kormalen  mit  den  Projectionen  dx^  dy^  dz  auf  den  Axen, 

80  kann  Gl.  (7)  geschrieben  werden: 

h^dx        h^^         hq>  dz d(p  

hx  dn         hy  dn         hz  dn        dn 

Den  Bedingungen  (4)  für  die  Fxistenz  einer  Geschwindigkeitsfunction 
Irann  eine  einfache  kinematische  Bedeutung  untergelegt  werden.  Es  habe 
nämlich  ein  Flüssigkeitselement  zur  Zeit  t  die  Gestalt  eines  rechtwinkeligen 
Parallelepipedums,  dessen  Kanten  Aa  =  dx^  Ab  =  dy^  Ae  =  dz  sich  vom 
Eckpunkte  A  (x,  y,  2)  aus  im  Sinne  der  positiven  Coordinatenaxen  erstrecken, 
hn  nächstfolgendeii  Zeitelement  dt  erfährt  es  im  Allgemeinen  zugleich  eine 
unendlich  kleine  Gestalts-  und  Ortsänderung.  Erstere  kann  bei  Vornach- 
fesigung  unendlich  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  in  eine  Längenände- 
föng  der  Kanten  und  in  eine  Grössenänderung  der  an  diesen  von  den 
Seitenflächen  gebildeten,  zur  Zeit  t  rechten  Flächenwinkel  zerlegt  werden, 
Dnd  zwar  sind  nach  §.  5 

hu       hv       hiv 

öa?'      by'      bz 
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die  Geschwindigkoiten,  mit  welchen  die  Yerlängomngen  der  Kanten  Ja^ 

hw         hv        ^**         ^^        ^^    1^  ^** 
b7"'"b^'      bi+ö7'      öi"^b^ 

die  Winkelgeschwindigkeiten,  mit  welchen  die  Verkleinerungen  der  Winkel 
an  jenen  Kanten  augenblicklich  stattfinden.  Die  Ortsänderung  des  Flfissig- 
keitselementes  lässt  sich  in  3  Translationen  mit  den  Geschwindigkeiten 
u^  9,  w  nach  den  Richtungen  Äa^  Äh^  Ac  und  in  3  Rotationen  um  di^c 
Kanten  zerlegen,  deren  Winkelgeschwindigkeiten  =  a^ß^y  seien.  Da  nun 
nach  §.  5 


b 


w 


die  Winkelgeschwindigkeit  von  u^  um  ^0  im  Sinne  he^ 


«  ?9  «     -"^     95       ^'i      17  n         ^ 


bv 

Vz 

1  fhio        hv\ 
ist,  so  ist  —  l>- ^  J  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit,  mit  weicher 

sich  die  Punkte  des  Flüssigkeitselementes  augenblicklich  um  ^  im  Sinne 
bc  drehen,  also 

hw        hv        ^      hu        hw        ^^     hv        hu 

Der  Umstand,  dass  die  Bedingungen  (4)  in  einem  gewissen  Augenblick 
erfüllt  sind,  kommt  hiemach  darauf  hinaus,  dass  die  Flüssigkeitselemente 
in  diesem  Augenblick  nicht  rotiren,  und  die  beständige  Erftillung  jener 
Bedingungen,  also  die  Existenz  einer  Geschwindigkeitsfunction 
setzt  eine  beständig  rotationslose  Bewegung  der  Flüssigkeits- 
elemente voraus. 

Von  praktischer  Wichtigkeit  wird  indessen  diese  Voraussetzung  erst 
durch  die  schon  von  Lagrange  gemachte  Bemerkung,  dass  sie  unter  des 
übrigens  hier  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  (Existenz  einer  Kraft- 
function  und  Fehlen  von  Bewegungswiderstftnden  bei  gegebener  Beziehung 
zwischen  p  und  fi)  beständig  zutrifft,  wenn  es  in  irgend  einem 
Augenblick  der  Fall  ist,  wenn  insbesondere  die  Bewegung  vom 
Zustande  der  Ruhe  ausgeht    Um  dies  nachzuweisen,  sei 


/ 


^  =  ^, 


wobei  ff  mit  Rücksicht  auf  die  gegebene  Beziehung  zwischen  p  und  (i  eine 
(bis  auf  einen  unbestimmten  constanten  Summanden)  bekannte  Function 
von  ^  oder  von  /i  und 


J 
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1  hp 

hft 

1  hp 

hJI 

1  hp        bl£ 

fi  hx 

bx' 

(ihy~ 

"öy' 

(i  bz        b% 

ist    Wenn  dann  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  nach  2,  die  dritte  nach  y 

differenzirt  wird  nnd  beide  Resnltate  von  einander  subtrahirt  werden,  so 

ist  nach  61.  (3)  und  wegen 

b^H  _  h^H 

bybz         b%by 
b^w  b^v 

btby  btbz 

b^uD  b^w  b^w  bu  bw         bv  bto         bw  bw 

+  "*  biby   +  ^^  bp  +  *^  bybz  '^  }yybi^  b~yb^^  by    bi 

b^v  b^v  b^v        bu  bv         bv  bv        bw  bv 

bxbz  byb%  öz*         bz  bo;         b%  by         b%  bz' 

Daraus  folgt  durch  Addition  der  identischen  Gleichung 

bu  bu        bu  bu 
by  bz        by  bz 

and  Division  durch  2  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (9) 

ba     .        b«    .        ba    ,        ba        ^bu  b«    .       fbv  ,  bw\ 

^  =  bi  +  "  ö^  +  "b^  +  "  F.-  ^bj^-  ''0^+  «fe  +  Fj- 

Die  Grösse  o,  verstanden  als  Winkelgeschwindigkeitscomponente  eines  be- 
stimmten Flflssigkeitselementes  (Massenelementes  der  Flüssigkeit),  von 
welchem  ein  Punkt  zur  Zeit  t  im  Raumpunkte  {x^  y,  z)  liegt,  ist  eine  mit- 
telbare Function  nur  von  ^,  indem  auch  x^  y^  z  bei  dieser  Auffassung 
Functionen  von  t  sind,  und  es  ist 

ba     .       ba    .       ba    .        ba        da 

=  dem  vollständigen  Differontialquotienten  von  a  nach  t\  damit  lässt  sich 
die  letzte  Gleichung  schreiben: 

da    .        (bu    .    bv    ,     bw\  bu    .    ^bu    .        bu 

7*  +  «Ib  *  +  b^  +  ö  J  = « b^  +  ^  b^  + ''  bi  • 

da 
Wenn  man  aber  entsprechend  der  Bedeutung  von  -,-  ^uch 

bu    ,       ^ß    ,       ^ß    i        ^ß        ^^ 

b7  +  "  b^  +  "  b7  +  ^  b^  =  rf? 

setzt,  so  ist  nach  der  Continuitätsgleichung  (2) 

b«        bü        b«? 1  dfi  /jQN 

bx        by         bz  (i  dt 
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>vomit  die  obige  Gleichung  auch  geschrieben  werden  kann: 

da        a  dfi 

fi  dt         ^  hx  '^  ^  hy 


dt 


hu    .    ^  hu    ,        hu 


oder 


fi  a  ou 

dt  (i  hx 


ß  hu 


+ 


ß 


Ebenso  ist      —V-  =  — 


dt 


a 


hv 


(i  hx 


+ 


ß  hv 


/  hu 
fi  hjs 

y  hv 
(i  hz 


(11). 


(i         a  hw        ß  hw       y  hw 
dt  fi  hx        fi  hi/       (i  hz 

Aus  der  Form  dieser  Gleichungen,  durch  welche  die  Aenderuugen 

ff      Q      f 

der  auf  dasselbe  Flüssigkeitseloment  bezogenen  Grössen  — ,    - ,  —  als  line- 

fi    fi    (i 

are  homogene  Functionen  dieser  Grössen  selbst  ausgedrückt  sind,  ist  er- 
sichtlich, dass,  wenn  in  irgend  einem  Augenblicke  diese  Grössen  =  Null 
sind,  also  a  =  ß  =  y  =  0  ist,  alsdann  dasselbe  auch  üach  Verlauf  des 
Zeitolemontes  dt^  also  immer  der  Fall  ist;  d.  h.  ein  Flüssigkeitsele- 
ment, welches  einmal  nicht  rotirt,  kommt  nie  in  Botation.  — 

In  Botreff  der  Existenz  einer  Kraftfunction  mag  beispielsweise  der  im 
vorigen  §.  hervorgehobene  Fall  geprüft  werden,  dass  die  Coordiuateuaxen. 
auf  welche  die  Beweguug  der  Flüssigkeit  bezogen  wird,  um  die  s-Axc  mit 
einer  im  Allgemeinen  veränderlichen  Winkelgeschwindigkeit  c»  rotiren, 
während  ausser  den  dadurch  bedingten  Ergänzungskräften  der  relativen 
Bewegung  nur  die  beschleunigende  Schwerkraft  mit  constanter  Grösse  und 
Richtung  als  Massenkraft  in  Betracht  kommt.  Nach  den  daselbst  ange- 
führten Ausdrücken  (4)  der  Kraftcomponenten  JK,  F,  Z  ist 

hX        .      ö_p 
hz 


hx         da)    ,    _      hv 


ÖS 


hY 

hx 


do} 
~dt 


2a) 


hu        hY 


hZ 
hx 


hx' 

hz 

hy 


hz 
=  0. 


=  —  2co 


Ott 
hz 


Die  Bedingungen  (3)  für  die  Existenz  einer  Kraftfunction  sind  also 
hu  hv  da) 

Sie  sind  jedenfalls  eriüDt,  wenn  co  =  0  ist    Wcnn'abcr  {»nicht 


,         (hu    ,     hv\  ^     ,.a 
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=  0  ist,  SO  müsste  nach  den  beiden  ersten  dieser  Bedingungen 

l^-M-o C'^ 

d.  h.  in  allen  Punkten  irgend  einer  mit  der  2-Axc  parallelen  Geraden  die 
augenblickliche  Geschwindigkeit  normal  zu  derselben  oder  parallel  zur  xy- 
Ebene  gleich  gross  und  gleich  gerichtet  sein;  die  Flüssigkeit  müsste  in 
gerade  fadenförmige  Massenelemente  parallel  der  s-Axe  zerlegt  werden 
können,  welche  sich  so  bewegen,  dass  sie  beständig  gerade  und  mit  der 
z-Axe  parallel  bleiben.  Längs  einem  solchen  Flüssigkeitsfaden  müsste  die 
Geschwindigkeitscomponente  w  einem  gewissen  Gesetze  folgen,  das  durch 
die  dritte  der  Bedingungen  (12)  in  Verbindung  mit  der  Continuitäts- 
gleichung  (10)  bestimmt  ist,  nämlich 

'bto 1    dm         X  du d       co  f-^^\ 

bs         (o    dt         fi  dt         dt      (i 

Wären  <o  und  fi  constant,  so  müsste  auch 


ÖS 


=  0 


sein,  was  eine  constante  Länge  jener  Flüssigkeitsfäden  erfordern  würde. 
In  den  Canälen  einer  innen-  oder  aussenschlächtigen  Turbine  z.  B.  könnte 
sich  das  Wasser  in  solcher  Weise  bewegen,  wenn  jene  Canäle  durch  zwei 
coDgruente  Umdrehungsflächen  mit  der  Turbinenaxe  als  gemeinschaftlicher 
Axe  ausser  durch  die  mit  derselben  parallelen  cylindrischen  Schaufelflächen 
begrenzt  werden. 

Wenn  übrigens,  falls  die  Bedingungen  (13)  erfüllt  sind,  zugleich  eine 
Geschwindigkeitsfunction  existiren  sollte,  so  müsste  mit  Bücksicht  auf  die 
Gleichungen  (4)  auch 

hfv        hw 
hx         hy 

d.  h.  die  augenblickliche  Geschwindigkeitscomponente  w  im  Sinne  der  2- Axe 
^  alle  Punkte  irgend  einer  dazu  senkrechten  Ebene  gleich  gross  sein. 

T        -n  Ö*^ 

Im  Falle  o  ==  Const.  und  u  =  Const.,  also  -^—  =  0  müsste  folglich  w 

oz 

in  der  ganzen  Masse  gleich,  z.  B.  =  Null  sein,  wie  es  bei  der  vorerwähn- 
ten Bewegung  des  Wassers  in  den  Canälen  einer  innen-  oder  aussenschläch- 
^gen  Turbine  dann  möglich  ist,  wenn  die  beiden  congruenten  Umdrohungs- 
flächen,  welche  die  Canäle  begrenzen,  parallele  Ebenen  sind.  Man  erkennt 
^r,  dass  im  Falle  der  relativen  Bewegung  einer  Flüssigkeit  bezüglich  auf 
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ein  selbst  in  Bewegung  befindliches  System  von  Leitflächen  die  Mdglidh 
keit  genauer  Erfüllung  der  Bedingungen,  worauf  die  Gleichungen  (5)  und 
(6)  beruhen,  an  sehr  specielle  Yoraussetzungen  geknüpft  ist 


§.  71.    WirbelllHieii  ud  WlrbelfSden. 

Wenn  eine  Geschwindigkeitsfunction  nicht  besteht  und  deshalb  die 
Flüssigkeitselemente  im  Allgemeinen  in  Botation  begriffen  sind,  wenn  aber 
übrigens  die  Yoraussetzungen  des  vorigen  §.  (Existenz  einer  Kraftfunction 
und  Fehlen  von  Bewegungswiderständen  bei  gegebener  Beziehung  zwischen 
p  und  fi)  erfüllt  sind,  somit  auch  die  unter  diesen  Yoraussetzungen  daselbst 
entwickelten  Gleichungen  (11)  gelten,  so  wird  die  Einsicht  in  den  Bewe- 
gungszustand der  Flüssigkeit  und  die  Gesetzmässigkeit  seiner  Aenderang 
in  bemerkenswerther  Weise  unterstützt  durch  die  Begriffe  der  Wirbelünien 
und  Wirbelfäden,  welche  von  Helmholtz*  zunächst  für  inoompr^sible 
Flüssigkeiten  aufgestellt  wurden,  deren  Gesetze  sich  aber  nach  Kirchhoff 
leicht  auf  beliebige  Flüssigkeiten  ausdehnen  lassen. 

Es  seien  A  und  J^  zwei  unendlich  nahe  materielle  Punkte,  etwa  die 
Massenmittelpunkte  benachbarter  Flüssigkeitselemente  JE  und  E^.  Zur  Zeit 
t  seien 

x^  y,  z  die  Coordinaten  des  Punktes  Ä^ 

«,  »,  w  seine  Geschwindigkeitscomponentcn,  also  die  Componentcn  der 

Translationsgeschwindigkeit  des  Elementes  J5, 
a^  ß^  Y  die  Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeit  q  dieses  Ele- 
mentes, nämlich  seine  Winkelgeschwindigkeiten  um  Axen,  welche 
durch  A  gehend  mit  den  Coordinatenaxen  parallel  sind, 
(i  seine  specifische  Masse, 
^  +  Si  y  +  ^>  *  +  S  die  Coordinaten  des  Punktes  A^^ 

a  =  i/g*+  ^'  +  £*  die  unendlich  kleine  Entfernung  AAj^, 

Sind  dann  d^  dtj,  d^  die  Aenderungen  von  §,  jy,  g  im  folgenden  Zeitr 

JJt         Jty)        all' 

element  dt^  also  —,  ~r^-r  ^®  augenblicklichen  relativen  Geschwindig- 

dt     dt    dt 

keiten  von  A^  gegen  A  nach  den  Axen  der  x^  y,  s,  so  hat  man,  da  die 

letzteren  auch  als  die  Aenderungen  von  u,  r,  t^  zu  betrachten  sind,  welche 


*  Ueber  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  welche  den  Wirbd* 
bewegangen  entsprechen.  Grell e's  Journal ^/ür  reine  u.  angew.  Maiheo. 
Bd.  55,  S.  25. 


+  s 

hu 

+  s 

bv 
bs 

+  s 

bw 
b% 
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des  unendlich  kleinen  Incrementen  §,  97,  £  von  x^  y,  s  entsprechen, 

rf^  ~  ^  da?  "^  ^  by 

^  =  -'öi  +  ^b^-^^^  ^'^- 

Diese  Gleichungen  sind  von  derselben  Form  wie  die  Gleichungen  (11)  im 
vorigen  §.  und  sie  werden  mit  ihnen  identisch,  wenn,  unter  e  eine  unend- 
lich kleine  Constante  verstanden, 

1  =  .«,     ,  =  e^,      Q  =  el (2) 

(l  (^  II 

gesetzt  wird  entsprechend  dem  Falle,  dass  der  materielle  Punkt  Ä^  in  der 
ßotationsaxe  des  Elementes  E  liegt  (§  :  ^  :  S  =  a  :  ^  :  7).  Aus  der  Iden- 
tität der  beiden  Systeme  von  Gleichungen  folgt  dann  aber,  dass  auch  die 

/y         /^        V 

Aendemngen  von  g,  jy,  g  im  Zeitelement  dt  den  Aenderungen  von  — ,   — ,  — 

(i     fi     II 

proportional  sind,  so  dass,  wenn  die  Gleichungen  (2)  zur  Zeit  t  bestehen, 
dasselbe  auch  zur  Zeit  (-{-diu.  s.  £,  also  immer  der  Fall  ist.  D.  h.  wenn 
ein  materieller  Punkt  A^  einmal  in  der  Rotationsaxe  eines  un- 
endlich nahen  Flüssigkeitselements  E  liegt,  so  ist  dasselbe  be- 
ständig der  Fall,  wie  auch  die  Eichtung  jener  Rotationsaxe  sich  ändern 
mag.   Wenn  man,  von  irgend  einem  Punkte  A  ausgehend,  eine  krumme 

Linie  AA^A^A^ construirt  denkt,   deren  Richtungen  AA^^  ^^%y 

A^A^ in  einem  gewissen  Augenblicke  in  allen  Punkten  A^  A^^  A^  — 

mit  den  Rotationsaxen  der  Flüssigkeitselemente  E^  E^^  E^  ....  zusammen- 
fallen, für  welche  A^  ^,  A^....  die  Massenmittelpunkte  (oder  überhaupt 
correspondirende  Punkte)  sind,  und  wenn  eine  solche  Linie  nach  Helm- 
holtz  eine  Wirbellinie  genannt  wird,  so  kann  der  obige  Satz  auch  so 
ausgesprochen  werden: 

Eine  Wirbellinie  wird  beständig  von  denselben  materiellen 
Punkten  gebildet. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2)  erhält  man  für  die  Rotations- 
geschwindigkeit Q  eines  Flüssigkeitselementcs  den  Ausdruck: 

woraus  ersichtlich,  dass  die  Rotationsgeschwindigkeit  eines  Flüssig- 
keitselementes bestäudigdemProduct  seiner  specifischenMasse 
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und  seiner  Entfernung  von  einem  im  Sinne  der  Rotationsaxe, 
also  der  betreffenden  Wirbellinie,  ihm  unendlich  nahe  gele- 
genen materiellen  Punkte  proportional  ist 

Diesem  Satze  lässt  sich  ein  anderer  Ausdruck  geben  mit  Hälfe  des 
Begriffs  der  Wirbel fä den.  Denkt  man  sich  nämlich  durch  alle  Punkte 
des  Umfangs  einer  unendlich  kleinen  Fläche  die  betreffenden  Wirbellinien 
gezogen,  so  bilden  dieselben  eine  Fläche,  welche  einen  fadenförmigen  Raum 
von  unendlich  kleinem  Querschnitt,  einen  von  Helmholtz  so  genannten 
Wirbelf aden  umschliesst.  Ein  solcher  besteht,  während  seine  Gestalt  im 
Allgemeinen  stetig  veränderlich  ist,  dem  Obigen  zufolge  beständig  aus  den- 
selben Flttssigkeitselementen.  An  irgend  einer  Stelle  und  in  irgend  einem 
Augenblick  sei  od  sein  Querschnitt,  (i  seine  specifische  Masse  und  6  das 
Längenelement  einer  Wirbellinie  zwischen  bestimmten  materiellen  Punkten 
derselben,  also  auch  die  augenblickliche  Länge  eines  von  stets  derselben 
Materie  erfüllten  Fadenelcmentcs,  so  dass 

ficoö  =  Const. 

ist,  wodurch  Gl.  (3)  übergeht  in 

coQ  =  Const (4). 

Das  Product  aus  dem  Querschnitt  und  der  Rotationsgeschwin- 
digkeit eines  Wirbelfadens  bleibt  also  an  jeder  Stolle  unverän- 
dert. 

Von  diesem  Product  lässt  sich  ferner  nachweisen,  dass  es  auch  in 
demselben  Augenblick  für  alle  Querschnitte  eines  Wirbelfadens  gleich  ist. 
Dazu  dient  nach  Helmholtz  die  Betrachtung  des  dreifachen  Integrals 


S 


welches,  zunächst  über  einen  beliebig  begrenzten  Thcil  der  Flüssigkeit  aus- 
gedehnt gedacht,  durch  partielle  Litegration  jedes  Gliedes  in 

S  =  JJadyd%  -|-  ffßdzdx  +  JJydxdy 

umgeformt  werden  kann,  wobei  die  einzelnen  Doppelintegrale  über  die 
ganze  Oberfläche  jenes  Flüssigkcitstheils  auszudehnen  sind,  also  a,  ß,  y  die 
Winkelgeschwindigkcitscomponcnten  für  irgend  einen  Punkt  (x,  y,  2)  dieser 
Oberfläche  und  dydz,  dzdx,  dxdy  die  Projectionen  eines  Elementes  dO  der- 
selben auf  die  Coordinatenebenen  bedeuten,  letztere  verstanden  in  dem 
Sinne,  dass  sie  positiv  oder  negativ  gesetzt  werden,  jenachdem  die  überall 
auswärts  oder  überall  einwärts  gerichtete  Normale  spitze  oder  stumpf 
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Winkel  (n^),  (n,y),  (n,s)  mit  den  Coordinatenaxen  bildet.    Es  ist  also 
dydz  ,     ^        dtdx  ,     ^         dxdy  ,     ^ 

und  somit  auch 

B  =  jdO[aco8(n^x)  -(-  ßoos(n^y)  +  y^<>*(»j«)] 

oder,  wenn  (p,a;),  (p,y),  (p^s)  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Axe  der 
Rotationsgeschwindigkeit  q  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  dass 

a  =  Q008{Q,xy,     ß  =  Qcos{Q,yy,     y  =  Qeo»{Q^) 

ist,  und  wenn  mit  ((),n)  der  Winkel  zwischen  der  Rotationsaxe  und  der 
Normalen  im  Flächenelement  dO  bezeichnet^  also 

eo9{QyX)eos{n^x)  -j-  co8{Q^y)eos{n^)  -\-  eo8(Q^)cos(n^%)  =  öo«(p,n) 

gesetzt  wird,  auch 

S  =  JdO .  Q  eo8  ((),«) (6), 

die  Integration  immer  ausgedehnt  gedacht  über  die  ganze  Oberfläche  0  der 
Flfissigkeitsmasse,  auf  welche  die  Grösse  S  bezogen  wird.  Wird  nun  als 
diese  Flüssigkeitsmasse  insbesondere  das  Stück  eines  Wirbelfadens  zwischen 
irgend  zwei  Querschnitten  co  und  cd^  angenommen,  fQr  welche  die  Rota- 
tionsgeschwindigkeiten =  Q  und  Qi  seien,  so  ist  co8(Q,n)  für  den  ersten 
Querschnitt  =  +  1,  für  den  zweiten  =  ^  1,  für  die  Mantelfläche  überall 
=  0,  folglieh  nach  Gl.  (6) 

8  =  +  {(OQ  —  09,  p,). 

Nach  Gl.  (9)  im  vorigen  §.  ist  aber 

■ 

ix'^hy^hz~ 

_  [ L I  r=  Q 

2\bxhy       b%bx        hybz       hxhy       bzhx       byhzj  ' 

also  nach  Gl.  (5)  auch  S  =  0  und  somit 

COQ  =  CO^Qi (7), 

w.  z.  b.  w.  Das  Product  aus  dem  Querschnitt  und  der  Rotations- 
geschwindigkeit eines  Wirbelfadens  ist  also  in  der  ganzen  Länge 
desselben  gleich  und  unveränderlich  während  der  Bewegung 
und  Deformation  des  Fadens.  Hat  dieses  Product  einen  endlichen 
Werth,  so  könnte  der  Wirbelfaden  im  Inneren  der  Flüssigkeit  nur  endigen 
mit  CO  =  0,  Q  =  oo  oder  o:>  =  oo,  p  =  0,  woraus  zu  schliessen,  dass 
in  einer  Flüssigkeit  von  endlicher  Ausdehnung  die  Wirbelfäden  entweder 
in  sich  zurücklaufen  oder  bis  zur  Oberfläche  reichen  müssen. 
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§.  72.    Strömende  Bewegangr  längs  gregebenen  Bahnen* 

Bei  den  technischen  Anfgaben,  welche  sich  auf  strömende  Bewe- 
gungen (§.  69)  beziehen,  pflegen  diese  der  Art  durch  Leitflächen  bedingt 
zu  sein,  dass  man  (abgesehen  von  Stosswiderständen,  überhaupt  von  anderen 
Bewegungswiderständen,  als  der  inneren  Reibung  und  der  Reibung  an  den 
I^eitflächen)  die  Geschwindigkeitsrichtungen  an  allen  Stellen,  somit  auch 
die  von  den  materiellen  Punkten  durchlaufenen  Bahnen  als  gegeben  be- 
trachten, d.  h.  a  priori  annehmen  kann  entsprechend  der  Configuration  der 
Leitflächen,  die  einen  Theil  dieser  Bahnen  enthalten.  Ist  dann  auch  noch 
die  Beziehung  zwischen  der  Pressung  p  und  der  specifischen 
Masse  ^  gegeben,  , so  dass  letztere  als  eine  gegebene  Function  Ton  f 
betrachtet  werden  kann,  so  reducirt  sich  die  Aufgabe  darauf,  die  Pres- 
sung und  die  Geschwindigkeit  als  Functionen  der  Zeit  und  der 
Coordinaten  des  betreffenden  Raumpunktes  zu  bestimmen;  die 
Geschwindigkeit  (nach  den  Bezeichnungen  der  beiden  vorhergehenden  Para- 
graphen =  y«*  +  17*  -|-  «?*)  sei  hier  mit  «  bezeichnet. 

Dabei  ist  es  in  der  Regel  vortheilhafb,  die  bisher  vorausgesetzten 
rechtwinkeligen  und  geradlinigen  Coordinaten  durch  ein  anderes  Goordi- 
natensystcm  zu  ersetzen,  welches  dem  gegebenen  System  von  Bahnen  an- 
gepasst  ist.  Ein  System  von  Flächen  F^  welche  die  Querschnitte  heissen 
mögen,  werde  so  angenommen,  dass  alle  Bahnen  und  somit  auch  die  Leit- 
flächen rechtwinkelig  von  ihnen  geschnitten  werden.  Femer  sollen  in  jedem 
Querschnitte  zwei  Systeme  sich  rechtwinkelig  schneidender  Curvcn  ange- 
nommen werden,  welche  beziehungsweise  die  Erümmungscnrven  und 
die  Normalcurven  heissen  mögen  und  dadurch  bestimmt  seien,  dass  fftr 
irgend  einen  Punkt  A  eines  Querschnittes  F  die  Krümmungscurve  vom 
Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt  Ä  der  betreffenden  Bahn  berührt 
wird,  folglich  die  Normalcurve  von  der  auf  dem  Krümmungshalbmesser 
senkrechten  Normale  der  Bahn,  ihrer  sogenannten  Binormale. 

Sind  dann  O^Sq  die  Bahn,  O^Y^  die  Krümmungscurve  und  O^Z^  die 
Normalcurve,  welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  0^  des  von  der  Flüs- 
sigkeit erfüllten  Raumes  hindurchgehen,  und  ist  A^  der  Punkt,  in  weldiem 
der  Querschnitt  Y^O^Z^  von  der  durch  einen  beliebigen  anderen  Punkt  Ä 
des  Raumes  gehenden  Bahn  geschnitten  wird,  so  ist  die  Lage  dieses 
Punktes  A  bestimmt  durch  den  Bogen  0^0=  «q,  welchen  der  durch  A 
gehende  Querschnitt  F  von  OqSq  abschneidet,  und  durch  die  Bögen  OJO^ 
=  y^  und  OqBq  =  a^,  welche  von  O^Yq  und  O^^Z^  durch  die  von  -i« 
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aas  gezogene  Normal-  und  Erttmmangscnrye  abgeschnitten  werden.  Ist 
femer  OF  die  Erümmangscnrye,  OZ  die  Normalcurve  durch  0  im  Quer- 
schnitte F^  und  wird  erstere  von  der  durch  Ä  gehenden  Normalcurve  in  (7, 
letztere  von  der  Krümmungscurve  durch  A  m  B  geschnitten,  so  sind  durch 
*o^  Vfi'i  *o  ^^^^  ^®  Bögen  A^Ä  =  «,  BA  =  y,  CA  =  %  bestimmt  und 
umgekehrt,  so  dass  auch  diese  letzteren  Bögen  «,  y,  z  als  die  Coordinaten 
des  Punktes  A  betrachtet  werden  können,  wie  es  hier  geschehen  soll. 

Die  Bewegung  in  der  Bahn  A^A  finde  statt  im  Sinne  von  A^  gegen 
-4,    und  es  seien  (Fig.  27)  AA^  =  rf«,  Ah  =  rfy,  Ac  =  dz  unendlich 

Fig.  87.  kleine,  somit  als  gerade  Linien  zu 

betrachtende  Elemente  der  Bahn, 
der  Kr&nmiungscurve  und  der  Nor- 
malcurve, genommen  beziehungsweise 
im  Sinne  A^A^  BA  und  CA.  Ein 
unendlich  kleines  Raumelcment  = 
dV  werde  dann  begrenzt  durch  die 
Normalebenen  hAc  und  b^A^c^  in 
den  Punkten  A  und  A^  der  Bahn, 
durch  die  Normalcbenen  A^Ad  und 
h^hd  in  den  Punkten  A  und  h  der 
Krümmungscurve,  und  durch  die 
Normalebenen  A^Ah  und  c^cd  in  den 
Punkten  A  und  c  der  Normalcurve; 
die  entsprechenden  Seitenflächen  des  polyedrischen  Yolumelementes  seien 
in  derselben  Reihenfolge 

=  /,und/.  +  rf/.,     =/y  und/y  +  (i/y,     =/,und/,  +  rf/,. 

Bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  nächst  höherer  Ordnung 
können  die  um  u^  herumliegenden  Seitenflächen  =:  den  Producten  ihrer 
von  A  ausgehenden  (zu  einander  senkrechten)  Seiten,  die  übrigen  =  den 
Producten  ihrer  beziehungsweise  von  A^^  von  h  und  von  c  ausgehenden 
Seiten  (deren  Neigungswinkel  nur  um  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung  von  rechten  Winkeln  verschieden  sind)  gesetzt  werden.  Die  er- 
steren  sind  also 

/g  =  dydsL,    fy  =  dsd%^    /,  =  dsdy. 

Was  die  übrigen  betrifft,  so  sei  q  der  Krümmungshalbmesser  der  Bahn 

im  Punkte  A^  positiv  im  Falle  concaver  Krümmung  im  Sinne  Ah\  Ah  und 

da 
A^h^  convergiren  dann  von  AA^  aus  unter  dem  Winkel     -,  während -4c 
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nnd  A^e^  parallel,  nämlich  beide  normal  zur  Schmiegangsebene  A^Ah  der 

Bahn  sind. 

Femer  seien  q'  und  q"  die  Krümmungshalbmesser  für  den  Punkt  J 

der  Normalschnitte  des  Querschnitts  Fj  welche  beziehungsweise  die  Erfim- 

mnngscurye  und  die  Normalcurve  in  A  berühren,  also  die  Elemente  Jh 

und  Aß  mit  ihnen  gemein  haben,  beide  Krümmungshalbmesser  positiv  g^ 

setzt  für  den  Fall  einer  im  Sinne  AA^  concaven  Krümmung;  AA^  and  M, 

dy 
convergiren  dann  von  Ab  aus  unter  dem  Winkel  — , ,  AA^  und  cc,  von  Ät 

d% 
aus  unter  dem  Winkel  —n . 

Q 

dy 
Endlich  mögen  Ae  und  od  von  Ah  aus  unter  dem  Winkel  -f ,  Ah  and 

r 

d% 
ed  von  Äe  aus  unter  dem  Winkel  -77  divergiren,  so  dass  negative  Werthe 

von  r  und  r'  einer  Convergenz  im  betreflFenden  Sinne  entsprechen  würden; 
diese  Winkel  sind  die  Contingenzwinkel  der  Curven,  in  denen  sich  die 
Krümmungscurve  und  die  Normalcurve  auf  die  Berührungsebene  des  Que^ 
Schnitts  F  im  Punkte  A  projiciren. 

Auf  Grund  dieser  Bezeichnungen  ergiebt  sich 

fs  +  «?/"«  =  ^1*1  .  A^e^   =  dy{l rj  d%  f  1 ^j  = 

\  Q  Q    J 

und  folglich  wegen 

dV  =  f,  dt  =  fy  dy  =  U  d» 

^^'  =  ~  Q'  +  l)  ^^'^     ^^*  =  (7^  ""  ^)  '^^'     ^^'  =  l'  '"^ 

Um  nun  die  inneren  Reibungen  auszudrücken,  welche  auf  die  Ober- 
fläche der  in  dem  Raumelement  d  V  augenblicklich  enthaltenen  Flüssigkeit 
nach  den  Richtungen  AA^^  Ah  und  Ac  von  der  umgebenden  Flüssigkeit 
ausgeübt  werden,  kann  man  zunächst  bemerken,  dass  nach  §.  5  und  weil  die 
Geschwindigkeitscomponenten  in  A  nach  den  Richtungen  AA^^  Ah  und  At 
hier  =  w,  Null  und  Null  sind,  jene  inneren  Reibungen 
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nach  den  Richtungen  AA^ 

hu 


in/y  = 
in  A  = 


Jh 


sind.  Die  entsprechenden  Kräfte  far  die  gegenüber  liegenden  Seitenflächen 
sind  mit  Weglassung  des  oonstanten  Factors  B: 


ö«     h 


+  äfs) 


/hu      h^u      \ 


hu     h^u     \,^       ^^^ 


) 


Von  den  3  Kräften  in  der  Seitenfläche  (/»-{-  d/a  )  hat  aber  die  erste 
die  Richtung  der  Tangente  im  Punkte  A^  der  Bahn,  die  zweite  die  Rich- 
tung ^1^1,  die  dritte  die  Richtung  A^e^^.  Ihre  Componenten  beziehungs- 
weise ^ach  den  Richtungen  AA^^  Ab  und  Aü  sind  zwalr  den  betreffenden 
Kräften  selbst  gleich  zu  setzen;  indessen  liefert  die  erste  von  ihnen  noch 
eine  Componente  nach  Ai^  die  zweite  noch  eine  Componente  nach  AA^^ 
und  nur  die  dritte  keine  weitere  Componente,  weil  A^^e^  parallel  Ac  ist. 
Die  obige  Kraft  in  der  Seitenfläche  (/y  -|-  dfy)  hat  die  Richtung  hb^ ;  sie 
giebt  nach  AA^  eine  ihr  selbst  gleich  zu  setzende  Componente,-  ausserdem 
noch  eine  solche  nach  Ab.  Endlich  giebt  die  Kraft  in  der  Seitenfläche 
i/i  +  d/g\  deren  Richtung  cc^  ist,  eine  ihr  selbst  gleich  zu  setzende  Com- 
ponente nach  AAi  nebst  einer  anderen  nach  Ae.  Werden  also  nun  die 
Kräfte  in  der  letzten  Zusammenstellung  (nach  Multiplication  mit  dem 
Factor  Jt)  als  die  betreffenden  Componenten  nach  den  Richtungen  AA^^ 
Ah  und  Ae  betrachtet,  so  kommen  schliesslich  noch  die  folgenden  4  Com- 
ponenten hinzu,  in  deren  Ausdrücken  die  unendlich  kleinen  Bestandtheile 
höherer  Ordnung  weggelassen  sind. 

Ab 


Nach  der  Richtung  AA^ 


d» 
C 


in  (/,  +  df^)  •■ 


„_  b«  ,  dg 
21t        /,- 

hy  ^'  Q 


Ae 
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0% 

26 


dz 
Q 


// 


^ 
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Wenn  man  jetzt  die  Eraftgrössen  für  jede  der  3  Richtungen  AA^^Ak^ 
Ae  summirt,  und  die  Summen  bei  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen 
Glieder  von  höherer,  als  der  3**"  Ordnung  durch 

dV  =  f,ds  =  /y  dy  =f,  dz 

dividirt,  so  erhält  man  die  Componenten  der  inneren  Reibung  pro 
Yolumeneinheit  im  Sinne  der  Bahn  =  Rg ,  der  Krümmungscarve 
=  Äy  und  der  Normalcurve  =  iZ,: 

'"      \    hs^'^     dV   bs'^hy^'^dVhff'^  hz^'^'dVhz       Qhp) 

n  —  pf^l'L  M  "^^^  ^^  _L  ^  ^  _  1  '^!'\ 

'  ~       \bshy   "^   df  äy  "^  Q  hs         q'  hy) 

^'-^[hshz   ^   dF  bz  "^p"  hz) 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Ausdrücke  von  d/^ ,  df^  und  dfg : 

.bshz       \q'      ()  /baj 

Die  nach  denselben  3  Richtungen  genommenen  Componenten  der  Pres- 
sung, welche  auf  die  in  dem  betrachteten  Raumelement  (^F  augenblicklich 
enthaltene<Flüssigkeit  pro  Yolumeneinheit  derselben  von  der  angrenzenden 
Flüssigkeit  ausgeübt  wird,  sind  von  der  Gestalt  des  vorausgesetzten  Raom- 
elementes  offenbar  unabhängig,  weil  die  Pressung  in  demselben  Punkte 
nach  allen  Richtungen  gleich  ist.  Sie  ergeben  sich  am  einfachsten  bei 
Voraussetzung  eines  rechtwinkelig  parallelepipedischen  Elementes  dV  =^ 
dsdydz^  und  zwar 

&p  hp  hp 

""""¥«'      "■  ö^'      ~  Vz' 

Für  das  bei  Berechnung  der  inneren  Reibung  vorausgesetzte  polyedriscbe 
Raumelement  hätte  man  z.  B.  die  Pressung  im  Sinne  AA^^  insoweit  sie  von 
den  Pressungen  auf  die  Seitenflächen  f^  und  (  /,  +  4/« )  herrührt, 

=  pfs -{v  +  ^;  d^  (/;  +  dfg)  =  _  I?  rfr-  pdf. 


Rr=R 


(1). 


=-i^'-+'G +;•)"•' 
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daza  kämen  aber  noch  zwei  Componenten,  herrührend  von  den  Pressungen 
auf  die  Seitenflächen  (/^  +  df^)  und  (/,  +  rf/r), 

=  -  Pf^^'  -  Pf'  P^  =  -  P  Q^  +  ^)  ^  ^' 

hp 
90  dass  die  Summe  =  —  ~  dV  wird  u.  s.  f. 

Wenn  nun  noch  die  Componenten  der  beschleunigenden  Massenkraft 
nach  den  Richtungen  der  Bahn,  der  Krttmmungscurve  und  der  Normalcun^e 
mit  Kg ,  JTy  und  Kg  bezeichnet  werden,  so  sind  also  die  resultirenden 
Kraftcomponenten  nach  diesen  Richtungen  pro  Massencinheit: 

'•+-{-■-¥>■  ^.+-;(^-^;>  '■+M^-rJ- 

Sie  müssen  den  betreffenden  Beschleunigungscomponenten  gleich  sein,  also 

du    u^ 
beziehungsweise  =  —^  —  und  Null,  wobei  die  Bahnbeschleunigung  auch 

dt     Q 

du hu        hu  ds        bu  df/        hu  dz 

'dt  ~  hi  '^  VsJt^  hj/Jt  ^  hzlt 

dy  dz 

ist  oder,  indem  die  Geschwindigkeitscomponenten  y  und  —  =  Null  sind, 

dt  dt 

^  —  ^.L«^ (2). 

Somit  ergeben  sich  dieFnndamontalgleichnngen  hier  in  der  Form: 


'■+>-t)='> 


(3). 


Die  Continnitätsgleichung  folgt  daraus,  dass  der  Zuwachs  (alge- 
braisch verstanden),  den  die  im  Raumelement  d  V  enthaltene  Flüssigkeits- 
masse /irfF  im  Zeitelement  dt  erfährt,  d.  h.  die  Grösse  ^<i^<i  Tauch  gleich 

ot 

sein  muss  dem  Ueberschuss  der  Flüssigkeitsmasse,  welche  im  Zeitelement 
dt  durch  die  Seitenfläche  /,  in  jenes  Raumelement  einfliesst,  über  diejenige, 
welche  gleichzeitig  durch  die  gegenüber  liegende  Seitenfläche  ansfliesst, 
also 

26* 
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fsfiudt  —  (f,-\-dfs) 


],u  +  ^-^äs]ät  =  -^-^ 


dt. 


Daraus  crgiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  den  Ansdruck  tob  dfg 

if + '-r = <»  c" + ,") <* 

Unter  den  Grenzbedingnngen  ist  besonders  bemorkenswerth  die  Rück- 
sicht auf  die  äussere  Reibung  an  den  Leitflächen.  Dieselbe,  pro 
Flächeneinheit  einer  Leitfläche  mit  It  bezeichnet,  ist  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit M,  mit  welcher  die  Flüssigkeit  an  der  betreffenden  Stelle 
dieser  Fläche  strömt,  gerade  entgegengesetzt  gerichtet;  ihre  Grösse  ist  eine 
(empirisch  zu  bestimmende)  Function  Ton  «,  die  ausserdem  von  der  Ober- 
flächenbeschaffenheit der  fraglichen  Wand  und  von  der  Art  sowie  auch 
vom  inneren  Zustande  der  Flüssigkeit  abhängen  kann.  Ist  nun  ds  ein  Ele- 
ment der  Curve,  in  welcher  eine  solche  Leitfläche  von  einem  Querschnitt 
F  geschnitten  wird,  so  haben  die  längs  den  gegebenen  Bahnen  hinströ- 
menden Flüssigkeitsfäden,  die  im  Inneren  bei  der  vorigen  Betrachtung  die 
viereckigen  Elementarquerschnitte  /«  hatten,  an  der  Leitfläche  rechtwin- 
kelig-dreieckige Querschnitte  hAc  (Fig.  27),  deren  Hypothenusen  bc  =  d$ 
und  deren  Katheten  Ab  :=  dy,  Ao  =  dz  sind.  Betrachtet  man  ein  Ele- 
ment eines  solchen  dreieckigen  Grenzfadens  von  der  Länge  AA^  =  d#, 
welches  zwischen  zwei  unendlich  nahe  benachbarten  Querschnitten  F  ent- 
halten ist,  und  bildet  die  Summe  aller  Kräfte  (incl.  der  ReactionskraA 
gegen  die  Beschleunigung),  welche  nach  der  Richtung  AA^  auf  das  Flüssig- 
kcitselement  wirken,  so  reducirt  sich  diese  Kräftesumme,  die  =  Null  sein 
muss,  auf  unendlich  kloine  Glieder  von  höherer,  als  der  zweiten  Ordnung, 
mit  Ausnahme  der  inneren  Reibungen  in  den  Seitenflächen  A^A/ß  und  A^Jh 

5m  hu 

=  —  R  ^    /«  und  —  E  ;r-fg  sowie  der  äusseren  Reibung  in  der  Seiten- 
oy    '^  02 

fläche  bcb^e^  =  —  R' dsds^  welche  nur  unendlich  klein  zweiter  Ordnung 

sind  und  deren  Summe  deshalb  für  sich  =  Null  sein  muss.  Daraus  ergiebt 

sich   mit  fy  =  dadz  und  ft  =  dsdy  die  folgende  an  allen  Stellen  einer 

Leitfläche  zu  erfüllende  Bedingung: 

hu  dz         hu  dy         I^  

hylÜ'^Vzds^    R=^ ^^'• 

Die  Benutzung  der  obigen  Gleichungen,  von  denen  Gl.  (4)  sich  im  Falle 
einer  constanteu  specifischen  Masse  //,  also  insbesondere  im  Falle  einer 
tropfbaren  Flüssigkeit  von  gleichförmiger  und  constant-er  Temperatur,  auf 
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*^_«==1  +    1    (4,a) 

reducirt,  wird  namentlich  erschwert  durch  den  analytischen  Charakter  der 
Aasdrücke  von  R^ ,  R^  und  Rg ,  die  indessen  in  speciellen  Fällen  sich  we- 
sentlich vereinfachen  können. 

Wenn  insbesondere  bei  constanter  specif.  Masse  die  Querschnitte  eben, 

also  —  und  — ,  =  0  sind,  somit  nach  GL  (4,  a)  auch  ^-  =  0  ist,  so  sind 

nach  GL  (1)  R^  und  R^  =  0.  Ueberhaupt  können  die  zur  Bahn 
senkrecüten  Componenten  der  inneren  Reibung  mit  um  so  ge- 
ringeremFehler  an  einer  gewissen  Stelle  vernachlässigt  werden, 
jcgeringer  daselbst  die  Veränderlichkeit  derspecifischonMasse 
und  die  Krümmung  des  Querschnitts  ist. 

Bei  ebenen  Querschnitten  sind  die  Bahnen  äquidistante  Curven.  Sind 
die  ebenen  Querschnitte  alle  derselben  Geraden  parallel,  die 
Bahnen  also  ebene  äquidistante  Curven,  so  sind  die  Krümmuugs-  und 
Normalcurven  zwei  Systeme  sich  rechtwinkelig  schneidender  Geraden,  also 

auch  -/  und    -,,  =  0,  so  dass  im  Falle  a  =  Const. 
r  r 

wird.    Wenn  insbesondere  die  Bahnen  parallele  Gerade,  also  die 

Querschnitte  parallele  Ebenen  sind,  so  ist  auch  noch    -  =  0.    Als 

Q 
KrOmmungs-  und  Normalcurven  können  in  einem  solchen  FaUe  die  Durch- 
schnittslinien der  Querschnitte  mit  irgend  zwei  Systemen  darauf  senkrechter 
und  einander  rechtwinkelig  schneidender  Cylinderfiächen  angenommen 
werden,  z.  B.  mit  einer  Schaar  von  Kreiscylinderflächen  und  einem  durch 
ihre  gemeinschaftliche  Axe  gelegten  Ebenenbüschel.  Ist  dann  r  der  B^dius 
eines  solchen  Kreiscylinders,  so  ist  r"  =  r,  übrigens  r  =  oo  wie  zuvor, 
wenn  die  Strahlen  als  Krümmungscurven,  die  Parallelkreiso  als  Normal- 
curven angenommen  werden,  also 

und  wenn  die  Geschwindigkeit  in  allen  Punkten  eines  Parallel- 
kreises als  gleich  gelten  kann, 

—  r(^^^  4-   ^  ^**^  ^    ^    f.   ^^^\  (8) 

Vor*         r  brj         r   hr  \    hrj 


(1) 
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§.  73.    Permanente  StrOmungr  längs  gegrebenen  Bahnen. 

Wenn  die  im  vorigen  §.  betrachtete  strömende  Bewegung  permanent 
ist,  was  voraussetzt,  dass  die  Massenkräfte  nnd  die  Grenzbedingungen  un- 
abhängig von  der  Zeit  gegeben  sind,  so  ist 

-/i  =  ^^    bf  =  «'    b7  =  «' 

« 

und  wenn  wieder  die  specif.  Masse  fi  eine  gegebene  Function  von  p  ist, 
so  reducirt  sich  die  Aufgabe  darauf,  die  Pressung^?  und  die  Geschwin- 
digkeit u  als  Functionen  der  Coordinaten  des  betreffenden 
Raumpunktes  zu  bestimmen.  Bei  Voraussetzung  des  im  vorigen  §.  er- 
klärten Coordinatensystems  dienen  dazu  in  Verbindung  mit  den  Grenzbe- 
diugungen  die  Differentialgleichungen  (3)  und  (4)  daselbst,  also  hier  die 
Gleichungen: 

1   bQiu)         1,1  (2^ 

flu       OS  Q  Q 

von  denen  die  letzte  auch  durch  eine  einfachere  Gleichung  ersetzt  werden 
kann.  Sind  nämlich  Aq  und  A  die  Durchschnittspunkte  der  Querschnitte 
Fq  und  F  mit  irgend  einer  Bahn,  und  ist  /q  ein  den  Punkt  A^  enthal- 
tendes unendlich  kleines  Element  von  Fq^  so  bilden  die  Bahnen,  welche 
durch  alle  Punkte  des  Umfangs  von  /q  hindurchgehen,  die  Mantelfläche 
eines  fadenförmigen  Raumes  von  gegebener  Gestalt,  so  dass,  wenn  derselbe 
vom  Querschnitt  F  in  dem  Flächenclement  /  geschnitten  wird,  das  Ver- 
hältniss 

7 

als  eine  gegebene  Function  der  Coordinaten  «,  ^,  z  des  Punktes  A  be- 
trachtet werden  kann.  Die  Continuitätsbedingung  im  Beharrungsznstande 
besteht  nun  darin,  dass,  indem  die  Flüssigkeitsmasse  in  jenem  £Mienl5r- 
migen  Raum  zwischen  den  Querschnitten  /^  und  /  beständig  gleich  gross 
ist,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  f  ausfliessende  Masse,  d.  h. 

(ifu  =  liofoUQ     oder     afiu  =  (IqUq (3) 
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sein  moss,  wenn  fi  und  fi^  dio  specif.  Massen,  u  nnd  Uq  die  Geschwindig- 
keiten in  A  nnd  Aq  oder  in  /  nnd  /q  bedeuten. 

Die  Grösse  a  ist  bedingt  durch  die  Krümmungen  der  Querschnitte 
zwischen  Fq  und  F  in  ihren  Durchschnittspunkten  mit  der  Bahn  A^A;  aus 
GL  (3)  folgt  nämlich 


1    h{fiu)    ,10«^^ 


also  nach  Gl.  (2) 


(lu     hs  a  bs 

a   09  Q  Q 

in  welcher  Gleichung  statt  -,  -{ — 7,y  d.  h.  statt  der  Summe  der  Krttm- 

mangen  der  die  KrOmmungscurve  und  die  Normalcurve  (§.  72)  berührenden 
Normalschnitte  auch  die  Summe  der  Krümmungen  beliebiger  in  demselben 
Punkte  sich  rechtwinkelig  schneidender  Normalschnitte  dos  betreffenden 
Querschnitts  F  gesetzt  werden  kann. 

Wenn  man  die  erste  der  Gleichungen  (1)  mit  -  =  der  Masse  von 

ff 
1  Kgr.  multiplicirt  und  mit  y  =  (ig  das  spocifische  Gewicht,  ferner  mit  d 

die  partiellen  Differentiale  bezüglich  auf  »  bezeichnet,  also 

hp  bu 

^-—  ds  =  dp:      -^-  ds  =  du 

08  OS 

setzt,  so  kann  jene  Gleichung  in  der  Form  geschrieben  werden: 

dp  _^  udu  ^ /K^         B,\       

dp             p  1 

oder  mit    -   =  rf pd  — 

Daraus  folgt  durch  Integration  längs  dem  Bogen  AqA  =  s  der  betref- 
fenden Bahn: 

s 

0 

in  welcher  Gleichung  p^,  /o,  Uq  die  Werthe  von  p,  /,  u  im  Punkte  Aq  und 

E=  Ivd^-x     M=  /—  ds 


=>r'  "=(-; 
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beziehungsweise  die  Espansionsarbeit  und  die  Arbeit  der  Massenkrftfte  pro 
1  Kgr.  auf  dem  Wege  AqA  bedeuten.  Die  Summen. aus  Drnckhöhe 
und  Geschwindigkeitshöhe  unterscheiden  sich  also  für  irgend 
zwei  Punkte  einer  Bahn  um  die  Summe  aus  der  Expansionsar- 
beit und  den  Arbeiten  der  Massenkräfte  und  der  inneren  Rei- 
bungen pro  1  Kgr.  auf  dem  Wege  vom  einen  zum  andern  jener 
beiden  Punkte. 

Die  Expausionsarbeit  E  ist  eine  Function  von  p^  und  p  gemäss  der 
gegebenen  Beziehung  zwischen  fi  oder  7  und  p-^  die  Arbeit  der  inneren 
Reibung  auf  dem  Wege  A^A  ist  im  Allgemeinen  nur  empirisch  und  zwar 
als  Function  von  «,  s  und  a  auszudrücken.  Durch  die  Gleichungen  (3)  und 
(7)  sind  dann  zwei  der  Grössen  ^,  ^q,  t^  Uq  bestimm^  wenn  die  beiden  an- 
deren gegeben  sind.  Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (1)  bestimmen 
das  Aendcrungsgesetz  der  Pressung  in  den  Querschnitten,  womit  dann  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (3)  und  (7)  auch  das  Aenderungsgosctz  der 
Geschwindigkeiten  in  denselben  zusammenhängt;  dabei  ist  es  bemorkens- 
werth,  dass  je  weniger  ein  Querschnitt  gekrümmt  und  y  daselbst 
veränderlich  ist,  je  kleiner  also  Hy  und  Eg  sind  (§.  72),  und  je 
weniger  ferner  die  Bahnen  beim  Durchgang  durch  jenen  Quer- 
schnitt gekrümmt  sind,  desto  mehr  sich  die  Pressung  in  letz- 
terem nur  nach  hydrostatischen  Gesetzen  ändert  Nach  den  zwei 
letzten  der  Gleichungen  (1)  ist  dann  nämlich 

.1  =  uKy     und      -^  =  iiKs (8). 

oy  ^  08 

Zur  Möglichkeit  einer  permanenten  Bewegung  ist  erforderlich,  dass 
die  Componenten  K^ ,  Ky ,  Kg  der  beschleunigenden  Massenkraft  als  blosse 
Functionen  der  Coordinaten  gegeben  sind,  dass  also  die  resnltirende 
beschleunigende  Kraft  K  in  jedem  Punkte  («,^,2)  eine  unverän- 
derliche Grösse  und  Richtung  gegen  das  (mit  dem  System  der 
Leitflächen  verbundene)  Coordinatcnsystem  hat.  Wenn  das  letztere 
selbst  in  Bewegung  begriffen  ist,  während  übrigens  die  Flüssigkeitselemente 
nur  der  Schwerkraft  unterworfen  sind,  so  ist  K  die  Resultante  aus  g  und 
den  betreffenden  Ergänzungskräften  der  relativen  Bewegung  (§.  2);  damit 
sie  der  obigen  Bedingung  entspreche,  muss,  wenn  die  eigene  Bewe- 
gung des  Coordinatensystems  mit  einer  Rotation  verbunden  ist« 
diese  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  m  um  eine  vorti- 
calo  Axe  stattfinden,  die  dabei  selbst  .eine  Translationsbewe- 
gung mit  constanter  verticaler  Beschleunigung  /  (positiv,  wenn 
abwärts  gerichtet)  haben  kann.    Die  Arbeit  M  der  Massenkräfte  pro 
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1  Kgr.  Iftngs  dem  Bogen  A^A  einer  Bahn,  die  von  der  zweiten  Ergänzungs- 
kraft  der  relativen  Bewegung  stets  unabhängig  ist,  hat  dann  den  Ausdruck: 

unter  Tq  und  r  die  Entfernungen  der  Punkte  A^  und  Ä  von  der  (gegen 
das  Coordinatensystem  fest  liegenden)  Rotationsaxe,  und  unter  h  die  Höhe 
des  Punktes  Aq  über  dem  Punkte  A  veratanden. 

Ist  €0  =  0,  so  kann  die  constante  Translationsbeschleunigung/  eine 
befiebige  unveränderliche  Richtung  haben,  und  ist  dann 

M=h  —  ^8 (10), 

ff 

nnter  /  die  Projection  von  AqA  auf  die  Richtung  von  /  und  zwar  alge- 
braisch verstanden,  so  dass  s'  positiv  oder  negativ  ist,  jonachdem  die  Rich- 
tung-^^JL  mit  der  Richtung  von/  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  bildet. 
Wird  von  der  Schwere  abstrahirt,  so  kann  das  Coordinaten- 
system, also  das  System  der  Leitflächen  um  eine  beliebig  gerichtete  Axe 
mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  o>  rotiren  und  zugleich  eine  Trans- 
lationsbewegung mit  constanter  Beschleunigung  /  im  Sinne  jener  Axe 
haben;  es  ist  dann 

^= -  7 ''  +  f^'-' -'••'> ^''^ 

wobei  s'  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  Gl.  (10). 


II.    Strömende  Bewegung  in  Gefässen  und  Röhren. 

§.  74.    Yoranssetzungen  und  Bezeiehnungen. 

Bei  der  strömenden  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Röhren,  wovon 
der  Ansfluss  aus  Gefässen  als  ein  besonderer  Fall  zu  betrachten  ist,  können 
zwar  die  Bahnen  der  materiellen  Punkte  in  der  Regel,  wenigstens  an  ge- 
wissen Stollen,  als  durch  die  Gestalt  der  Röhre  gegeben  betrachtet  werden 
mit  um  so  grösserer  Annäherung,  je  enger  die  Röhre  und  je  regehnässigor 
und  einfieusher  sie  gestaltet  ist;  die  bei  der  Entwickelung  der  allgemeinen 
Formeln  zur  Untersuchung  einer  solchen  Bewegung  in  den  §§.  72  und  73 
gemachte  Voraussetzung,  dass  die  Beziehung  zwischen  Pressung  und  speci- 
fischer  Hasse  a  priori  gegeben  sei,  ist  aber  in  manchen  Fällen  nicht  zu- 
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lässig,  besonders  wenn  es  sich  um  Gase  oder  Dämpfe  handelt  und  wenn 
eine  wesentliche  Wärmeleitang  durch  die  Rohrwand  hindurch  stattfindet 
oder  wenn  bei  erheblichen  Bewegungswiderständen  die  dadurch  bedingte 
Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  nicht  unberücksichtigt  bleiben  darf. 
Dadurch  wird  die  schon  unter  jener  vereinfachenden  Voraussetzung  be- 
deutende Schwierigkeit,  das  Aenderungsgesetz  des  äusseren  und  inneren 
Zustandes  von  Punkt  zu  Punkt  eines  Querschnitts  (d.  h.  nach  §.  72  einer 
Fläche,  welche  die  Bahnen  rechtwiDkelig  schneidet)  rationoll  zu  bestimmen, 
erheblich  gesteigert,  und  sieht  man  sich  deshalb  zumeist  genöthigt,  eine 
anderweitige  Vereinfachung  dadurch  herbeizuführen,  dass  man  den 
augenblicklichen  äusseren  und  inneren  Zustand  in  den  ver- 
schiedenen Punkten  eines  Querschnitts  nur  als  mittleren,  für 
alle  Punkte  desselben  als  gleich  vorausgesetzten  Zustand  in 
Rechnung  bringt. 

Nach  den  Erörterungen  in  §.  72  und  §.  73  ist  diese  Voraussetzung, 
was  die  Pressung  betrifft,  um  so  weniger  fehlerhaft,  je  weniger  die  Quer- 
schnitte und  die  Bahnen  gekrümmt  sind,  vorausgesetzt  dass  audi  nach 
hydrostatischen  Gesetzen  sich  die  Pressung  nur  wenig  von  Punkt  zu  Puukt 
eines  Querschnitts  ändert,  was  um  so  weniger  der  Fall  sein  wird,  je  kleiner 
er  ist,  je  kleiner  besonders  (mit  Rücksicht  auf  die  Wirkung  der  Schwere) 
der  Höhenunterschied  irgend  zweier  seiner  Punkte  und  je  kleiner  das 
specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit  ist  Die  Gleichsetzung  der  Geschwin- 
digkeit für  alle  Punkte  eines  Querschnitts  involvirt  freilich  ausserdem  die 
Abstraction  von  den  im  Sinne  der  Bahnen  wirksamen  Compononten  der 
inneren  Reibung,  die  auch  bei  kleinen  ebenen  Querschnitten  und  geraden 
Bahnen  von  wesentlichem  Einflüsse  sein  können;  dieser  Einfluss  muss  dann 
zusammen  mit  dem  der  äusseren  Reibung  und  der  sonstigen  Bewegnngs- 
widerstände  auf  empirische  Weise  berücksichtigt  werden. 

Dabei  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  bezüglich  auf  die  Form  der  Aus- 
drücke, durch  welche  jene  Einflüsse  berücksichtigt  werden  sollen,  möglichst 
rationelle  Erwägungen,  insbesondere  die  Formeln  der  §§.  72  und  73  f&r 
die  innere  Reibung  in  gewissen  einfachen  Fällen  zu  Grunde  zu  legem,  wie 
es  im  Folgenden  mehrfach  geschehen  wird,  indem  nur  die  Zahlencoefifid- 
enten  der  fraglichen  Ausdrücke  unbedingt  und  um  so  mehr  nur  erfahmngs- 
mässig  zu  bestimmen  sind,  als  sie  den  mancherlei  Vernachlässigungen  und 
theoretisch  unergründlichen  Umständen  zugleich  Rechnung  tragen  müssen. 
Auch  bleibt  es  vorbehalten,  auf  den  Einfluss  der  Gentrifugalkraft  bei  ge- 
krümmten Bahnen  oder  der  Schwerkraft  bei  Querschnitten  von  erheblicher 
Verticalausdehnung  in  gewissen  Fällen  schon  in  den  theoretischen  Fonneln 
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bezüglich  auf  das  Aenderangsgesetz  des  änsseren  and  inneren  Znstandes 
von  Punkt  za  Punkt  eines  Querschnitts  Rücksicht  zu  nehmen.  Wenn  aber 
vorläufig  davon  abgesehen  und  die  obige  Voraussetzung  einer  schichten- 
weisen  Bewegung,  nämlich  eines  gleichen  äusseren  und  inneren  Zu- 
standes  in  den  yerschiedenen  Punkten  eines  Querschnitts  oder  einer  Flüs- 
sigkeitssehicht  zwischen  zwei  unendlich  nahe  benachbarten  Querschnitten 
zu  Gründe  gelegt  wird,  so  sei 
p  die  specifische  Pressung, 

V  das  specifische  Volumen  (=  —  =  — ,  wenn  y  das  specif.  Gewicht 

r     911 

oder  fi  die  specif.  Masse  bedeutet), 

T  die  absolute  Temperatur  der  Flüssigkeit, 

JT  ihr  specifisches  inneres  Arbeitsvermögen, 

«  ihre  Groschwindigkeit 

in  allen  Punkten  eines  Querschnitts  F, 

Unter  der  Mittellinie  der  Röhre  werde  der  Ort  der  Schwerpunkte 
S  aller  Querschnitte  F  verstanden,  und  es  sei  s  die  Bogenlänge  dieser 
Mittellinie  von  einem  bestimmten  Punkte  S^  derselben  (dem  Schworpunkte 
eines  bestimmten  Querschnitts  F^)  bis  zum  Schwerpunkte  8  des  beliebigen 
Querschnitts  F,  Die  obigen  Grössen  p^  t^,  T,  U^  u,  welche  sich  auf  den 
inneren  und  äusseren  Zustand  in  irgend  einem  (durch  »  bestimmten)  Quer- 
schnitte beziehen,  sind  dann  Functionen  von  a  und  von  der  Zeit  ^,  und  es 
besteht  die  allgemeine  Aufgabe  darin,  diese  Functionen  unter  gegebenen 
Umständen  zu  bestinmien,  insbesondere  bei  gegebener  Gestalt  der  Röhre, 
bei  gegebenen  Massenkräften  und  Bewegungswiderständen,  bei  gegebener 
Wärmemittheilung  durch  die  Rohrwand  und  überhaupt  mit  Rücksicht  auf 
die  gegebenen  Grenzbedingungen. 

Ist  dabei  die  Bewegung  nicht  permanent,  so  ist  sie  doch  in  vielen 
Fällen  der  Anwendung  nur  so  langsam  veränderlich,  dass  der  augenblick- 
liche Zustand  in  irgend  einem  Querschnitte  ohne  merklichen  Fehler  dem- 
jenigen gleich  gesetzt  werden  kann,  welcher  unter  übrigens  gleichen  und 
unverändert  bleibenden  Umständen  bei  permanenter  Bewegung  daselbst 
stattfinden  würde.  Der  ohnehin  für  die  Technik  wichtigste  Fall  einer 
permanenten  Bewegung  wird  doshalb  im  Folgenden  zuerst  in  Unter- 
suchung gezogen;  p^  t;,  T,  U^  u  sind  dabei  nur  Functionen  von  «,  und  wenn 
dann  femer  mit  G  das  unveränderliche  Gewicht  der  in  jeder  Zeiteinheit 
durch  jeden  Querschnitt  strömenden  Flüssigkeit  bezeichnet  wird,  so  kann 
die  Fundamentalaufgabe,  die  demnächst  durch  Vertauschung  von  gegebenen 
and  gesuchten  Grössen  verhältnissmässig  leicht  sehr  vieler  Modificationen 
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fähig  ist,  dahin  auBgesprochen  werdon,  dass  die  Grössen  p^  f,  T^  U^  « 
als  Functionen  von  «,  also  für  jeden  Querschnitt  F  bestimmt 
werden  sollen,  wenn  sie  für  einen  Querschnitt  (z.  B.  für  «  =  0) 
gegeben  und  wenn  ferner  gegeben  sind:  die  Art  der  Flüssigkeit, 
die  Constante  G^  die  Gestalt  der  Röhre,  die  Massenkräfte  (even- 
tuell von  einer  gegebenen  eigenen  Bewegung  der  Röhre  mit  abhängend), 
die  Widerstände  und  die  Wärmemittheilung  durch  dieRohrwand. 


a.   Permanente  Bewegung. 
§.  75.    Allgemeine  Gleiehungen« 

Zur  Lösung  der  zu  Ende  des  vorigen  §.  genannten  allgemeinen  Auf- 
gabe sind  5  Gleichungen  erforderlich  zwischen  p^  v^  T^  U^  u  und  «  resp. 
solchen  Grössen,  welche  als  Functionen  von  s  oder  als  (instante  gegeben 
sind.  Eine  erste  Gleichung,  die  hier  dieSteUe  der  Continuitätsgleichnng 
vertritt  und  als  solche  bezeichnet  werden  mag,  erhält  man  durch  zwei- 
fachen Ausdruck  des  in   1  See.  durch  einen  Querschnitt  F  strömenden 

Flüssigkeitsvolumons  : 

Fu=  Gv (1). 

Zwei  weitere  Gleichungen  ergeben  sich  aus  der  allgemeinen  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft: 

dL=  dM  +  dP—  dE  —  dS  +  dF  (§.  6,  Gl  7) 

und  aus  der  allgemeinen  Wärmegleichung: 

dU=  WdQ  '\-  dB  +  dS  —  dF  (§.  11,  Gl. 2) 

oder   aus   der   durch   Verbindung  beider  hervorgehenden   Gleichung  des 

Arbeitsvermögens : 

d{Z  +  ü)  =  dM  +  dP  +  WdQ  (§.  11,  Gl.  1}. 

Werden  dieselben  auf  die  Zustandsänderung  bezogen,  welche  die  den 
Querschnitt  F  im  Zeitelement  dt  durchströmende  Flüssigkeitsschicht,  deren 
Gewicht  =  Gdt  ist,  in  diesem  Zeitelcment  erfährt,  während  dessen  ihr 
Schwerpunkt  das  Bogenelement  da  der  Mittellinie  durchläuft,  so  ist  die 
entsprechende  Aendcrung  der  lebendigen  Kraft  dieser  Schicht: 

Gdt   ,  m"*         ^  ,^  udu 

dZ  = d  --  =  Gdt , 

^2  ff   ' 

ihre  Expansionsarbeit:  dF  ^=  Gdt.pdv 

und  die  Summe  der  Arbeiten  der  Pressungen,  welche  auf  die  hintere  and 
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die  Yordere  Fläche  der  Schicht  Ton  den  angrenzenden  Schichten  ansgeabt 
werden  (die  Arbeit  der  auf  den  Rand  der  Schicht  von  der  Rohrwand  aus- 
geftbten  Pressung  ist  =  Null): 

dP  =  Ffudt  —  [Fpu  +  d{Fpu)]dt  =  —  d{Fpu)dt 

oder  mit  Rücksicht  anf  61.  (1) 

dF=  —  Gdt.  d(pv). 

Diese  Ausdrücke  mögen  für  dL^  dB  und  dP  in  den  obigen  Gleichungen 
sabstituirt,  und  die  letzteren  durch  Gdt  dividirt  werden.  Wenn  dann  die 
Grössen  dU,  dM,  dQ,  dR  und  dS  jetzt  auf  1  Kgr.  der  Flüssigkeitsschicht 
and  das  Bahnelement  ds  ihres  Schwerpunktes  bezogen  werden,  und  die 
Summe  dR  -f  dS  mit  dB  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  pro  1  Kgr. 
Flüssigkeit  und  für  das  Bogenelement  ds  der  Mittellinie  resp.  für  das  Rohr- 
element zwischen  den  Querschnitten,  deren  Schwerpunkte  die  Endpunkte 
jenes  Bogenelementes  ds  sind,  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

udu 

=  dM  —  d{pv)  —  dB  -{-  pdv 

9 

udu 
oder \-  vdp  z=  dM  —  dB (2), 

9 
femer  die  Wärmegleichung: 

du  +  pdv=  WdQ  -\-  dB (3) 

und  die  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

—^j^dir+  d(pv)  =  dM  +   WdQ (4). 

9 

Darin  bedeuten  also  jetzt: 
du  die  Aenderung  des  inneren  Arbeitsvermögens, 
dM  die  Arbeit  der  Massenkräfte, 

dB  die  durch  die  Bewegungswiderstände  verbrauchte,  in  Wärme  ver- 
wandelte Arbeit  und 
dQ  die  durch  die  Rohrwand  mitgetheilte  (positive  oder  negative)  Wärme- 
menge 
pro  1  Kgr.  einer  Flttssigkeitsschicht  und  für  das  Bahnelement  ds  ihres 
Schwerpunktes,  also  für  das  Bogenelement  ds  der  Mittellinie. 

Indem  von  den  Gleichungen  (2),  (3),  (4)  jede  ans  den  beiden  anderen 
durch  Addition  oder  Subtraction  hervorgeht,  so  hat  man  in  den  obigen 
Gleichungen  (1)  bis  (4)  einstweilen  3  Beziehungen  zwischen  den  Grössen 
p,  9,  T,  U^  u  und  «,  welche  allgemein  für  jede  Art  von  Flüssigkeit  gelten. 
Die  somit  weiter  noch  nöthigen  zwei  Gleichungen  sind  von  der  Art  der 
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Flüssigkeit  abhängig,  dagegen  unabhängig  von  der  Bewegung,  d.  h.  von  «; 
es  sind  die  Znstandsgleichung  (§.8)  und  die  Gleichung  des  inneren 
Arbeitsvermögens  (§.  11).  Bei  einer  homogenen  Flüssigkeit  ist  entere 
eine  Beziehung  zwischen  p^  v  und  T,  letztere  im  Allgemeinen  eine  solche 
zwischen  p^  v,  2  und  U,  Bei  einem  continuirlichen  Gemisch  von  gesät- 
tigtem Dampf  und  gleichartiger  tropfbarer  Flüssigkeit  kommt  zwar  noch 
eine  weitere  Variable  y  (die  Dampfmenge  in  1  Egr.  des  Gemisches)  in  den 
fraglichen  zwei  Gleichungen  vor,  wogegen  dann  aber  die  Beziehung  zwischen 
p  und  t  als  6^  Gleichung  zur  Verfügung  ist;  oder  man  kann  auch  letztere 
zusammen  mit  deijenigen,  welche  durch  Elimination  von  y  zwischen  der 
Zustandsgieichung  und  der  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  er- 
halten wird,  als  die  beiden  letzten  der  5  Gleichungen  betrachten,  welche 
zur  Bestimmung  der  Grössen  p,  f?,  T,  27,  »  als  Functionen  von  »  unter  ge- 
gebenen Umständen  erforderlich  sind.  — 

Wenn  die  Massenkräfte  ausser  von  der  eigenen  Bewegung  des 
Gefässes  oder  der  Röhre  nur  von  der  Schwere  herrühren,  so  gelten  f&r 
ihre  Arbeit  =  M  pro  1  Kgr.  und  für  einen  beliebigen  Bogen  S^S  =  # 
der  Mittellinie  die  in  §.  73,  Gl.  (9)  bis  (11)  für  verschiedene  Fälle  ange- 
gebenen Ausdrücke,  in  denen  nur  die  dort  auf  irgend  einen  Punkt  A  einer 
beliebigen  Bahn  bezogenen  Grössen  hier  auf  irgend  einen  Punkt  S  der 
Mittellinie  zu  beziehen  sind.    Ist 

/  die  Beschleunigung  des  Punktes  8  der  Mittellinie, 

Q  der  Winkel,  den  die  Richtung  von  /, 

tp  der  Winkel,  den  die  Richtung  der  beschleunigenden  Schwerkraft  =  $ 
mit  der  im  Sinne  der  Bewegung  genommenen  Richtung  der  Mittel- 
linie im  Punkte  8  bildet,  so  kann  auch  allgemein  gesetzt  werden: 


dM  •=^  (eo8fp  —  —  €08  Q]  ds 


(5). 


Die  permanente  Bewegung  erfordert,  dass  der  Ausdruck  leosip — —eoiQj 

unabhängig  von  der  Zeit,  also  eine  blosse  Function  von  s  sei  Das  ist  (§.  73) 
der  Fall,  wenn  die  Bewegung  des  Gefässes  oder  der  Röhre  in  einer  Rota- 
tion mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  co  um  eine  verticale  Axe  wid 
in  einer  Translationsbewegung  mit  constanter  verticaler  Beschleuoigang  f 
besteht;  dabei  kann  auch,  wenn  co  =  NuU  ist,  die  Richtung  von  9>,  oder 
wenn  von  der  Schwere  abstrahirt  wird,  die  gemeinsame  Riehtong  der  Bo- 
tationsaxe  und  der  Beschleunigung  q)  beliebig  sein.  Unter  Umständen 
werden  indessen  die  Gesetze  der  permanenten  Bewegung  auch  auf  solche 
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Fälle  übertragen,  in  denen  -  -  eine  periodische  Function  der  Zeit  ißt,  so-  ' 

dt 

fern  es  sich  dabei  lediglich  um  Mittelwerthe  für  einen  viele  Perioden  um- 
fassenden Zeitranm  handelt,  z.  B.  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in  den 
Ganälen  einer  Turbine,  deren  Rotationsaxe  nicht  vertical  ist 

Was  die  Wärmemittheilung  durch  die  Rohrwand  betrifft,  so 
ist  der  Fall  bemerkenswerth,  dass  dieselbe  von  einer  anderen  Flüssigkeit 
herrührt,  welche  die  Rohrwand  von  aussen  berührt  und  selbst  in  strömender 
Bewegung  längs  derselben  begriffen  sein  kann.    Ist 
7^  die  absolute  Temperatur  dieser  Flüssigkeit  an  der  Stelle,  wo  die  im 
Inneren  der  Röhre  durch  den  Querschnitt  J^  strömende  Flüssigkeit 
die  Temperatur  T  hat,  ist  ferner 
dF'  das   Element    der   inneren   Rohrwaiidfläche    zwischen   den   Quer- 
schnitten,  deren   Schwerpunktsabstand   das  Bogenelement   da   der 
Mittellinie  ist,  und  ist 
k  der  Wärmetransmissions-Coefficient  der  Rohrwand  an  der  be- 
treffenden Stelle,  d.  h.  die  Wärmemenge,  welche  durch  dieselbe  im 
Beharrungszustande  pro  1  Quadratm.  ihrer  inneren  Wandfläche  und 
für  jeden  Grad  Temperaturdifferenz  der  beiderseits  angrenzenden 
Flüssigkeiten  in  1  See.  übertragen  wird, 
so  ist  die  Wärmemenge,  welche  in  1  See.  durch  das  betreffende  Element 
der  Rohrwand  wirklich  übertragen,  also  den  unterdessen  vorbeifliessenden 
Q  Kgr.  der  inneren  Flüssigkeit  mitgetheilt  wird, 

GdQ  =  k{r  —  T)dF' (6). 

Darin  ist  F'  eine  durch  die  gegebene  Gestalt  der  Röhre  bestimmte  Func- 
tion von  «,  und  mit  Rücksicht  auf  den  Beharrungszustand  muss  auch  T^ 
als  blosse  Function  von  s  vorausgesetzt  werden.  Der  Coefficient  k  hängt 
ab  (wie  später  im  dritten  Abschnitt  dieses  Buches  näher  ausgeführt  werden 
soll)  von  den  Coefficienten  X^  des  Wärmeüberganges  an  der  äusseren  und 
imieren  Rohrwand  (§.  9,  Gl.  3)  und  vom  Leitungscoefßcienten  X  des  Mate- 
rials derselben  (§.  9,  GL  1),  ferner  von  der  Dicke  und  von  der  Krümmung 
der  Rohrwand,  und  kann  ausserdem  noch  von  7^  und  T  abhängig,  also  eine 
mittelbare  Function  von  s  sein.  Wenn  die  äussere  Flüssigkeit,  zwischen 
welcher  die  Wärme  mit  der  inneren  Flüssigkeit  ausgetauscht  wird,  nicht 
ringsum,  sondern  nur  theilweise  die  Rohr  wand  berührt  (wie  z.  B.  das 
Wasser  eines  Dampfkessels  als  äussere  Flüssigkeit  nur  einen  Theil  der 
Wand  eines  aussen  am  Kessel  entlang  geführten  Heizcanals  berührt,  ein 
FaU,  in  welchem  die  Heizgase  als  innerlich  strömende  Flüssigkeit  eine 
Temperatur  T^  T*  haben,  also  dQ  negativ  ist),  so  ist  in  Gl.  (6)  entweder 
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unter  dF'  der  betreffende  Theil  des  Elements  der  inneren  Rohpwandfl&che, 
oder  k  entsprechend  kleiner  genommen  als  Mittelwerth  für  jenes  ganze 
Wandelement  za  verstehen;  letzteres  ist  im  Allgemeinen  nöthig,  wenn  an 
den  yerschiedenen  Stellen  im  Umfang  eines  Querschnitts  die  Wärmemit^ 
theilnng  in  verschiedenem  &rade  stattfindet. 


§.  76.    Hydranllsehe  Bewegnngswiderstftnde. 

Die  Bewegungswiderstände  pflegen  in  der  Hydraulik  durch  Ver- 
gleichung  mit  der  Schwerkraft  als  sogenannte  Widerstandshöhen  in 
Rechnung  gebracht  zu  werden.  Unter  der  Widerstandshöhe  für  die  Be- 
wegung der  Flüssigkeit  vom  Querschnitte  Fq  bis  zum  Querschnitte  F  einer 
Röhre  wird  nämlich  die  Höhe  verstanden,  von  welcher  1  Kgr.  der  Flüssig- 
keit niedersinken  müsste,  damit  ihre  Schwere  eine  Arbeit  =  deijenigen 
verrichte,  welche  durch  die  Bowegungswiderstände  in  der  Rohrstrecke  von 
Fq  bis  F  pro  1  Kgr.  hindurch  strömender  Flüssigkeit  verbraucht  wird; 
diese  Widerstandshöhe  ist  also  =  der  Arbeit,  welche  in  den  Gleichungen 
(2)  und  (3)  des  vorigen  §.  mit  B  bezeichnet  wurde,  oder  für  ein  Längen- 
element  der  Röhre  =  der  dort  mit  dB  bezeichneten  Arbeit.  Setzt  man 

^=g^ (n 

unter  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Endquerschnitt  F  der  betreffenden 
Rohrstrecke  F^F  verstanden,  so  heisst  g  der  Widerstandscoefficient 
für  diese  Strecke;  derselbe  ist  also  das  Yerhältmss  der  Widerstandshöhe 
zu  der  Geschwindigkeitshöhe,  die  derjenigen  Geschwindigkeit  entspricht 
mit  welcher  die  Flüssigkeit  von  der  betreffenden  Rohrstrecke  abfliesst 
Zuweilen  wird  auch  der  Widerstandscoefficient  =  ^  auf  die  Geschwindig- 
keit u  in  irgend  einem  anderen  Querschnitt  F'  bezogen,  in  welchem  Falle 

dann  aber  ^  =  B  :        ausdrücklich  als  der  auf  diesen  Querschnitt  resp. 

*f 

diese  Geschwindigkeit  bezogene  Widerstandscoefficient  zu  bezeichnen  ist. 
Derjenige  Widerstand  insbesondere,  welcher  auf  dem  ganzen  jeweib 
in  Betracht  gezogenen  Wege  einer  Flüssigkeit  hemmend  einwirkt,  also 
verursacht,  dass  die  Endgeschwindigkeit  u  kleiner  ist,  als  sie  ohne  hydraa- 
lische  Widerstände  unter  übrigens  gleichen  Umständen  sein  würde,  wird 
anstatt  durch  den  Widerstandscoefficienten  g  häufig  auch  durch  den  soge- 
nannten Geschwindigkeitscoefficienten  in  Rechnung  gebracht   Dieser 
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==  g>  bedeutet  das  Yerhältniss  der  effectiven  Endgeschwindigkeit  u  zu 
demjenigen  Werth  =  u\  den  dieselbe  ohne  hydraulische  Widerstände 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  haben  würde,  nämlich  bei  gleicher 
Arbeit  der  Massenkräfte,  gleicher  Wärmemittheilung  und  gleicher  Gesammtr 
Änderung  der  Pressung  (von  Pq  bis  p).  Eine  einfache  Beziehung  zum 
Widerstandscoefficienten  g  hat  übrigens  dieser  Coefficient  q>  nur  dann, 
wenn  das  specif.  Volumen  constant  ist,  wie  bei  tropfbaren  Flüssig- 
keiten angenommen  werden  kann;  dann  ist 


«'» 

U^                                                     f|8 

2^ 

,-  +  ^     a  +  ßV 

nämlich  nach  Gl.  (2)  im  vorigen  §. 

^=  M  —  jvdp  =^  M  -\-   Ivdp  =  M  -\-  V  (pq  —  jp), 

Po  P 

und  somit 

Bei  Gasen    und  Dämpfen    wird    durch    die    in  Wärme    sich  umsetzende 

Widerstandsarbeit  das  Aenderungsgesetz  von  v,  also  das  Integral  jvdp  be- 

p 
einflusst,    und  zwar  vergrössert,    so  dass  auch  (1  +  £)«*  >  «*'*  oder 

S  >  -?^,  -  1  ist.*  - 

In  Beziehung  auf  die  sie  bedingenden  Umstände  können  die  Bewe- 
gungswiderstände  unterschieden  werden  in  solche,  welche  immer  längs  der 
ganzen  Leitung  stetig  einwirken,  und  in  solche,  welche  nur  unter  Um- 
ständen an  gewissen  Stellen  vorkommen.  Die  ersteren,  welche  unter  der 
Bezeichnung  des  allgemeinen  Leitungswiderstandes  zusammengefasst 
werden  mögen,  rühren  her  von  der  inneren  und  äusseren  Reibung;  die 
entsprechende  Widerstandshöhe  pro  Längeneinheit  der  Röhre  wird  später 
unter  specielleren  Voraussetzungen  näher  besprochen  werden.  Die  even- 
tuell an  gewissen  Stelleu  vorkommenden  besonderen  Widerstände 
werden  durch  örtliche  Aenderungen  des  Querschnitts  oder  durch  Richtungs- 
änderungen  der  Mittellinie  verursacht,  wobei  es  der  Fall  sein  mag,  dass 
solche  Richtungsänderungen  der  Röhre  hauptsächlich  mittelbar,  nämlich 
dadurch  den  Widerstand  bedingen,  dass  sie  unmittelbar  auch  eine  Quer- 


*  Vergl.  Zeuner:  „Neue  Darstellung  der  Vorgänge  beim  Ausströmen  der 
Gase  und  D&mpfe  aus  Gefässmündungen/*    Der  Givilingenieur,  1871,  S.  86. 

6  r  a  a  h  o  f ,  thoorot.  HAsdüneiüehre.     I.  27 
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schnittsänderung  zur  Folge  haben,  indem  mit  der  Krümmung  der  Bahnen, 
in  welchen  die  Flüssigkeitstheilchen  strömen,  eine  so  bedeutende  Abnahme 
der  Pressung  im  Sinne  gegen  die  Krümmungsmittelpunkte  hin  verbunden 
sein  kann  (siehe  die  zweite  der  Gleichungen  (1)  in  §.  73  bei  kleinem  Werth 
von  (>),  dass  dadurch  eine  örtliche  Trennung  des  Flüssigkeitsstroms  Ton 
der  Rohrwand  veranlasst  wird:  siehe  die  nebenstehende  Figur  28,  in 
Flg.  28.  welcher  die  punktirte  Linie  bei  a  die  innere  Begrenzung 
des  Flüssigkeitsstroms,  ah  seinen  örtlich  verkleinerten 
Querschnitt  andeutet  In  dem  hier  bei  a  zwischen  Rohr- 
wand und  Flüssigkeitsstrom  liegenden  Raum  ist  die  Flüs- 
sigkeit nur  in  wirbeiförmiger  Bewegung  begriffen. 

Ein  durch  die  Erfahrung  genügend  bewährter  ange- 
näherter Ausdruck  der  betreffenden  Widerstandshöhe  lässt 
sich  für  alle  solche  Fälle  aufstellen,  in  welchen  eine  der  Art  plötzliche 
Querschnittsvergrösserung  des  Flüssigkeitsstroms  stattfindet, 
dass  derselbe  die  Röhre  an  der  fraglichen  Stelle  nicht  vollkommen  aus- 
füllt, vielmehr  von  einer  Flüssigkeitsmasse  begrenzt  wird,  die  sich  m 
wirbeiförmiger  Bewegung  an  Ort  und  Stelle  befindet,  wobei  es  indessen 
nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  zwischen  dieser  unregelmässig  wirbelnden 
und  jener  regelmässig  strömenden  Flüssigkeit  ein  beständiger  theilweiser 
Austausch  an  ihrer  Berührungsfläche  stattfindet.  Für  die  Gültigkeit  doss 
Ausdrucks  ist  es  dabei  zwar  einerlei,  ob  die  plötzliche  Querschnittsver- 
grösserung des  Flüssigkeitsstroms  durch  eine  gegebene  Aenderung  der 
Richtung  (wie  bei  Fig.  28)  oder  des  Querschnitts  der  Röhre  selbst  als  pri- 
märe Ursache  bedingt  wird;  einen  praktischen  Werth  hat  er  jedoch  nur 
im  letzteren,  durch  Fig.  29  angedeuteten  Falle. 

Fig.  89.  In  dieser  Figur,  welche  den  Längenschnitt 

^_  ^         einer  als  geradlinig  vorausgesetzten,  mit  einer 


I 

I 

I  • 

I 


«^^^/      i  plötzlichen  Querschnittsänderung  verbundenen 

u^      [^^  Rohrstrecke    vorstellt,    ist   wieder    durch  die 

1  punktirten  Linien  da^a^a  die  Begrenzung  des 

'  Flüssigkeitsstroms  angedeutet,  insoweit  derselbe 


::;=u 

in  Folge  jener  plötzlichen  Querschnittsänderung 

sich  von  der  Rohrwand  trennt,  wenn  die  Bewegung  im  Sinne  der  Pfeile 
stattfindet.  Es  ist  dabei  angenommen,  dass  sich  der  Rohrquerschnitt  plötz- 
lich von  da  zu  a^a^  verkleinert  und  dann  zu  aa  vergrössert,  so  dass  der 
Querschnitt  des  Flüssigkeitsstroms  sich  nach  dem  Durchgange  durch  «o''« 
zunächst  noch  weiter  bis  a^a^  verkleinem  wird,  bevor  er  sich  zu  <m  er- 
weitert   Indessen  ist  diese  letztere,  für  den  fraglichen  Widerstand  hanpt- 
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Sächlich  massgebende  Qnerschnittsyergrössernng  Ton  a^a^  bis  aa  nicht 
nothwendig  an  die  besondere  Yoraassetzung  der  Figur  gebunden;  insbe- 
sondere kann  auch 

da  >  a^a^  =  aa     oder     da   =  a^a^  <ü  aa 

sein,  in  welch'  letztem  Falle  a^a^^  mit  a^aQ  zusammenfiele. 

Die  Querschnitte  a^a^^  =  F^  und  aa  ^^^=1  F  des  Flüssigkeitsstroms 
können  als  eben,  die  Bahnen  der  materiellen  Punkte  daselbst  als  parallel 
und  geradlinig  angenommen  werden,  falls  die  Röhre  bei  aa  prisma- 
tisch ist;  bei  Abstraction  von  Massenkräften  sind  dann  gleichförmige 
Pressungen  in  diesen  Querschnitten  vorauszusetzen  (§.  73),  welche  bezieh- 
ungsweise mit  Pi  ^'^d  V  bezeichnet  seien.*  Die  mittleren  Geschwindig- 
keiten und  specifischen  Volumina  für  dieselben  Querschnitte  J\  und  F 
seien  =  u^  und  u,  v^  und  v.  In  dem  Raum  a^a^ah  herrschen  unregelmäs- 
sige Wirbel,  welche  an  keiner  Stolle  mit  einer  bestimmten  und  angebbaren 
vorwiegenden  Bewegungsrichtung  verbunden  sind,  so  dass  die  Pressung  in 
diesem  ganzen  Räume  als  gleich,  also  =  der  Pressung  f^  im  Querschnitte 
a^a^z=i  F^  vorausgesetzt  werden  muss,  während  sie  in  den  Querschnitten, 
welche  zwischen  a^^a^  und  a^a^  sowie  zwischen  a^a^  und  cta  liegen,  am  Um- 
fange auch  =  pj,  nach  der  Mitte  zu  aber  in  Folge  der  Divergenz  und 
Krümmung  der  Bahnen  davon  verschieden  sein  wird.  Unter  diesen  Um- 
ständen ist  der  resultirende  äussere  Druck,  welcher  auf  die  Oberfläche  der 
zwischen  den  Querschnitten  F^   und  F  augenblicklich  enthaltenen  strö- 


*  Von  vom  herein  erscheint  es  zwar  nicht  nöthig,  dass  die  im  kleinsten 
Querschnitte  a^a^  parallelen  Bahnen  daselbst  auch  geradlinig,  d.  h.  unendlich 
wenig  gekrümmt  werden,  wie  es  dann  der  Fall  wäre,  wenn  die  Flüssigkeit 
dorch  die  Oefinung  a^a^  frei  ausflösse  und  nach  der  Contractlon  von  a^fl^  bis 
a^a^  diesen  letzteren  Qaerschnitt  behielte.  Der  Umstand  aber,  dass  erfahrungs- 
mässig  die  innere  Contractlon  beim  Einfluss  in  eine  cylindrische  Ansatzröhre 
(§.  86)  nicht  merklich  von  der  äusseren  Contractlon  bei  freiem  Ausflusse  unter 
sonst  gleichen  umständen  verschieden  ist,  lässt  auf  ein  in  beiden  Fällen  fast 
gleiches  Aenderungsgesetz  der  Querschnitte  von  a^a^  bis  a^a^  schliessen  und 
vermuthen,  dass  auch  in  dem  allgemeineren  Falle  der  Fig.  29  die  Voraussetzung 
einer  bei  a^a^  vorübergehend  verschwindend  kleinen  Bahnkrümmung  nicht 
merklich  fehlerhaft  ist.  Wenn  aber  auch  letzteres  bei  sehr  bedeutender  Wieder- 
erweiterung des  Flüssigkeitsstromes  von  a^a^  bis  aa  der  Fall  wäre,  so  würde 
dadurch  doch  die  nachfolgende  Betrachtung  nicht  bedeutend  gestört  werden, 
weil  dann  die  Gesammtpressung  in  dem  verhältnissmässig  kleinen  Querschnitte 
a^a^  auch  nur  einen  kleinen  Theil  des  äusseren  Drucks  ausmachen  würde,  der 
auf  die  Oberfläche  der  zwischen  a^a^  und  aa  enthaltenen  strömenden  Flüssig- 
keit im  Sinne  ihrer  mittleren  Strömungsrichtung  im  Ganzen  ausgeübt  wird. 

27* 
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menden  Flüssigkeit  im  Sinne  der  Bewegung  ausgeübt  wird, 

P  =  (p^  -  p)F. 

Wesentlich  anders  sind  die  Verhältnisse,  wenn  die  Querschnittsyer- 
grösserung  des  Flüssigkeitsstroms  unmittelbar  durch  eine  zwar  schnelle, 
aber  stetige  Erweiterung  der  Röhre  von  a^a^^  bis  aa  bedingt  wird  der 
Art,  dass  zwar  auch  diese  ebenen  Querschnitte  der  Röhre  zugleich  als  die 
mit  gleichförmigen  Pressungen  p^^.  und  p  behafteten  Querschnitte  F^  und  F 
des  FlUssigkeitsstroms  betrachtet  werden  können,  der  letztere  aber  ununter- 
brochen in  Berührung  mit  der  Rohrwand  bleibt  Die  Pressung,  welche 
dann  in  diesem  zwischen  F^  und  F  liegenden  Theil  der  Rohrwandfläche 
herrscht,  ist  wesentlich  von  deren  Gestalt,  also  von  dem  Gesetz  abhängig, 
nach  welchem  die  Erweiterung  der  Röhre  stattfindet;  sie  entzieht  sich  einer 
rationellen  Beurtheilung,  und  es  lässt  sich  nur  behaupten,  dass  ihr  Mittel- 
werth  P2  ^  Pi  sein  müsse.  Sofern  nämlich  durch  die  Rohrwand  in  diesem 
Falle  der  Flüssigkeitsstrom  verhindert  wird,  sich  bis  zu  einer  Flüssigkeits- 
masse von  lediglich  wirbelnder  Bewegung  und  somit  gleichförmiger  Pres- 
sung p^  auszudehnen,  muss  diesem  Zwange  nothwendig  ein  Ueberschuss 
der  fraglichen  Pressung  über  p^  entsprechen.  Wenn  also  jetzt  der  resul- 
tirende  äussere  Druck  auf  die  Oberfläche  der  zwischen  F^  und  F  enthal- 
tenen strömenden  Flüssigkeit  im  Sinne  der  Bewegung 

^  =  Pi^i  +  P2iJ'  -  ^i)  —pF={p-p)F (3) 

gesetzt  wird,  so  ist  mit  p^  zugleich  auch  p   ^  Pi-  Dieser  Fall  einer  mehr 

oder  weniger  schnellen,  zu  einer  Trennung  des  Flüssigkeits- 
stroms von  der  Rohrwand  im  Allgemeinen  aber  nicht  Veran- 
lassung  gebenden  Querschnittserweiterung  erscheint  somit  als  der 
allgemeinere;  ist  auch  der  für  ihn  geltende  Ausdruck  der  Widerstandshöhe 
B  mit  der  unbestimmten  Pressung  p'  nothwendig  selbst  unbestimmt,  so 
mag  er  doch  vorläufig  vorausgesetzt  werden,  um  demnächst  durch  die  iSub- 
stitution  p'  =  pi  zu  dem  bestimmten,  durch  Fig.  29  dargestellten  Grenz- 
falle einer  plötzlichen,  d.  h.  schnellstmöglichen,  nämlich  mit  einer 
Trennung  von  der  Rohrwand  verbundenen  Querschnittsvergrös- 
serung  des  Flüssigkeitsstroms  überzugehen. 

Zur  Gewinnung  einer  Beziehung  zwischen  den  Pressungen  p,  p^  und 
den  Gfeschwindigkeiten  u^  u^  werde  auf  die  Flüssigkeitsmasse,  die  zwischen 
den  ebenen  Querschnitten  F^  und  F  augenblicklich  enthalten  ist,  das  me- 
chanische Princip  des  Antriebs  oder  des  Impulses  angewendet,  nach  welchem 
bekanntlich  die  Acnderung  der  Bewegungsgrösse  eines  Massensystems  nach 
irgend  einer  Richtung  für  jedes  Zeitelement  gleich  ist  dem  entsprechenden 
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Antrieb  der  nach  dieser  Richtung  genommenen  resultirenden  äusseren 
Kraft  (Product  aus  Kraft  und  Zeitelement).  Mit  Rücksicht  auf  die  Per- 
manenz der  Bewegung  ist  aber  die  Aenderung,  welche  die  Bewegungsgrösso 
jener  zwischen  F^^  und  F  augenblicklich  enthaltenen  Flüssigkeitsmasse  im 
Sinne  von  u^  und  u  im  folgenden  Zeitelement  dt  erfährt,  =  dem  üeber- 
schuss  der  Bewegungsgrösse,  womit  in  diesem  Zeitelement  die  Flüssigkeits- 

Gdt 
Schicht  von  der  Masse  durch  den  Querschnitt  F  geht,  über  diejenige, 

ff 
womit  sie  den  Querschnitt  JF\  passirt;  bei  Abstraction  von  äusseren  Massen- 
kräften, deren  Einfluss  für  die  kleine  Rohrstrecke  von  F^  bis  F  hier  ver- 
nachlässigt werden  kann,  mit  Rücksicht  also  nur  auf  den  äusseren  Druck 
an  der  Oberfläche,  hat  man  somit  nach  jenem  Princip  und  nach  61.(3): 

Ode 

(tt  —  u^)  =  Pdt  ^  {p   —  p)Fdt 

9 

Fu 
oder  wegen  G  ^=  —  nach  §.  75,  GL  (1) 

v 

^_y'==«(^i-'0 (4). 

gv 

Nun  ist  nach  §.75,  Gl.  (2)  mit  dM  -^  0  die  Widerstandshöhe 

jvdp  = ~ — (pv  —  piV^)  +  Jpdv  ^ 

« 

9  9  V 

und  wenn  darin  nach  Gl.  (4) 


—  (p  —  p)v  —  pv  +  Pj^v^  +  Jp 


gesetzt  wird,  so  folgt 


A)'e. 


B  =  -— — — P'^  -\-  Pi^i  +  j pdv  :  ,  .  .  .»vfuiiJ^ft^t 

ff  «1       ..iii'j  oi(I  (I 

Dabei  bedeutet  das  p  hinter  dem  Integralzeichen-  hi3HP'Wc'^P6Sttitg'''lm 
Querschnitte  F,  sondern  diejenige  Pressung; 'WfelcJiS^Ä^^tfiglDßlfecäöfcflÄfa 
Werth  des  von  v^  in  v  übergehenden^  b^Äft^  ^^iffiÄMs^^^fÄii^t. 
Unter  übrigens  gUiiiW^'Shmi^mW'M'iWm^^'^ 
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p'  =  p^  ==  min.  die  Widerstandshöhe  am  grössten,  und  zwar 


Insbesondere  für  tropfbare  Flüssigkeiten  und  überhaupt,  wennvi— » 
=  0  gesetzt  werden  darf,  ergiebt  sich 

B  =  ^^^-^)' a\ 

2g 

d.  h.  die  Widerstandshöhe  ==  der  Geschwindigkeitshöhe,  welche 
der  plötzlichen  Abnahme  der  Geschwindigkeit  entspricht,  and 
der  Widerstandscoefficient: 

^=-i'=fö-')=(^->)' "> 


§.  77.    Tereinigrong  Ton  FlttssigkeitsstrOmen* 

Die  Vereinigung  verschiedöner  Flüssigkeitsströme  zu  einem  resulti- 
renden  gemischten  Strom  ist  besonders  in  solchen  Fällen  von  technischem 
Interesse,  in  welchen  einer  oder  ein  Theil  jener  Ströme  dazu  dienen  soll, 
die  übrigen  zu  befördern  oder  gar  zu  ermöglichen,  in  Folge  der  inneren 
Reibung  und  der  Druckverminderung,  die  sie  in  der  Yereinigungskammer, 
d.  h.  in  dem  Räume  verursachen,  in  welchem  das  Zusammenfliessen  und 
die  Mischung  der  Ströme  stattfindet.  Indem  solche  Vorrichtungen  (wie 
namentlich  die  Wasserstrahlpumpe  von  Thomson,  die  Damp&trahlpumpe 
von  Giffard,  das  Wasserstrahlgebläse,  der  Dampfstrahlaspirator,  insbe- 
sondere die  Blasrohrvorrichtung  der  Locomotiven)  zur  Kategorie  der 
Arbeitsmaschinen,  nämlich  der  Fördermaschinen  für  Flüssigkeiten  gehören, 
werden  sie  später  im  vierten  Bande  dieses  Werkes  näher-  zu  besprechen 
sein.  Hier  sollen  zunächst  nur  die  allgemeinen  Gleichungen  aufgestellt 
werden,  die  sich  auf  den  Beharruugszustand  der  Vereinigung  beliebig  vieler 
solcher  Fltlssigkeitsströme  beliebiger  Art  beziehen,  und  zwar  unter  den 
folgenden  Voraussetzungen : 

1)  Die  einzelnen  Ströme  sollen  alle  in  derselben  Richtung  AX  in  die 
Vereinigungskammer  einfiiessen,  in  welcher  am  anderen  Ende  derselben 
der  aus  ihrer  Mischung  resultirende  Strom  abfliesst 

2)  In  den  kleinsten  Querschnitten  aller  der  contrahirten  Strahlen,  als 
welche  im  Allgemeinen  die  einzelnen  Flüssigkeitsströme  in  die  Vereinigung»- 


§.77.  YEBKIHIOXTKG  VON  FLÜSSIOKEITS8TBÖMBN.  423 

kammer  eintreten,  herrsche  die  gleiche  Pressung  =  f\  und  ebenso  gross 
sei  der  Druck  an  der  gesammten  Oberfläche  der  strömenden  Flüssigkeit  in 
der  Yereinigungskammer  (ausser  etwa  wo  die  Normale  dieser  Oberfläche 
und  somit  der  Normaldruck  auf  dieselbe  rechtwinklig  gegen  ÄX  gerichtet 
ist)  bis  zu  dem  als  eben  und  senkrecht  zu  ÄX  vorausgesetzten  Querschnitt 
l\  durch  welchen  nach  eben  vollendeter  Mischung  der  resultirende  Strom 
die  YereinigungskaDuner  verlässt;  im  Querschnitt  F  sei  die  Pressung  =  p. 
Diese  Voraussetzung  hinsichtlich  der  Pressung  'p  ist  streng  genommen  und 
nothwendig  nur  dann  erfüllt,  wenn  die  strömende  Bewegung  in  der  Yer- 
einigungskammer (analog  dem  im  vorigen  §.  betrachteten  und  durch  Fig.  29 
daselbst  angedeuteten  Falle)  sich  nicht  bis  zu  ihrer  Wand  erstreckt,  viel- 
mehr die  strömende  Flüssigkeit  hier  von  einem  Raum  umgeben  wird,  in 
welchem  nur  unregelmässige  wirbeiförmige  Bewegungen  der  darin  befind- 
Hchen  Flüssigkeit  herrschen,  die  somit  nach  keiner  Richtung  vorwiegend 
eine  Pressungsänderung  bedingen. 

3)  Während  der  Yereinigung  der  Ströme  sei  die  Arbeit  äusserer 
Massenkräfte,  desgleichen  eine  etwaige  Wärmetransmission  durch  die  Wand 
der  Yereinigungskammer  zu  vernachlässigen. 

£s  sei  nun  O  das  Gewicht  des  pro  See.  durch  den  Querschnitt  F 
strömenden  Flüssigkeitsgemisches,  u  die  Geschwindigkeit,  v  das  specif.  Yo- 
lumen,  U  das  specif.  innere  Arbeitsvermögen  desselben  (diese  Grössen,  na- 
mentlich «,  event.  als  Mittelwerthe  für  die  verschiedenen  Punkte  von  F 
verstanden);  desgl.  sei  für  einen  beliebigen  (den  »i*®")  der  in  die  Yereini- 
gungskammer einmündenden  Ströme  das  pro  See.  zuströmende  Flüssigkeits- 
gewicht =  6^m,  und  im  kleinsten  Querschnitte  F^  die  Geschwindigkeit 
=  «„,  das  specif.  Yolumen  =  v,»  und  das  specif.  innere  Arbeitsvermögen 
=  27^.    Dann  ist  für  den  vorausgesetzten  Beharrungszustand 

Q  =  20^  mit  6?  =  "^  und  G^  =  ^^^ (1) 

entsprechend  der  Continuitätsgleichung  (1)  in  §.75  für  einen  einzelnen 
Strom.  Da  ferner  die  äussere  Kraft,  welche  auf  die  von  den  Querschnitten 
F„t  bis  zum  Querschnitte  F  sich  erstreckende  strömende  Flüssigkeit  im 
Sinne  -4X,  also  im  Sinne  der  Geschwindigkeiten  w,„  und  u  wirkt,  gemäss 
der  Yoraussetzung  unter  3)  =  dem  Oberflächendruck  auf  dieselbe  nach 
dieser  Richtung,  also  nach  der  Annahme  unter  2)  =  (p'  —  p)F  ist,  so 
hat  man  nach  dem  Princip  des  Antriebs,  bezogen  auf  die  Richtung  AX  und 
auf  1  Secunde, 

^u-^  i;^u^  =  -  SO^iu  -  u^)  =  (p   -  p)F 
9  9  9 
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/  -  /  =  j|p  ^<?-  ■-  -  -     (2) 

entq^reebeiMi  der  GL  '4    d«s  Torisen  §.  fir  eneii  einzelnen  Strom,  wobei 

Fm 

G^  ^=  6',  —    G  ^^  —  Biiti  •.  ^=  ■,  ist-*  Endlich  ist  nach  der  Gleichung 

r 

des  Arbeitsrennögens  §.  75.  GL  4  .  wenn  dieselbe  mit  G^  mnltipliciri,  be- 
zogtich  anf  den  Misehngsrorsanf  Ton  /*«  bis  F  int^rirt  nnd  für  alle 
Ströme  sommirt  winL  mit  Räcksicht  anf  die  Toraossetznng  unter  3)  und 
weil  anch  die  algebrais^e  Svmme  der  zwischen  den  einzelnen  Strömen 
gegenseitig  mitgetheihen  Wijmeraei^n  =  Nall  ist 

oder  wegen         =  — f-  -  («^  —  m) 

ond  weil  nach  GL  (2) 


V'^m  —  PV  =  p's^  —  fj _i:  G^\H^  —  U) 

ist,  auch 


^(^^^"•*--") 


S  G^  ['•'-^~  •*-  *  +  p'^,^  _  ^,  +  i7-„  -  «7  +  !^  («« -  1  S  ff««.)]  -  0 


oder  endlich  wegen 


20^-  («„-  I S O^H^^  =  *'  (2  G^u^-  2  G„u„  .  -|ü^)  ^  0 


2G„ 


~^-*  +  ^'(«'-.— ')  +  Z7-« -  ir]  =-0  .... (3). 

Die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  in  Verbindung  mit  den  Zustands- 
gloichungen  und  den  Gleichungen  des  inneren  Arbeitsvermögens  der  be- 
treffenden Flüssigkeiten  enthalten,  wie  sich  später  zeigen  wird,  die  Lösungen 
der  verschiedenen  auf  das  Zusammenfliessen  von  Flüssigkeitsströmen  be- 
züglichen Aufgaben,  sofern  dabei  die  hier  zu  Grunde  liegenden  Voraus- 
setzungen als  hinlänglich  zutreffend  zu  betrachten  sind,  eventuell  mit  dem 


^  Eine  mit  Gl.  (2)  identische  und  durch  dieselbe  Betrachtung  erhaltene 
Gleichung  wurde  von  Rankine  (Proceedings  of  the  Royal  Society,  1870)  als 
Fundamentalgleichung  für  die  Gombination  beliebig  vieler  Flüssigkeitsstrahlen 
aufgestellt.    Siehe  auch:  „Der  Civilingenieur",  1871,  S.297. 
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Vorbehalt  solcher  Modificationen,  die  durch  eine  etwaige  Abweichnng  der 
thatsächlich  stattfindenden  von  den  hier  voransgesetzten  Umständen  bedingt 
werden. 

Durch  die  Benutzung  der  Gleichung  des  Arbeitsvermögens  und  der 
aas  dem  Princip  des  Antriebs  gefolgerten  Gl.  (2)  anstatt  der  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  oder  der  Wärmegleichung  (§.  75,  Gl.  2  und  3)  ist  die  in 
diesen  letzteren  vorkommende  Grösse  B  umgangen  worden.  Doch  lässt  sich 
jetzt  diese  Grösse  J?,  nämlich  hier  die  Arbeit  oder  lebendige  Kraft, 
welche  als  solche  bei  der  Vereinigung  der  Ströme  pro  See.  ver- 
loren und  in  Wärme  verwandelt  wird,  leicht  umgekehrt  mit  Hülfe 
der  einen  oder  anderen  jener  Gleichungen  (2)  und  (3)  in  §.  75  bestimmen; 
aus  der  letzteren  folgt  nämlich  durch  Multiplication  mit  G^^  Integration 
bezüglich  auf  den  ganzen  Mischungsvorgaug  und  Summation  für  alle  Ströme 
mit  Rücksicht  darauf  dass  20nQ=  0  ist, 

Vm 

unter  p  in  dem  die  Expansionsarbeit  pro  1  Kgr.  darstellenden  Integral  hier 
nicht  die  bestimmte  Pressung  im  Querschnitte  jP,  sondern  die  veränderliche 
Pressung  beim  Uebergange  des  specif.  Volumens  der  betreffenden  Flüssig- 
keit von  v^  zu  ff  verstanden.  Die  Substitution  des  der  Gl.  (3)  entnommenen 
Werthes  von  SG^i^ —  TT^)  liefert  schliesslich 

V 


B  =  SG 


m 


(Wm— W) 


8 


+  P\vm  —  V)    +  fpdv 


2^ 

Vm 


(4) 


entsprechend  dem  Ausdrucke  (6)  des  vorigen  §.  für  die  Widerstandshöho 
eines  einzelnen  Stroms  bei  einer  mit  örtlicher  Trennung  von  der  Rohrwand 
verbundenen  plötzlichen  Querschnittsveränderung  desselben.  Wenn  insbe- 
sondere keine  Volumänderung  mit  der  Vereinigung  der  Ströme  verbunden 
ist,  so  folgt 

B  =r  2  gJ""-- ""^^ (5) 

=  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte,  die  den  verlorenen  resp.  gewon- 
nenen Geschwindigkeiten  entsprechen,  da  für  einzelne  Ströme  auch  u^n  <C  ^ 
sein  kann. 
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1.    Permanente  Bewegung  des  Wassers. 

§.  78.  Fundamentalgrlelehunsren. 

Das  Wasser   gilt  hier  als  Repräsentant  irgend  einer  tropfbaren 

Flüssigkeit,   deren  specifisclies  Volumen  v  als  unveränderlich 

gegeben   vorausgesetzt   wird.     Ausserdem    wird  im  Folgenden  von 

einer  etwaigen  Veränderlichkeit  der  Temperatur  T  abstrahirt 

Das  durch  v  und  T  bestimmte  specif.  innere  Arbeitsvermögen  U  ist  dann 

auch  eine  Constante,  und  es  bleiben  von  den  5  Grössen  p^  v^T^  U^u  (§.  75) 

nur  p  und  u  als  Functionen  von  a  zu  bestimmen.  Dazu  dienen  (ausser  den 

Grenzbedingungen)    die    Continuitätsgleichung   und    die   Gleichung 

der  lebendigen  Kraft  Erstere  (§.  75,  Gl.  1)  kann  hier  wegen  v  =  Cond. 

geschrieben  werden: 

Fu  =  FqUq  =  F  .  .  ,  .• (i; 

unter  Uq  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Anfangsquerschnitt  Fq  und  unter 
V  das  pro  Secunde  durch  jeden  Querschnitt  strömende  constante  Wasser- 
volumen verstanden.    Aus  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

—  4-  vdp  =r:  dM  —  dB  (§.  75,  Gl. 2) 

ff 

folgt  durch  Integration  vom  Querschnitt  F^  bis  zum  Querschnitt  F  resp. 

längs  dem  Bogen  SqS  ==  s  der  Mittellinie,  dessen  Endpunkte  5^  und  S 

die  Schwerpunkte  von  Fq  und  F  sind,  und  wenn  statt  des  specif.  Volumens 

hier  das  specif.  Gewicht  v  =r  —  in  die  Rechnung  eingeführt  wird, 

V 

in  Uebereinstimmung  mit  Gl.  (7)  in  §.  73,  wenn  dieselbe  unt^r  der  Voraus- 
setzung 7  =r.  Const.y  also  7i  =  0,  auf  die  Bahn  SqS  als  Mittel  der  unend- 
lich vielen  von  Fq  bis  F  sich  erstreckenden  Bahnen  ÄqA  bezogen  und 
die  mittlere  Widerstandsarbeit  pro  1  Kgr.  Wasser  mit  —  B  bezeichnet  wird. 
Als  wirksameMassenkräfte  werdenhierstetsnurdieSchwer- 
kraft  (mit  constanter  Grösse  und  Richtung)  und  event.  bei  eigener  Be- 
wegung desGefässes  oder  der  Röhre  die  betreffende  Ergänzungs- 
kraft vorausgesetzt  Ist  also  k  die  Arbeit  der  letzteren  pro  1  Kgr.  auf 
dem  Wege  SqS  =  «,  nämlich 

1    * 
k  = ffcosQ  ds (2 
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nach  §.  75,  Gl.  (5),  wenn  /  die  Beschleanigung  eines  Punktes  der  Mittel- 
linie nnd  Q  den  Winkel  bedeutet,  den  sie  mit  der  im  Sinne  der  Bewegung 
i  genommenen  Richtung  der  Mittellinie  bildet,  und  ist  femer  h  die  Höhe 
des  Punktes  Sq  über  dem  Punkte  S,  so  ist  die  Arbeit  der  Massenkräfte 

pro  1  Egr. 

M= h  +  k   ' 

und  somit  die  obige  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  die  Rohrstrecke  FqI 

Für  den  Zustand  der  relativen  Ruhe  des  Wassers  in  der  Röhre  wäre 
mit  I«  =  0  und  Uq  =  0  auch  ^  =  0,  also  nach  Gl.  (3)  der  Ucbcrschuss 
der  Druckhöhe  im  Querschnitt  F  über  dieselbe  im  Querschnitt  Fq 

^P  —  Po 


(' 


=  h  +  i. 


u*—  u' 


r 

welche  Grösse  die  hydrostatische  Ueberdruckhöhe  der  Rohrstrecke 
F^F  genannt  werden  kann  im  Gegensatze  zur  hydraulischen  Ueber- 
druckhöhe derselben  = —  im  Falle  der  Bewegung:  der  Uoberschuss 

7 
der  ersten  Über  die  zweite,  also  die  Grösse 

7/  =  Ä  +  i  +  ?^^^^ (*X 

7 

womit  Gl.  (3)  auch  kürzer  geschrieben  werden  kann: 

„    '^--=  H-  B (5), 

heisse  die  wirksame  Druckhöhe  für  die  Rohrstrecke  F^F,  Sic  ist 
derjenige  Theil  ihrer  hydrostatischen  Ueberdruckhöhe,  welcher  auf  die  Er- 
haltung der  Bewegung  in  dieser  Rohrstrecke  verwendet,  nämlich  nach 
GL  (5)  theils  zur  Bewältigung  der  Widerstände  als  Widerstandshöhe  B  (ver- 

loreue  Druckhöhe)  verbraucht,  theils  in  Geschwindigkeitshöhe  = — — 

(lebendige  Druckhöhe)  umgesetzt  wird.  Ist  £  der  Widcrstandscoefficient  für 
die  fragliche  Strecke,  q>  der  entsprechende  Geschwindigkeitscoefficient,  so 
folgt  auch  aus  Gl.  (5)  mit  Rücksicht  auf  §.  76,  Gl.(l)  und  (2) 


-VA 


+  2yir 


_|_  g       =  9l/<  -¥^911 (6). 

Die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (6)  oder  (6)  unter  Berücksichtigung  der 
Bedeutung  von  H  nach  Gl.  (4)  bilden  die  Grundlage  zur  Lösung  aller  Auf- 


428  AÜ8FLUS8  DES   WASSERS  AUS   OEPÄSSEN.  §.79. 

gaben,  welche  die  permanente  Bewegung  des  Wassers  anter  den  hier  m 
Grunde  liegenden  Voraussetzungen  betreffen  und  welche  sich  theils  auf  den 
Ausfluss  ans  Gefissen,  theils  auf  die  Bewegung  in  längeren  Röhren  beziehen. 


a.   Ausfluss  des  Wassers  aus  Geissen. 
§.  79.    Ausflassgesehwindigkeit  und  Ausflussmenge. 

Die  in  einem  Gefösse  enthaltene  Wassermenge  werde  durch  ent- 
sprechenden Zufluss  constant  erhalten,  während  durch  eine  Oeffhung  im 
Boden  oder  in  der  Seitenwand  des  Gefässes  beständig  Wasser  ausfliesst; 
indem  dann  dieser  Ausfluss  dauernd  unter  gleichen  Umständen  in  gleicher 
Weise  stattfindet,  ist  er  ein  Fall  permanenter  Bewegung.  Die  Ausfluss- 
Öffnung  oder  Mündung  befindet  sich  entweder  als  einfache  Wandöffnung 
unmittelbar  in  der  Gcfässwand  oder  am  £nde  eines  Mundstäcks,  d.  h. 
einer  Ansatzröhre,  welche  hier  einstweilen  als  so  kurz  vorausgesetzt  wird, 
dass  der  allgemeine  Leitungswiderstand  derselben  zu  vernachlässigen  oder 
in  den  besonderen  Widerstand  (§.  76)  einzubcgrcifcn  ist,  der  durch  eine 
plötzliche  Querschnittsänderung  des  Wasserstroms  in  der  Ansatzröhre  ver- 
ursacht werden  kann.  Indem  diese  Mündung  =  A  als  eine  ebene,  von 
der  inneren  Wandflächo  des  Gefässes  resp.  des  Mundstücks  rings  umgrenzte 
Fläche  verstanden  wird,  ist  sie  im  Allgemeinen  nicht  ein  Querschnitt  des 
Wasserstroms  in  dem  mit  dieser  Bezeichnung  bisher  verbundenen  Sinne, 
d.  h.  sie  wird  von  den  Bahnen  der  Wassertheilchen  im  Allgemeinen  nicht 
unter  rechten,  sondern  unter  solchen  Winkeln  geschnitten,  welche  in  Folge 
des  seitlichen  Zuflusses  zur  Mündung  nach  deren  Rande  hin  immer  spitzer 
werden.  Mit  dieser  schrägen  Richtung  nimmt  auch  zugleich  die  Erümmong 
der  Bahnen  nach  dem  Räude  der  Mündung  zu,  die  Pressung  in  derselben 
somit  ab  bis  zu  derjenigen  Pressung  =  p,  die  in  dem  die  Mündung  um- 
gebenden äusseren  Räume  an  dieser  Stelle  herrscht.  Die  Folge  dieser  Um- 
stände ist  im  Allgemeinen  eine  Querschnittsvcrkleinerung,  eine  Contrac- 
tion  des  Wasserstrahls  nach  dem  Austritt  aus  der  Mündung;  erst  in 
einer  gewissen,  mit  den  Dimensionen  der  Mündung  vergleichbaren  kleinen 
Entfernung  von  derselben  sind  die  Bahnen  mit  genügender  Annäherung  als 
parallele  gerade  Linien  zu  betrachten.  In  dem  entsprechenden  kleinsten 
Querschnitt  dos  contrahirten  Strahls  =^  jP,  der  somit  eine  ebene 
Fläche  ist,  und  dessen  Yerhältniss  zur  Mündung 
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F 

der  Contractionscoefficient  genannt  wird,  kann  die  mittlere  Pressung 

=  dem  äusseren  Druck  p  gesetzt  werden.    Die  mittlere  Geschwindigkeit 

=  «  in  diesem  Querschnitt  F  soll  als  die  Ausflussgeschwindigkeit 

verstanden  werden,  die  nach  den  Formeln  des  vorigen  §.  zu  berechnen  ist, 

wenn  gegeben  sind:  der  äussere  Druck  =  p^  an  der  freien  Oberfläche  im 

Gewiss  und  =^  /^  an  der  Mündung,  die  unveränderliche  Lage  jener  freien 

Wasseroberfläche  gegen  das  Gefäss  und  ihre  Grösse  =  F^^  wodurch  auch 

F 
die  Oberfiächengeschwindigkeit  u^  =  ~-u  des  Wassers  im  Yerhältniss  zur 

Ausflussgeschwindigkeit  bestimmt  ist,  endlich  event.  die  Art  der  eigenen 
Bewegung  des  Gefässes.  Schliesslich  ist  dann  die  Ausflussmenge,  wo- 
runter hier  immer  das  pro  See.  ausfliessende  Wasservolumen  verstanden  wird, 


V  =  Fu  ~  aAu  =  ag)^y«o*  +  2ffir. 

Das  Product  des  Ausfluss-  und  des  Geschwindigkeitscoefficienten  pflegt 
der  Ausflusscoefficient  genannt  zu  werden;  wird  derselbe 

V 
gesetzt,  so  folgt  aus  obiger  Gleichung  mit  Uq  =  -^ 

^0 


"'  [(^-  -  Sil = ''"• 


tho  F=uaI/ -■'^^ U) 


.yz 


ml  «  =  -^  =  0)   t/—^?JL        (2).^ 


aA  r       -I       ff^-^X 


*  Wäre  A  =»  Fg,  entsprechend  dem  Grenzfalle  einer  verticalcn  cylindrlschen 
Röhre,  in  der  das  Wasser  mit  permanenter  Bewegung  abwärts  fliesst,  so  wäre 
G  =  1  und  ^  =  ^,  also 


«-.Kri^-|/^-[/ 


2gH 


In  diesem  Falle  v&re  nur  in  Folge  der  Bewegongswiderst&nde  die  Erhaltung 
des  coDÜnalrlichen  Zusammenhanges  bei  vollständiger  Ausfüllung  aller  Quer- 
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A 

In  der  Regel  ist  — -  hinlänglich  klein,  nm  einfacher 

-^0 


u  =  (p^2gE      und      V=  nÄ^2gH (3) 

setzen  zu  dürfen;  der  dadurch  begangene  Fehler  beträgt  weniger,  als  —  I -=-1 

des  wahren  Werthes  von  u  resp.  FJ  also  schon  dann  weniger,  als  Vj  P")- 
cent  (entsprechend  der  Genauigkeit,  mit  der  höchstens  etwa  die  Coeffid- 
cnten  q)  und  [i  für  die  verschiedenen  Fälle  bekannt  sind),  wenn  nur  Ä 

<  0,1^0  ist. 

Was  die  wirksame  Druckhöhe  ZT  betrifft,  die  nach  Gl  (4)  im  vorigen  {. 
u.  A.  von  der  eigenen  Bewegung  des  Gefässes  abhängt,  so  soll,  sofern  das 
Gcgentheil  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird,  im  Folgenden  stets  vorausge- 
setzt sein,  dass  sich  das  Gefäss  in  Ruhe  oder  in  geradlinig  gleichförmiger 
Translationsbewegung  befindet,  die  freie  Oberfläche  des  Wassers  im 
Gcfäss  folglich  eine  horizontale  Ebene  bildet.  Ist  dann  h  die  Höhe 
derselben  über  dem  Schwerpunkte  von  F^  so  ist 

H=h^?^:=LJL    (4> 

7 
Ist   das  Gefäss   ringsum   von    der    freien  atmosphärischen 
Luft  umgeben,  deren  specif.  Gewicht  am  Ort  des  Gewisses  =  il  sei,  so 

ist  j?Q  —  P  ^=  —  Äi,  also  H  =  h  f  1 j  so  wenig  <1  Ä,  dass  ohne  in 

Betracht  kommenden  Fehler 


u  =  (p^2gh      und      V  =  (iA^2gh (5) 

gesetzt  werden  kann.  Von  solchen  Fällen,  in  welchen  p^  und  p  wesentlich 
verschieden  sind,  ist  namentlich  der  Ausfluss  unter  Wasser,  d.  h.  der 
Fall  bemerkenswerth,  in  welchem  das  Wasser  aus  einem  in  ein  anderes 
Ge&ss  fliesst,  in  dem  die  horizontale  freie  Oberfläche  gleichfalls  eine  con- 
staute  Höhe  h^  <i  k  über  dem  Schwerpunkte  von  F  hat.  Ist  dann  der 
äussere  Druck  an  beiden  Wasseroberflächen  fast  gleich,  z.  B.  beiderseits 

der  Atmosphärendruck,  so  ist  — =  —  Aj,  also  H  =  h  —  \  oder 

es  gelten  dieselben  Gleichungen  (5),  falls  nur  jetzt  unter  A  die  Höhendif- 
ferenz der  Wasseroberflächen  in  beiden  Gefässen  verstanden  wird.  — 


schnitte  möglich,  so  dass  es  durchaus  sachgemäss  ist,  wenn  sich  mit  ^^  ^ 
der  unmögliche  Werth  u  «=>  oo  ergiebt,  durch  welchen  eine  oberflächliche  Be- 
urtheilung  sich  mehrfach  berechtigt  hielt,  die  principielle  Zuläasigkeit  jener | 
schon  von  Daniel  Bernonlli  aufgestellten  Formel  (2)  in  Zweifei  zu  ziehn. 
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Sofern  die  Lage  des  kleinsten  Querschnitts  F  des  contrahirten  Strahls 
gegen  die  Mündung  A  in  irgend  einem  gegebenen  Falle  nicht  genan  be- 
kannt ist,  pflegt  man  zur  Yermeidung  der  dadurch  bedingten  Unsicherheit 
bei  der  Benutzung  vorstehender  Gleichungen  fQr  h  die  Höhe  der  freien 
Wasseroberfläche  aber  dem  Schwerpunkte  der  Mttndung  A  (statt  über  dem 
Schwerpunkte  von  F)  zu  setzen;  die  Coefficienten  9)  und  jt/,  die  dann  dieser 
Bedeutung  von  h  gemäss  bestimmt  werden  müssen,  erhalten  dadurch  auch 
eine  entsprechend  modificirte  Bedeutung  um  so  mehr,  je  weniger  die  Mün- 
dongsebene  gegen  den  Horizont  geneigt  ist  und  je  weniger  klein  die  Di- 
mensionen von  A  im  Vergleich  mit  II  sind. 

Wenn  die  Mündungsebene  nicht  horizontal  und  die  Höhe 
der  Verticalprojection  von  A  nicht  viel  <i  H  ist,  so  können  die 
Formeln  auch  deshalb  einer  Correction  bedürfen,  weil  dann  die  Geschwin- 
digkeiten in  verschiedenen  Horizontallinien  von  A  zu  sehr  verschieden  sind, 
als  dass  mit  genügender  Annäherung  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  der- 
jenigen im  Schwerpunkte  gleich  gesetzt  werden  könnte.  Wird  dann  die 
Mandung  durch  horizontale  Linien  in  unendlich  schmale  Flächenstreifen 
zerlegt,  und  ist  für  einen  solchen 

X  die  Entfernung  von  der  durch  den  Schwerpunkt  von  A  gehenden 
Horizontallinie  (positiv  oder  negativ,  jenachdem  er  tiefer  oder  höher 
liegt,  als  der  Schwerpunkt), 

y  die  Länge,  also  die  horizontal  gemessene  Breite  von  A^ 

s  die  wirksame  Druckhöhe,  d.  h.  die  um  -^ vermehrte  Tiefe  unter 

7 
der  freien  Wasseroberfläche, 

so  ist  der  Inhalt  des  Streifens 

dz 
dA  =  ydx  ==  y 


sinip 

falls  ^  den  Winkel  bedeutet,  unter  dem  die  Mündungsebene  gegen  den 
Horizont  geneigt  ist.  Sind  dann  femer  JT,  ff^  und  H^  die  Werthe  von  z 
fllr  den  Schwerpunkt,  fär  den  tiefsten  und  für  den  höchsten  Punkt  von  A^ 
so  ist  für  die  Gleichungen  (3)  zu  setzen: 

Ist  z.  B.  A  ein  Rechteck  mit  zwei  horizontalen  Seiten  =  5,  so  er- 
giebt  sich: 
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Näherungsweise  ist  allgemein  wegen  t  =  ff  -^  xstny? 


yr  =  V7/ 1/ 1  +  j  ««V  =  y  Ä  (i + 1 1,  „„^  _  1  ^  ^.^ 


r=r 


J7       ^  '       \'2//       ^        8Ä» 


also  wegen  JxdA  ^=r  0,  und  wenn  das  Trägheitsmoment  von  J^  iu  Beziehung 
auf  die  horizontale  Schwerpunktsaxe 

Jx^dA  =-  JJc 


gesetzt  wird, 


V^  f^AV2ffJl(l-^--sfn^tp^ 


1    k^ 


tpy2gJT(^i-~—^sin*tp 


(8). 


Hat  die  Mündung  eine  horizontale  Symmetrieaxe,  so  ist  durch  diese 
Formeln,  also  durch  den  Correctionsfactor 

1   k^ 
1-/^1—-  :^8in^w 

auch  noch  das  4^  Glied  der  Reihenentwickelung  berücksichtigt,  weil  in 
diesem  Falle  jx^dA  ^=  0  ist 

Es  ist  z.  B.  für  eine  rechteckige  Mündung  mit  den  Seiten  a  und  i, 
von  denen  letztere  horizontal  sind, 

Ak^  =  -—  =  A—,  also  k^  =  -• 
12  12'  12 

und  für  eine  elliptische  Mündung  mit  den  Hauptaxen  a  und  h^  von 
denen  letztere  horizontal  ist, 

16' 
soitiit 

Der  Correctionsfactor  =1  —  /ist  also  in  diesen  Fällen  um  weniger  ab 
0,005  von  1  verschieden,  wenn  die  Höhe  der  Mündung 

=  astntp  <  0,72?  resp.  <  0,8 IT 

ist.  Uebrigens  pflegt  selbst  in  den  seltenen  Fällen,  in  welchen  die  Mfln- 
dungshöhe  verhältnissmässig  grösser  ist,  die  Rechnung  nach  den  einfügen 
Formeln  (3)  vorgezogen  zu  werden,  so  dass  dann  der  Einflnss  des  in  Rede 


Ak^  =   -  (     )  —  =  A-  ,  also  k^  = 
4  V2/    2  16' 
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stehenden  Correctionsflactors  in  den  für  verschiedene  Umstände  entsprechend 
za  bestimmenden  Coefficienten  (jp  und  fi  enthalten  ist,  weil  sich  zeigt,  dass 
aach  in  den  Formeln  (8)  diese  Coefficienten  noch  abhängig  von  den  Di- 
mensionen der  Mündnng  und  von  der  Druckhöhe  bleiben  und  somit  doch 
für  verscliiedene  Umstände  besonders  durch  Versuche  bestimmt  werden 
müssen. 


§.80.  Beaetion  des  ansfliessenden  Wassers;  Maximum  der  Contraetion. 

In  einer  Yerticalebene,  welche  der  Ausflussgeschwindigkeit  u  parallel 
ist,  mögen  die  Coordinatenaxen  der  x  und  y  in  fester  Lage  gegen  das 
Ausflussgefäss  so  angenommen  werden,  dass  die  x-Axe  vertical  abwärts  ge- 
richtet, die  y-Axe  horizontal  ist  und  mit  u  einen  spitzen  Winkel  bildet. 
Ist  dann 
ip  der  spitze  oder  stumpfe  Richtungswinkel  von  u  gegen  die  s-Axe, 
«0  die  vertical  abwärts  gerichtete  mittlere  Geschwindigkeit  an  der  hori- 
zontalen freien  Oberfläche, 
V  das  pro  See.  ausfliessende  Wasservolumen, 
so  ist  der  Zuwachs  an  Bewegungsgrösse,  welchen  die  im  Gejßiss  momentan 
enthaltene  Wassermasse  (dieselbe  gerechnet  bis  zum  kleinsten  Querschnitt 
F  des  contrahirten  Strahls)  beziehungsweise  im  Sinne  der  sß-Axe  und  der 
y-Axe  im  Zeitelement  dt  erfährt, 

yV  yV 

=  —  {ueosip  —  UQ)dt     und     =   —  uftimpdt, 

9  9 

Indem  dieser  Zuwachs  nach  dem  Princip  des  Antriebs  oder  des  Impulses 

beziehungsweise  ==  Xdt  und  =  Tdt  sein  muss,  unter  X  und  F  die  im 

Sinne  der  betreffenden  Coordinatenaxen  genommenen  Componentensummen 

der  auf  jene  Wassermasse  wirkenden  äusseren  Kräfte  verstanden,  hat  man 

yV  yV 

X  =    -    (ucostp  —  Uq):        Y  =   —  ufttnW (1). 

9  9 

Um  den  Betrag  dieser  Kräfte  wird  der  Druck  des  Wassers  auf  das  QefilAS, 

der  im  Ruhezustände  bei  geschlossener  Mündung  im  Sinne  der  x-An^ 

=  seinem  Gewicht,  im  Sinne  der  ^-Axe  =  Null  ist,  durch  den  Ausfluss 

vermindert;   oder  mit  ebenso  grossen  Kräften  wirkt  das  Wasser  durch 

seinen  Ausfluss  im  entgegengesetzten  Sinne  auf  das  Gefäss,  d.  h.  es  sind 

X  und  Y  nach  Gl.  (1)  die  sogenannte  Vertical-  und  Horizontalre- 

action  des  ausfliessenden  Wassers  im  Sinne  der  negativen  Axen  der 

X  und  der  y. 

Grasliof,  theoret.  MaBchineiilehre.    I.  28 
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Von  Uq  kann  in  der  Regel  ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  ab- 
strahirt  werden,  nnd  es  ist  dann  die  Jtesultante  von  X  und  F,  und  zwar 
allgemein  anch  bei  nicht  horizontaler  Oberfläche  des  Wassers  in  einem  be- 
wegten Gefäss 

R  =-  VX«  +  F^  =  ^^«*    (2), 

ff 

d.  h.  die  Reaction  =  der  Bewegungsgrösse  des  pro  See.  ausflies- 
senden Wassers  und  entgegengesetzt  der  Ausflussgeschwindig- 
keit gerichtet.    Mit  V  =  Fu  erhält  man  auch 

=  dem  doppelten  Gewicht  einer  Wassersäule,  deren  Basis  =■ 
dem  kleinsten  Querschnitt  des  contrahirten  Strahls  und  deren 
Höhe  =  der  Ausflussgeschwindigkcitshöhe  ist;  oder  endlich  mit 

F  =  aÄ  und  u  =r  ^  ^^gH 

R  =  2ag)^yAir  ^  2fiq)yAJI [i\ 

Das  bewegte  Wasser  wirkt  übrigens  in  zweifacher  Weise  auf  die  Ge- 
fässwand :  theils  durch  normalen  Druck,  theils  in  tangentialem  Sinne  darch 
Reibung;  jene  Kraft  iZ,  welche  das  ausfliessende  Wasser  entgegengesetit 
dem  Sinne  von  u  auf  das  Gefäss  austtbt,  ist  der  Ueberschuss  des  in  gleichem 
Sinne  genommenen  Normaldrucks  =  F  über  die  im  Sinne  von  u  genom- 
mene äussere  Reibung  =  E\  Um  die  Grösse  F  =  R  -\-  B^  ist  der  im 
Sinne  der  Ausflussgeschwindigkeit  u  genommene  oder  (sofern  die  Ebenen 
A  und  F  einander  parallel  vorausgesetzt  werden  können)  der  zur  Mündungs- 
ebene senkrecht  nach  aussen  genommene  Normaldruck,  welcher  an  der 
Oberfläche  des  im  Gefäss  enthaltenen  Wassers  an  der  Stelle  der  Mündung 
und  in  ihrer  Umgebung  stattfindet,  im  Zustande  der  Bewegung  (beim  Aus- 
fluss  des  Wassers)  kleiner,  als  im  Zustande  der  Ruhe  (bei  geschlossener 
Mündung),  und  dieser  Umstand  kann  iu  Verbindung  mit  Gl.  (4)  dazu  dienen, 
einen  bemerkenswerthen  Grenzwerth  des  Contractionscoefficienten 
festzustellen. 

Es  ist  nämlich  im  Zustande  der  Ruhe  der  Druck  auf  den  der  geschlos- 
senen Mündung  entsprechenden  Theil  A  der  Oberfläche  =  Aiyh  -}-  Po)- 
Im  Zustande  der  Ausflussbewegung,  wobei  die  Wassermasse  im  Geftss  bis 
zum  kleinsten  Querschnitt  F  des  contrahirten  Strahls  gerechnet  wird,  tritt 
an  die  Stelle  jenes  ebenen  Theils  A  der  Oberfläche  die  ebene  Fläche  F 
nebst  der  krummen  Fläche,  die  den  Umfang  von  F  mit  dem  Umfange  von 
A  verbindet  (bei  Fig.  30,  A  mit  ah^  ah  im  Durchschnitt  bezeichnet);  und 
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^'^«'^-  da  in  dieser  ganzen  Fläche  abba 

der  specifische  Druck  =  p  ist,  so 
ist  der  Gesammtdruck  normal  zu 
A  =  Ap  gemäss  dem  Gesetz  unter 
3)  auf  S.  303.  An  dem  der  Mün- 
dung A  entsprechenden  Theil  der 

Oberfläche  ist  also  der  hydraulische 
Druck  normal  zu  A  um 

kleiner,  als  der  hydrostatische.  Indem  aber  das  Wasser  zum  Theil  längs 
der  Gefjlsswand  hin  der  Mündung  zufliesst  mit  einer  Geschwindigkeit, 
welche  wenigstens  nahe  am  Rande  der  Mündung  eine  merkliche  Grösse 
hat,  wird  dadurch  auch  an  diesem  die  Mündung  rings  umgebenden  Theil 
äer  Gefässwand  der  hydraulische  Druck  merklich  kleiner,  als  der  hydro- 
statische; ob  und  in  welchem  Grade  hierdurch  der  im  Sinne  von  u  genom- 
mene Normaldruck  noch  weiter  verkleinert  und  somit  der  im  entgegenge- 
setzten Sinne  genommene  resultirende  Normaldruck  auf  die  Gefilsswand: 

P=  H  +  b:  >  yAII (5) 

wird,  hängt  von  der  Gestalt  des  die  Mündung  umgebenden  Theils  der  Ge- 
fässwand ab.  Wenn  die  Normalen  der  Oberfläche  daselbst  nur  wenig  gegen 
die  Normale  von  A  geneigt  oder  gar  derselben  parallel  sind,  wie  im  Falle 
-4,  Fig.  30,  so  muss  P  wesentlich  >>  yAH  sein,  wogegen  im  Falle  -5, 
Fig.  30,  d.  h.  im  Falle  eines  in  das  Innere  des  Gcfässes  hineinragenden, 
cyiindrisch  auslaufenden  Mundstücks  sich  P  um  so  mehr  der  Grenze  yAH 
Dähem  wird,  je  kleiner  die  Wanddicke  des  Mundstücks  ist;  wäre  diese 
Wanddicke  grösser  oder,  was  im  Erfolg  einerlei  ist,  das  innere  Mundstück 
an  der  Mündung  mit  einem  rechtwinklig  umgebogenen  Rande  verschen 
(Fig.  30,  C)^  so  würden  sich  die  Verhältnisse  denen  des  Falles  A  wieder 
nähern,  um  so  mehr,  je  breiter  der  Rand  ist  Immer  aber  ist  P  mindestens 
=  yAH^  sofern  nur  die  auswärts  gerichteten  Normalen  des  die  Mündung 
umgebenden  Theils  der  Oberfläche,  an  welchem  die  Geschwindigkeit  von 
merklicher  Grösse  ist,  unter  spitzen  oder  höchstens  rechten  Winkeln  gegen 
die  Richtung  von  u  geneigt  sind. 

Was  die  Grösse  R'  betrifft,  so  kann  man  bemerken,  dass  nach  Gl.  (4) 
mit  9  =  1,  d.  h.  ohne  den  Einfluss  der  Widerstände,  die  Reaction  = 
2ayAII  sein  würde.  Wird  sie  mit  R^  bezeichnet,  so  ist  der  Ueberschuss 
Rq  —  R  der  gesammte  Bewegungswiderstand  nach  der  zur  Mündungsebene 

normalen  Richtung,  und  wenn  derselbe  =  R'  gesetzt  wird,  so  folgt 

28* 
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Ä  +  i2'  =  2cc/An (6). 

Aus  (5)  und  (6)  folgt 

■Oy • <'> 

Der  Grenzwerth  a  =  ---  entspricht  dem  Falle  einer  inneren  cylin- 

drisch  en  Ansatzröhre  von  verschwindend  kleiner  Wanddicke  und  von  solcher 
Länge,  dass  an  der  Stelle,  wo  sie  in  den  nicht  cylindrischen  Theil  der 
Gefässwand  übergeht,  die  Geschwindigkeit  des  der  Mündung  zufliessenden 
Wassers  noch  verschwindend  klein  ist;  andererseits  darf  übrigens  die  Länge 
der  Röhre,  wenn  diese  horizontal  oder  gegen  die  Verticale  geneigt  ist,  eine 
gewisse  Grenze  nicht  überschreiten,  damit  der  Strahl  nach  dem  Austritt 
aus  der  Mündung  nicht  mit  der  äusseren  Gefässwand  (der  inneren  Robr- 
wand)  in  Berührung  komme,  wie  hier  stillschweigend  vorausgesetzt  wurde. 

Auch  ist  das  dem  Grenzwerth  a  =  —  entsprechende  Maximum  derCon- 

traction  an  die  Voraussetzung  gebunden,  dass  die  auswärts  gerichteten 
Normalen  des  die  Mündung  umgebenden  Theils  der  Oberfläche  nicht  stumpfe 
Winkel  mit  der  Richtung  von  u  bilden,  wie  es  bei  einer  gegen  die  Mün- 
dung hin  sich  conisch  erweiternden  inneren  Ansatzröhre  der  Fall  wäre; 
die  durch  die  Geschwindigkeit  bedingte  Verminderung  des  hydraulischen 
Normaldrucks  an  dieser  Stelle  würde  dann  auch  eine  Verminderung  des 
entgegengesetzt  dem  Sinne  von  u  genommenen  Normaldrucks  auf  das  Ge- 
^ss  zur  Folge  haben,  so  dass  an  die  Stelle  von  (5)  die  Ungleichheit 

P  =  Ä  +  ä'  <  yÄH 

treten  würde.  Abgesehen  davon  indessen,  dass  sich  in  solchem  Falle  die 
Bewegung  des  der  Mündung  seitlich  zufliessenden  Wassers  nur  in  sehr  un- 
bedeutendem Grade  bis  zur  Rohrwand  erstrecken  würde,  dürfte  auch  die 
Röhre  nur  sehr  wenig  conisch  divergent  sein,  um  es  zu  verhindern,  dass 
der  Wasserstrahl  mit  der  inneren  Rohrwand  in  Berührung  kommt  und 
event.  die  Röhre  ausfüllt,  dieselbe  so  aus  einer  inneren  divergenten  ge- 
wissermassen  in  eine  äussere  convergente  Ansatzröhre  verwandelnd,  deren 
kleinster  Querschnitt  nunmehr  die  Mündung  A  wäre.  Es  ergiebt  sich  also 
(in  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung),  dass  der  Contractionscoef- 

ficient,  wenn  überhaupt,  jedenfalls  nur  sehr  wenig  <C  —  sein 

kann,  dass  er  aber  jedenfalls  >>  —  ist,  wenn  der  Normaldruck 

des  Wassers  auf  die  Gefässwand  rings  um  die  Mündung  herum, 
überhaupt  überall  da,   wo  die  Oberflächengeschwindigkeit  des 
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Wassers    von   merklicher   Grösse   ist,    spitze   Winkel   mit   der 
Ausflussgeschwindigkeit  bildet.  — 

Zur  Yollständigen  Bestimmung  des  Keactionsdrucks  R  würde  ausser 
seiner  Grösse  und  Richtung  auch  die  Lage  seiner  Richtungslinie  gegen  das 
Gefäss  gehören.  In  dieser  Beziehung  ist  einleuchtend,  dass  zwar  die  Rieh- 
tongslinie  desjenigen  Bestandtheils  =  yAH  von  P,  welcher  dem  Unter- 
schied des  hydraulischen  und  des  hydrostatischen  Drucks  auf  die  Mündung 
Ä  selbst  entspricht,  mit  der  Normalen  im  Schwerpunkte  derselben  zusammen- 
tut mit  derselben  Annäherung,  mit  welcher  diese  auch  den  Querschnitt  F 
in  seinem  Schwerpunkte  8  normal  schneidet  und  die  wirksame  Druckhöhe 
H  des  Punktes  8  der  mittleren  des  Querschnitts  F  gleich  gesetzt  wird, 
dass  aber,  dasselbe  vom  anderen  Bestandtheil  von  P,  sowie  von  i^,  also 
auch  vom  resultirenden  Reactionsdruck  R  =  P  —  R'  im  Allgemeinen  nur 
dann  ohne  Weiteres  behauptet  werden  kann,  wenn  der  seitliche  Zulluss 
des  Wassers  zur  Mündung  ringsum  in  gleicher  Weise  stattfindet.  Anderen- 
falls ist  wegen  mangelnder  Kenntniss  des  Gesetzes,  nach  welchem  die  Ge- 
schwindigkeiten und  die  davon  abhängigen  Reibungen  an  der  Gefässwand 
vcrtheilt  sind,  eine  genauere  Bestimmung  der  Richtungslinie  von  R  über- 
haupt nur  durch  den  Versuch  zu  erlangen. 

Bei  solchen  Versuchen  von  P.  Ewart*  wurde  das  Ausflussgefäss  ver- 
mittels eines  festen  Gehänges  an  einer  horizontalen,  rechtwinkelig  und 
windschief  gegen  die  gleichfalls  horizontale  Ausflussgeschwindigkeit  gerich- 
teten Axe  aufgehängt  und  vermittels  einer  Winkelhebelwage  der  Druck 
bestimmt,  welcher  in  der  Richtungslinie  von  u  (in  einer  die  Mündi^ng  Ä 
in  deren  Schwerpunkt  rechtwinkelig  schneidenden  Geraden)  auf  das  Gefäss. 
wirken  musste,  um  es  in  derselben  Lage  wie  bei  geschlossener  Mündung 
nnd  bei  gleicher  Wasserfüllung  zu  erhalten.  Wird  der  so  gemessene  Druck 
als  Reactionsdruck  R  betrachtet,  so  ergeben  sich  aus  Gl.  (4)  solche  Werthe 
von  a^^  =  (lip,  welche  mit  anderweitigen  Bestimmungen  dieser  Coeffici- 
enten  nahe  übereinstimmen,^^  woraus  zu  schliessen,  dass  auch  die  Richtungs- 
linie von  R  mit  derjenigen  des  gemessenen  Drucks  bei  jenen  Versuchen 
nahe  zusammenfiel.  Wenn  dergl.  Versuche  so  eingerichtet  werden,  dass 
diese  Coincidenz  a  priori  angenommen  werden  darf,  so  können  sie  zur  Be- 
stimmung eines  der  Coefficienten  a,  g)  dienen,  wenn  der  andere  bekannt  ist. 


*  Memoire  of  the  Manchester  Philosophical  Society,  Vol.  II. . 
**  Weisbach,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik,  Bd.  I 
(4to  Aufl.),  S.  970. 
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§.  81.    Ausflnss  ans  bewesrten  Oefftssen* 

Wenn  das  Ausflussgefäss  selbst  in  Bewegung  ist  der  Art,  dass  die 
freie  Wasseroberfläche  nicht  eine  horizontale  Ebene  bildet,  so 
sind  die  Arbeiten  der  Kräfte,  welche  die  Bewegungen  der  von  verschie- 
denen Stellen  der  Oberfläche  aus  gegen  die  Mündung  hin  fliessenden 
Wassertheilchen  bestimmen,  einzeln  Zu  sehr  verschieden,  als  dass  bei  der 
Berechnung  der  mittleren  Ausflussgeschwindigkeit  ohne  Weiteres  eine  ge- 
wisse mittlere  Bewegung  zu  Grunde  gelegt  werden  könnte.  Wenn  man 
dann  die  allgemeine  Gleichung  (7)  in  §.  73  auf  alle  Bahnen  anwendet, 
welche  sich  von  der  freien  Oberfläche  Fq  bis  zum  kleinsten  Querschnitt  F 
des  Contrahirten  Strahls  erstrecken,  so  dass  sich  mit  /q  =  y,  also  JE  =  0, 
ferner  bei  Abstraction  von  der  Oberflächengeschwindigkeit  u^  und  vorläufig 
auch  von  den  Bewegungswiderständen 

2,  +  —y-  -^ ^'^ 

ergiebt,  wo  p  und  p^  dieselben  Bedeutungen  haben,  wie  in  §.  79,  so  kann 
es  von  vorn  herein  fraglich  erscheinen,  ob  sich  für  die  Arbeitssonune  M 
der  Massenkräfte  pro  1  Egr.  und  somit  für  u  stets  derselbe  Werth  ergiebt, 
wo  immer  der  Anfangspunkt  Ä^  einer  solchen  Bahn  in  der  Oberfläche  F^ 
liegen  mag,  wenn  auch  die  Endpunkte  aller  Bahnen  (mit  demselben  Beeht 
wie  ip  §.  79)  im  Schwerpunkte  8  von  F  angenommen  werden. 

1)  Die  Bewegung  des  Gefässes  bestehe  in  einer  Rotation 
mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  co  um  eine  verticale  Axe 
und  in  einer  Translationsbewegung  mit  constanter  verticaler 
Beschleunigung/  (positiv,  wenn  abwärts  gerichtet).  Nach  §.  73,  Gl.  (9) 
ist  dann 


^ =('-,)*  +  !  <"-'■•'' 


unter  r^  und  r  die  Entfernungen  der  Punkte  A^  und  S  von  der  Rotation»- 
axe  -und  unter  h  die  Höhe  von  A^  über  8  verstanden.  Ist  insbesondere  k^ 
der  Werth  von  h  für  denjenigen  Punkt  A^^  in  welchem  die  freie  Oberfl&die 
von  der  Rotationsaxe  geschnitten  wird,  allgemein  aber  A  =  A^  -)-  s?  lu^ 
setzt  man 


i^,  ^  (l— ^)  Äo  +  ? 


Po—p 


(2^ 


so  liefert  dio  Substitution  dos  Ausdrucks  von  M  ia  61.(1) 
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2g  ~  ^^«  +    2^  K     w'     ^        ""' 


Mit  derselben  Annäherang  aber,  mit  welcher  in  GL  (1)  von  der  Geschwin- 
digkeit Uq  an  der  freien  Oberfläche  abstrahirt  wurde,  hat  diese  nach  §.  55, 
Gl.  (3)  die  Gestalt  eines  Umdrehungsparaboloids  mit  der  Gleichung 

x^  +  y2  =  ro*=  2"?^~-a 

für  die  Kotationsaxe  als  as-Axe  und  den  Scheitelpunkt  als  Ursprung.  Somit 
fällen  aus  der  Gleichung  für  «  die  von  der  Lage  des  Punktes  Ä^  in  der 
Oberfläche  Fq  abhängigen  Glieder  fort,  und  es  ergiebt  sich,  wenn  die  einst- 
weilen vernachlässigten  Widerstände  schliesslich  durch  einen  Geschwindig- 
keitscoefficienten  (p  berücksichtigt  werden, 


u  =  <p-\f2gll,  +  (m)« (3). 

Ist  insbesondere  p^  =  p,  so  folgt 

u  ^  (fy2(g  -DK  +  (fcoY: 
fiele  das  Gefäss  ohne  Rotation  durch  seine  eigene  Schwere  frei  herab,  so 
wäre  cy  =  0  und  f  =:  g^  also  w  =  0. 

2)  Hat  das  Gefäss  nur  Translationsbewegung,  so  kann  die 
constante  Beschleunigung  derselben,  deren  Absolutwerth  jetzt  mit  f  be- 
zeichnet sei,  unbeschadet  der  Permanenz  der  Bewegung  eine  beliebige 
constante  Richtung  haben,  so  dass  (bei  Abstraction  von  u^)  die  freie  Ober- 
fläche nach  §.  55  eine  gegen  den  Horizont  geneigte  Ebene  bildet.  Wird 
dann  der  Schwerpunkt.  8  des  kleinsten  Querschnitte  F  des  contrahirten 
Strahls  als  Ursprung  eines  rechtwinkeligen  Axensystems  der  x^  y,  %  ange- 
nommen, die  s-Axe  vertical  und  positiv  nach  oben,  die  aj-Axe  so,  dass  / 
mit  der  «s-Ebene  parallel  ist  und  mit  der  a:-Axe  den  Winkel  tp  (positiv  im 
Sinne  gegen  die  »-Axe  hin)  bildet,  so  ist  für  eine  Bahn,  die  sich  von  dem 
beliebigen  Punkte  Aq  (ar,  y,  %)  der  freien  Oberfläche  bis  zum  Punkte  S  er- 
streckt, nach  §.  73,  Gl.  (10) 

M  =  z  -  -^-  s\ 
9 

unter  /  die  Projection  von  A^S  auf  die  Richtung  von  /  oder  unter  • —  s 

die  Projection  von  SA^  auf  die  Richtung  von  /  verstanden,  also 

/ 
M  =  z  -\-  -  -  {xeos'ip  -\-  zsmxp), 

9 
Nach  §.  55,  Gl.  (5)  ist  aber  die  Gleichung  der  dreien  Oberfläche,  wenn  sie 
die  a-Axe  in  der  Höhe  Äq  über  S  schneidet, 
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Daraus  folgt 

fixcostp  +  2«mip)  =  (^  +  fsiny))hQ  —  gz^ 

also  JT  =  (^"f"     ^^^V')  ^0 

and  nach  Gl.  (1)  mit 

bei  nachträglicher  Berücksichtigung  der  Bewegungswiderstände  durch  den 
Coefficienten  q): 

u  =  (py2^^ (6), 

also  wieder  unabhängig  vom  Ausgangspunkt  Aq  eines  Wassertheilchens  an 
der  freien  Oberfläche. 

Die  Ausflussmenge  pro  See.  ist  schliesslich  in  allen  Fällen: 

V=  Fu  =  aAu, 


%.  82.    Bestimmung  der  Erfahrungseoeffteieiiten. 

Die  in  den  Formeln  der  letzten  Paragraphen  vorkommenden,  durch 
Versuche  zu  bestimmenden  Coefficienten,  der  Contractionscoefflcient  o,  der 
Geschwindigkeitscoefficient  9),  der  Ausflusscoefficient  (i  und  der  Wider- 
standscoefficient  g,  stehen  in  zwei  allgemeinen  Beziehungen  zu  einander: 

fi  =  aq>     und    (p\l  +  £)  =  1 (IX 

so  dass  durch  zwei  dieser  Coef&cienten,  und  zwar  durch  einen  der  Coefifi- 
cienten  a^  (i  in  Verbindung  mit  einem  der  Coefficienten  9),  £,  auch  die 
beiden  anderen  bestimmt  sind.  Wenn  diese  Versuche  unter  solchen  Um- 
ständen angestellt  werden;  dass  das  fest  stehende  Ausflussgefäss  ringsum 
von  der  atmosphärischen  Luft  umgeben  und  die  horizontale  freie  Wasser- 
oberfläche gross  im  Vergleich  mit  der  Mündung  A  ist,  und  wenn  somit  die 
Coefficicnten  <p  und  (i  den  Formeln  (§.  79,  Gl.  5) 


u  =  q)  y^gh      und      V  =  (lAy^gh (2) 

entsprechend  verstanden  werden,  unter  h  im  Falle  des  Ausflusses  in  die 
freie  Luft  die  Höhe  der  freien  Wasseroberfläche  über  dem  Schwerpunkte 
von  J.,  im  Falle  des  Ausflusses  unter  Wasser  den  Höhenunterschied 
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des  Ober-  und  Unterwasserspiegels  (der  freien  Oberflächen  des  Wassers 
im  Ausflnss-  und  Einflussgefäss)  verstanden,  so  ist  zwar  der  in  diesen  Go- 
el&cienten  g)  und  (i  enthaltene  Einflnss  der  Anfangsgeschwindigkeit  Uq  and 
der  Verschiedenheit  des  Luftdrucks  in  verschiedenen  Höhen  ganz  unwe- 
sentlich; dagegen  können  sie  nach  §.  79  im  Falle  des  Ausflusses  in  die 
freie  Lnft  u.  U.  merklich  beeinflusst  werden  durch  den  Umstand,  dass  der 
Schwerpunkt  von  A  nicht  in  gleicher  Höhe  mit  dem  Schwerpunkt  S  des 
kleinsten^  Querschnitts  F  des  contrahirten  Strahls  liegt  und  dass  auch  die 
mittlere  Geschwindigkeit  in  F^  als  welche  u  principiell  verstanden  wird, 
mit  der  Geschwindigkeit  im  Punkte  8  nicht  identisch  ist.  Beim  Ausfluss 
anter  Wasser  fallen  diese  Einflüsse  fort,  weil  der  Unterschied  der  Höhen 
des  Ober-  und  Unterwasserspiegels  über  jedem  Punkt  von  Ä  oder  F  gleich 
gross  ==  Ä  ist. 

Der  Ausflusscoefficient  fi  ist  am  einfachsten  und  zuverlässigsten 
ZQ  bestimmen  durch  Messung  der  Ausflussmenge  V  (vermittels  cnbicirter 
Ge&sse,  die  das  ausfliessende  Wasser  aufnehmen)  und  Yergleichung  der- 
selben mit  der  betreffenden  Formel  (2). 

Der  Gontractionscoefficient  a  wird  durch  Strahlenmessungen 
gefunden,  wie  solche  u.  A.  namentlich  von  Bossut,  Borda,  Hachette, 
Poncelet  und  Lesbros,  und  von  Weisbach  ausgeführt  wurden  (ver- 
mittels zugespitzter  Schrauben,  die  an  verschiedenen  Stelion  ringsum  gegen 
die  Oberfläche  des  Strahls  allmählig  bis  zur  Berührung  vorgeschraubt 
werden).  Solche  Messungen  werden,  wenn  die  Mündung  nicht  kreisförmig 
ist,  durch  den  Umstand  erschwert,  dass  die  Querschnittsänderung  des  Strahls 
wesentlich  auch  in  einer  Gestaltsänderung  besteht,  die  oft  sehr  eigenthüm- 
licher  und  complicirter  Art  ist,  deren  Hauptcharakter  in  einer  periodisch 
wiederholten,  wenigstens  theilweisen  Umkehrung  der  Lage  besteht  der  Art, 
dass  an  die  Stelle  der  stärksten  Krümmung  des  Umfangs  die  der  schwächsten 
Krfimmung  zu  liegen  kommt  und  umgekehrt.  Ein  länglicher  Querschnitt 
geht  in  einiger  Entfernung  in  einen  anderen  länglichen  Querschnitt  über, 
dessen  Längenrichtung  senkrecht  zur  früheren  gerichtet  ist;  die  Ecken 
eines  polygonalen  Querschnitts  werden  durch  bogenförmige  Seiten  abge- 
Btampft,  welche  allmählig  so  anwachsen,  dass  ein  neuer  polygonaler  Quer- 
schnitt entsteht,  dessen  Ecken  den  Mitten  der  Seiten  des  früheren  Quer- 
schnitts entsprechen  u.  s.  w.  Diesen  periodischen  Gestaltsänderungen  des 
Querschnitts  entsprechend  besteht  auch  die  Grössenänderung  desselben 
mcht  nur  in  einer  einmaligen  Contraction;  in  geringerem  und  abnehmendem 
Grade  folgen  derselben  Anschwellungen  und  abermalige  Contractionen  bis 
der  Strahl  mehr  und  mehr  zerrissen  wird  und  sich  in  einzelne  Tropfen 
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auflöst;  nach  Sa  wart  dauert  auch  in  ihnen  die  periodische  Deformation 
noch  fort,  indem  sie  abwechselungs weise  verlängerte  und  abgeplattete 
ßphäroide  darstellen.  Die  gemeinschaftliche  strömende  Bewegung  der 
Wassertheilchen  wird  also  offenbar  von  transversalen  Schwingungen  be- 
gleitet, welche  ausser  von  dem  seitlichen  Zufluss  zur  Mündung  und  von  der 
dadurch  bedingten  Ungleichformigkeit  der  Pressung  in  den  QuerschnitteD 
ohne  Zweifel  auch  wesentlich  von  den  Molekularkräften,  nämlich  vom  Co- 
häsionsdruck  an  der  Oberfläche  mit  abhängen,  der  nach  §.  59,  GL  (4)  mit 
deren  Krümmung  sich  ändert  und  dort  als  einwärts  gerichtete  Kraft  den 
grössten  Werth  hat,  wo  die  Oberfläche  am  stärksten  nach  aussen  convex 
gekrümmt  ist. 

Der  Geschwindigkeitscoefficient  tp  kann  durch  Vergleichuog 
des  beobachteten  Werthes  von  u  mit  der  betreffenden  Formel  (2)  gefunden 
worden.  Zur  mittelbaren  Bestimmung  von  u  in  einem  gegebenen  Falle 
dient  dabei  die  Messung  der  Coordinaton  eines  Punktes  der  parabolischen 
MittcUinie  des  frei  ausfliessenden  Strahls,  wenn  der  Bichtungswinkel  f 
von  u  gegen  den  Horizont  (positiv,  wenn  u  schräg  abwärts  gerichtet)  be- 
kannt ist,  oder  besser  zweier  Punkte,  um  den  anderweitig  kaum  genan 
messbaren  Bichtungswinkel  ip  auf  solche  Weise  mit  zu  bestimmen.  Wenn 
nämlich  vom  Schwerpunkt  des  kleinsten  Querschnitts,  also  von  dem  Punkt 
aus,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  =  u  ist,  die  Coordinatenaxen  der  s 
und  y  so  gezogen  werden,  dass  die  x-kxQ  die  Bichtung  der  Horizontalcoro- 
ponente  =  uoosy)  der  Ausflussgeschwindigkeit  hat  und  die  y-Axe  vertical 
abwärts  gerichtet  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  Mittellinie  des  Strahls  (ab- 
gesehen von  dem  auf  massige  Entfernung  unmerklichen  Einfluss  des  Luft- 
widerstandes) 

s 


indem  t  = die  Zeit  ist,  in  welcher  eine  Bahnstrecke  mit  der  Hori- 

ucosxp 

zontalprojcction  x  durchlaufen  wird,  und  y  aus  zwei  Theilen  besteht,  welche, 

beziehungsweise  =  usintp.t  und  =  —^    der    anfönglichon    Verticalge- 
schwindigkeit  und  der  Schwerewirkung  entsprechen.    Aus  Gl.  (3)  folgt 


|/^ 


^  1  +  tg'^tp  ..s 

2  y—xtgtp 


Sind  nun  x^,  y,  und  «g,  y^  die  gemossenön  Coordinaten  zweier  Punkte  der 
Mittellinie  des  Strahls,  so  ist  nach  Gl.  (3) 
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y,^-x,tg^  _  V    ^,3^  ^       _,  '^>_- *i.*y»    ....  (5); 

Vi   —  ^2  ^^  ^2  ^l^S  (^3  —  ^l) 

hiermit  findet  man  u  nach  Gl.  (4),  wonn  darin  ausserdem  x^  und  y^  oder 
>2  und  yg  für  a;  und  y  gesetzt  werden.    Mit  tp  =  0  ist 

r     2y 

doch  wird  es  besser  sein,  den  von  Null  vielleicht  etwas  abweichenden 
Werth  von  ip  nach  Gl.  (5)  zu  bestimmen  auch  wenn  die  Mündung  sich  in 
der  verticalen  Seitenwand  eines  Gefässes  befindet.  Dergl.  Messungen  lassen 
flbrigens  nur  bei  kreisförmigen  Strahlquerschnitten  eine  grössere  Genauig* 
keit  zu  und  sind  unter  solchen  Umständen  u.  A.  besonders  von  Bossut, 
Yenturi,  Michelotti,  Castel,  Boileau  und  Weisbach  zur  Bestim- 
mung von  tc,  also  von  g),  benutzt  worden. 

Inwiefern  endlich  auch  Messungen  des  Reactionsdrucks  zur  Bestim- 
mung der  in  Bede  stehenden  Coefficienten  dienen  können,  ist  schon  in 
§.  80  erwähnt  worden.  — 

In  den  folgenden  Paragraphen  sind  die  für  kreisförmige  und  Vocht^ 
eckige  Mündungen  im  engeren  Sinn  (Wandöffnungen)  und  für  kurze 
Ansatzröhren  (Mundstücke)  von  kreisförmigem  Querschnitt  gefundenen 
Werthe  der  Coefficienten,  insbesondere  des  am  häufigsten  bestimmten 
Ausflusscoefficienten  ii  angegeben.  Sie  gelten  für  den  Fall,  dass  der  Aus- 
fluss  in  die  freie  Luft  stattfindet,  wenn  er  nicht  ausdrücklich  als  Au s- 
fluss  unter  Wasser  bezeichnet  ist,  oder  auch  im  Fall  einer  rechteckigen 
Mündung  als  Ausfiuss  in  ein  Ansatzgerinne;  darunter  wird  ein  Gerinne 
verstanden,  welches,  indem  sein  Boden  und  seine  verticalen  Seitenwändo 
sich  an  den  unteren  Band  und  an  die  Seitenränder  der  Mündung  an- 
schliessen,  das  freie  Niederfallen  des  ausfliessenden  Strahls  verhindert. 
Auch  ist  bei  denjenigen  Coefficienten,  welche  für  den  Ausfiuss  aus  Mün- 
dangen  im  engeren  Sinne  gelten,  sofern  das  Gegentheil  nicht  ausdrücklich 
bemerkt  wird,  immer  eine  sogenannte  Mündung  in  der  dünnen  Wand 
vorausgesetzt,  wie  solche  bei  den  Versuchen  durch  Abschrägung  der  Ränder 
nach  aussen  (Fig.  31)  hergestellt  zu  werden  pflegt,  um  das  Anlegen  des 
Fig.  31.  Strahls   an   die  Umfassungsfläche   der  Wandöffnung  zu 

hindern   und   somit  die  Resultate  von  nebensächlichen 

Einflüssen  möglichst  frei  zu  erhalten. 

Der  Ausflusscoefficient  fi  =  aq)  ist  beim  Ausfiuss 

aus   Mündungen   vorwiegend   vom   Factor    a   abhängig; 

beim  Ausfiuss  aus  Ansatzröhren  kann  er  zwar  vorwiegend 


•  •  1 

1  •  • ' 
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von  (p  abhängen  oder  gar  a  =^  1^  also  fi  =  g)  sein,  allein  der  Coefficient 
9>  pflegt  dann  hauptsächlich  durch  die  innere  Contraction  bedingt  zo 
sein,  welche  der  Strahl  nach  dem  Einiluss  in  die  Röhre  vorübergehend  er- 
fährt bevor  er  sich  bis  zum  vollen  Querschnitt  derselben  wieder  ausbreitet 
Mit  Rücksicht  auf  die  Umstände,  unter  welchen  die  (äussere  oder  innere) 
Contraction  stattfindet,  pflegen  deshalb  verschiedene  Fälle  unterschieden 
zu  werden.  Offenbar  ist  die  Contraction  um  so  bedeutender  (der  Contrac- 
tionscoefficient  um  so  kleiner),  je  grösser  der  Winkel  q  ist,  um  welchen 
die  am  Rande  der  Mündung  zufliessenden  Wassertheilcheu  von  ihrer  Bewe- 
gungsrichtung  abgelenkt  werden  müssen,  bevor  sie  den  kleinsten  Querschnitt 
des  contrahirten  Strahls  normal  durchströmen.  Sofern  dieser  Winkel 
zwischen  den  Grenzen  0  und  180^  liegen  kann,  soll  der  mittlere  Fall,  dass 
ringsum  q  =  dO^  ist  (wie  bei  einer  Mündung  an  einer  mittleren  Stelle  in 
einer  verhältnissmässig  grossen  ebenen  Wand),  als  normale  Contraction 
bezeichnet  werden;  die  Contraction  heisse  geschwächt  oder  verstärkt, 
jenachdem  q  <<  90^  oder  q  >>  90®  ist.  Schwächung  der  Contraction  kann 
insbesondere  auch  bei  Mündungen  in  ebenen  Wänden  (resp.  Schwächung 
der  inneren  Contraction  bei  Mundstücken,  die  sich  an  Oeffnungen  in 
ebenen  Wänden  anschliessen)  dadurch  verursacht  werden,  dass,  wenn  die 
Wand  nicht  sehr  gross  im  Vergleich  mit  der  Oeffnung  ist,  rings  um  letz- 
tere herum  ein  gewisser  Theil  des  Wassers  an  der  strömenden  Bewegung 
nicht  Theil  nimmt,  wie  bei  a^a  in  Fig.  32,  so  dass  dann  au  der  Grenzfläche 

zwischen  dem  strömenden  und  dem  nicht  strömenden 
(ruhenden  oder  nur  wirbeiförmig  schwach  bewegten) 
Wasser  das  erstere  ähnlich  wie  durch  eine  feste 
Wand  mehr  oder  weniger  schräg  g^en  die  Mündung 
hin  geleitet  wird.  In  einem  solchen  Falle  pflegt  die 
geschwächte  Contraction  auch  unvollkommen  genannt  zu  werden  m 
Gegensatz  zur  vollkommenen  oder  normalen  Contraction,  bei  der  die 
ebene  Wand  sehr  gross  im  Vergleich  mit  der  Oeffnung  ist. 

Bei  diesen  Begriffsbestimmungen  ist  ein  ringsum  gleicher  oder  wenig- 
stens nur  wenig  verschiedener  Werth  des  Winkels  q  vorausgesetzt,  so  dass 
es  sein  Mittelwerth  für  den  ganzen  Umfang  der  Mündung  resp.  des  Anfangs- 
querschnitts des  Mundstückes  ist,  welcher,  jenachdem  er  <  90®  oder  =  90® 
oder  ]>  90®  ist,  den  Charakter  der  Contraction  bestimmt.  Indessen  kann 
auch  Q  für  verschiedene  Theilc  des  Umfangs  so  wesentlich  verschieden 
sein,  dass  dadurch  ein  verschiedener  Charakter  der.  Contraction  bedin^rt 
wird,  dass  sie  z.  B.  theilweise  normaj,  theilweise  geschwächt  oder  verstärkt 
ist,  wie  bei  einer  Mündung  in  der  Nähe  des  Randos  einer  ebenen  Wand, 


\ 
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oder  wenn  die  Gefilsswand  an  verschiedenen  Theilen  des  Umfangs  unter 
wesentlich  verschiedenen  Winkeln  gegen  die  Mündungsebene  geneigt  ist 
Wenn  insbesondere  der  Winkel  q  für  einen  Theil  des  Umfangs  =  Nall 
ist  and  somit  hier  keine  Contraction  stattfindet  (wie  z.  B.  am  unteren,  im 
horizontalen  Gefässboden  liegenden  Rande  einer  rechteckigen  Oeffnuug  in 
der  verticalen  ebenen  Seitenwand  eines  GefUsses),  so  heisst  die  auf  die 
ganze  Mündung  bezogene  Contraction  partiell  oder  unvollständig.  — 

Als  fast  allgemein  gültiges  Gesetz  hat  sich  ergeben,  dass  in  solchen 
Fällen,  in  denen  der  Ausflusscoefficieni;  vorwiegend  durch  die 
(äussere  oder  innere)  Contraction  bedingt  wird,  derselbe  um  so 
grösser  ist,  je  kleiner  die  Mündung  A  und  je  kleiner  die  wirk- 
same Druckhöhe  I£  ist.  Bei  Mündungen  im  engeren  Sinn  ist  er,  falls 
sie  eine  längliche  Form  haben,  grösser,  als  unter  sonst  gleichen  Umständen 
(für  gleiche  Werthe  von  A  und  II)  bei  solchen  Mündungen,  die  sich  einer 
regulären  Form,  insbesondere  der  Kreisform  nähern;  und  für  den  Ausfluss 
unter  Wasser  wurde  er  von  Weisbach  um  etwas  über  1  Procent  kleiner 
gefunden,  als  für  den  Ausfluss  in  die  freie  Luft.  Speciellere  Abhängigkeits- 
gesetzc  der  betreffenden  Coefficienten  für  besondere  Fälle  enthalten  die 
folgenden  Paragraphen. 


§.83.    Kreisförmige  Mflndungen« 

Der  Ausfluss  des  Wassers  aus  kreisförmigen  Mündungen  in  der  dünnen 
Wand  lässt  von  vorn  herein  die  einfachste  und  deutlichste  Gesetzmässig- 
keit der  Erscheinungen  erwarten,  weshalb  es  auch  abgesehen  von  dem  un- 
mittelbaren technischen  Interesse  dieses  Falles  gerechtfertigt  ist,  dass  die 
Versuche  sich  mit  Vorliebe  auf  ihn  bezogen  haben,  insbesondere  auf 

1)  den  Fall  der  normalen  Contraction,  d.  h.  einer  Mündung,  die 
sich  an  einer  mittleren  Stelle  in  einer  grösseren  ebenen  Wand  befindet. 
Wiederholt  und  übereinstimmend  ist  dabei  constatirt  worden,  dass  der 
Ausflusscoefficient  (i  um  so  grösser  ist,  je  kleiner  der  Durchmesser  d  der 
Mündung  und  die  wirksame  Druckhöhe  H,    So  fand  Weisbach 

für     d  =  0,01       0,02       0,03       0,04     Mtr. 
und  II  =  0,25  Mtr.     (i  :=  0,637     0,629     0,622     0,614 
J?  =  0,6       „       fi  =  0,628     0,621     0,614     0,607. 
Bei  anderen  Versuchen  von  Weisbach  ergab  sich  für  d  =  0,01  Mtr.  und 
B  =  0,020     0,101     0,909     13,57     103,58  Mtr. 
(i  =  0,711     0,665     0,641     0,632     0,600. 
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Diese  Werthe  von  //,  welche  freilich  nach  den  letzteren  Versuchen 
merklich  grösser  sind,  als  nach  den  ersteren  für  gleiche  Werthe  von  d  und 
JI^  entsprechen  im  Mittel  ange&hr  der  empirischen  Formel 

/^  =  0,6  +  ^  ^  ^'^\,  -  -  0,7d (1). 

0,5  +   Y^ 

Mehrfachen  Messungen  zufolge  erlangt  der  contrahirte  Strahl  seinen 
kleinsten  Querschnitt  in  der  ungefähren  Entfernung  =  0,5 rf  von  der 
Mündungsehene,  und  ist  der  Durchmesser  dieses  kleinsten  Querschnitts  im 
Mittel  =  0,8rf,  also  der  Contractionscoefficient  a  =  0,64. 

Der  Geschwindigkeitscoefficient  wurde  für  mittlere  MQndungsweiten 

und  Druckhöhen 

g)  ^-  0,97    his  0,98 

gefunden,  entsprechend  g  =  — r  —  1  =  0,063    „    0,041 

und  mit  a  =  0,64 :    (i  =  0,621    „    0,627. 

Das  Ahhängigkeitsgesetz  von  a  ist  natürlich  mit  demjenigen  von  (i  im 
Wesentlichen  identisch;  indem  aber  q)  mit  der  Druckhöhe  etwas  zuzu- 
nehmen scheint,  muss  dann  a  mit  wachsender  Druckhöhe  noch  etwas  mehr 
abnehmen,  als  (i.  — 

2)  Geschwächte  und  verstärkte  Contraction.  Die  Abhängig- 
keit des  Contractionsgrades  vom  Ablenkungswinkel  q  (§.  82)  der  am  Rande 
der  Mündung  zufliessenden  Wasscrtheilchen  hat  namentlich  Weisbach 
näher  festgestellt  durch  die  Bestimmung  des  Coe^cienten  fi  für  Kreismfln- 
duugen  in  mehr  oder  weniger  conisch  gegen  dieselben  nach  aussen  oder 
innen  zulaufenden  Gefasswänden  (Fig.  33);  die  Uebergangsstellen  der 
Fig.  33.  ebenen  Geßlaswand  in  diese  conischen  An- 

^ .  -;  Sätze  wurden  abgerundet,  um  etwaige  W^ider- 

stände  durch  plötzliche  Richtungsändemngen 
\^^        des  zufliessenden  Wassers,  bei  kleinen  Wer- 
then  von  q  namentlich  auch  eine  etwaige 

innere  Contraction  zu  vermeiden.  Die  Weite 
t 

der  Mündung  betrug  0,02  Mtr.,  die  Druck- 
höhe 0,3  bis  3  Mtr.  Folgende  Tabelle,  in  der  R  einen  rechten  Winkel 
und  (Iq  den  Werth  von  ^  für  p  =  jß  =  90®  bedeutet,  enthält  die  durch- 
schnittlichen Versuchsresultate;  der  Werth  von  (Iq  ist  in  guter  üeberein- 
stimmung  mit  Gl.  (1),  nach  welcher  fi  =  0,632  wäre  für  <i  =  0,02  Mtr. 
und  II  r^-  0,9  Mtr. 
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0 

»ÜB 


0 

0,966 

1,528 

R      ' 

5V,° 

0,949 

1,501 

'UR 

IIV4'» 

0,924 

1,462 

'ÜB 

22V/ 

0,882 

1,395 

V,R 

45" 

0,753 

1,191 

25     ■ 

67V/ 

0,684 

1,082 

• 

90" 

0,632  1 

112V/ 

0,606 

135» 

0,577 

1577/ 

0,546 

180» 

0,541 

1,000 
0,959 
0,913 
0,864 
0,856 


Im  Falle  q  =  0  i&t  a  =  1,  also  (i  =^  0,966  =  9;  unter  der 
Yoraassetzung,  dass  dieser  Gescbwindigkeitscoefficient  in  den  verschiedenen 
F&Ilen  gleich  ist,  wäre  der  Contractionscoefficient 

u 

a  =    -r~^i  insbesondere  für  p  =  ISO®:     a  =  0,56 
0,966 

in  der  That  nur  wenig  grösser,  als  der  Minimalwerth  a  =  0,5,  welcher 
nach  der  Untersuchung  in  §.  80  dem  Grenzfall  einer  inneren  cylindrischen 
Ansatzröhre  von  verschwindend  kleiner  Wanddicke  entspricht.  Für  den- 
selben Fall  fand  Borda:  fi  =  0,516,  Bidono:  /i  =  0,555;  mit  Rück- 
sicht auf  das  bei  normaler  Contraction  constatirte  Aenderungsgesetz  von  (i 
lässt  sich  erwarten,  dass  die  Grenze  0,5  um  so  mehr  erreicht  wird,  je 
grösser  d  und  IT  sind. 

Der  Gescbwindigkeitscoefficient  wird  durch  die  etwas  grössere  Rei- 
bung des  Wassers  an  der  Wand  des  Ansatzes  im  Vergleich  mit  einer  ganz 
ebenen  Gefässwand  vermuthlich  nur  wenig  verkleinert,  so  dass  die  Werthe 
von  /[i  =r  9)  für  p  =r  0,  d.  h.  im  Falle  einer  cylindrischen  und  mit  all- 
mähliger  Abrundung  in  die  ebene  Gefässwand  übergebenden  äusseren  An- 
satzröhre ungeföhr  auch  den  Geschwindigkeitscoefficienten  für  kreisförmige 
Mündungen  in  der  ebenen  Wand  gleich  gesetzt  werden  können;  Weis- 
bach fand  diese  Grösse  wachsend  mit  If: 

fi  =  q)  =^  0,96    bis    0,98 
rar  11=  0,3       „     3        Mtr. 

und  =  0,99  für  sehr  grosso  Werthe  von  IT. 

u 
Die  in  der  obigen  Tabelle  hinzugefügten  Werthe  des  Verhältnisses    - , 

welche  Zeuner  in  der  Formel 


f^    _ 


1  -f  0,33214  (?o«3()  +  0,16672  m^e 


(2) 


zusammengefasst   hat,   können  zur  Bestimmung  von  n  für  solche  Fälle 
dienen,  in  denen  ^q  einen  von  obigem  verschiedenen  Werth  hat.  - — 
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3)  Unvollkommene  Contractlon.  Die  Mflndnng  =  A  befinde 
sich  in  der  Mitte  einer  gleichflalls  kreisförmigen  ebenen  Wand  =  jP,  an 
die  sich  ringsum  rechtwinklig  eine  cylindrische  Wand  anschliesst,  so  dass 
also  anch  F  der  Querschnitt  ist,  mit  welchem  das  Wasser  im  Gefites  (resp. 
in  einer  Röhre)  der  ebenen  Wand  zufliesst  (Fig.  32).  In  diesem  Falle  kann 
nach  Versuchen  von  Weisbach  gesetzt  werden: 

,=,^l+  0,04564 (14,821-  -  1)]     mit     n  =  j,  ■  ■  ■  (3). 

unter   /u^    den  Ausflusscoefficicnten  verstanden,   welcher  unter  flbrigens 
gleichen  Umständen  bei  vollkommener  Contraction  (n  =  0)  gelten  wtkrde. 

ß 
Folgende  Tabelle  enthält  die  Werthe  von  ^— ,  welche  verschiedenen  Wer- 


then  von  n  entsprechen. 


ßo 


n 

n 

ßo 

n 

ß 
ßo 

n 

ß 
ß^ 

0 

1,000 

0,25 

1,045 

0,5 

1,134 

0,75 

1,303 

0,05 

1,007 

0,3 

1,059 

0,55 

1,161 

0,8 

1,351 

0,1 

1,014 

0,35 

1,075 

0,6 

1,189 

0,85 

1,408 

0,16 

1,023 

0,4 

1,092 

0,65 

1,223 

0,9 

1,471 

0,2 

1,034 

0,45 

1,112 

0,7 

1,260 

0,95 

1,546 

Wenn  die  Mündung  A  sich  nicht  in  der  Mitte  der  ebenen  Wand  F 

befindet,  oder  wenn  letztere  nicht  kreisförmig  ist,  so  lässt  sich  kaum  eine 

u  A 

wesentlich  andere  Beziehung  zwischen  -^  und  n  =     -  erwarten;  wenn 

ßo  ^ 

aber  die  ebene  Wand  F  einen  nach  aussen  convergenten  Gefitesansatz  ab- 

schliesst,  so  dass  die  Bahnen  der  im  Geföss  ihr  zuströmenden  Wasser 

theilchen  schon  in  grösserer  Entfernung  von  der  ebenen  Wand  convergiren, 

so  kann  dadurch  ß  ohne  Zweifel  merklich  verkleinert  werden.  — 

4)  Partielle  Contraction  ist  bei  kreisförmigen  Mündungen  kaum 

von  technischem  Interesse.    Es  liegen  darüber  Versuche  vor  von  Bidone, 

nach  welchen  gesetz   werden  kann: 

^  =  //o(l  +  0,128p) (4), 

wenn  p  das  Yerhältniss  desjenigen  Theils  des  Umfangs,  an  dem  die  Con- 
traction aufgehoben  (p  =  0)  ist,  zum  ganzen  Umfange,  und  ß^  den  Ans- 
flusscoefficienten  bei  vollständiger  Contraction  {p  =  0)  bedeutet;  auch  ist 
vorausgesetzt,  dass  an  dem  Theil  des  Umfangs,  an  welchem  uie  Contraction 
nicht  aufgehoben,  dieselbe  normal  {q  =  90^)  ist.  Uebrigens  wird  die 
Formel  um  so  weniger  zuverlässig,  je  mehr  sich  p  der  Einheit  nähert. 


§.84.  BECHTECKIGE  MflKDÜKdEK.  449 


§.  84.    Beehteekige  Mflndungreii. 

Die  umfassendsten  Versuche  über  den  für  die  Praxis  besonders  nich- 
tigen Fall  des  Ausflusses  aus  rechteckigen  Seitenöffnungen  mit  zwei  verti- 
calen  Seiten  =  a  und  zwei  horizontalen  Seiten  =  h  wurden  auf  Veran- 
lassung des  französischen  Eriegsministeriums  in  Metz  unter  Benutzung  der 
Festungsgräben  und  des  Moselwassers  daselbst  1828  und  1829  von  Pon- 
celet  und  Lesbros  angestellt  und  später  1829  bis  1834  von  Lesbros 
allein  fortgesetzt.  Jene  gemeinschaftlichen  Versuche^  bezogen  sich  haupt- 
sächlich auf  den  Fundamentalfall  der  vollständigen  und  normalen  Contrac- 
tion  beim  freien  Ausfluss  in  die  Luft  durch  Mündungen  in  der  dünnen 
Wand  von  h  =  0,2  Mtr,  Breite  und  verschiedenen  Höhen  bis  a  =  0,2  Mtr. 
bei  verschiedenen  Höhen  des  Oberwasserspiegels  über  dem  oberen  Rand 
der  Mündung  bis  h^  =  1,8  Mtr.  Die  zahlreichen  (über  2000)  späteren 
Lesbros'schen  Versuche**  umfassten  auch  viele  andere  Fälle,  von  denen 
im  Folgenden  die  Rede  sein  wird. 

1)  Die  Contraction  kann  als  normal  vorausgesetzt  werden,  wenn  die 
Entfernung  der  Seitenränder  der  Mündung  von  den  betreffenden  Seiten- 
rändem  der  ebenen  Wand,  in  der  sie  sich  befindet,  wenigstens  =  2,7i, 
und  wenn  die  Entfernung  des  unteren  Randes  der  Mündung  vom  Boden 
des  Ausflussgefässes  wenigstens  =  2 Ja  ist;  eine  weitere  Vergrösserung 
dieser  Entfernungen  hat  dann  nach  Lesbros  keinen  merklichen  Einfluss 
mehr  auf  den  Ausflusscoefficienten.  Die  Werthe  des  letzteren,  durch  Inter- 
polation aus  den  unmittelbaren  Resultaten  der  Fundamentalversuche  von 
Poncelet  und  Lesbros  und  aus  späteren  Versuchen  mit  0,6  Mtr.  breiten 
Mündungen  abgeleitet  und  bis  zu  h^  =  3  Mtr.  ergänzt,  sind  in  der  fol- 
genden Tabelle    enthalten.     Es  beziehen  sich  diese  Werthe  von  fi  auf 

die  einfache  Formel  (3),  §.  79,  in  welcher  wegen  Pq  =  p  hier  H  =  h 

a 
=  Ag  +  ^  *8t  =  der  Höhe  des  Oberwasserspiegels  über  dem  Mittelpunkt 

der  Mündung.  Dabei  ist  die  Höhe  h^  an  einer  solchen  Stelle  in  einiger 
Entfernung  von  der  Ausflusswand  gemessen,  wo  die  Wasseroberfläche  noch 
nicht  merklich  abwärts  gegen  die  Wand  gekrümmt  ist  und  das  Wasser  als 
ruhend  («q  =  0)  vorausgesetzt  werden  kann.  Unmittelbar  an  der  Wand 
gemessen  ist  Ag  kleiner,  und  würde  bei  Benutzung  dieses  kleineren  Werthes 


•  Poncelet  et  Lesbros,  Exp^riences  hydranllques  etc.   Paris  1832.  . 
**  Exp^riences  hydrauliques  sur  les  lois  de  röcoulement  de  Teau  e^c,  par 
M.  Lesbros,  colonel  du  g^nie.    Paris  1851. 
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der  Coefficient  (i  entsprechend  grösser;  erst  ungefähr  mit  h^  >  0,2  Mtr. 
hört  dieser  Umstand  auf,  die  3*®  Decimaistelle  des  Werthes  von  fi  beein- 
flussen zu  können. 


Mtr. 

Mündungshöh< 

en  in  Metern. 

1 

' 

1 

1 

h  —  0,2  Mtr. 

h  —  0,6  Mtr. 

0,01 

0,02 

0,03 

0,05 

0,1 

0,2 

0,02 

0,2 

0,01 

0,701 

0,660 

0,630 

0,607 

>, 

M 

0,644 

1 

0,015 

0,697 

0,660 

0,632 

0,612 

0,593 

„ 

0,644 

„       1 

0,02 

0,694 

0,659 

0,634 

0,615 

0,596 

0,572 

0,643 

ii 

0,03 

0,688 

0,659 

0,638 

0,620 

0,600 

0,578 

0,642 

0,593 

1 

0,04 

0,683 

0,658 

0,640 

0,623 

0,603 

0,582 

0,642 

0,595 

1 

0,05 

0,679 

0,658 

0,640 

0,625 

0,605 

0,585 

0,641 

0,597  . 

0,06 

0,676 

0,657 

0,640 

0,627 

0,607 

0,587 

0,641 

0,599  ' 

1 

0,07 

0,673 

0,656 

0,639 

0,628 

0,609 

0,588 

0,640 

0,600 

0,08 

0,670 

0,656 

0,638 

0,629 

0,610 

0,589 

0,640 

0,601  ! 

0,09 

0,668 

0,655 

0,637 

0,629 

0,610 

0,591 

0,639 

0,601  ! 

0,10 

0,666 

0,654 

0,637 

0,630 

0,611 

0,692 

;  0,639 

0,602 

\ 

0,12 

0,663 

0,653 

0,636 

0,630 

0,612 

0,593 

,  0,638 

.0,603 

!    0,14 

0,660 

0,651 

0,635 

0,630 

0,613 

0,595 

;  0,637 

0,603  ! 

0,16 

0,658 

0,650 

0,634 

0,631 

0,614 

0,596 

0,637 

0,604  1 

:    0,18 

0,657 

0,649 

0,634 

0,630 

0,615 

0,597 

0,636 

0,605 

:    0,2 

0,655 

0,648 

0,633 

0,630 

0,615 

0,598 

0,635 

0,605  i 

0,25 

0,653 

0,646 

0,632 

0,630 

0,616 

0,599 

0,634 

0,606 

0,3 

0,650 

0,644 

0,632 

0,629 

0,616 

0,600 

0,633 

0,607  ' 

0,4 

0,647 

0,642 

0,631 

0,628 

0,617 

0,602 

0,631 

0,607  l 

0,5 

0,644 

0,640 

0,630 

0,628 

0,617 

0,603 

0,630 

0,607 

0,6 

0,642 

0,638 

0,630 

0,627 

0,617 

0,604 

0,629 

0,607 

0,7 

0,640 

0,637 

0,629 

0,627 

0,616 

0,604 

0,628 

0,607 

0,8 

0,637 

0,636 

0,629 

0,627 

0,616 

0,605 

0,628 

0,606 

0,9 

0,635 

0,634 

0,628 

0,626 

0,615 

0,605 

0,627 

0,606  :i 

1,0 

0,632 

0,633 

0,628 

0,626 

0,615 

0,605 

0,626 

0,605 

1 

1,1 

0,629 

0,631 

0,627 

0,625 

0,614 

0,604 

0,626 

0,604 ; 

1,2 

0,626 

0,628 

0,626 

0,624 

0,614 

0,604 

0,625 

0,604  1 

1,3 

0,622 

0,625 

0,624 

0,622 

0,613 

0,603 

0,624 

0,603 

;   1,4 

0,618 

0,622 

0,622 

0,621 

0,612 

0,603 

0,624 

0,603 

1 

1,5 

0,615 

0,619 

0,620 

0,620 

0,611 

0,602 

0,623 

0,602 

1 

1,6 

0,613 

0,617 

0,618 

0,618 

0,611 

0,602 

0,623 

0,602  > 

1,7 

0,612 

0,615 

0,616 

0,617 

0,610 

0,602 

0,622 

1 

0,602 

1,8 

0,612 

0,614 

0,615 

0,615 

0,609 

0,601 

0,621 

0,602  ; 

r  1,9 

0,611 

0,612 

0,613 

0,614 

0,608 

0,601 

0,621 

0,602 

2,0 

0,611 

0,612 

0,612 

0,613 

0,607 

0,601 

0,620 

0,602  , 

1 
1 

3,0 

0,609 

0,610 

0,608 

0,606 

0,603 

0,601 

0,615 

0,601 
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Im  Ganzen  findet  sich  durch  diese  Tabelle  das  Gesetz  bestätigt,  dass 
^  um  80  grösser  ist,  je  kleiner  h  resp.  h^  und  Ä  resp.  die  kleinere  Dimen- 
sion a  ist,  welche  in  dieser  Hinsicht  (wie  überhaupt  die  kleinere  Dimension 
bei  länglichen  Mündungen)  als  massgebend  zu  betrachten  ist.  Wenn  sich 
namentlich  für  die  grösseren  Werthe  von  a  eine  Abweichung  von  jenem 
Gesetz  insofern  herausstellt,  als  ^  mit  wachsenden  Werthen  von  h^  zunächst 
bis  zu  einem  Maximum  (in  der  Tabelle  durch  fetteren  Satz  hervorgehoben) 
wächst,  so  findet  dies  seine  Erklärung  zum  Theil  darin,  dass  der  nach  §.  79, 
(t1.(8)  in  diesem  ii  enthaltene  Factor 


/=-Äa)'=-Ä(r^) 


2 


2 


+  K 


om  so  mehr  <<  1  ist,  je  grösser  a  und  je  kleiner  h^  ist.  Z.  B.  im  Falle 
h  =  0,2  und  a  =  0,2  Mtr.  ist 

fllrÄ,=0,02:      1-/=  1-9^(0^2)*=  0,971 

0  572 
nnd  — 'r^  =  0,589  schon  merklich  weniger  <C  0,605,  als  0,572.    Dazu 

kommt  u.  A.  der  Umstand,  dass,  je  kleiner  h^  ist,  desto  mehr  das  Wasser 
vorwiegend  von  unten  der  Mündung  zufliesst  und  eine  Abweichung  der 
mittleren  Ausflussrichtung  von  der  horizontalen  nach  oben  zur  Folge  haben 

kann;  die  Höhe  des  Obcrwasserspiegels  über  dem  Schwerpunkt  des  kleinsten 

a 
Querschnitts  des  contrahirten  Strahls  ist  dann  thatsächlich  etwas  <C  ^*ä  4~  ^  ? 

und  muss  sicL  ^  etwas  zu  klein  ergeben,  wenn  für  jene  Höhe  dieser  zu 
grosse  Werth  gesetzt  wird. 

Nach  Lesbros  wird  der  Ausflusscoefficient  vorwiegend  durch  die 
kleinere  Dimension  der  Mündung  (einerlei,  ob  Breite  oder  Höhe)  bestimmt 
der  Art,  dass  sich  [i  nicht  wesentlich  ändert,  wenn  bei  gleichen  Werthen 
von  h  das  Yerhältniss  der  grösseren  zur  constant  bleibenden  kleineren  Di- 
mension zwischen  den  Grenzen  1  und  20  variirt.  Bei  den  Anwendungen 
pflegt  a  <1  ^  zu  sein,  und  können  danach  die  Tabellenwerthe  auch  zur 
angenäherten  Bestimmung  von  [i  ftlr  andere  Werthe  von  h  dienen.  Die 
Vergleichung  der  Tabellenwerthe"  für  *  =  0,2  und  h  =  0,6  Mtr.  bei 

a  =  0,2  Mtr.  lässt  den  Grad  der  dabei  zu  erwartenden  Annäherung  er- 

29* 


452  AÜSPLÜßÖ  DEft  WASSEÄ8  AUS  SCHUTZÖPFNTJNGEK.  §.84. 

kennen;  bei  a  =  0,02  Mtr.  sind  die  Diiferenzen  grösser,  während  auch 

n  (* 

mit  -r^  =  30  der  oben  erwähnte  Grenzwerth  20  schon  aberschritten  ist. 
0,02 

Der  Geschwindigkeitscoefficient  ist  nicht  wesentlich  von  demjenigen 
verschieden,  welcher  unter  übrigens  gleichen  Umständen  für  den  Ausfloss 
aus  kreisförmigen  Mündungen  gefunden  wurde.  So  fand  z.  B.  Lcsbros 
im  Falle  a  =  0,6  Mtr.,  h  =  0,02  Mtr.  bei  h  =  1,55  Mtr.  den  Ausfluss- 
coefficient  fi  =  0,625  und  durch  Strahlenmessung  den  kleinsten  Qaerschnitt 
des  contrahirtcn  Strahls  in  0,3  Mtr.  Entfernung  von  der  Mündung  ent- 
sprechend a  =  0,638;  daraus  ergiebt  sich 

0,625 

Die  bis  zum  Schwerpunkt  des  kleinsten  Querschnitts  gerechnete  Druckhohe 
war  =  1,576,  und  würde  sich  damit  ergeben: 


^ = ^'^«  Vj^h = ^''''- 


2)  Bei  den  technischen  Ausführungen,  insbesondere  bei  dem  Aus- 
fluss  des  Wassers  aus  Schutzöffnungen,  pflegen  die  Verhältnisse 
nicht  von  so  einfacher  Art  zu  sein  wie  bei  den  Versuchen,  welche  der 
obigen  Tabelle  zu  Grunde  liegen.  Die  Umschliessungsfiächen  der  Wand- 
öffnung pflegen  nicht  nach  aussen  zu  divergiren  und  so  eine  scharfe  Kante 
am  inneren  Rande,  eine  sogenannte  Mündung  in  dünner  Wand  (wie  Fig.  31) 
zu  bilden,  sondern  rechtwinklig  die  mehr  oder  weniger  dicke  Wand  zu 
schneiden,  so  dass  der  ausfliessende  Strahl  mit  ihnen  in  Berührung  kommen 
kann  um  so  mehr,  als  seine  obere  Begrenzung  nicht  durch  die  Wand  selbst 
sondern  durch  ein  von  oben  her  an  der  inneren  Wandfläche  mehr  oder 
weniger  vorgeschobenes  Schutzbrett  von  gewisser  Dicke  gebildet  wird.  So- 
fern dann  ausserdem  dieses  Schutzbrett  zwischen  Leisten  geführt  zu  sein 
pflegt,  die  längs  den  Seitenrändern  der  Mündung  in  gewissen  Entfernungen 
(=  dem  halben  Ueberschuss  der  Öreite  des  Schutzbretts  über  die  Mfln- 
dungsbrcite  h)  hinlaufen,  auch  der  untere  Rand  der  Mündung  durch  eine 
solche  Leiste  eingefasst  sein  kann  als  Unterstützung  des  ganz  niederge- 
lassenen Schutzbretts,  wird  dadurch  auch  eine  Schwächung  der  Coutraction 
und  entsprechende  Vergrösserung  des  Coefficienten  (i  verursacht  Folgende 
Tabelle  enthält  die  Werthe  für  solche  Fälle  nach  Versuchen  von  Lesbros. 
Dabei  betrug  die  Breite  der  Schutzöffnung  0,6  Mtr.,  die  Dicke  der  Wand, 
des  Schutzbretts,  der  Leisten  und  die  Entfernung  jeder  Leiste  vom  betref- 
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fcnden  Rande  der  Mündung  je  0,05  Mtr.;  im  Falle  Ä  waren  nur  die 
Seitenräuder  durch  Leisten  eingefasst,  im  Falle  B  auch  der  untere  Rand. 
Uebrigens  befand  sich  die  Oeffnung  an  einer  mittleren  Stelle  einer  grös- 
seren verticalen  Wand. 


II     ^ 
Mtr. 


o  ==  0,03  Mtr. 


a  =  0,05  Mtr. 


B 


a  =  0,2  Mtr. 


0,1 

0,710 

0,694 

0,691 

0,2 

0,696 

0,704 

0,685 

0,24 

0,694 

0,706 

0,684 

0,3 

0,692 

0,709 

0,683 

0,6 

0,688 

0,710 

0,678 

1,0 

0,680 

0,704 

0,673 

1,3 

0,678 

0,701 

0,672 

1,5 

0,676 

0,699 

0,672 

1,7 

0,676 

0,698 

0,672 

2,0 

1  0,675 

0,696 

0,671 

3,0 

0,672 

0,693 

0,669  ; 

0,664 
0,687 
0,690 
0,693 
0,695 
0,694 
0,693 
0,692 
0,692 
0,691 
0,689 


0,634 
0,640 
0,641 
0,641 
0,640 
0,638 
0,637 
0,637 
0,637 
0,636 
0,634 


0,665 
0,672 
0,674 
0,675 
0,676 
0,674 
0,673 
0,673 
0,672 
0,671 
0,669 


a  ==  0,4  Mtr. 
A      i      B 


i| 


0,598 
0,609 
0,612 
0,616 
0,618 
0,608 
0,602 
0,598 
0,596 
0,595 
0,592 


0,644 

0,653 

0,655 

0,656 

0,649 

0,632 

0,624 

0,620  ' 

0,618  , 

0,615 

0,611 


Für  einen  dritten  Fall,  bei  welchem  die  horizontale  untere  Leiste  des 

zweiten  Falles  dicht  am  unteren  Rande  der  Mündung  hinlief,  entsprechend 

einer  Verdoppelung  der  Wanddicke  daselbst,  ergaben  sich  fast  dieselben 

(höchstens  um  0,004  grösseren)  Werthe  von  (i  wie  im  Falle  B.  — 

«     3)  Bei  unvollkommener  Contraction  unter  Umständen  analog 

den  im  vorigen  §.  unter  3)  für  kreisförmige  Mündungen  erwähnten  ist  mit 

Beibehaltung  der  dortigen  Bezeichnungen  nach  Versuchen  von  Weisbach 

zu  setzen: 

A 


(i  =  fi^ll  +  0,076(9'*  —  1)]  mit  n 


(1). 


u 
Die  Werthe  von  -^  für  verschiedene  Wertho  von  n  können  der  folgenden 

TabeUe,  event.  durch  Interpolation,  entnommen  werden. 


n 

n 

n 

n 

^0 

0 

1,000 

0,25 

1,056 

0,5 

1,152 

0,75 

1,319 

0,05 

1,009 

0,3 

1,071 

0,55 

1,178 

0,8 

1,365 

0,1 

1,019 

0,35 

1,088 

0,6 

1,208 

0,85 

1,416 

0,15 

1,030 

0,4 

1,107 

0,65 

1,241 

0,9 

1,473 

0,2 

1,042 

0,45 

1,128 

0,7 

1,278 

0,95 

1,537 
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4)  Bei  partieller  Contraction  kann  im  Mittel  nadi  Versndieii 
von  Bidono  mit  quadratischen  und  von  Weisbach  mit  rechteckigen  Müii- 
düngen  von  0,2  Mtr.  Breite  und  0.1  Mtr.  Höhe  gesetzt  werden  (Bezeich- 
nungen wie  in  §.83,  Gl.  4): 

11  =  fio(l  +  0,155^) (2). 

Dieselbe  kommt  hauptsächlich  in  der  Weise  vor,  dass  die  Contraction  am 

unteren  Rande    (p  =  -  — r-;r,)    oder  zugleich  an  den  Seitenrändcni 

\  2a  -f-  2b/ 

(  '  2a  -V-  h\ 

(p  =  -—       ^  1    der  Mündung  aufgehoben  ist,    indem  diese  bis  zum 

Boden  des  Ausflussreser\'oir8  reicht  und  event.  zugleich  die  ganze  Breite 
desselben  einnimmt. 

Bei  Versuchen  von  Lesbros  über  derartige  Fälle  wurden  zugleich 
verschiedene  Modificationen  der  Anordnung  mit  Rücksicht  anf  praktische 
Verhältnisse  und  Nebenumstände  in  Betracht  gezogen.  In  den  folgenden 
zwei  Tabellen  sind  einige  der  für  Mündungen  von  0,2  Mtr.  Breite  gefun- 
denen Ausfiussco.efficienten  enthalten.    Dabei  bedeutet 

A  eine  Mündung  ohne  Einfassung  und  in  solcher  Entfernung  vom  Rande 
der  ebenen  Mündungswand,  dass  die  Contraction  als  normal  zu  be- 
trachten ist, 
B  eine  Mündung,  welche  an  einem  Seitenraude  nur  0,02  Mtr.  von  einer 
rechtwinklig  gegen  die  Mündungswand  stossenden  Seitenwand  des 
Reservoirs  entfernt  ist,  so  dass  hier  die  Contraction,  wenn  auch  nicht 
ganz  aufgehoben,  so  doch  in  hohem  Grade  geschwächt  ist, 
C  eine  Mündung,  die  sich  an  beiden  Seiten  ebenso  verhält  wie  B  an 

einer  Seite, 
J)  eine  Mündung  wie  G  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Seitenwände 
des   Gefässes  nicht  rechtwinklig,  sondern  unter  Winkeln  von  45^ 
gegen  die  Mündungswand  stossen  und  gegen  einander  unter  90®  con- 
vergiren,  somit  eine  geringere  Schwächung  der  Seitencontraction  ver- 
ursachen, als  im  Falle  C\ 
Ä^  B\  C',  D'  sind  dieselben  Mündungen  wie  beziehungsweise  A,  Ä 
C,  D  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Contraction  am  unteren  Rande 
ganz  aufgehoben  ist,  indem  derselbe  im  Boden  des  Resen'oirs  liegt 
Die  Höhe  h^  der  freien  Wasseroberfläche  über  dem  oberen  Rand  der 
Mündung  ist  wie  bei  der  Fundaraeutaltabelle  unter  1)  in  einiger  Entfernung 
von  der  Mündungswand  gemessen,  so  dass  auch  die  folgenden  Werthe  von  tf 
für  den  Fall  A  mit  den  entsprechenden  jener  früheren  Tabelle  überein- 
stimmen. 
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Mtr. 


a  =  0,05  Mtr. 


a  =  0,2  Mtr. 


0,02 
0,05 

0,1 
0,2 
0,5 
1,0 
1.5 
2,0 
3,0 


0,615 

0,627 

0,647 

0,631 

0,572 

0,587 

,1 

0,589 

0,625 

0,630 

0,646 

0,632 

0,585 

0,593 

0,631 

0,595 

0,630 

0,633 

0,645 

0,633 

0,592 

0,600 

0,631 

0,601 

0,630 

0,635 

0,642 

0,633 

0,598 

0,606 

0,632 

0,607 

0,628 

0,634 

0,637 

0,632 

0,603 

0,610 

0,631 

0,611    1 

0,626 

0,628 

0,635 

0,627 

0,605 

0,611 

0,628 

0,612    1 

0,620 

0,622 

0,634 

0,621 

0,602 

0,611 

0,627 

0,611    ] 

0,613 

0,616 

0,634 

0,615 

0,601 

0,610 

0,626 

0,611 

0,606 

0,609 

0,632 

0,608 

0,601 

0,609 

0,624 

0,610 

a  =-  0,05  Mtr. 


a  =  0,2  Mtr. 


Ä 


S 


C 


B' 


Ä 


B' 


C 


jy 


0,02 

0,05 

0,1 

0,2 

0,5 

1,0 

1,5 

2,0 

3,0 


0,664 
0,667 
0,669 
0,670 
0,668 
0,666 
0,665 
0,664 
0,662 


0,663 
0,669 
0,674 
0,676 
0,676 
0,672 
0,670 
0,670 
0,669 


„ 


0,690 
0,688 
0,687 
0,682 
0,680 
0,678 
0,674 
0,673 


0,678 

0,677 

0,677 

0,675 

0,671  , 

0,670 

0,670 

0,669 

0,668 


0,599 
0,608 
0,615 
0,621 
0,623 
0,624 
0,624 
0,619 
0,614 


„ 


0,622 
0,628 
0,633 
0,636 
0,637 
0,637 
0,636 
0,634 


„ 

„ 

»> 

0,636 

,? 

0,639 

0,708 

0,643 

0,680 

0,614 

0,676 

0,642 

0,672 

0,641 

0,668 

0,640 

0,665 

0,638 

Setzt  man  für  die  Fälle  B,  C,  A\  ^,  C 
unter  pa  und  pi,  die  Theile  von  p  verstanden,  welche  sich  auf  die  Seiten 


a 


und  auf  den  unteren  Rand  der  Mündung  beziehen  (p«  =  57~i  "t;  ^^^^ 


Ph  = 


}. 


.   .^  jro  —   - ,     I    IN  / »  Während  Uq  den  Werth  von  u  bei  normaler 

«  -f-  6  2  (»  -j-  o)/ 

Contraction,  d.  h.  für  den  Fall  A  bedeutet,  so  findet  man  die  Coefficienten 
X  und  y  zwar  merklich  abhängig  von  h^^  und  zwar  (abgesehen  von  einigen 
Dmregelmässigkeiten)  der  Art,  dass  sie  mit  wachsenden  Worthen  von  h^ 
zunächst  abnehmen  (bis  etwa  h^  =t  0,5  Mtr.)  und  dann  wieder  zunehmen;, 
im  Durchschnitt  aber  kann  gesetzt  werden: 

II  =  ^o(l  +  0,12pa  +  0,16i?ö)    (3) 

in  befriedigender  Uebereinstimmung  mit  61.  (2)  mit  Rücksicht  darauf^  dass 
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die  Scitencontractiou  bei  den  Losbros' sehen  Mündungen  nicht  gänzlich 
aufgehoben  wurde.  Den  Fällen  D  und  D'  entsprechen  nahe  dieselben 
Wcrthe  von  [i  wie  den  Fällen  B  und  B>.  — 

5)  Ausfluss  am  Endo  eines  Gerinnes.  —  Wenn  sich  die  Mün- 
dung in  einer  verticalen  ebenen  Wand  am  Ende  eines  Gerinnes  befindet, 
in  welchem  das  Wasser  mit  dem  Querschnitt  Fq  jener  Wand  zufliesst,  so 

kann,  wenn  Fq  nicht  sehr  gross  im  Vergleich  mit  der  Mündung  A  und  so- 

V 
mit  die  mittlere  Zuflussgeschwindigkoit  Mq  =  — -  im  Gerinne  nicht  sehr 

Idein  im  Vergleich  mit  der  mittleren  Ausflussgeschwindigkeit  «  ist,  die 
Ausflussmenge  Fnach  Gl.  (1)  in  §.79  berechnet  werden,  also  (mit  II  =h 
für  den  gewöhnlichen  Fall  Pq  =  p)  nach  der  Formel: 

unter  {l  den  Coefticionten  verstanden,  welcher  nach  Gl.  (1)  dem  die  Un- 

A 

Vollkommenheit  der  Contraction  bedingenden  Verhältniss  n  ==  -    ent- 

spricht,  und  unter  h  die  Tiefe  des  Schworpunktes  von  A  unter  der  freien 
Wasseroberfläche  im  Gerinne  an  einer  solchen  Stelle  vorstanden^  welche 

in  einiger  Entfernung. von  der  Wand  liegt,  so  dass  das  Wasser  in  dem  be- 

V 
treflfendon  Querschnitt  daselbst  die  mittlere  Geschwindigkeit  u^  =  --  be- 

sitzt;  dass  diese  Geschwindigkeit  hier  horizontal  ist,  während  u^  in  §.  79 
die  verticale  Oberflächengeschwindigkeit  bedeutete,  kann  einen  principiellen 
Unterschied  offenbar  nicht  bedingen. 

Uebrigens  hat  Woisbach,  um  die  Rechnung  zu  vereinfachen  und  den 
besonderen  Umständen  dieses  Falles  noch  zuverlässiger  auf  Grund  der  Er- 
fahrung zu  entsprechen,  durch  besondere  Versuche  den  Coefficienten  (i 
der  Formel 

V=  fiAy2ffh 


ermittelt  und  denselben,  dessen  rationelle  Bedeutung  nach  GL  (4) 


a_  (3; 


Vi— (^«r« 

ist,  unter  fi  den  Werth  nach  Gl.(l)  verstanden,  der  folgenden  empirischen 
Formel  entsprechend  gefunden: 

(i   =  fi^il  +  0,641»») (6). 
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üEüls  n  <  0,5  ist;  dabei  bedentot  (i^  den  Coefficientcu  für  normale  Con- 
traction  unter  übrigens  gleichen  Umständen,  and  wnrde  A  in  1  Mtr. 
Entfernung  von  der  Wand  gemessen.  Es  ist  wesentlich,  dass  diesor 
letztere  Umstand  auch  bei  der  Anwendung  von  Gl.  (6)  berücksichtigt  werde; 
der  Widerstandshöhe  für  die  1  Mtr.  lange  Strecke  des  Gerinnes,  welche 
in  dem  so  verstandenen  h  enthalten  ist,  muss  es  hauptsächlich  zugeschrieben 
werden,  wenn  sich  der  Coefficient  fi  nach  Gl.  (6)  kleiner  ergiebt,  als  nach 
GL  (5),  meistens  selbst  kleiner,  als  fi  nach  Gl.  (1).  — 

Beispiel.    Zur  Messung  der  Wassermenge  F^  welche  pro  See.  durch 
ein  0,8  Mtr.  breites  Gerinne  fliesst,  werde  am  Ei^do  desselben,  so  dass  der 
FigM.  Strahl  frei  ausflicssen  kann,   eine  verticale  ebene 

-X-  Wand  eingesetzt  mit  einer  rechteckigen  Oeffnung 
5   von  0,5  Mtr.  Breite  und  0,3  Mtr.  Höhe,  deren  un- 
tere Seite  um  0,1   Mtr.  über  dem   Gerinneboden 
liegt.  Nach  Eintritt  des  Beharruugszustandes  ergebe 
--  sich,  in  1  Mtr.  Entfernung  vor  der  Wand  gemessen, 
die  Höhe    der  freien  Wasseroberfläche  über  dem 
oberen  Rande  der  Mündung  =  0,2  Mtr.  (Fig.  34). 

Nach  der  Fundamentaltabelle  von  Poncclct  und  Lesbros  ist  für 
Äj  =  0,2  Mtr.,  h  =  0,2  Mtr.  und  a  =  0,2  Mtr.:  fi^  =  0,598.  Mit 
wachsender  Mündungshöhe  a  nimmt  fi  ab;  mit  Rücksicht  auf  die  Tabelle 
für  Ä  =r  0,6  Mtr.  lässt  sich  indessen  annehmen,  dass  dem  vorliegenden 
Falle:  Äg  =  0,2  Mtr.,  b  =  0,5  Mtr.,  a  =  0,3  Mtr.  ein  nur  weuig  klei- 
nerer Werth,  als  0,598  entspricht,  etwa 

fi^  =  0,595. 

Damit  und  mit  n  ==    ^    '   \  =  — -  ist  nach  Gl.  (6) 

0,8.0,6        16  ^  ^ 

//  =  0,632 


r  =  0,632 . 0,15  V2  . 9,81 . 0,35  =  0,2484  Cubikm. 

Hierbei  war  vorausgesetzt  (entsprechend  der  Bedeutung  von  Gl.  6), 
dass  die  unvollkommene  Contraction  gleichwohl  vollständig  ist,  d.  h.  rings- 
um am  ganzen  Umfange  der  Mündung  stattfindet.  Wäre  sie  aber  zu- 
gleich partioll,  so  wäre  der  Ausflusscocfficient,  der  in  diesem  Falle  mit 
n"  bezeichnet  sei,  >>  (i\  etwa 

i""  =  (1  +  y)  (^\ 
der  Art  jedoch,  dass  im  Allgemeinen  l-|-y<<l4-^ist,  wenn  1  -\-  x 
das  Yerhältniss  der  Ausflusscoofficienten  für  partielle  und  vollständige  bei 
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übrigens  vollkommener  Contraction  unter  sonst  gleichen  Umständen  be* 
deutet.  Den  beiden  Bedingungen,  dass  y  =c:  ^  sein  muss  für  ^  =  ft^ 
dagegen  y  =  0  für  ^'  =  1,  sofern  auch  fi'  höchstens  :=  1  sein  kaoiL 
>vird  am  einfachsten  dadurch  entsprochen,  dass 


/'•■-(.+^i').' 


^0    /■  ^' 

gesetzt  wird,  eine  Formel,  welcher  man  sich  (mit  entsprechend  vcrändcrtefl 
Bedeutungen  von  (i  und  jh)  in  Ermangelung  spocieller  Erfahrungen  über- 
haupt in  solchen  Fällen  bedienen  kann,  in  denen  verschiedene  Umstäude 
zusammenwirken,  um  den  Ausflusscoefticienten  >  fi^  zu  machen. 

Wenn  etwa  bei  dem  obigen  Beispiel  (Fig.  34)  dieselbe  Mündung  vod 
0,5  Mtr.  Breite  und  0,3  Mtr.  Höhe  mit  ihrem  unteren  Rande  im  Gerinne- 
boden läge,  hier  also  die  Contraction  ganz  aufgehoben  würde,  übrigens  im 
Bcharruugszustande  dieselbe  Wassertiefc  im  Gerinne  stattfände,  somit  auch 

5 
n  =  —-  wäre  wie  zuvor,  so  hätte  die  veränderte  Höhe  A«  =  0,3  statt 
16 

0,2  Mtr.  gemäss  der  Fundamentaltabelle  kaum  einen  merklich  anderen 
Werth  von  (i^^  zur  Folge,  so  dass  wieder 

(i^  =  0,595     und     (i  =  0,632 

gesetzt  werden  könnte.    Nach  Gl.  (3)  wäre  aber 

und  somit  nach  Gl.  (7) 

/'  =  { 1  +   ^4^  •  0,05") .  0,632  =  1,0454  . 0,632  =  0,661 
\  0,405  / 

V=  0,661.0,151/279,81.0,45  =  0,2946  Cubikm. 


§.  85.  Recliteekige  Mündungen  mit  Ansatzgerinnen« 

Während  die  im  vorigen  §.  besprochenen  Ausflusscoefiicienten  sich 
auf  den  Fall  des  Ausflusses  in  die  freie  Luft  bezogen,  werde  jet^t  voraus- 
gesetzt, dass  an  die  rechteckige  Mündung  =  A  =  ah  sich  aussen  ein  Ge- 
rinuo  von  der  Breite  h  auschliesst  der  Art,  dass  der  untere  Rand  der 
Mündung  im  Boden,  ihre  Seitenränder  in  den  verticalen  Seitenwänden  des 
Gerinnes  liegen.  Indem  dabei  der  ausfliessende  Wasserstrahl  mit  den 
Boden  und  den  Seitenwänden  des  Gerinnes  in  Berührung  kommt,  nadiden 
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lein  Qaerschnitt  sich  contrahirt  und  wieder  erweitert  hat,  wird  dem  Aus- 
lasse des  Wassers  ein  Widerstand  dargeboten  thcils  durch  die  Reibung 
im  Gerinne,  theils  dadurch,  dass  letzteres  das  freie  Niederfallen  des  Wassers 
üs  parabolischer  Strahl  hindert;  der  Goefficient  fi  der  Formel 

r=  (iAY^^  =  (iaby2gh (1). 

ant€r  A  die  Höhe  des  Oborwasserspiegcls  über  dem  Mittelpunkte  der  Mün- 
dung A  verstanden  (bei  Voraussetzung  gleichen  äusseren  Drucks  am  Ober- 
wasscrspiegel  und  an  der  freien  Oberfläche  des  im  Gerinne  abfliessendeu 
Wassers),  ist  deshalb  kleiner,  als  beim  Ausfluss  in  die  freie  Luft. 

Der  hemmende  Einfluss  des  Gerinnes  bedingt  hauptsächlich  eine  Yer- 
grösserung  der  ^Pressung  p  im  kleinsten  Querschnitt  F  des  contrahirten 
Strahls.  Wenn,  wie  zunächst  vorausgesetzt  werden  soll,  das  Gerinne  hori- 
zontal oder  nach  aussen  abwärts  geneigt  ist  und  kein  besonderer  Wider- 
stand (z.  B.  ein  Au&tau  durch  eine  darin  befindliche  Querwand)  in  ihm 
vorkommt,  so  dass  die  freie  Wasseroberfläche  im  Gerinne  durch 
den  oberen  Rand  der  Mündung  geht,  so  ist  nur  in  den  höchsten 
Punkten  von  F  die  Pressung  p  =  dem  äusseren  Druck,  während  sie  nach 
unten  hin  zunimmt.  Wenn  der  Querschnitt  F  von  den  Wassertheilchen  in 
paralleleh  geraden  Bahnen  durchströmt  würde,  so  fände  diese  Pressungs- 

zunähme  nach  hydrostatischem  Gesetze  statt  und  könnte  dann  dadurch 

a 
Bähemngsweise  berücksichtigt  werden,  dass  A  —  —  statt  A  in  Gl.  (1)  ge- 

setzt  wird.    Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  wäre  also  {l  in  der  unver- 

1  —  —  kleiner,  als  bei  freiem  Aus- 

floss;  in  der  That  lehrt  die  Erfahrung,  dass  die  Verkleinerung  von  {i  durch 
das  Ansatzgerinne  mit  wachsender  Druckhöhe  A  abnimmt.  Die  Reibung  im 
Gerinne  hat  aber  zur  Folge,  dass,  je  weniger  dasselbe  abwärts  geneigt  und 
je  länger  es  ist,  desto  mehr  die  Tiefe  des  im  Gerinne  abfliessendeu  Wassers 
gegen  die  Mündung  hin  wachsen  muss,  um  den  Beharrungszustand  dieses 
Abflusses  zu  ermöglichen;  dadurch  kann  es  verursacht  werde«,  dass  die 
Oberfläche  des  Wassers,  nachdem  es  den  kleinsten  Querschnitt  F  durch- 
strömt hat,  sich  wieder  erhebt,  dass  also  die  Bahnen  der  Wassertheilchen 
an  der  Stelle  von  F  vorwiegend  nach  unten  convex  gekrümmt  sind  und 
somit  die  Pressung  daselbst  in  noch  höherem  Grade  nach  unten  wächst,  als 
nach  hydrostatischem  Gesetze.  Mit  Rücksicht  auf  diesen  Umstand  wird 
der  Coefflcient  /i  durch  das  Ansatzgerinne  um  so  mehr  verkleinert,  je 
länger  dasselbe  und  je  weniger  es  abwärts  geneigt  ist.  Indem  es  aber  auch 
einen  Einfluss  in  entgegengesetztem  Sinne  dadurch  ausüben  kann,  dass 
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durch  die  Adhäsion  dos  Wassers  am  Gerinne  die  Contraction  vcrmindeit» 
der  Contractionscoefficicnt  a  vergrössert  wird,  ist  es  hegreiflich,  dass  du 
Gesetz,  nach  welchem  der  Goefficient  fi  von  den  angedeuteten  and  vot 
etwaigen  anderen  Umständen  in  verschiedenen  Fällen  ahhängt,  ziemlich 
complicirt  ist  und  sich  nur  durch  Versuche  einigermassen  zuverlässig  be- 
stimmen- lässt. 

Wenn  durch  ein  besonderes  Hindcrniss  im  Gerinne  oder  durch  eine 
nach  aussen  aufwärts  gerichtete  Neigung  desselben  der  Abfluss  des  Wägers 
in  dem  Grade  erschwert  ist,  dass  die  Mündung  ganz  unter  seiner 
freien  Oberfläche  im  Gerinne  liegt  und  somit  der  Fall  eines  Aus- 
flusses unter  Wasser  stattfindet,  so  ist  es  am  angemessensten,  die  Formel 

r=  iiAy2g{h  —  Ä')   =  iiaby2g{h—  h') ii] 

zu  Grunde  zu  legen,  in  welcher  h  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  Gl.  {\\. 
während  h'  die  Höhe  des  Untcrwasserspiegels  über  der  Mitte  von  A  be- 
deutet und  zwar  an  einer  solchen  Stelle  gemessen,  wo  diese  Wasserober- 
fläche ihre  grösste  Erhebung  zeigt  und  ihre  unregelmässige  Bewegung  im 
Wesentlichen  verloren  hat  Wäre  h!  sehr  gross  im  Vergleich  mit  der 
halben  Mündungshöhe,  so  ginge  dieser  Fall  über  in  den  des  Ausflusses 
unter  Wasser  aus  einem  in  ein  anderes  Gefäss  von  solcher  Grösse,  dass 
darin  das  Wasser  als  ruhend  zu  betrachten  wäre;  Ä  —  h'  wäre  der  Höhen- 
unterschied der  horizontalen  Wasseroberflächen  in  beiden  Gefässen  uod 
der  Goefficient  ^i  in  Gl.  (2)  gemäss  der  allgemeinen  Bemerkung  am  Ende 
von  §.  82  nur  wenig  kleiner,  als  unter  übrigens  gleichen  Umständen  bei 
freiem  Ausfluss  (vermuthlich  in  Folge  der  Reibung  des  ausfliessenden  Strahls 

an  dem  umgebenden  Wasser  statt  an  Luft).  Wenn  aber  h'  nicht  sehr  gross 

a 
im  Vergleich  mit  —  ist,  so  ist  das  Abhängigkeitsgesetz  von  fi  wieder  nur 

durch  Versuche  einigermassen  zuverlässig  zu  bestimmen.  Durch  die  0.^"^ 
bination  eines  Ansatzgerinnes  von  verschiedener  Länge  und  Neigung,  event 

bei  verschiedenen  Wasserständen  ä'  >>  -  für  den  Fall  des  Ausflusses  unter 

Wasser,  mit  den  im  vorigen  §.  besprochenen  Fällen  in  Betreff  der  beson- 
ders die  Gontraction  bedingenden  Anordnung  der  Mündung  häufen  steh 
freilich  die  den  Goefficienten  [l  bestimmenden  Elemente  in  einem  sokhea 
Grade,  dass  zu  einer  für  alle  FäUe  genügend  sicheren  Bestimmung  des- 
selben die  bisher  bekannt  gewordenen  Versuche  bei  Weitem  nicht  aas- 
reichen. 

1)  Für  den  Fall  einer  rechteckigen  Mündung  in  einer  verticalen 
ebenen  Wand  mit  einem  horizontalen  oder  abwärts  geneigten 
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Ansatzgerinne,  in  welchem  ein  sonstiger  Widerstand  ausser 
der  Reibung  nicht  vorkommt,  liegen  Versuche  Tor  von  Lesbros  bei 
verschiedenen  Anordnungen  der  Mündung,  wie  solche  im  vorigen  §.  unter  4) 
mit  -4,  B^  C,  D,  ^',  ^,  C\  B'  bezeichnet  und  erklärt  wurden.  Folgende 
Tabelle  enthält  auszugsweise  die  betreffenden,  obiger  Gl.  (1)  entsprechenden 
Werthe  von  n  für  einige  der  praktisch  wichtigsten  Fälle;  A^  ist  wie  früher 

die  Höhe  des  Oberwasserspiegels  über  dem  oberen  Rand  der  Mündung, 

a 
ebenso  wie  h  =  h^  -]-  --  in  einiger  Entfernung  von  der  Mündungswand 

gemessen,  falls  h^  <C  0,2  Mtr.  ist    In  den  Fällen 

A  (normale  Contraction), 

j^  (Contraction  am  unteren  Rande  aufgehoben), 

C'  (Contraction  am  unteren  Rande  aufgehoben,  an  den  Seiten  sehr  un- 
vollkommen) 
war  das  Ansatzgerinne  3  Mtr.  lang  und  horizontal ;  in  den  Fällen  A"  und  C'\ 
wel€he  übrigens  in  Betreff  der  Contraction  mit  den  Fällen  A'  und  C  über- 
einstimmen, war  das  Gerinne  2,5  Mtr.  lang  und  um  7io  ^^^^^^  Länge 
geneigt 


Ih 

a  —  0,05  Mtr. 

a  -  0,2  Mtr. 

Mtr. 

1 

i 

A 

A 

A" 

0' 

0" 

0,480 
0,511 
0,542 
0,574 
0,599 
0,601 
0,601 
0,601 
0,601 

A' 

A" 

C 

C" 

:  0,02 

,  0,05 
1  0,1 
,0,2 

0,5 

1,0  1 

2,0 

;  3,0 

Ja 

0,488 
0,577 
0,624 
0,627 
0,625 
0,624 
0,619 
0,613 
0,606 

0,487 
0,571 
0,605 
0,617 
0,626 
0,628 
0,627 
0,623 
0,618 

0,585 
0,614 
0,632 
0,645 
0,652 
0,651 
0,650 
0,650 
0,649 

0,512 
0,582 
0,621 
0,637 
0,647 
0,649 
0,647 
0,644 
0,639 

0,625 
0,639 
0,649 
0,656 
0,656 
0,656 
0,656 
0,656 

0,480 
0,510 
0,538 
0,566 
0,592 
0,600 
0,602 
0,602 
0,601 

0,527 
0,553 
0,574 
0,592 
0,607 
0,610 
0,610 
0,609 
0,608 

0,528 
0,560 
0,589 
0,618 
0,630 
0,633 
0,632 
0,630 

i 

0,593 
0,617 
0,632 
0,638 
0,641 
0,642 
0,641 

Die  Zahlen  dieser  Tabelle  sind  durchweg  kleiner,  als  die  entsprechenden 
der  unter  4)  im  vorigen  §.  angeführten  Tabellen,  und  zwar  um  so  mehr 
kleiner,  je  kleiner  Äg  ist;  im  Falle  A  werden  für  die  grösseren  Werthe 
von  Äg  die  Differenzen  unmerklich.  Dass  überhaupt  der  den  Ausflusscoef- 
ficienten  vermindernde  Einfluss  des  Ansatzgerinnes  in  diesem  Falle  der 
vollständigen  Contraction  weniger  bedeutend  ist,  als  bei  partieller  Contrac- 
tion, muss  ohne  Zweifel  dem  Umstände  zugeschrieben  werden,  dass  dabei 
die  Vergrösserung  von  a  in  höherem  Grade  von  Einfluss  ist 

Unter  anderen  Umständen,  als  denjenigen,  unter  welchen  die  in  diesem 
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und  im  vorigen  §.  angeführten  Lesbros' sehen  Tabellen  für  den  AnsÄi 
mit  oder  ohne  Ansatzgerinne  erhalten  wurden,  können  die  Zahlen  dersell 
wenigstens  näherungsweise  als  Yerhältnisszahlen  benutzt  werden.    W( 
etwa  bei  dem  Beispiel  zu  Ende  des  vorigen  §.  die  rechteckige  Mfindi 
von  a  =  0,3  Mtr.  Höhe  und  h  =  0,5  Mtr.  Breite,  für  welche,  wenn 
unterer  Rand  im  Boden,  jeder  Seitenrand  um  0,15  Mtr.  von  den  Seil 
wänden  des  Zuflussgerinnes  entfernt  und  ihr  oberer  Rand  um  A,  =  0,3  Hl 
unter  dem  Wasserspiegel  liegt,  für  den  Ausfluss  in  die  fi-eie  Luft  d( 
fi  =  0,661  bestimmt  wurde,  mit  einem  horizontalen  Ansat^gerinne  n 
sehen  wäre,  so  würde  dieser  Fall  zwischen  den  Fällen  A'  und  C'  d< 
Lesbros' sehen  Tabellen  liegen.    Denselben  entspricht  bei  h^  =  0,3  Ml 
und  a  =  0,2  Mtr.  im  Falle  des  Ausflusses  in  die  freie  Luft:  fi  =  0,621 
und  0,699,  in  das  Ansatzgerinne:  fi  =  0,575  und  0,599,  so  dass  im  vol 
liegenden  Falle  eine  Verkleinerung  des  Coefficienten  fi  ungeföhr  im  Vei 
hältnisse 

57 5  +  699  _  ^  Q^ 

621  +  699  ~  ^'^^ 

angenommen  und  somit  gesetzt  werden  könnte: 

^  =  0,9.0,661  =  0,595. 

2)  Von  technischer  Wichtigkeit  ist  auch  der  Fall,  dass  die  recht- 
eckige Mündung  sich  unter  einer  ebenen  Wand  befindet,  welche 
in  ein  mit  gleicher  Breite  fortlaufendes  Gerinne  an  einer  ge- 
wissen Stelle  nicht  vertical,  sondern  unter  einem  gewissen 
Winkel  6  gegen  die  Verticale  geneigt  so  eingesetzt  ist,  dass  die 
Mündung  (deren  Höhe  a  auch  hier  vertical  und  nicht  in  der  Wandebene 
gemessen  wird)  mit  ihrem  unteren  Rande  an  den  Boden  und  mit 
ihren  Seitenrändern  (wenigstens  beinahe)  an  die  verticalen  Seiten- 
wändc  des  Gerinnes  grenzt,  und  somit  die  Contraction  im  Wesent- 
lichen nur  am  oberen  Rande  und  auch  hier  des  schrägen  Zuflusses  wegen 
nur  geschwächt  stattfindet  (Fig.  35).    Ueber  diesen  Fall,  welcher  bei  der 

Zuführung  des  Wassers  zu  Wasserrädern,  insbesondere 
zum  Poncelet'schen  Rade  durch  eine  sogen.  Spann- 
schütze  vorkommt,  deren  geneigte  Lage  dabei  den  Zweck 
hat,  die  Schutzöffnung  dem  Rade  möglichst  nahe  zn 
^r"  bringen,  sind  besondere  Versuche  vonPoncelet*  selbst 
angestellt  worden,  als  deren  mittleres  Resultat  sich  er- 


Fig.  35. 


*  M^m.  sur  les  roues  hydrauliques  k  aubes  courbes  etc.   Metz  1827. 
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geben  hat:* 

II  =  0,7     0,74     0,8 

für  tffö  =  0       0,5       1. 

Der  Fall  fyrf  =  0  (yerticale  Wand)  würde  am  meisten  dorn  Falle  C" 
der  so  eben  anter  1)  besprochenen  Versuche  entsprechen;  dass  aber  di^ 
Werthe  von  fi  der  obigen  Tabelle  far  diesen  Fall  C"  merklich  <[  0,7  sind, 
kann  theilweise  dadurch  begründet  sein,  dass  bei  den  breiteren  Poncelet'- 
sehen  Schützen  die  Seitencontraction  noch  mehr  aufgehoben  oder  wegen 
der  grösseren  Breite  b  von  geringerem  Einfluss  war,  theils  dadurch,  dass 
es  sich  bei  den  Lesbros 'sehen  Versuchen  nicht  eigentlich  um  Mündungen 
in  einem  fortlaufenden  (hinter  und  vor  der  Mündung  gleichen)  Gerinne 
handelte,  in  dem  das  Wasser  schon  mit  beträchtlicher  Geschwindigkeit  wie 
bei  den  Poncelet 'sehen  Gerinnen  der  Mündung  zuströmte,  sondern  viel- 
mehr die  verschiedenen  Einfassungen  der  Lesbrps' sehen  Mündungen  be- 
hufs partieller  Aufhebung  der  Contraction  durch  Wände  hergestellt  waren, 
die  von  der  Mündnngswand  aus  nur  um  einen  gewissen  Betrag  sich  in  das 
grosse  Ausflussreservoir  hinein  erstreckten.    Auch  diese  Poncelet'schen 
Versuchswerthe  fi  beziehen  sich  nämlich  auf  die  obige  Gl.  (1),  so  dass  sie 
den  Einfluss  der  Zuflussgeschwindigkeit  in  sich  begreifen.    Ihre  absoluten 
Werthe  sind  allerdings  von  den  Dimensionen  und  von  der  speciellen  An- 
ordnung der  Versachsschützen  abhängig;  doch  können  sie  als  Verhältniss- 
zahlen für  Mündungen  mit  partieller  Contraction  nur  am  oberen  Rande 
allgemein  Verwendung  finden  in  der  Weise,  dass  für  tgö  =  0,5  resp.  1 

74  8 

der  Ausflusscoefficient  beziehungsweise  -^  und  —  mal  so  gross  gesetzt 

wird,  als  er  unter  übrigens  gleichen  Umständen  für  ^d  =  0  sein  würde. 
Für  andere  Werthe  von  tgö^  welche  <  1  oder  wenigstens  nicht  viel  >•  1 
sind,  können  diese  Vergrösserungscoefficienten 

^  6^rf  +  ^tgH (3) 

"*"  70 

gesetzt  werden.  Mit  wachsenden  Werthen  von  tgö  bis  zu  vollständiger 
Aufhebung  der  Contraction  auch  am  oberen  Rande  der  Mündung  kann  // 
höchstens  bis  zu  einem  Geschwindigkeitscoefficienten  wachsen,  den  Pon- 
celet für  seine  Schützen  zu 

g)  =  0,93 

ange&hr  bestimmte.  — 

3)  ücber  den  Ausfluss  unter  Wasser  durch  Schutzöffnungen 


*  Poncelet,   Lehrbuch   der  Aawenduug  der  Mechanik   auf  Maschinen. 
Deutsch  von  Dr.  Schnuse.    Bd.  II,  S.  52. 
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in  Gerinnen  sind  in  den  Jahren    1866   nnd  1867  von  Bornemani*. 
Versuche  angestellt  worden,  und  zwar  für  den  Fall,  dass  die  Schutzöffinang  i 
unten  ganz  bis  zum  Boden,  beiderseits  aber  wenigstens  nahe  bis  za  dei ! 
Seitenwänden  des  Gerinnes  reichte,  indem  dessen  Breite  =  1,135  Mtr. 
durch  zwei  Säulen  (zur  Führung  der  von  oben  her  mehr  oder  weniger  vor- 
zuschiebenden verticalen  Schütze  von  0,043  Mtr.  Dicke)  bis  zur  Mflndnngs- 
breite  b  =  1,006  Mtr.  eingeschränkt  war.    Der  Coefficient  ^,  der  obigen 
Gl.  (2)  entsprechend,  ergab  sich  wesentlich  abhängig  von  a  und  k\  nid 
zwar  wurde  unter  verschiedenen  versuchten  Formeln  zur  Darstellung  des 
betreffenden  Abhängigkeitsgesetzes  die  folgende: 

fi  =  0,63775  +  0,29995  p     W 

h 

am  zutreffendsten  gefunden.  Sie  giebt  die  aus  15  Versuchen,  bei  denen 

a  =  0,034  bis  0,174  Mtr.  und  p  =  0,17  bis  0,85 

h 

war,  abgeleiteten  Werthe  von  [i  mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  = 
0,0109  wieder.  Die  Höhe  h!  wurde  an  der  Stelle  gemessen,  wo  der  Cnter- 
wasserspiegel  seine  grösste  Erhebung  zeigte  und  sich  möglichst  beruhigt 

hatte;  die  Höhe  h^  des  Oberwasserspiegels  über  der  Oberkaute  der  Mfln- 

a 
düng  (gemessen  wie  A  =  A^  +  —  in  geringer  Entfernung  von  der  Schfitze  • 

lag  zwischen  den  Grenzen  0,09  und  0,42  Mtr. 


§.86.    Cylindrisehe  AnsatzrOhren« 

Wenn  sich  an  die  Oeffnung  in  der  Wand  eines  Ge^ses  eine  cjlio- 
drische  Röhre  auschliesst,  dieselbe  zunächst  in  dem  weiteren  Sinne  ver- 
standen, dass  ihr  Querschnitt,  der  Wandöffnung  entsprechend,  von  belie- 
biger Form  sein  kann,  so  fliesst  das  Wasser,  wenn  es  die  Rohrmündung 
vollständig  ausfüllt,  als  entsprechend  cylindrischer  Strahl  ohne  weitere 
Contraction  aus;  es  ist  «  =^  1,  also  ^i  =  (p,  Ist  die  Röhre  so  kurz,  dass 
ihr  Leitungswiderstand  verschwindend  klein  ist,  und  geht  ihre  innere 
Wandflächc  von  der  cylindrischen  Form  an  der  Mündung  aus  mit  stetiger 
Krümmung  in  die  Gefässwandfläche  über,  so  ist  erfahrungsmässig,  wie  auch 
a  priori  der  Natur  der  Sache  gemäss  nicht  anders  zu  erwarten  ist,  fi  =  f 
nicht  merklich  von  dem  Geschwindigkeitscoefficienten  für  die  Mündung  in 


*  „Civilingenieur",  Bd.  XVU,  Heft  1. 
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der  dttnnen  Wand  unter  sonst  gleichen  Umständen  verschieden,  namentlich 
wenn  die  Gestalt  des  Mundstücks  von  der  Gefässwand  bis  zu  seinem  cylin- 
drischen  Theil  nahe  der  Form  des  aus  der  Mündung  in  der  dünnen  Wand 
ausfliessenden  contrahirten  Strahls  bis  zu  seinem  kleinsten  Quei'schnitt  an- 
gepasst  ist;  insbesondere  bei  kreisförmigem  Querschnitt  der  Röhre  kann 
dann  nach  §.  83  unter  2)  gesetzt  werden: 

//  ^-  0,96  —  0,99, 

wachsend  mit  der  Druckhöhe. 

Dieser  Fall  wird  hier  ausgeschlossen,  vielmehr  ein  scharfkantiger 
Ansatz  der  Röhre  an  die  Gefässwand  vorausgesetzt.  Der  Wasser- 
strom erföhrt  dann  eine  innere  Contraction  unmittelbar  nach  dem  Ein- 
tritt in  die  Röhre  bevor  er  sich  bis  zur  vollen  Ausfüllung  ihres  Querschnitts 
wieder  erweitert  (§.  76,  Fig.  29  mit  UQa^  ^=r  aa^  da  ^>  aa\  und  ist  damit 
ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  verbunden  entsprechend  einer  nach  §.  76, 
Gl.  (7)  zu  berechnenden  Widerstandshöhe;  der  Ausflusscoefficient  |ti,  der 
aber  nach  wie  vor  den  Charakter  eines  Geschwindigkeitscoefhcienten  hat, 
muss  dadurch  merklich  kleiner  werden.  Ist  %i^  die  Geschwindigkeit  im 
kleinsten  Querschnitt,  w  die  kleinere  Ausflussgeschwindigkeit  in  der  Mün- 
dung, also  im  vollen  Querschnitt  der  Röhre,  und  wird  zu  grösserer  Allge- 
meinheit die  letztere  zunächst  von  solcher  Länge  vorausgesetzt,  dass  der 
•  Coefficient  g  ihres  Leitungswiderstandes  nicht  vernachlässigt  werden  darf, 
so  ist  die  Widerstandshöhe  für  die  Bewegung  vom  kleinsten  Querschnitt 
bis  zur  Mündung: 


(u*  —  u\^  u^ 

2g         ^  ^  2g 


2 


2 


5-V+«j2, 


' (I), 


wenn  «  =  —  den  Coefficienten  der  inneren  Contraction  bedeutet.    Von 

dem  Stattfinden  der  letzteren  kann  man  sich  indirect  überzeugen  durch 
einen  schon  von  Venturi  zu  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  angestellten 
und  seitdem  mehrfach  wiederholten  Versuch,  betreffend  das  Steigen  des 
Wassers  in  einem  engen  Röhrchen  Ä,  welches  einerseits  von  der  cylin- 
drischen  Ansatzröhre  A  (nahe  bei  der  Gefösswand  ungefähr  da,  wo  der 
kleinste  Querschnitt  des  contrahirten  Wasserstroms  zu  vermuthen  ist)  ab* 
gezweigt  und  andererseits  abwärts  reichend  in  ein  Wassergefäss  G  einge- 
taucht wird,  während  an  der  freien  Oberfläche  des  Wassers  in  O  und  an 
der  Mündung  der  Ansatzröhre  A  dieselbe,  z.  B.  atmosphärische  Pressung  p 
stattfindet  Die  Erhebung  des  Wassers  in  R  beweist,  dass  die  Pressung  p^ 
am  Anfang  der  Ansatzröhro  <<  p^  somit  u^  >»  w  und  der  entsprechende 

Orashof,  theoret.  Uascliiueulehre.     I.  30 
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Querschnitt  des  Wjasserstroins  kleiner,  als  der  Rohrquerschnitt  ist,  vad 
zwar  ist  die  Erhebungshöhe  h'  in  E  =  der  Druckhöhendifferenz 


P—h 


vorausgesetzt  dass  die  durch  A  ausfliessende  und  die  in  R  angesaagte 
Flüssigkeit  von  einerlei  Art  sind,  wenigstens  dasselbe  specif.  Grewicht  7 
haben. 

Ist  die  Ansatzröhre  horizontal,  so  folgt  aus  §.  78,  Gl.  (3;  mit 
Rücksicht  auf  den  obigen  Ausdruck  (1)  von  B 


u 


P        «r    ,    Pi 


I    ''  __    1     4-  -    


.(« 


+  s 


2^ 


oder  mit  «,  =  —  und  u  =  uy  2ärÄ,  unter  h  die  Höhe  der  freien  Wasser- 

« 

Oberfläche  im  Ausflussgefäss  (an  welcher  der  äussere  Druck  auch  =  f 
vorausgesetzt  wird)  über  der  Axe  von  A  verstanden. 


Pi 


=  h'  = 


a 


1 
a 


-1  -r  -1  -c 


- 1 


« 


e 


fiH 


(21 


Wäre  dieses  h'  grösser,  als  die  Höhe  ä"  der  Axe  von  A  über  der 
Wasseroberfläche  in  G^  so  würde  das  Wasser  aus  diesem  Gcfäss  bis  zur 
Röhre  A  empor  gesaugt  werden  und  mit  dem  übrigen  Wasser  gemischt 
ausfliessen;  damit  würde  ein  Fall  vorliegen,  der  nach  Analogie  von  §.  77 
zu  behandeln  wäre. 

Ist  die  Ansatzröhre  so  kurz,  dass  ^  vernachlässigt  werden  darf,  so 
kann  die  Messung  von  h'  <C  ä"  zur  Bestimmung  von  a  dienen,  indem 
dann  aus  Gl.  (2)  folgt: 


a  ^  2//»A 


(3). 


Damit  übrigens  ein  wirklich  voller  Ausfluss,  d.  h.  ein  Ausflnss  bei 
vollständig  von  strömendem  Wasser  erfüllter  Mündung  der  Ansatzröhre 
stattfinden  könne,  ist  erforderlich,  dass  bei  Voraussetzung  eines  solchcD 

P 


sich  i?i  >  0  ergiebt;  die  Bedingung  dafür  ist  nach  Gl.  (2),  wenn  h  = 


T 


die  dem  äusseren  Druck  entsprechende  Druckhöhe  bedeutet  (insbesohdcre 
z.  B.  die  Wasser -Barometerhöhe  =  10^/3  Mtr.  im  Mittel  beim  Ansfloss 
von  Wasser  in  die  Atmosphäre), 
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y 


=  h  — 


h  < 


a 


fiH  >  0 


2    -:^1     -g 


« 


(4). 


^ 


8 


Diese  Bediiignng  ist,  wie  die  Erfahrung  bestätigt,  um  so  eher  erfallt,  je 
grösser  h  und  ^  je  grösser  also  der  äussere  Druck  und  je  länger  die  Röhre 
ist.  Aus  einer  kurzen  Ansatzröhre  (g  =  0),  welche  nur  etwa  2 — 3  mal 
so  lang,  als  weit  ist,  kann  nur  dann  ein  voller  Ausfluss  stattfinden,  wenn 


1 
a 


(5) 


1    // 


8 


ist,  wie  insbesondere  Weisbach  durch  den  Versuch  bestätigt  fand. 

Der  Goefficient  a  der  inneren  Contraction  kann,  statt  nach 
GL  (3)  vennittels  der  gemessenen  Saughöhe  h\  auch  unabhängig  davon 
durch  fi  und  durch  den  Geschwindigkeitscoefficienten  q)  ausgedrückt  werden, 
der  sich  auf  die  Bewegung  bis  zum  kleinsten  Querschnitt  des  in  der  An- 
satzröhre Contrahirten  Flüssigkeitsstrahls  bezieht  und  welcher  dem  der 
Einheit  nahe  Icommenden  Geschwindigkeitscoefficienten  für  den  Ausfluss 
aus  einer  Mündung  in  dünner  Wand  unter  übrigens  gleichen  Umständen 
gleich  gesetzt  werden  kann.  Bezieht  man  nämlich  Gl.  (3)  in  §.  78  auf  die 
Bewegung  von  der  freien  Wasseroberfläche  im  Ausflussgefäss  bis  zur  Mün- 
dung der  Ansatzröhre,  die  hier  nicht  horizontal  zu  sein  braucht,  und  setzt 
för  erstere  Uq  =  0  und  Pq  =  p,  während  h  ihre  Höhe  über  dem  Schwer- 
punkt der  Mündung  ist,  so  enthält  das  Glied  B  der  Gleichung 

-   =  h  --  B 

ausser  der  nach  obiger  Gl.  (1)  zu  berechnenden  Widerstandshöhe  noch  die- 
jenige 

1  \  «,^         1/1  \  «^ 


=  ._^.^i   rL.= 


9 


2 


2y 


«^  \qj'^ 


—  1 


2^' 


welche  dem  Geschwindigkeitscoefficienten  cp  für  die  Bewegung  bis  zum 
kleinsten  Querschnitt  entspricht,  und  es  ist  also 

r/  1 


2^ 


2^ 

./8 


=   h    — 


«        2 

\a<pj         a 

30* 
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oder  mit  u  =  fi'\/2gh: 

u^  H^         \a(pj  «    '  '     ^ 

Diese  Gleichung  kann  auch  geschrieben  werden: 

1    \  2  11 

und  folgt  daraus 

1        .  1/  r.—i 


\ 


Für  eine  kurze  Ansatzröhre  (g  ^^  0)  findet  sich  durch  diese  Gleichung 
«  als  Function  von  [L  und  q>  ausgedrückt;  a^>  bedeutet  den  Ausflusscoeffi- 
cienten,  welcher  ohne  Ansatzröhre  für  die  entsprechende  Mündung  in  der 
dünnen  Wand  gelteii  würde,  wenn  dabei  eine  gleiche  äussere  Contraction 
stattfände  wie  beim  Ausfluss  durch  die  Röhre  im  Inneren  derselben.  Der 
Ausflusscoefficient  //  im  letzten  Falle  ist  bei  kurzer  Ansatzröhre  (^  =-  0) 
nothwendig  grösser,  als  dieser  Coefficient  «9),  nämlich  nach  GL  (6) 

-L,=a)'_2('_,) w 

{L^        \a<pj  \a  J 

Die  Versuche  über  den  Ausfluss  des  Wassers  aus  kurzen 
cylindrischen  Ansatzröhren  beziehen  sich  fast  ausschliesslich  auf  den 
Fall  eines  kreisförmigen  Querschnitts  derselben;  ein  solcher  ist  im 
Folgenden  vorausgesetzt,  wenn  das  Gegentheil  nicht  ausdrücklich  bemerkt 
wird.  Auch  gelten  die  Versuchswerthe  zunächst  für  den  Fall  eines  gleichen 
äusseren  Drucks  p^  =  p  an  der  freien  W^asseroborfläche  im  GeßUs  uod 
an  der  Mündung,  deren  Schwerpunkt  um  h  Mtr.  tiefer  liegt,  als  jene; 
wären  indessen  p^  und  p  verschieden,  so  brauchte  nur  die  wirksame  Druck- 
höhe U  ihrer  allgemeineren  Bedeutung  nach,  nämlich 

7 
an  die  Stelle  von  h  gesetzt  zu  werden.  Indem  der  Ausflusscoefficient  w 
hauptsächlich  von  der  inneren  Contraction  abhängt,  können  je  nach  den 
die  Art  und  den  Grad  derselben  bedingenden  Umständen  auch  hier,  ähnüch 
wie  bei  Mündungen  im  engeren  Sinne,  verschiedene  Fälle  unterschieden 
werden. 

1)  Bei  normaler  innerer  Contraction,  d.  h.  wenn  die  Axc  der 
Röhre  eine  verhältnissmässig  grosse  ebene  Gefiisswand  an  einer  mittleren 
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Stelle  normal  schneidet,  fand  Weisbach  bei  h  z^  0,23  bis  0,6  Mtr.  und 
einer  Rohrlänge  =  ungefähr  3d 

für  rf  ^  0,01  0,02  0,03  0,04  Mtr.  Durchm. 

fi  =  0,843  0,832  0,821  0,810 

=  0,854  —   l,ld (9) 

im  Ganzen  in  befriedigender  Uebercinstimmung  mit  den  Resultaten  anderer 
Versuche,  insbesondere  von  Michelotti,  Bidone,  Eytelwein  und  d*Au- 
buisson.  Diese  Werthe  von  fi  liefern  nach  Gl.  (7)  mit  £  =  0  und  g)  =  0,97 
für  dieselben  Werthe  von  d 

ag)  =  0,641         0,629  0,617         0,605 

a  =  0,661       .  0,648         0,636         0,624 

=  0,672  —  l,2d (10). 

Die  innere  Contraction  ist  also  wenig  von  der  äusseren  (§.  83)  unter  übri- 
gens gleichen  Umständen  vorschieden.  Setzt  man  im  Mittel  «  =  0,64  und 
den  resultirenden  Widerstandscoefficienten  der  kurzen  Ansatz- 
röhre 

g  ;i=  0,5     entsprechend     ^  =  1/  -—.—;:  ^^  0,8165, 

I        3 

so  crgiebt  sich  nach  Gl.  (2)  die  Saughöhe 

und  die  Bedingung  (5)  für  den  vollen  Ausfiuss: 

z.  B.  für  den  Ausfluss  von  Wasser  in  die  atmosphärische  Luft  mit  h  = 
10,2  Mtr.  Wassersäule  als  Maass  des  Luftdrucks 

Ä  <  13,6  Mtr. 

Die  Prüfung  dieses  Grenzwertlies  durch  den  Versuch  wird  dadurch  er- 
schwert, dass,  wenn  sich  h  demselben  nähert,  der  volle  Ausfluss  von  zubil- 
ligen Umständen  abhängig  zu  werden  anföngt;  eine  Störung  desselben  kann 
oft  durch  vorübergehendes  Zuhalten  der  Köhre  beseitigt  werden,  wodurch 
dorn  Wasser  Gelegenheit  gegeben  wird,  mit  der  Rohrwand  ringsum  in  Be- 
rührung zu  kommen,  die  dann  durch  Netzung  bei  günstiger  Oberflächenbc- 
scbaffenheit  dauernd  erhalteu  bleibt,  sofern  überhaupt  der  Grenzwerth  von 
Ä  noch  nicht  überschritten  ist,  dem  die  Pressung  ^^  =r:  o  im  kleinsten 
Querschnitt  entspricht.  — 
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Für  prismatische  kurze  Ansatzröhren  von  rechteckigem 
Querschnitt  wurde  der  Ausfiusscoeflicient  [i  nahe  ebenso  gross  gefunden 
wie  für  cylindrische  Röhren  im  engeren  Sinn,  von  Woisbach  =  0,82  fÄr 
eine  Röhre  von  ungefähr  0,02  und  0,04  Mtr.  Seitenlänge  des  rechteckigen 
Querschnitts  und  0,12  Mtr.  Länge  bei  h  =  0,6  Mtr.,  von  Michelotti 
=  0,80  für  eine  0,22  Mtr.  lange  Röhre  von  quadratischem  Querschnitt 
und  0,08  Mtr.  Seiteulänge  bei  h  =  3,8  bis  6,8  Mtr.  — 

2)  Wenn  die  cylindrische  Ausatzröhre  sich  in  das  Innere  desGe- 
fässes  hinein  erstreckt,  so  ist  a  kleiner  (§.  83,  2),  für  den  vollen  Ans- 
fluss  somit  auch  fi  kleiner,  als  im  vorigen  Fall,  im  Mittel  nach  Bidone 
und  Weisbach  bei  sehr  kleiner  Wanddicke  der  Röhre: 

//  =  0,71. 

Damit  und  mit  g)  =  0,97  und  S  ^  0  ergiebt  sich  nach  Gl.  (7) 

a^  =  0,518     und     a  =  0,534, 

der  Contractionscoefficient  also  wieder  nicht  wesentlich  verschieden  von 
dem  Coefficienten  der  äusseren  Contraction  des  Strahls,  wenn  er  die  innere 
Wand  der  inneren  Ansatzröhre  nicht  berührt  (§.  83  unter  2).  Ein  voller 
Ausfluss  ist  schwieriger  zu  erreichen,  als  im  vorigen  Falle;  entsprechcDd 
[1  =  0,71  und  a  =  0,534  ist  dazu  nach  (5)  erforderlich,  dass  h  <  l,14i  sei 
Uebrigens  ist  «,  folglich  fi  wesentlich  abhängig  von  der  Wanddicke 
der  inneren  Ansatzröhre.  Wenn  dieselbe  grösser  oder  die  Röhre  am  Ende 
mit  einem  rechtwinkelig  umgebogenen  Rande  versehen  ist,  so  ist  auch  n 
grösser  und  schon  dann  nicht  mehr  merklich  kleiner,  als  für  eine  äussere 
Ansatzröhre  (normale  innere  Contraction)  unter  übrigens  gleichen  Um- 
ständen, wenn  die  Wanddicke  resp.  Randbreite  V5  der  Rohrweitc  beträgt.  — 

3)  Bei  unvollkommener  innerer  Contraction,  d.  h.  wenn  die 
kurze  cylindrische  Röhre  normal  an  eine  kreisförmige  Ooflfnung  = -4  in 
der  Mitte  einer  gleichfalls  kreisförmigen  ebenen  Wand  =r  F  angesetzt  ist, 
welcher  das  Wasser  in  normaler  Richtung  zugeleitet  wird,  während  aber 

das  Verbal tniss   -  =  n  nicht  sehr  klein  ist,  fand  Weisbach  den  Ausöussr 

F 

coefficienten  fi  nahe  entsprechend  der  empirischen  Formel 

fi  ^  (4^(1  +  0,102n  +  0,067»«  +  0,046»»)    (H), 

worin  [Iq  den  Wcrth  von  //  für  n  =  0,  d.  h.  bei  normaler  Contraction 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  bedeutet.  Als  noch  etwas  besser  seinen 
Versuchen  entsprechend  empfahl  Weisbach  folgende  Tabelle  der  Wertic 

von  ~. 
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ß 

ß 

1 

ß 

ß 

n 

•n 

n 

n 

ßo 

ßo 

ßo 

ßo 

0 

1,000 

0,25 

1,035 

0,5 

1,080 

0,75 

1,138 

0,05 

1,006 

0,3 

1,043 

0,55 

1,090 

0,8 

1,152 

0,1 

1,013 

0,35 

1,052 

i    0,6 

1,102 

0,85 

1,166 

0,15 

1,020 

0,4 

1,060 

0,65 

1,114 

0,9 

1,181 

0,2 

1,027 

0,45 

1.070  1 

i    0,7 

1,127 

0,95 

1,198 

In  Betreff  einer  etwaigen  Abweichung  der  Verhältnisse  von  denen 
der  Versuche  gilt  dieselbe  Bemerkung,  welche  der  entsprechenden  Tabelle 

in  §.  83  unter  3)  hinzugefügt  wurde.    Insbesondere  sind  nach  Weisbach 

u 
aach  bei  rechteckiger  Form  von  A  und  F  die  Verh&ltnisse        nicht  erheb- 

lieh  von  den  obigen  verschieden.  — 

4)  Während  der  Fall  einer  partiellen  inneren  Contraction  ohne  näher 
liegendes  Interesse  ist,  besonders  bei  kreisförmigem  Rohrquerschnitt  kaum 
vorkommt,  ist  dagegen  eine  andere  Abweichung  von  dem  normalen  Fall 
hier  von  technischem  Interesse,  nämlich  eine  an  eine  ebene  Gefässwand 

schief  angesetzte  cylindrische  Röhre.    Nach  Versuchen  von  Weis- 

1 
bach  ist  dafür  fi  kleiner,  also  der  Widerstaudscoefficient  g  =:  -—  —  1 

grösser,  als  für  normal  angesetzte  Röhren,  und  zwar  in  solchem  Grade,  dass 

g  =  g^^  +  0,303  «md  +  0,226  ««2rf (12) 

gesetzt  werden  kann,'  wenn  mit  6  der  Richtungswinkel  der  Rohraxe  gegen 
die  Normale  der  Gefässwand  und  mit  ^  der  Werth  von  g  für  6  =  0  be- 
zeichnet wird.    Hiernach  ist 

z.  B.  für  6  =    10<>         20®  30®         40®         50®         60® 

C  —  So  =  0,060      0,130      0,208      0,289      0,365     0,432. 

Uebrigens  musste  bei  der  Weite  d  die  Rohrjängo  >  3d  gemacht 
werden,  um  bei  grösseren  Winkeln  6  einen  vollen  Ausfluss  zu  erzielen;  die 
Versuche  worden  dann  thatsächlich  mit  längeren  Röhren  angestellt  und 
von  den  gefundenen  resultirenden  Widerstandscoefficienten  die  anderweitig 
ermittelten  Bestandtheile  abgezogen,  die  dem  Leitungswiderstande  dieser 
Röhren  entsprachen. 

Ueberhaupt  ist  es  auch  bei  den  technischen  Anwendungen  gewöhnlich 
eine  längere  cylindrische  Röhre,  durch  welche  das  Wasser  aus  einem  Ge- 
Ssse  abfiiesst;  die  in  diesem  §.  für  verschiedene  Fälle  besprochenen  Werthe 

von  fi  können  dann  dazu  dienen,  den  Widerstandscoefficienten  g  =  —  —  1 

ß 
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ZU  bestimmen,  der  sich  auf  den  Eintritt  des  Wassers  in  die  Röhre  resp. 
auf  die  Bewegung  desselben  bis  zu  einem  Querschnitte  bezieht,  der  um  un- 
geßihr  den  dreifachen  Durchmesser  von  der  Eintrittsstelle  entfernt  ist 


§.87.    Conlsche  AnsatzrOhren. 

Gemäss  der  Formel  V  =  ^lÄ'^^gH^  unter  A  immer  den  Inhalt  der 
Mündung,  also  hier  des  Rohrquerschnitts  am  äusseren  Ende  verstanden, 
entspricht  der  nadh  aussen  divergenten  kurzen  Röhre  stets  ein  kleinerer, 
der  nach  aussen  convergenten  dagegen  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  des 
Convergenzwinkels  ß  (gebildet  von  zwei  diametral  gegenüberliegenden  Seiten 
der  Kegelfläche)  ein  grösserer  Ausflusscoefficient  [i^  als  einer  cylindrischen 
Ansatzröhre  von  gleicher  Länge  und  vom  Querschnitt  Ä  unter  sonst  gleichen 
Umständen,  wenn  in  allen  Fällen  die  Röhre  scharfkantig  an  eine 
kreisförmige  Oeffnung  in  einer,  ebenen  Gefässwand  normal  an- 
gesetzt ist  Dieselbe  Röhre  giebt  freilich  als  divergente  Röhre  verwendet 
eine  grössere  Ausflussmenge,  als  wenn  sie  umgekehrt  als  convergente  Röhre 
benutzt  wird,  doch  bei  Weitem  nicht  im  Verhältniss  der  beiden  Endquer- 
schnitte. Im  ersten  Falle,  in  welchem  auch  nur  bei  massiger  Divergenz 
und  massiger  Druckhöho  ein  voller  Ausfluss  erzielt  werden  kann,  ist  der 
austretende  Strahl  mehr  oder  weniger  stark  divergent,  zerrissen  und  pol- 
sirend,  im  zweiten  Falle  mehr  oder  weniger  äusserlich  contrahirt,  compact 
und  glatt.    Die  divergenten  Röhren  sind  ohne  praktisches  Interesse. 

Die  umfangreichsten  Versuche  über  den  Ausfluss  durch  conisch 
convergente  Ansatzröhren  sind  von  d'Aubuisson  und  Castel  ange- 
stellt worden.*    Ausser  den  Coefficienten  fi  wurden  auch  die  Geschwindig- 

keitscoefficienten  (p,  entsprechend  der  Formel  u  =  ^,'^2gIIy  auf  die  in 
§.82  angegebene  Weise  ermittelt    Folgende  Tabelle  der  Werthe  n  und  f 

(und  des  daraus  sich  ergebenden  Coefficienten  a  =  •    der  äusseren  Con- 

traction)  ist  durch  Interpolation  für  nach  ganzen  Graden  wachsende  Werthe 
des  Convergenzwinkels  ß  aus  der  ausgedehntesten  jener  Versuchsreihen  ab- 
geleitet, entsprechend  0,0155  Itftr.  Mündungsweite  bei  0,04  Mtr.  Rohr- 
länge und  7/  =  Ä  =  3  Mtr.  Druckhöhe.  Wenn  thatsächlich  bis  znß  ==^'^ 

der  Coefficient  g)  bald  etwas  >  //,  bald  etwas  <C  fi  gefunden  wurde,  so 

/ 

*  Annales  des  Mines,  1838,  p.  187,  und  d'Aubuisson,  Traite  d'hydriu- 
lique,  §.  49. 


f.  87. 
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st  dies  hauptsächlich  den  Fehlem  der  Geschwindigkeitsmessong  zuzu- 
ichreiben,  weshalb  in  der  Tabelle  bis  zu  dieser  Grenze  <p  z=r  fi  gesetzt 
?tirde. 


I  Grad. 

1  1 

I'     2 

i!   5 

ii  10 

il    12 


/^ 


a 


0,829- 
0,852 
0,873 
0,892 
0,909 
0,920 
0,925 
0,931 
0,937 
0,942 


ß 

Grad. 

i" 

1 

1,028 
1,053 
1,076 
1,097 
1,110 
1,116 
1,123 
1,130 
1,136 


0,829 
0,852 
0,873 
0,892 
0,909 
0,920 
0,925 
0,933 
0,949 
0,955 


1 

13 

0,945 

1,140 

1,028 

14 

0,943 

1,138 

1,053 

16 

0,938 

1,131 

1,076 

18 

0,931 

1,123 

1,097 

20 

0,922 

1,112 

1,110 

25 

0,908 

1,095 

1,116 

30 

0,896 

1,081 

1,125 

0,998 

35 

0,883 

1,065 

1,145 

0,987 

40 

0,871 

1,051 

1,152 

0,986 

45 

0,857 

1,034 

0,961 
0,965 
0;969 
0,970 
0,971 
0,974 
0,975 
0,977 
0,980 
0,983 


1,159 
1,164 
1,169 
1,170 
1,171 
1,175 
1,176 
1,179 
1,182 
1,186 


I 

0,983' 
0,977 1 
0,968  i 
0,960 
0,950 
0,932 
0,919 
0,904 
0,889 
0,872 


Mit  wachsendem  Convergenzwinkel  ß  nimmt  die  innere  Contraction 
ab  und  in  Folge  dessen  der  Geschwindigkeitscocfficient  g)  zu,  während  die 

äussere  Contraction  zunimmt,  also  a  =    -    abnimmt.    Anfangs  nimmt  g) 

fichneller  zu,  später  a  schneller  ab;  die  Folge  ist,  dass  (i  =  ag)  zuerst 
wächst  bis  zu  einem  Maximum  =  0,945  bei  ß  ==  13®  und  dann  wieder 
abnimmt.  Liesse  man  ß  wachsen  bis  180®,  so  würden  sich  die  Coefticientcu 
den  Werthen  nähern,  welche  für  eine  Oeifnung  in  der  dünnen  Wand  gelten. 

U  CD 

Die  in  der  obigen  Tabelle  hinzugefügten  Werthe  von     -  und  --, 

entsprechend  (i^  z=  q)^  =  0,829,  können  als  Verhältnisszahlen  für  solche 
Fälle  dienen,  in  welchen  der  kurzen  cylindrischen  Ansatzröhre  ein  anderer 
Ausflusscoefficieüt  (Iq  =  (p^  entspricht,  als  0,829.  Wäre  er  z.  B.  =  0,81, 
80  wäre  für  eine  kurze  conische  Ansatzröhre  von  ß  =  10®  Convergcnz- 
wmkel  bei  gleicher  Mündungsweite  und  überhaupt  unter  sonst  gleichen 
Umständen  zu  setzen: 

(i  ^  1,130.0,81  =  0,915;     (p  =  1,145.0,81  ■^-  0,027. 


§.  88.    Zusammengesetzte  AnsatzrShren. 

Der  Abfluss  des  Wassers  aus  einem  Gcfäss  erfolge  durch  ein  System 
vou  n  unmittelbar  auf  einander  folgenden  kurzen  cylindrischen 
Röhren  mit  den  Querschnitten  -Pj,  F^^  F^ — i^„,  die  somit  im  Ganzen 
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als  eine  zusammengesetzte  Röhre  mit  absatzweise  wechselndeoi  Qoersduitt 
betrachtet  werden  können.  An  den  Uebergangsstellen  von  irgend  einer 
Rohrstrecke  zur  folgenden,  sowie  am  Anfange  der  ersten  und  am  Ende  der 
letzton  befinde  sich  im  Allgemeinen  noch  eine  Wand  mit  einer  Oef&iung. 
die  höchstens  =  dem  kleineren  der  Querschnitte  der  angrenzenden  Rohr- 
strecken ist,  und  zwar  seien  A^^A^^A^,,A^  diese Oeffnungen  zu  Aufkng der 
Rohrstrecken,  deren  Querschnitte  beziehungsweise  =  F^^  F^^  F^..F^  siiA 
A  die  Oeffnuug  am  Ende  der  w*®"^  Rohrstrecke  oder  die  Mündung  der 
zusammengesetzteil  Röhre.  Bei  dem  Durchfluss  des  Wassers  durch  die 
Oeffnungen  A^^A^.-.  findet  im  Allgemeinen  noch  eine  weitere  ContractioB 
statt,  und  es  seien  «j,  «j  •••  ^*®  betreffenden  inneren  Contractionscoeffici- 
entcn,  «  der  äussere  Contractionscoefficient .  für  die  Mündung  A\  Dorch 
die  plötzliche  Querschnittsvergrösserung  von  a^A^   bis  /\,  von  a^A^  bis 

V    ^. 
i'g  . . . ,  resp.  durch  die  plötzliche  Geschwindigkeitsabnahme  von  —  --  bis 

V  V  V 

- ,  von  — -  bis  ^  . . . .  (unter  V  das  pro  See.  ausfliessende  WasserrO" 
/\  a^A^        F^ 

lumen  verstanden)  wird  ein  Widerstand  verursacht,  der  nach  §.  76,  Gl.  'J. 

gemessen  wird  durch  die  Widerstandshöhe: 


*=; 


LV«,^,  ~  fJ  +  •••  +  V«„>,:  ~  F„ 


Wenn  man  dagegen  die  übrigen  Widerstände  vernachlässigt,  die  durch  die 
innere  und  äussere  Reibung  verursacht  worden,  so  ist  also  der  resultirende 
Widerstandscoefficiont  der  zusammengesetzten  Ansatzröhre,  d.  i.  das  Ter- 
hältniss  der  Widerstaudshöhe  zur  Ausflussgeschwindigkeitshöho  (§.  76,  Gl.  1) 

^  '2g  '2g  XaAJ         „»^i  W-^-f         i^m/ 

Daraus  ergeben  sich  die  den  Gleichungen 

u  =^-  (py2^    und      V  =  fiAy2gn: 
entsprechenden  Cocfficienten  q)  und  //: 

9)  ==  1/       ---     und     //  =  ag). 

1       O 

Wenn  insbesondere  Fi  =^  F^ .,,  ^=  F^  =  F^ 

A^  =  A^  . . ,  =  A^  =  ul 
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ist,  und  auch  alle  Contractionscoefficienten  einander  gleich  gesetzt  werden 
können,  so  ist 

5--(i-  y)" » 

Bei  einem  Versuche  von  Eytelwein  war  z.  B.  eine  cylindrische  Ansatz- 
röhre von  0,94  Mtr.  Länge  und  0,026  Mtr.  Durchm.  in  3  Ahtheilungen 
getheilt  durch  Wände  am  Anfang,  am  Ende  und  an  zwei  mittleren  Stellen 
mit  kreisförmigen  Oeffnungeu  von  0,0065   Mtr.  Durchm.     Es  war  also 

»  =  3  und  ^  =  ( T  )  =  t:;  •    Setzt  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  bei 

r         \4/  16 

diesem  Querschnittsverhältniss  und  bei  den  mittleren  tagen  der  Oeffnungeu 

in  den  4  Wänden  die  Contraction  als  nahezu  normal  zu  betrachten  ist, 

a  =  0,64  (§.  83,  1),  so  folgt: 

/  0  64\  * 

S  =  3(1—  ~-\   =  2,7648;     9)  =  0,5155-,     //  ^  0,330. 

Der  Versuch  ergab  jm  =  0,331.  Wenn  die  Länge  der  Röhre,  also  die 
Entfernung  der  auf  einander  folgenden  Wände  bis  zu  einer  gewissen 
Grenze  vermindert  wurde,  so  nahm  ^  zu,  offenbar  weil  sich  dann  der 
Wasserstrom  nach  dem  Durchgange  durch  eine  Oeffnung  nicht  mehr  bis 
zum  vollen  Querschnitt  der  Röhre  ausbreiten  konnte,  bevor  er  durch  die 
folgende  Oeffnung  zur  abermaligen  Zusammenziehung  genöthigt  wurde.  — 

Von  dieser  Vergrösserung  des  Widerstandes  durch  mehrfache  Quer- 
schnittsänderung lässt  sich  u.  A.  bei  Kolbonliederungen  eine  nützliche  An- 
wendung machen,  wenn  eine  möglichst  reibungslose  Bewegung  ded  Kolbens 
in  einem  Cylinder  beabsichtigt  wird,  der  Art  jedoch,  dass  von  der  auf  der 
einen  Seite  desselben  befindlichen  Flüssigkeit  nur  sehr  wenig  durch  den 
Spielraum  zwischen  Kolben  und  Cylinderwand  nach  der  anderen  Seite  soll 
entweichen  können.  Dieser  doppelte  Zweck  kann  bis  zu  gewissem  Grade 
FiR.  36.  durch  ringförmige  Nuthcn  erreicht  werden,  die  an  der  Umflächo 
des  der  Anzahl  =  n  dieser  Nuthen  entsprechend  dick  zu 
machenden  Kolbens  sich  befinden  (Fig.  36),  und  wodurch  die 
übrigens  sehr  kleine  Weite  des  als  ringförmige  Ansatzröhre  zu 
betrachtenden  Zwischenraums  zwischen  Kolben  und  Cylinder- 
wand stellenweise  plötzlich  vergrössert  wird.  Die  zusammenge- 
^ '^  setzte  Ansatzröhre  besteht  sich  in  solchem  Falle  aus  (»  +  1)  Ah- 

theilungen mit  sehr  kleinen  gleichen  Querschnitten 

-F,   =  -Fg  =  2^5  ...  =  F%n  -f  1, 
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zwischen  denen  n  Abthoilungen  mit  erheblich  grösseren  Querschnitten 

F,  =  F^  =F^,,,  ^  F2n 
sich  befinden,  während  hier 

^1    =  ^2   =  ^3  .  .  .  =  A^H   =  ^2h  -}-  1  =^  A  ^=  F^ 

ist    Die  Contractiouscoefticienten  für  den  Eintritt  der  Flüssigkeit  in  die 
engeren  Abtheilungen  sind  einander  gleich  zu  setzen: 

die  übrigen:  a^  =  «^  =  «g  ...  =^  a^u  ^=  a  =  1.   Somit  ist  nach  GI.(l) 

S  =  («  +  1)  Q-  -  l)*+  n  (l  -  J)'     (3^ 

Die  innere  Contraction  beim  Eintritt  in  die  engeren  Abtheiinngen  ! 
hndet  in  dem  durch  Fig.  36  angedeuteten  Falle  nur  partiell  (am  inneren 
Rande)  statt,  so  dass  mit  Rücksicht  auf  §.  84,  Gl.  (2)  hier  etwa 

a,  =  0,64(1  +  0,155  .  0,5)  =  0,6896 

gesetzt  werden  kann,  womit  sich 

1  \2 

1 )   --  0,2025 

«1  / 

oder  in  runder  Zahl  — -  0,2  crgicbt,  somit 


s- 


0,2  +  U-     ^^, 


»  +  0,2 (4,. 


♦     F 
Je  kleiner  _*-  ist,  desto  mehr  nähert  sich  g  der  Grenze 

g-r.  1,2«  -f-  0,2 -...(.V. 

Ist  dann  z.  B.  w  =--  2  4  6  8 

so  wird  g  =  2,6        5  7,4         9,8 

fi=.-  ip  =.-.  |/  -_i-_  ^  0,527    0,408    0,345    0,304 

und  es  ist  V  ^=  fiF^  V2y7/  um  so  kleiner,  als  auch  /\  im  vorliegomlen 
Falle  sehr  klein  ist. 
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ß.   Bewegung  des  Wassers  in  Röhren. 
§.  89.    Leitungswiderotand  gerader  eylindriseher  BShren. 

Der  Ausflass  des  Wassers  aus  einem  Gefösse  in  ein  anderes,  tiefer 

I  7 

gelegenes,  oder  in  die  freiv  Luft  erfolge  unter  gleich  bleibenden  Umständen 
(im  Beharruugszustande)  durch  eine  gerade  (oder  nur  schwach  gekrümmte) 
cylindrische  Röhre  von  solcher  Länge  /,  dass  ihr  Leitungswiderstand  einen 
merklichen  Einfluss  auf  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  des  Wassers  in  der 
Röhre  und  auf  das  Wasservolumen  V  =  Fu  ausübt,  welches  pro  See. 
durch  jeden  Querschnitt  F  der  Röhre  hindurchfliesst.  Dieser  Leitungs- 
widerstand, von  der  inneren  und  äusseren  Reibung  herrührend,  ist  erfah- 
rnngsmässig  von  der  Pressung  unabhängig,  wie  u.  A.  Darcy  dadurch  über- 
zeugend nachwies,  dass  er  die  Bewegung  ganz  unverändert  fand,  als  der 
äussere  Druck  =  j(?q  am  Oberwasserspiegel  und  =  p  em  der  Mündung 
resp.  am  Unterwasserspiegel  beide  um  gleich  viel,  und  zwar  um  mehr  als 
eine  Atmosphäre  vergrössert  wurden.  Der  Zustand  des  Wassers  in  ver- 
schiedenen Querschnitten  der  Röhre  unterscheidet  sich  aber  nur  durch  die 
verschiedene  Pressung  in  denselben,  und  ist  folglich  der  Leitungswider- 
stand proportional  der  Rohrlänge  /,  oder  die  entsprechende  Wider- 
ßtandshöhe  =  /^i,  wenn  mit  B^  die  au  jeder  Stelle  gleiche  Widerstands- 

höhe  pro  1  Mtr.  Rohrlänge  bezeichnet  wird.    Ist  also  noch  C    -  die 

Widerstandshöhe,  welche  etwaigen  besonderen  Widerständen  ausser  dem 
allgemeinen  Leitungswiderstande  (z.  B.  nach  §.86  dem  durch  innere  Con- 
traction  verursachten  Widerstände  beim  Einfluss  des  Wassers  in  die  Röhre) 
entspriclit,  so  ist  die  gesammte  Widerstandshöhe 

B  =  C       +  IB, 

und  damit  nach  der  Gleichung  (§.  78,  Gl.  5) 

2y  7 

unter  h  die  constante  Höhe  des  Oberwasserspiegels  über  dem  Schwerpunkt 
der  Mündung  resp.  über  dem  Unterwasserspiegel  verstanden,  wenn  diese 
Gleichung  mit  «^  =  0  auf  die  ganze  Bewegung  vom  Oberwasserspiegel  bis 
zur  Mündung  bezogen  wird, 

(1  +  S)  ^^  +  ^^1  =--  -»" (!)• 
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V 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  «  =  —  kann  bei  gegebenen  Wertben 

von  /,  F^  H  zur  Bestimmung  von  B^  dienen,  wenn  V  durch  Messung  des 
in  einer  gewissen  Zeit  ausfliessenden  Wasserquantums  und  C,  durch  ander- 
weitige Versuche  bekannt  ist. 

Um  diese  Bestimmung  von  der  Messung  des  Ausflussquantums,  nameot- 
lich  aber  von  den  nur  mehr  oder  weniger  unsicher  bekannten  Coefflcientcn 
besonderer  Widerstände  unabhängig  zu  machen,  können  auch,  wie  es  n.  A. 
namentlich  von  Darcy  geschehen  ist,  die  Versuche  in  der  Weise  angestellt 
werden,  dass  zwei  vertical  nebeneinander  stehende,  oben  offene  Glasröhren 
(Piezometer)  an  ihren  unteren  Enden  durch  entsprechende  Verbindungs- 
röhren (biegsame  dünne  Bleiröhren)  mit  der  zu  prüfenden  Leitungsrohre 
an  solchen  zwei  Stellen  A^  und  A  in  Communication  gesetzt  werden, 
zwischen  denen  die  Röhre  gerade  und  frei  von  besonderen  Widerständen, 
also  B  =  IB^  ist,  wenn  /  die  Länge  der  Rohrstrecke  A^A  bedeutet  .Ist 
dann  h  die  Höhe  von  Aq  über  A^  p^  die  Pressung  bei  -4^,  p  dieselbe  bei  A 
und  p'  der  äussere  Druck  (Atmosphärendruck)  an  der  Stelle  der  Piezo- 
meter, so  ist  im  Beharrungszustande  die  Höhe  des  Wasserspiegels  im  ersten 

Pc\  —  P  P  —    P 

Piezometer  über  A^  =  "-  -  —  ,  dieselbe  im  zweiten  über  A=- , 

7  7 

also  die  Niveaudifferenz  in  beiden  =  A  +  — =  der  wirksamen 

7 
Druckhöhe  -S"  für  die  Rohrstrecke  A^A^  welche  (wegen  Gleichheit  der 

Geschwindigkeiten  t^^   und  u  in  den  Querschnitten  bei  A^  und  A)  hier 

der  Widerstandshöhe  B  gleich  ist.    Mit  der  leicht  zu  messenden  Nivean- 

differenz  JI  ergiebt  sich  also  sofort  B,  =   ,    um  so  sicherer,  je  grösser 

BT  und  /  sind.  — 

Versuche  zur  Bestimmung  der  Leitungswiderstandshöhe  J^^  pro  iMtr. 
Rohrlänge  sind  ausschliesslich  mit  Röhren  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte (Durchmesser  =  d)  und  zwar  hauptsächlich  mit  gusseisemen 
Röhren  angestellt  worden,  wie  solche  zu  Wasserleitungen  verwendet  za 
werden  pflegen.  Indessen  liegen  auch  manche  Versuche  vor  mit  gezogenem 
schmiedeisernen,  femer  mit  Messing-,  Zink-,  Blei-,  Asphalt-  und  Glasröhreoi 
welche  erkennen  lassen,  dass  (bei  gleich  regelmässiger  Gestalt  und  bei 
ähnlichem  Rauhigkeitsgrade  der  inneren  Oberfläche)  das  Material  der 
Röhre  nicht  einen  wesentlichen  Einfluss  auf  den  Leitnngs- 
widerstand  ausübt.  Durch  beträchtliche  Rauhigkeit  der  Wände  ktfui 
freilich  Bj^  wesentlich  grösser  werden,  z.  B.  bei  ordinären  Holzröhren  nach 
Weisbach  l^j^  mal  so  gross  wie  bei  reinen  Metallröhren;  bei  gusseisemea 
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Röhren,  die  darch  den  Gebrauch  mit  Rost  und  Niederschlägen  verunreinigt 
sind,  nach  Darcy  mehr  als  doppelt  so  gross  wie  bei  neuen  oder  gereinigten 
Röhren.  Zur  Bestimmung  einer  empirischen  Formel  als  Ausdruck  des 
Abhängigkeitsgesetzes  der  Grösse  B^  müssen  natürlich  solche  undefinirbaren 
und  somit  alle  Gesetzmässigkeit  störenden  Fälle  von  aussergewöhnlicher 
Rauhigkeit  oder  sonstiger  Abweichung  von  der  genau  cylindrischen  Form 
der  Röhre  möglichst  ausgeschlossen  werden  (vorbehaltlich  einer  je  nach 
Umständen  verschiedenen  schätzungsweisen  Yergrösserung  der  so  berech- 
neten Werthe  von  B^  bei  den  technischen  Anwendungen);  die  Zweifel, 
welche  noch  heute  über  das  Abhängigkeitsgesetz  jener  Widerstandshöhe  B^ 
bestehen,  sind  vorzugsweise  dadurch  verursacht,  dass  bei  den  betreffenden 
Versuchen  nicht  die  wünschenswerthe  Sorgfalt  in  der  fraglichen  Hinsicht 
angewendet  zu  werden  pflegte. 

Gewöhnlich  ist  man  von  der  Vorstellung  ausgegangen,  dass  das  Wasser 
sich  wie  ein  cylindrischer  Körper  ohne  relative  Bewegung  im  Inneren 
durch  die  Röhre  bewegt,  und  somit  der  Leitungswiderstand  in  der  äusseren 
Reibung  zwischen  Rohrwand  und  Wasser  besteht  Ist  diese  =  Ji'  pro 
1  Quadratm.,  und  U  der  Umfang  des  Rohrquerschuitts  F^  so  ist  danach  der 
Leitungswiderstand  pro  1  Mtr.  Rohrlänge  =  R'U^  seine  Arbeit  pro  See. 
=  Itüii^  und  folglich  seine  Arbeit  pro  1  Egr.  hindurch  fliessenden 
Wassers,  d.  h.  die  Widerstandshöhe  (§.  76) 

A.F 

mit  rf  =  —-  =  dem  Durchmesser  bei  kreisförmigem  resp.  =  dem  sogen. 

mittleren  Durchmesser  bei  beliebig  gestaltetem  Querschnitt. 

Indem  man  somit  die  Widerstandshöhe  B^  als  umgekehrt  proportional 

der  Rohrweite  d  (resp.  der  mittleren  Rohrweite  bei  beliebiger  Querschnitts- 

Fi 
form)  voraussetzte,  suchte  man  nur  noch  R   resp.  —  als  Function  der 

mittleren  Geschwindigkeit  u  aus  den  Versuchen  abzuleiten,  und  zwar  sind  es 
vorzugsweise  51  Beobachtungen  von  Couplet  (7  Beobachtungen),  Bossut 
(26  Beob.)  und  Dubuat  (18  Beob.),  welche  hierbei  wiederholt  zu  Grunde 
gelegt  wurden.  Bei  denselben  war  d  =  0,027  bis  0,49  Mtr.,  u  höchstens 
=  2  Mtr.  pro  See. 

Nach  dem  Vorgange  von  Woltman  (1790)  wurde 

—  =  ««•• (3) 
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7 

gesetzt  und  darin  von  ihm  selbst  «  =  — ,  später  (1796)  von  Eytelweii 

4 

35 
näherungsweise  «  =  2,   genauer  n  =-    -   ,    endlich   von   St.   Venant* 

lo 

12 
n  =  —  bestimmt;  des  Letzteren  Formel,  welche  die  allgemeine  Fonn  '3; 

am  besten  mit  den  fraglichen  51  Versuchen  i;i  Uebereinstimmung  zu  bringeß 

scheint,  ist 

ö'  - 

—  -^  0,0002956««7    (4  . 

7 

Prony  (1802)  legte  die  Form 

=r   tftt*    -{-    hu (bi 

7 
zu  Grunde  und  folgerte  aus  den  genannten  51  Versuchen  von  Couplet, 

Bossut  und  Dubuat 

—  =  0,000348t*2  +  0,0000173« l6;. 

Auch  Eytclwein  schloss  sich  dieser  Form  später  (1814)  an,  fand  aber 

—  —  0,000280t*«  +  0,0000224« (7,, 

während  d'Aubuisson  die  ursprüngliche  Prony'sche  Formel  nur  etwas 
im  Sinne  dieser  Eytelwein'schen  Bestimmung  änderte,  indem  er  annahm: 

B! 

—  =r  0,000343 «2  +  0,0000188 w (8;. 

Weisbach  setzte  die  specif.  Leitungswiderstandshöhe 

J9    =  r    ^-  =  ^  ^*  ...  9; 

'         ^"^  2g    .    d  2g     , 

in  welchem  Ausdruck  g^  den  specifischen,  d.  h.  auf  die  Längeneinheit  be- 
zogenen Leitungswiderstandscoefficienten  bedeutet.  Gemäss  der 
allgemeinen  Formel  (5)  und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  wäre  dann 

X  =%  —  =  a  4-  ^mita  =  Sga\ß  =  Sgh (10> 

«**    y  u 

Indem  aber  Weisbach  ausser  den  mehrgenannten  51  Beobachtungen  von 

Couplet,   Bossut   und  Dubuat   noch    12    weitere   Versuche   benutzte 

(11   von  ihm  selbst,  einen  von  Gueymard  in  Grenoble  angestellt),  bei 

denen  d  =  0,033  bis  0,275  Mtr.  war  und  u  bis  4,6  Mtr.  pro  See  betrog, 

fand  er  einen  besseren  Anschluss  an  die  Gesammtheit  der  63  Versuche 

auf  Grund  der  Formel 

*  Formules  et  tables  nouvelles  etc.   Paris  1851,  p.  71. 
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y« 

deren  Constantc  a  und  ß  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  be- 
stimmt wurden: 

,  =  0,01439+^:552111    (11) 

immer  bei  Voraussetzung  des  Meters  als  Längeneinheit. 

Versuche,  welche  Weisbach  später  mit  Glas-,  Messing-  und  Zink- 
röhren  anstellte,  umfassen  noch  grössere  Geschwindigkeiten  bis  n  =  21,5  Mtr. 
pro  See.  Obschon  auch  sie  noch  eine  ziemlich  befriedigende  Ueberein- 
stimmnng  mit  der  GL  (11)  ergaben,  liessen  sie  doch  erkennen,  dass  X 
nicht  nur  mit  wachsender  Geschwindigkeit,  sondern  auch  (in 
geringerem  Grade)  mit  wachsender  Röhrenweite  abnimmt. 

Sehr  zuverlässige  Beobachtungen  sind  von  dem  französischen  Ingenieur 
Darcy*  an  der  Wasserleitung  Chaillot  in  Paris  mit  22  verschiedenen 
Eöhrenleitungen  angestellt  worden,  und  zwar  mit  gusseiseruen,  gezogenen 
eisernen,  Blei-,  Glas-  und  Asphaltröhren.  Die  Eöhren  waren  neu  oder 
wenigstens  gereinigt  mit  Ausnahme  von  3  gusseisemeu  Röhrensträngen, 
die  längere  Zeit  im  Gebrauch  gewesen  und  dadurch  mit  Niederschlägen 
aus  dem  Wasser  verunreinigt  waren.  Die  Asphaltröhren  waren  von  der 
Art,  wie  sie  in  Frankreich  wegen  ihrer  Wohlfeilheit  und  Haltbarkeit  viel- 
fach angewendet  werden,  aus  Eisenblech  cylindrisch  gebogen,  an  den 
Rändern  vernietet,  mit  Zink  überzogen  und  schliesslich  innen  und  aussen 
mit  einer  Lage  Bitumen  tiberdeckt;**  die  einzelnen  Röhrenstücke  werden 
in  einander  eingeschraubt.  Die  eisernen  gezogenen  und  die  Glasröhren 
waren  durch  übergezogene  Muffen,  die  Bleiröhren  durch  Löthung  in  dep 
Stössen  verbunden.  Die  Röhrenstränge,  an  denen  die  Messungen  ausge-  . 
fiOhrt  wurden,  waren  meist  etwas  über  100  Mtr.,  die  aus  den  Glas-  und 
Bleiröhren  gebildeten  ungefähr  halb  so  lang;  die  Durchmesser  im  Lichten 
betrugen  <^==  0,012  bis  0,5  Mtr.,  die  mittleren  Geschwindigkeiten  «*  =  0,16 
bis  5  Mtr.  pro  See. 

Darcy  folgert  aus  seinen  Versuchen,  dass  der  Lei tungs widerstand,  in 
höherem  Grade,  als  bisher  angenommen  zu  werden  pflegte,  vom  Material 
tod  vom  oberflächlichen  Zustande  der  Röhren  abhängig  sei,  und  dass  der 


*  Becherches  experimentales  relatives  au  mouvement  de  Teau  dans  les 
tujaux.  Paris  1857. 

•*  Les  fontaines   publiques   de   la   ville   de   Dyon   par   Henry   Darcy. 
Paris  1856,  p.  632. 

Orashof,  iheoret.  Haaehiuenlohre.     I.  31 
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Einfluss  des  Materials  nur  in  dem  Grade  mehr  und  mehr  verschwinde,  als 
die  Röhren  hei  längerem  Gehrauch  durch  Niederschläge  aus  dem  Wasser 
yerunreinigt  werden;  dadurch  soll  die  Widerstandshöhe  auf  etwa  das  Dop- 
pelte des  Werthes  für  neue  oder  gereinigte  Röhren  wachsen,  eine  Angabe, 
die  hei  der  Unmöglichkeit,  den  Grad  der  Verunreinigung  hestimmt  zu  de- 
finiren,  ohne  allen  wissenschaftlichen  und  selbst  nur  von  zweifelhaftem 
praktischem  Werth  ist.  Ueberhaupt  kam  es  Darcy  nicht  sowohl  darauf  an, 
das  Gesetz  des  Leitungswiderstandes  vermittels  seiner  schätzbaren  Yersuche 
näher  au&uklären,  als  er  vielmehr  nur  empirische  Regeln  suchte,  nach 
denen  die  Leistungsfähigkeit  der  Röhrenleitungen  in  ihrer  gewöhnlichen 
Unvoilkommenheit  und  mit  Rücksicht  auf  ihre  Verunreinigung  nach  län- 
gerem Gebrauch  beurtheilt  werden  kann;  in  diesem  Sinne  empfiehlt  er  f&r 
den  technischen  Gebrauch  zu  setzen,  falls  u  ^  0,2  Mtr.  ist,  ^ 

^'  f^r.^r.rr.n       .       0,00001294\        ,  ,,  „, 

—  =  f  0,000507  +  — 1  «« .  (12), 

Ä'  4 
womit  die  Widerstandshöhe  ^i  =  —  -r  ungefilhr  doppelt  so  gross  gesetst 

wird,  als  sie  für  neue  oder  gereinigte  gusseiserne  Röhren  gefunden  wurde. 

Der  Coefficient  >l  =  -^  —  des  Ausdrucks  (9)  für  die  Widerstandshöhe  A, 

welcher  nach  den  früheren  Annahmen  nur  mit  wachsendem  k,  nach  den 
späteren  Weisbach'schen  Versuchen  (in  übrigens  nicht  näher  festgesteUter 
Weise)  mit  wachsenden  Werthen  von  u  und  d  abnahm,  würde  nadi  der 
Darcy 'sehen  Formel  nur  mit  wachsendem  Durchmesser  d  abnehmen. 

Eine  mehr  vollständige  Verwerthung  der  Darcy'schen  Versuche  ist 
von  Gauchler  versucht  worden,*  welcher  daraus  für  die  Widerstandshöhe 
die  Formel 


.=(" 


a    [ 


(13) 

abgeleitet  hat,  worin 

für  die  Asphalt-  und  Bleiröhren a  =  7,0 

„     „    Glasröhren    a  =  6,7 

„     „    gereinigten  oder  neuen  gusseisemen  Röhren  «  =  6,6 

„     „    gezogenen  eisernen  Röhren a  =  6,4 

„    „    unreinen  gusseisernen  Röhren a  =  5,5 

gesetzt  werden  soll,  so  dass  danach  insbesondere  das  Vergröaserungsver- 

*  Comptes  rendus  v.  22.  April  1867. 
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hältniss  des  Leitnngswiderstandes  gnsseiserner  Röhren  darch  ihre  Verun- 
reinigung nach  längerem  Gehrauch 

=(11)*=^.-  , 

gesetzt  ist    Aus  Gl.  (13)  und  (9)  folgt 


*" (14X 


wonach  zwar  Z  in  Uehereinstimmung  mit  sonstigen  Erfahrungen  mit  wach- 
sendem u  beständig  abnehmen,  bezüglich  der  jjLbhängigkeit  von  d  aber  das 
cigenthümliche  Verhalten  stattfinden  würde,  dass  es  für  verschiedene  mitt- 
lere Geschwindigkeiten  verschiedene  bestimmte  Rohrweiten  gäbe,  für  welche 
X  ein  Minimum  ist,  nämlich  entsprechend 

d    ^  + 


1     .-" 


12 


1    " 

d^^         nnn. 

4w"* 

11'''    «^ 

d  — 

^^ 

-  nö  ^    "  +  "T  •  -10  ^    ''  =  0;        d  =  --  «^  .  .  .  (15), 

4w* 


z.B.  d  =r.  0,306     0,364     0,432     0,514  Mtr. 
für  tt  =     0,5  1  2  4         „ 

Die  Gauchler'sche  Formel  hat  einen  rein  empirischen  Charakter  und 
läset  sich  mit  einfachen  theoretischen  Vorstellungen  über  die  Wirkungs- 
weise der  inneren  und  äusseren  Reibung  kaum  in  Zusammenhang  bringen. 
Auch  enthalten  die  für  verschiedene  Fälle  ermittelten  Werthe  des  Coefß- 
cienten  a  nicht  nur  den  Einfluss  des  Materials  und  der  Oberflächenbe- 
schaffenheit  der  Röhren,  sondern  auch  den  Einfluss  der  von  ihrer  Fabrica- 
tionsmethode  abhängigen  und  deshalb  mehr  oder  weniger  zufölligen  Ab- 
weichung von  der  genau  cylindrischen  Form.  Insbesondere  sind  (wie 
Hagen  in  seiner  im  folgenden  §.  zu  besprechenden  Abhandlung  hervorhebt) 
ausser  den  verunreinigten  gusseisemen  auch  die  Glasröhren,  die  Asphalt- 
röhren und  die  engeren  gezogenen  Röhren  in  dieser  letzteren  Hinsicht 
kaum  zur  Ableitung  des  wahren  Widerstandsgesetzes  brauchbar,  die  Glas- 
röhren wegen  ihrer  meist  conischen  Form,  die  bei  dem  von  Darcy  be- 
nutzten Röhrenstrange  eine  Schwankung  des  lichten  Durchmessers  zwischen 
0,044  und  0,053  Mtr.  zur  Folge  hatte,  die  Asphaltröhren  wegen  ungleicher 

31* 
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Dicke  der  nnr  geschmolzen  aufgebrachten  und  nicht  weiter  ausgeglicheneD 
inneren  Asphaltschicht,  die  gezogenen  Röhren  endlich  mit  Rücksicht  auf 
die  Schweissnaht,  die  wenigstens  bei  den  engeren  dieser  Röhren  (von 
0,0122  und  0,0266  Mtr.  Drchm.)  von  merklich  störendem  Einflüsse  sein 
konnte.  — 

'  Im  Vorstehenden  wurde  nur  die  Abhängigkeit  des  Leitungswider- 
standes von  der  Weite  und  Beschaffenheit  der  Röhren  und  von  der  mitt- 
leren Geschwindigkeit  in  Betracht  gezogen.  Dass  auch  verschiedenartige 
Flüssigkeiten  verschiedene  Widerstände,  wenigstens  verschiedene  Coeffici- 
enten  der  betreffenden  Formeln  für  B^  bedingen  werden,  ist  selbstver- 
ständlich. Wenn  aber  auch  in  dieser  Hinsicht,  ebenso  wie  bei  den  vorher 
angeführten  Formeln,  speciell  Wasser  als  solches  (nicht  in  dem  weiteren 
Sinne,  als  Repräsentant  irgend  einer  tropfbaren  Flüssigkeit)  vorausgesetzt 
wird,  so  bleibt  noch  eine  Abhängigkeit  des  Leitungswiderstandes  vom 
Wärmezustande,  also  von  der  Pressung  und  Temperatur  des  Wassers 
denkbar.  Dass  erstere  keinen  merklichen  Einfluss  hat,  ist  schon  früher  an- 
geführt worden;  ein  Einfluss  der  Temperatur  ist  dagegen  schon  von 
Gerstner  (1800)  wenigstens  bei  engen  Röhren  als  sehr  merklich  nachge- 
wiesen worden  der  Art,  dass  die  Ausflussmenge  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  sich  verdoppeln  kann,  wenn  die  Temperatur  um  30^  C.  wächst.* 
Eingehender  ist  dieser  merkwürdige  Einfluss  später  von  Hagen** 
untersucht  worden,  freilich  auch  nur  mit  Röhren  von  geringeren  Weiten, 
als  sie  bei  technischen  Ausführungen  meistens  vorkommen,  und  bei  massigen 
Geschwindigkeiten.  Hagen  benutzte  3  sehr  sorgfältig  cylindrisch  herge- 
stellte, aus  zusammengelöthetem  Messingblech  über  Stahldrähten  gezogene 
Röhren  von  ungefähr  2,8  Millim.,  4  und  6  Millim.  Weite,  die  erste  etwas 
unter  0,5  Mtr.,  die  beiden  letzteren  etwas  über  1  Mtr.  lang.  Die  Ge- 
schwindigkeiten waren:  u  =  0,07  bis  0,88  Mtr.  pro  See,  die  Tempenir 
turen  bis  r  =  67^R.  Er  fand,  dass  die  Ausflussmenge  Fbei  saccessiver 
Erwärmung  des  Wassers  unter  sonst  gleich  bleibenden  Umständen  aUmähhg 
wächst,  ein  Maximum  erreicht,  darauf  fast  ebenso  schnell  wieder  fällt  wie 
sie  vorher  gestiegen  war,  ein  Minimum  erreicht  (bei  einer  um  10^  bis  20^ 
höheren,  als  der^dem  Maximum  entsprechenden  Temperatur),  endlich  wieder 
steigt,  jedoch  langsamer,  als  sie  früher  zu-  und  dann  wieder  abgenommen 


*  Gilbert's  Annalen,  Bd.V,  S.  160  und  Gerstner's  Handbuch  der  Me- 
chanik, Bd.  II,  S.191. 

♦*  Ueber  den  Einfluss  der  Temperatur  auf  die  Bewegung  des  Wassers 
in  Röhren.  Eine  in  der  Kgl.  Akad.  der  Wissensch.  gelesene  Abhandlosf. 
Berlin  1854. 
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hatte.  Die  beiden  Temperaturen,  welche  dem  Maximum  und  Minimum 
von  F^  also  dem  Minimum  und  Maximum  des  Widerstandes  entsprechen, 
sind  abhängig  von  der  Geschwindigkeit  und  von  der  Röhrenweite;  sie  sind 
am  so  niederer,  je  grösser  u  und  d  sind,  und  können  unter  dem  Gefrier- 
pnnkt  verschwinden,  so  dass  dann  nur  der  von  Hagen  so  genannte  zweite 
Schenkel  der  Geschwindigkeitsseale  (der  Curve,  deren  Abscissen  =  r  und 
deren  Ordinaten  =  u  oder  =  V  sind)  in  die  Erscheinung  tritt,  also,  nur 
eine  stetige  langsame  Zunahme  von  V  zugleich  mit  r  beobachtet  wird.  Bei 
den  in  der  Praxis  vorkommenden  Verhältnissen  ist  dies  gewöhnlich  der 
Fall,  nämlich  nach  Hagen  immer  dann,  wenn 

ud  >  0,00575 (16) 

für  den  Meter  als  Längeneinheit  ist.  Für  diesen  Fall  oder  überhaupt  für 
den  zweiten  Schenkel  der  Geschwindigkeitsseale  ergab  sich  aus  den  Ver- 
suchen (bei  denen  thatsächlich  ud  <  0,00575  war)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (9) 

_    0,000496  (22,6  —  Vr )  .^^^ 

yüd 

wenn  die  Temperatur  r  in  Reaumur'schen  Graden  ausgedrückt  wird.  Ins- 
besondere 

0,01 

yüd 

würde  hiernach  z.  B.  r  :==  nahe  6^R.  oder  7,5 ^C.  entsprechen,  und  es 
würde  der  Coofficient  X  mit  wachsenden  Werthen  von  u  und  d 
in  gleichem  Grade  abnehmen. 

'  Für  den  ersten  Schenkel  der  Geschwindigkeitsseale,  also  für  solche 
Temperaturen,  die  kleiner  sind,  als  die  dem  Maximum  von  V  oder  «  bei 
den  bctrclFenden  Werthen  von  d  entsprechenden  Temperaturen,  ergab  sich 
ein  anderes  Gesetz  des  Widerstandes.  Der  Hauptbestandtheil  von  B^ 
konnte  dann  näherungsweise  in  der  Form 

u  ß 

£.  =  h  v«i  entsprechend  X  -—■      - (18) 

a*  ,   ud 

dargestellt  werden,  unter  ß  einen  Coefficienten  verstanden,  der  ungefähr 
nach  dem  Gesetze 

3  3 

ß=  /ioCy^O-  Vt) (19) 

^mit  wachsender  Temperatur  =  r^R.  abnimmt.  ' 
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§.  90.    Gesetz  des  Leitmigswiderstandes  nacli  Ha^n  mit  Btteksieht  »if 

die  Versuche  von  Darcy, 

Hagen*  hat  es  in  neuester  Äeit  unternommen,  die  Darcy'schen  Ver- 
suche nicht  nur  im  Sinne  einer  empirischen  Praxis,  sondern  zugleich  in 
wissenschaftlicher  Weise  zu  verworthen  zur  näheren  Aufklärung  des  Ge- 
setzes des  von  zufölligeu  Nebenumständen  möglichst  befreiten  Leitnngs- 
widerstandes  in  Röhren  von  solchen  Durchmessern  und  für  solche  Ge- 
schwindigkeiten, wie  sie  bei  den  technischen  Ausführungen  vorzukommen 
pflegen.  Indem  zu  dem  Ende  Hagen  ausser  den  Versuchen  mit  den  er- 
heblich verunreinigten  gusseisemen  Röhren  auch  noch  die  mit  den  Glas-, 
Asphalt-  und  den  engeren  gezogenen  Röhren  ausschied  (aus  den  im  vorigen  §. 
näher  angeführten  Gründen),  blieben  ihm  im  Ganzen  87  Messungen  för 
mittlere  Geschwindigkeiten  u  ==  0,16  bis  5  Mtr.  an  12  verschiedenen 
Röhren  (8  neuen  oder  gebrauchten,  aber  gereinigten  gusseisernen,  3  Blei- 
Röhren  und  einer  gezogenen  eisernen  Röhre)  von  «^  =  0,014  bis  0,5  Mtr. 
Durchm.  zur  Verfügung.  Von  verschiedenen  versuchten  Formeln  zur  Dtr- 
stellung des  Abhängigkeitsgesotzcs  der  Widorstandshöhe  JS^  pro  1  Mtr. 
Rohrlängo  zeigte  sich  dann  die  Formel 

'  d    ^       d^ 

am  meisten  zutreffend,  deren  Coefficienten  a  und  h  sich  als  nicht  merklich 
(ibhängig  vom  Material  der  Röhre  ergaben  (wenigstens  nicht  so  sehr,  dass 
nach  Hagen 's  Meinung  die  Differenzen  nicht  durch  die  Mängel  der  cylin- 
drischen  Form  und  der  Messungen  des  Durchmessers  d  erklärt  werden 
könnten),  und  deren  wahrscheinlichste  Werthe  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  zu 

a  =  0,0011193 ;     h  =  0,000005336 (2, 

bestimmt  wurden.  Um  dabei  den  mit  den  engsten  Röhren  angestellten 
Beobachtungen  nicht  einen  allzu  grossen  Einfluss  einzuräumen,  wurden 
diese  Coefficienten  a  und  h  so  berechnet,  dass  die  Summe  der  Fehlerqua- 
dratc  nicht  von  B^  selbst,  sondern  von 

B.d  ,     h 

—*■     _--  au  -\-  -- 
u  d 


*  üeber  die  Bewegung  des  Wassers  in  cylindrischen,  nahe  horizontalen 
Leitungen.  Mit  einem  Anhange:  über  die  Bewegung  des  Wassers  in  vertical 
abwärts  gerichteten  Röhren.  Von  G.  Hagen.  Aus  den  Abhandlungen  der 
Kgl.  Akad.  der  Wissensch.  zu  Berlin  1869.   Berlin  1870. 
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ein  Minimum  wurde.  Uebrigens  unterwirft  sie  Hagen  einer  nachträglichen 
Correction,  um  sie  mit  seinen  eigenen,  im  vorigen  §.  erwähnten  Beobach- 
tungen an  sehr  engen  Röhren  in  Uebereinstimmung  zu  bringen,  durch 
welche  wenigstens  der  Goefficient  h  des  bei  sehr  kleinen  Rohrweiten  d 
überwiegend  grossen  zweiten  Gliedes  im  Ausdrucke  (1)  von  J^^  zuverläs- 
siger bestimmt  werden  konnte,  um  so  mehr  als  bei  jenen  Versuchen  von 
Hagen  eine  grössere  Sorgfalt  auf  die  Darstellung  einer  möglichst  genau 
cylindrischen  Form  und  auf  die  genaue  Messung  der  Durchmesser  ver- 
wendet worden  war.  Auf  Grund  derselben  setzt  Hagen  diesen  mit  der 
Temperatur  wesentlich  veränderlichen  Coefficienten  neuerdings  bei  Voraus- 
setzung des  metrischen  Maasses,  unter  r  aber  die  Temperatur  in  R6aumur'- 
schen  Graden  verstanden, 

h  =  0,000005871  —  0,000000267r  +  0,00000000735r«  . .  (3). 

Hiemach  wttrde  der  aus  den  Darcy' sehen  Beobachtungen  abgeleitete  Werth 
(2)  von  h  der  Temperatur  r  =  2,11  Grad  R.  entsprechen.  Weil  aber  die 
auf  die  engeren  Röhren  sich  beziehenden  und  den  Cöefficieiiten  h  somit 
vorzugsweise  bestimmenden  dieser  Beobachtungen  im  October  und  im  Mai 
angestellt  wurden,  wobei  die  (von  Darcy  nicht  angegebene)  Wassertem- 
peratur .wenigstens  10  ^R.  betragen  mochte,  so  setzt  Hagen  nach- Gl.  (3) 

h  =  0,000003936  für  r  ^  lO^R (4), 

und  findet  damit  schliesslich  den  wahrscheinlichsten  Werth  des  anderen 

Coefficienten: 

a  =  0,0012017 (5). 

Der  Werth  (4)  von  h  ist  zwar  nicht  unbeträchtlich  kleiner,  als  der  ur- 
sprünglich   gefundene    Werth    (2)    desselben,    doch    ist   der   Unterschied 
^=  0,0000014  nicht  viel  grösser,  als  der  wahrscheinliche  Fehler  von  b  bei 
jener  anfänglichen  Bestimmung,  der  =  0,0000010  ermittelt  wurde. 
Wenn  der  Ausdruck  (§.  89,  Gl.  9) 

(6) 


Au« 
*          d   2g 

- 

ZU 

Grunde 

gelegt 

wird, 

so  ist  nach  61.  (1) 

% 

An 

-  2f, 

('  +  {.) 

a 

+ 

ud 

(7) 

und  darin  mit  g  =  9,81  und  wenn  r  jetzt  die  Temperatur  in  Celsius'- 
schen  Graden  bedeutet,  nach  (3)  und  (5) 

a  =  0,023577 

ß  =  0,00011519  —  0,00000419lT  +  0,00000009  2  2  9t  ^ 
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z.  B.  (3.  10»  =  9654  8251  7309  6829 
für     r  ^  5^    10^   lö*'   20»C. 
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Folgende  Tabelle  enthält  die  Wcrthc  von  A,  welche  hiernach  verschiedenen 

Werthen  von  ~-  insbesondere  für  x  =   10 ®C.  entsprechen,  und  weicht* 

bei  den  Anwendungen  mit  Rücksicht  auf  die  Unvollkommenheiten  der  cj- 
lindrischen  Form  um  etwa  20  Procent,  mit  Rücksicht  zugleich  auf  die 
Verunreinigung  und  Verengung  der  Röhren  durch  Niederschläge  aus  dem 
Wasser  um  50  und  mehr  Procent  grösser  in  Rechnung  gebracht  werden 
mögen,  sofern  nicht  etwa  dieser  letztere  Umstand  dadurch  berücksichtigt 
wird,  dass  man  die  abzuführende  Wassermenge  entsprechend  grösser  setzt, 
als  dem  Bedürfniss  zur  Zeit  der  ersten  Anlage  entspricht. 


1 
ud 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


;. 


0,02366 
0,02374 
0,02382 
0,02391 
0,02399 
0,02407 
0,02415 
0,02424 
0,02432 
0,02440 


ud 


X 


1^ 

ud 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


0,02448 
0,02457 
0,02465 
0,02473 
0,02481 
0,02490 
0,02498 
0,02506 
0,02514 
0,02523 


21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 


;. 


0,02531 
0,02539 
0,02547 
0,02556 
0,02564 
0,02572 
0,02580 
0,02589 
0,02597 
0,02605 


1^ 
ud 


I 


31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 


0,02613 
0,02622 
0,02630 
0,02638 
0,02646 
0,02655 
0,02663  f 
0,02671  ii 
0,02679  |i 
0,02688  jj 


Der  Ausdruck  (1)  für  die  specif.  Widerstandshöhe,  welcher  dem  Aus- 
druck (7)  des  Coefücienten  X  zu  Grunde  liegt,  empfiehlt  sich  besonder 
auch  dadurch,  dass  er  'mit  einfachen  Vorstellungen  von  der  Natur  des 
Leitungswiderstandes  ziemlich  zwanglos  in  Zusammenhang  gebracht  werden 
kann.  Die  Ursachen  dieses  Widerstandes  sind  die  äussere  und  die  innere 
Reibung,  denen  entsprechend  die  Widerstandshöhe  B^  als  aus  zwei  Theilen 
bestehend  zu  betrachten  ist: 

B,  =r  F,  +  I^ (8 . 

Die  äussere  Reibung  wird,  insoweit  sie  von  der  inneren  verschieden 
ist,  durch  die  immer  bis  zu  gewissem  Grade  vorhandene  Rauhigkeit,  d.  h. 
durch  die  Erhabenheiten  und  Vertiefungen  an  der  inneren  Oberfläche  der 
Rohrwand  verursacht.  Die  Geschwindigkeiten  der  an  dieser  Oberfläche  hin 
fliessenden  Wassertheilchen  erleiden  dadurch  sehr  oft  wiederholte  plötzüchc 
Aenderungen  bezüglich  auf  Grösse  und  Richtung.  Indem  aber  die  Mischongs- 
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bewegnngoii,  die  durch  solche  Richtangsändcrungcn  gegen  das  Innere  der 
Röhre  hin  verursacht  werden,  bezüglich  auf  ihre  Interferenz  mit  der  regel- 
mässig strömenden  Bewegung  im  Inneren  der  Röhre  und  auf  die  ent- 
sprechende Vermehrung  der  inneren  Reibung  daselbst  unmöglich  rationell 
zu  verfolgen  sind,  mag  die  gesonderte  Berücksichtigung  der  äusseren  Rei- 
bung durch  die  Vorstellung  ermöglicht  werden,  dass  ihr  Einfluss  sich  un- 
mittelbar nur  auf  eine  röhrenförmige  Wasserschicht  von  sehr  kleiner  mitt- 
lerer Dicke  6  an  der  Oberfläche  erstreckt,  und  zwar  insofern,  als  durch 
den  wiederholten  plötzlichen  Wechsel  dieser  Schichtdicko  zwischen  einem 
Minimum  =-=  6^  und  einem  Maximum  ^^  d^  eine  entsprechend  plötzliche 
Geschwindigkeitsänderung  zwischen  einem  Maximum  =  w^  und  einem 
Minimum  =  w^  bedingt  wird.  Jedem  solchen  plötzlichen  Uebergang  der 
Geschwindigkeit  von  w^  in  w^  entspricht  nach  §.  76,  Gl.  (7)  eine  Wider- 
8tandshöhe 

oder,  wenn  w'  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  fraglichen  Oberfiächen- 
ßchicht  im  Sinne  der  Rohraxe  bedeutet,  eine  Widerstandshöhe 

Wenn  also  irgend  einer  der  Wasserßlden,  in  welche  die  fragliche  Ober- 
ilächenschicht  des  Wassers  durch  ein  in  der  Rohraxe  sich  schneidendes 
Ebenenbüschel  zerlegt  werden  kann,  pro  Längeneinheit  im  Durchschnitt  n 
solcher  plötzlichen  Querschnitts-  und  Geschwindigkeitsänderungen  erfährt, 
so  ist  die  entsprechende  specifischo  (auf  die  Längeneinheit  bezogene)  Wider- 
Btandshöho  oder  Widerstandsarbeit  pro  1  Kgr.  des  in  der  Oberflächenschicht 

fliessenden  Wassers  =^  nC  — - ,  und  endlich  pro  1  Kgr.  des  in  der  ganzen 

2y 

Röhre  vom  Durchmesser  d  ^^  2r  mit  der  mittleren  Geschwindigkeit  u 
fliessenden  Wassers: 

E    _i- nL^   -—  ~- ^^-    — 

jcr^.u  2g  gm 

j        .  d        ^  w 

oder  mit  r  =  -  -  und  —  ^^  £ 

2  «  ^ 

E,  =  ^^^^-  ^'  „-  a  "' (9). 

g         d  d 

Das  ist  das  erste  Glied  des  Ausdrucks  (1)  von  B^^  und  hat  darin  der  Co- 
cfficient  a  die  Bedeutung: 
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Die  einzelnen  Factoren  dieses  Ausdrucks,  von  denen  n  sehr  gross  und  i 
sehr  klein  ist,  können  nicht  näher  bestimmt  werden,  lassen  es  aber  ganto 
ihrer  Bedeutung  erklärlich  erscheinen,  dass  der  Coefficient  a  Yon  der 
Oberflächenbeschaffenheit  der  Röhre  abhängig  gefunden  wird. 
Eine  noch  einfachere  Deutung  gestattet  das  von  der  inneren  Rei- 
bung abhängige  zweite  Glied  des  Ausdrucks  (1).  Wenn  nämlich  behufii 
Ausschliessung  aller  Nebenumstände  eine  horizontale  Röhre  vorausgesetzt, 

in  der  ersten  der  Gleichungen  (1)  in  §.73  folglich  iT«  =  0  gesetzt  winL 

hu 
so  folgt  daraus,  da  hier  auch  ^-  =  0  ist, 

OS  I 

Ms  —   ^- 
08 

oder,  wenn  auch  die  Rohrweite  sehr  klein  im  Vergleich  mit  der  Druck- 
hohe,  somit  p  in  den  verschiedenen  Punkten  eines  Querschnitts  als  gleidi, 
nur  von  einem  zum  anderen  Querschnitt  verschieden,  d.  h.  als  blosse  Func- 
tion  von  i  zu  betrachten  ist, 

indem  der  Summand  I^  in  Gl.  (8)  nichts  anderes,  als  die  Abnahme  der 
Dnickhöhe  (    -  j  pro  Längeneinheit  der  Röhre,  insoweit  sie  von  der  inneren 

Reibung  (  Rg  )  abhängt,  bedeutet    Nach  §.  72,  GL  (8)  ist  aber  auch 

R    d   (    dw\ 

unter  R  wie  dort  die  Constante  der  inneren  Reibung  verstanden,  während 
(zum  Unterschied  von  der  mittleren  Geschwindigkeit  u)  hier  tr  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Entfernung  y  von  der  Rohraxe  bezeichne.  Aus  der 
Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  Rg  folgt 

dy  V  dy)  R  ^ 

und  daraus  durch  Integration  mit  Rücksicht  darauf,  dass  w  ein  Maximun 

dio  \  , 

=  0  1  f ür  y  =  0  und  w  =r.  w  für  y  =  r  ist. 


dy 


dy--2R^'     "'  =  "    ^  iR^'    -^^ ^"" 
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oder  auch,  wenn  f^o  ^^  Maximum  von  «^  für  y  =r  o  bedeatet, 


W, 


w 


4:R 


9 


woraus  ersichtlich,  dass,  wenn  von  allen  Punkton  eines  Querschnitts 
aus  begrenzte  gerade  Linien  parallel  der  Rohraxe  und  propor- 
tional den  betreffenden  Geschwindigkeiten  gezogen  werden,  die 
Endpunkte  derselben  in  einem  Umdrehungsparaboloid  liegen. 
Mit  Rücksicht  auf  Gl.  (11)  ist  nun  die  mittlere  Geschwindigkeit 


u 


1  "2 

-^Jw,2jtydy  ^  - 


Jir 


r 

f 


W 


—  y*) 


w 


'  ^  yh 


2 


4Ä 


^'¥- 


ydy  = 


also,  wenn  wieder  r 


d        .  w  .   _ 

und     -  -^  t  gesetzt  wird, 


h-^ 


SR  u  —  w' 


??^(1ZI±)  r-i't    ....  (12), 
y  d^  ~      d^ 


der  Form  nach  übereiustimmend  mit  dem  zweiten  Theil  des  Ausdrucks  (1), 
während  die  Bedeutungen  der  Buchstaben  y  und  R  den  Coefficientcn 

32Ä(1— 0 


(13) 


7 


von  der  Art  und  vom  Wärmezustande  der  Flüssigkeit  abhängig 
erscheinen  lassen.*  — 

Die  der  obigen  Betrachtung  zu  Grunde  liegende  Auffassung  der  äus- 
seren Reibung  als  desjenigen  Widerstandes,  welcher,  durch  nicht  weiter 
analysirbare  seitliche  und  wirbelförmige  Bewegungen  sich  mittelbar  auf  die 
ganze  Wassermasse  erstreckend,  unmittelbar  von  der  Rauhigkeit  der  feston 
Rohrwand  und  von  den  dadurch  bedingten  unzähligen  plötzlichen  Quer- 


*  Hagen  erklärt  a.  a.  0.  die  Bedeutung  des  zweiten  Gliedes  des  Aus- 
drucks (1)  im  Wesentlichen  auf  dieselbe  Weise,  mit  dem  Unterschiede  jedoch, 
dass  er  to'  —  0  setzt,  nämlich  die  äusserste  Wasserschicht  als  dauernd  an  der 
Hohrwand  haftend  annimmt.  Ein  Einfluss  der  oberflächlichen  Beschaffenheit 
dieser  Wand  auf  den  resultirenden  Leitungswiderstand  wird  damit  bestritten, 
wodurch  dann  aber  auch  die  Form  des  ersten,  bei  weiten  Röhren  überwiegend 
grossen  Gliedes  des  Ausdrucks  (1)  sich  irgend  einer  einigermassen  rationellen 
Deutung  entzieht. 
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^chnitts-  und  Geschwindigkeitsänderungen  der  längs  ihr  hin  fliessendet 
änsacrstcn  Wassorschicht  herrührt,  ist  wesentlich  verschieden  von  der 
früheren  Auffassung,  nach  welcher  diese  äussere  Reibung,  in  §.  72,  GL  {h 
pro  Flächeneinheit  mit  H'  bezeichnet,  mit  der  inneren  Reibung  im  Gleidh 
gewicht  ist.    Wenn  man  in  jener  Gleichung  gemäss  den  Bedeutungen  der 

in  ihr  vorkommenden  Buchstaben  für  den  vorliegenden  Fall  einer  kreis- 

dz  dy 

förmig  cylindrischen  Röhre  -— ,  =  1  und  ~t  =  0  setzt,  ergicbt  sich. 

as  ds 

wie  übrigens  auch  ohne  Weiteres  einleuchtet, 

R'  _        hu 

~R  ~  ~~l'y 
oder,  weil  hier  die  Geschwindigkeit  m  an  der  Oberfläche  mit  w  bezeichnet 
und  eine  blosse  Function  von  y  ist,  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (11) 

ä'  _        dtß  _  rA        ' 
R~  "  ~dy   ~~  ~2R  ^' 

^  ä'  2         i2'    4 

also  I\   =   —  -  =  —    -r- 

y    r  yd 

In  der  That  ist  die  äussere  Reibung  als  Summe  der  beiden  Auffassungen 
entsprechenden  Widerstände  zu  betrachten,  und  wenn  R^  in  diesem  Sinne 
verstanden,  somit  auch  der  durch  die  Unregelmässigkeiten  der  Rohrwand 
resp.  durch  die  entsprechenden  unregelmässigen  Mischungsbewegnngen 
verursachte  Widerstand  dadurch  in  Rechnung  gebracht  wird,  dass  die  innere 
Reibung  der  regelrecht  strömenden  geraden  Wasserfäden  resp.  concen- 
trischen  cylindrischen  Wasserschichten  entsprechend  grösser  gesetzt  wird, 
so  kann  auch 

B^  =  E^  +  1^=^  -j- 

gesetzt  werden,  wie  in  §.  89,  Gl.  (2).  Dass  dort  derselbe  Ausdruck  ganz 
abgesehen  von  der  inneren  Reibung,  nämlich  auf  Grund  der  Annahme  einer 
in  der  ganzen  Masse  gleichförmigen  Geschwindigkeit  gefunden  werden 
konnte,  liegt  darin,  dass  die  inneren  Reibungen,  womit  zwei  benachbarte 
der  concentrischen  cylindrischen  Wasserschichten  gegenseitig  auf  einander 
wirken,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Das  Abhängigkeitsgesotz  der  Grösse  i 
konnte  aber  dabei  nur  rein  empirisch  ermittelt'  werden. 

Im  Folgenden  soll  die  specif.  Leitungswiderstandsböhe  in  der  Form 
von  Gl.  (6)  in  die  Rechnung  eingeführt  werden,  womit  die  Fundamental- 
gleichung (1)  in  §.89  die  Form  erhält: 

^  -^       d)  2g  7 
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Darin  ist  h  die  Höhe  des  Oberwasserspiegels,  woselbst  der  äussere  Druck 
=  j?o  ist,  über  dem  Schwerpunkt  der  Mündung  resp.  dem  Unterwasser- 
Spiegel,  woselbst  der  äussere  Druck  =  p  ist,  während  /  die  Länge,  d  die 
Weite  der  Abflussröhre,  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  derselben  und  g 
die  Smnme  der  Coefficienten  besonderer  Widerstände  bedeutet,  die  an  ge-  ^ 
wissen  Stellen  der  Röhre  vorkommen  können. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  das  Wasser  mit  dem  vollen  Rohrquer- 

schnitt  F  =  — — - ,  somit  ohne  äussere  Contraction  und  ohne  besonderen 

4 

Widerstand  an  der  Mündung  ausfliesst.  Wenn  aber  die  Röhre  mit  einem 
Mundstück  endigt,  dessen  Mündung  A<iF  und  für  welches  der  nach  dem 
Früheren  zu  beurtheilende  äussere  Contractionscoef&cient  =  a,  Geschwin- 

digkeitscoefficient  =  9p,  also  der  Widerstandscoefficient  =  —  —  1  und 

der  Ausflusscoefficient  =  ag>  =  (i  ist,  so  wird  die  wirksame  Druckhöhe  II 

ausser  zur  Bewältigung  der  Widerstandshöhen  C,  --  und  ^  -j  t"  )  ^^^ 

2g  d   '2g/ 

Erzeugung  nicht  nur  der  Geschwindigkeit  u  in  der  Röhre  selbst,  sondern 

F 
der  grösseren  Ausflussgeschwindigkeit  =  —  u   im  kleinsten  Querschnitt 

des  Contrahirten  Strahls  und  zur  Bewältigung  des  durch  das  Mundstück 

verursachten  Widerstandes  verbraucht,  so  dass  an  Stelle  des  Summanden  — 

auf  der  linken  Seite  von  Gl.  (14)  zu  setzen  ist: 

2g  \aA    )    L    ^  V^)«  )\        2g  \a(pA    1         KfiAJ    2 


( 


2y 


und  somit  die  Gleichung  übergeht  in: 

r/  F\^  n  w* 

.y +^+'712}-^ ^''^- 

Innerhalb  der  Grenzen,  zwischen  denen  die  Werthe  von  u  und  d  bei 

den  technischen  Anwendungen  zu  liegen  pflegen,  nämlich  etwa  u  =  0,5 

1 
bis  2  Mtr.  pro  See.  und  d  =  0,05  bis  0,5  Mtr.,  entsprechend  ud  =  — 

bis  1,  ist  2  der  obigen  Tabelle  zufolge  nur  etwa  ^wischen  den  Grenzen 
0,027  und  0,024  verschieden,  so  dass  dafür  meistens  in  solchen  Fällen  zu- 
gleich mit  Rücksicht  auf  die  UnvoUkommenheiten  der  cylindrischen  Form 
und  auf  geringe  Verunreinigungen  der  Röhre  ein  um  etwa  20^/^  grösserer 
constanter  Mittelwerth,  in  runder  Zahl  etwa  X  =  0,03  gesetzt  werden 
kann,  wobei  es  ausserdem  vorbehalten  bleibt,  zu  noch  grösserer  Sicherheit 
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behnfs  weiterer  Berücksichtigung  stellenweiser  Querschnittsverengongen 
darch  allmählig  zunehmende  Niederschläge  das  pro  See.  abzufilhreiide 
Wasservolumen  =  V  Cubikm.  je  nach  Umständen  mehr  oder  weniger 
grösser  zu  setzen,  als  dem  Bedttrfniss  zur  Zeit  der  Anlage  entspricht 

Wenn  der  Querschnitt  einer  Röhre  nicht  kreisförmig  ist,  so  kann  ii 
Ermangelung  besonderer  Versuche  der  Leitungswiderstand  demjenigen  einer 

kreisförmig-cylindrischen  Röhre  gleich  gesetzt  werden,  deren  Weit€i  d  nacb 

4/' 
§.89,  GL  (2)  =  dem  sogenannten  mittleren  Durchmesser  —  =  dea 

vierfachen  Inhalt  dividirt  durch  den  Umfang  des  gegebenen  Rohrquerschnitte 
ist  In  der  That  mag  freilich  der  fragliche  Widerstand,  obschon  er  ohne 
Zweifel  um  90  grösser  sein  muss,  je  grösser  U  bei  gegebenem  Werth  von  / 
ist,  nach  einem  etwas  anderen  Gesetz  von  F  und  U  abhängen,  auch  for 
verschiedene  Querschnittsformen  bei  gleichen  Werthen  von  F  und  ü  ver- 
schieden sein;  doch  fehlt  es  einstweilen  an  genügenden  Anhaltspunkten  zur 
Berücksichtigung  dieser  Umstände. 

Bevor  übrigens  die  Gleichungen  (14)  und  (15)  zur  Lösung  besonderer 
Probleme  benutzt  werden,  sind  zunächst  die  in  Leitungsröhren  vorzugs- 
weise vorkommenden  besonderen  Widerstände  näher  zu  besprechen,  denen 
der  resultirende  Widerstandscoefficient  g  jener  Gleichungen  entspricht  Sie 
werden  theils  durch  Richtungs-,  theils  durch  Querschnittsändernugen  des 
in  der  Röhre  strömenden  Wassers  verursacht. 


§.  91.    Widerstand  von  Knie-  und  Kropfröhren. 

Wenn  schon  der  allgemeine  Leitungswiderstand  gerader  cylindrischer 
Röhren  nur  durch  besondere  Versuche  zuverlässig  bestimmt  werden  kann, 
so  ist  dies  um  so  mehr  der  Fall  in  Betreff  des  zusätzlichen  Widerstandes» 
der  durch  plötzliche  oder  allmählige  Richtungsänderungen,  durch  soge- 
nannte Knie-  oder  Kropfröhren  verursacht  wird,  wobei  in  erhöhtem  Grade 
jene  complicirten  Mischungsbewegungen  stattfinden,  an  denen  die  theore- 
tische Untersuchung  scheitert. 

1)  Aus  Versuchen  mit  Knieröhren  von  0,03  Mtr.  Weite  für  ver- 
schiedene Werthe  des  Winkels  a,  um  welchen  dabei  die  Richtung  des 
Wasserstroras  plötzlich  geändert  wird,  hat  Weisbach  für  den  betreffenden 
Widerstandscoefficienten  die  empirische  Formel* 
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w  \ 


0,9457«««—  +  2,047  «n*  4 


(1) 


\ 


^^^^ 


\ 


abgeleitet,  wonach  sich  z.  B.  für 

a  =     20<^        40<>        60®        80«        90<>  . 
g  =  0,046     0,139     0,364     0,740     0,984 

ergiebt.  Mit  welcher  Annäherung  dieselben  Werthe  auch  bei  weiteren 
Röhren  zu  Grunde  gelegt  werden  können,  ist  zweifelhaft;  für  engere  Knie- 
röhren fand  Weisbach  den  Widerstandscoefficienten  wesentlich  grösser, 
für  solche  yon  0,01  Mtr.  Weite  wenigstens  1,5  mal  so  gross. 

Für  den  Fall  eines  doppelten  Kniees  mit  kurzem  Zwischen- 
stück (Fig.  37),  d.  h.  für  den  Fall  einer  in  kurzem  Abstände  wiederholten 
Fig.  87.  plötzlichen  Richtungsänderung  um  densel- 

ben Winkel,  ist  nach  Weisbach  der  resul- 
tirende  Widerstandscoefficient  nur  =  dem- 
jenigen des  einzelnen  Kniees,  wenn  beide 
Ablenkung^  in  derselben  Ebene  in  gleichem 
Sinne  (Fig.  37,  Ä)^  dagegen  doppelt  so 
gross,  wenn  sie  in  entgegengesetztem  Sinne 
(Fig.  37,  B)  stattfinden,  und  endlich  unge- 
fähr IV2  ^^  so  gross,  wenn  die  Mittelebenen  beider  Kniee  (die  Ebenen 
der  Mittellinien  ihrer  Schenkel)  sich  rechtwinklig  schneiden.  Gemäss  der 
schon  £rüher  erwähnten  Erklärung  des  in  Rede  stehenden,  Widerstandes 
durch  seine  Zurückführung  auf  eine  Zusammenziehung  und  plötzliche 
Wiederansbreitung  des  von  der  Rohrwand  örtlich  abgelösten  Wasserstroms 
(Fig.  28  in  §.  76)  ist  also  anzunehmen,  dass  diese  innere  Contraction  durch 
das  zweite  Knie  im  ersten  der  genannten  drei  Fälle  nicht  merklich,  im 
zweiten  beträchtlich,  im  dritten  weniger  verstärkt  wird,  wie  es  für  die 
beiden  ersten  Fälle  die  punktirten  Linien  in  Fig.  37,  ^  und  B  andeuten. 
Sind  die  Widerstandscoefficienten  gj  und  C,  der  beiden  Kniee  ungleich, 
etwa  ?i  >  £2,  so  wird  der  resultirende  Widerstandscoefficient 

im  ersten  Falle:     £  =^  g^ 
zweiten    „   :     g  =  £1  +  £2 


/ 


I 


n 


?? 


dritten 


9) 


JJ 


£=£1     + 


1       . 

TT  ^2 


ZU  setzen  sein.  Uebrigens  bleibt  die  Länge  näher  festzustellen,  welche 
behu&  einer  sicheren  Anwendung  dieser  Regeln  das  mittlere  Rohrstück 
höchstens  haben  darf;  wenn  diese  Länge  bis  zu  einer  gewissen  Grenze 
vächst,  so  wird  natürlich  in  allen  Fällen  £  =^  £1  +  £2- 
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2)  Ein  kleinerer  Widerstand  ist  mit  der  Riohtungsänderung  eiaer 
Leitungsröhre  verbunden,  wenn  dieselbe  nicht  plötzlich,  sondern  ftllinihlig 
stattfindet;  dazu  dienen  die  vorzugsweise  üblichen  Kropf  röhren  (Krümmer), 
d.  h.  kurze  Röhren  mit  kreisbogenförmiger  Mittellinie,  welche  durch  eat- 
sprechende  Flanschen  mit  zwei  geraden  Rohrstrecken  von  verschiedenei 

Richtungen  verbunden  werden  (Fig.  38).  Für  den  gewöhih 
liehen  Fall,  dass  die  Mittellinie  des  Krümmers  ein 
Viertelkreis  ist,  durch  denselben  folglich  eine  Rich- 
tungsänderung von  90^  vermittelt  wird,  hat  Weisbacfc 
aus  eigenen  und  aus  Versuchen  von  Dubuat  für  den 
Widerstandscoefficienten  die  folgende  Formel  abgeleitet: 

g  =  0,131  +   1,847  f—\       12); 

darin  bedeutet  q  den  Halbmesser  der  Mittellinie,  r  den  Halbmesser  des 
kreisförmigen  Rohrquerschuitts.  Ist  der  letztere  rechteckig  mit  den  Seitea 
=  2r  parallel  der  Ebene  der  Mittellinie,  so  fand  Weisbach: 

g  =  0,124  +  3,104  {-\     (3> 

Danach  ist  z.  B.  für  —  =    0,2         0,3         0,4         0,5         0.6 

bei  kreisförm.  Querschn.    £  =  0,138     0,158     0,206     0,294     0,440 
„  rechteckig.         „  £  =  0,135     0,180     0,250     0,398     0,643 

Eine  grosse  Zuverlässigkeit  ist  übrigens  diesen  Zahlen  nicht  zuiu- 
schreiben,  weil  (ebenso  auch  bei  den  Knieröhren)  die  Uebereinstimmung 
der  unter  fast  gleichen  Umständen  erhaltenen  Versuchsresultate,  wie  Weis- 
bach selbst  anführt,  viel  zu  wünschen  lässt. 

Ist  die  Mittellinie  der  Kropfröhre  ein  Kreisbogen  von  kleinerem 
Mittelpunktswinkel,  als  90^  so  ist  g  ohne  Zweifel  kleiner;  in  welchem 
Maasse,  ist  durch  Weisbach's  Versuche  nicht  näher  festgestellt  worden. 
Ist  sie  aber  ein  Kreisbogen  von  grösserem  Mittelpunktswinkel  bis  180®,  so 
wird  ihm  zufolge  g  nicht  merklich  grösser,  wogegen,  wenn  an  einen  Krümmer 
von  90^  ein  gleicher,  aber  entgegengesetzt  gekrümmter  sich  unmittelbar 
anschliesst,  der  Widerstandscoefficient  eines  solchen  S-förmigen  Doppel- 
krümmers nahe  doppelt  so  gross  wie  der  eines  einfachen  gefunden  wurde. 
Dieses  Verhalten  ist  ganz  analog  dem  oben  unter  1)  erwähnten  doppelter 
Knieröhren  mit  kurzem  Zwischenstück  (Fig.  37,-4  und  B\  und  ist  darais 
zu  schliessen,  dass  überhaupt  der  Widerstand  von  Kropfröhren  (wenigstens 


§.91.  WIDEB8TAND  VON  KBOPFBÖHREN.  497 

der  stärker  gekrümmten,  worauf  sich  die  Weisbach' sehen  Versuche  vor- 
zugsweise beziehen)  im  Wesentlichen  auf  dieselbe  Ursache  zurückzuführen 
ist  wie  der  Widerstand  von  Knieröhren. 

Für  die  technischen  Ausführungen  ist  im  Allgemeinen  eine  solche 
Krümmung  der  Kropfröhren  empfehlenswerth  und  gebräuchlich,  bei  welcher 
die  Axen  der  dadurch  verbundenen  geraden  Rohrstrecken,  wie  Fig.  38  an- 
deutet, sich  in  der  Wandfläche  des  Krümmers  treffen;  in  diesem  Falle  ist 

r  =  q(Y2    —  1);         -  =  0,4142 

Q 

und  nach  Gl.  (2):  g  =  0,215. 

r 
Nach  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  würde,  wenn  —  bis  Null  abnimmt, 

g  nur  bis  0,131  resp.  0,124  abnehmen,  während  thatsächlich  offenbar  £ 

r 
zugleich  mit     -  in  die  Grenze  Null  Übergehen  muss.  Auch  ist  bei  kleineren 

Q 

r 
Werthen  von  —  oder  bei  Röhren,  die  auf  eine  grössere  Länge  gekrümmt 

sind,  der  Krümmungswiderstand  von  anderer  Art  wie. bei  kurzen  Kropf- 
röhren von  starker  Krümmung  oder  bei  Knieröhren;  er  ist  dann  nicht  an 
einer  bestimmten  Stelle  conceutrirt  und  im  Wesentlichen  auf  eine  örtliche 
Contraction  des  Wasserstroms  reducirbar,  sondern  er  äussert  sich  stetig 
auf  der  ganzen  Länge  der  gekrümroten  Röhre,  so  dass  auch  g  mit  dieser 
Länge  oder  bei  gegebenem  Krümmungshalbmesser  q  mit  dem  gesammten 
Ablenkungswinkel  a  {=  der  absoluten  Summe  aller  elementaren  Ablenkungs- 
winkel, einerlei  ob  in  gleichem  Sinne  stattfindend  oder  nicht)  stetig  zu- 
nehmen muss.  An  solchen  Fällen  ist  deshalb  den  Weisba<5h' sehen  Formeln 
eine  andere,  wenigstens  ihrer  allgemeinen  Form  nach,  vorzuziehen,  welche 
Dubüat  seinen  Messungen  gemäss  für  beliebig  gekrümmte  Röhren 
von  kreisförmigem  Querschnitt  aufgestellt  hat  Denkt  man  sich  näm- 
lich an  der  Stelle,  wo  eine  gerade  Rohrstrecke  in  eine  gekrümmte  über- 
geht, die  Axe  der  ersteren  verlängert  bis  sie  die  Wandfläche  der  letzteren 
trifft,  von  dem  Schnittpunkte  aus  eine  Tangente  an  die  krumme  Mittellinie 
gezogen  bis  zu  einem  zweiten  Schnittpunkte  mit  der  Wandfläche  u.  s.  f. 
bis  die  so  erhaltene  gebrochene  Linie  wieder  genau  oder  möglichst  ange- 
nähert in  die  Axe  der  am  anderen  Ende  der  Krümmung  sich  anschlies- 
senden geraden  Rohrstrecke  übergeht  (wie  es  die  punktirten  Linien  in 
Fig.  38  für  den  einfachsten  Fall  andeuten),  und  bezeichnet  mit  g)  die  (im 
Allgemeinen  verschiedenen)  einzelnen  Ablenkungswinkel  der  Seiten  an  den 
Eckpunkten   des   erhaltenen  Polygons   (in  Fig.  38    ist   nur  ein  solcher 

Orasliof,  theoret.  Haacliiiienlelire.    I.  32 
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Winkel  g>  vorhanden,  somit  ^  =  a),  so  setzt  Dubuat*  die  Eraiiiinii]ig»> 
Widerstandshöhe 

£  =  — «« 

3000 

fQr  den  pariser  Zoll  als  Längeneinheit.    Darans  folgt  fQr  den  Meter  ab 
Längeneinheit  von  B  und  ^ 

Q 

B=  C"^  =  0,0123««  j;«m«? 
^  2^  '  2 

C  =  2  .  9,81 .0,0123  Ssm^Z  =  0,2413  Sstn^t ^^^ 

2  '  2 

Ist  der  Krümmungshalbmesser  constant  =  (),  so  ist  offenbar 

,  2/«*»*^  =  —  «t«*~-     und     co«-^  =  — -, —    ^•'>' 

2         9)  2  2         p  +  r 

Hiemach  ergiebt  sich  z.  B.,  wenn  a  in  Graden  ausgedrückt  wird, 

für  —  =  0,05         0,1  0,15         0,2 

—  g  ==  0,0632     0,0860     0,0994     0,1099 

und  für  «  =  90^     g  =  0,057       0,076       0,089       0,099 

Man  wird  sicher  gehen,  wenn  man  für  stärkere  Krümmung^  otws 
für  —  ^  0,2  die  Weisbach' sehe  Formel  (2)  anwendet,  für  schwftdiere 

Krümmungen  aber  die  Formel  (4)  mit  einem  so  vergrösserten  Coefficienten, 

f  - 

dass  sie  sich  an  jene  stetig  anschliesst,  nämlich  für  —  =  0,2  und  a  =  90' 

Q 

T    - — 

denselben  Werth  von  C  liefert    Setzt  man  zu  dem  Ende  für  —  <>  0,2 

g  =  O.Z^l  Ssin^Z  =  0,337  -  w»*^:      cos^  =  -4 —  "^^^ 
^  '  2  (p  2'  2p  +  f 

so  ergiebt  sich  für  —  =  0,05         0,1  0,15         0,2 

—  g  =  0,0882  0,1188  0,1389  0,1534 
a 

und  für  a  =  90®:  g  =  0,079   0,107   0,125   0,138. 


*  Priucipes  d*hydraalique,  Nr.  105  und  Nr.  357. 
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r  •  '  ' 

Ist  -    =  X  sehr  klein  (etwa  <1  0,05),  so  kann  auch  gesetzt  werden; 

jwt*-|-  —  1  —  (1  -f-  x)-^  =  1  —  (1  —  2a:  +  3««  —  ...)  = 


9P 

— •  =  ar^  8tn 

2 


=  2x[l  —  ^r  +  ...) 
9tn  ^  =-  y2x  U  —  -  ar  +  •. . . 

l/2i(l-|  .?  +  ...)]  =  }/2i(l~jX  +  ...)  + 


3 


1     .  .  rp  2x  2 


1     .  ,  f/)  2a: 


—  X    -f-    .  .. 


«n*  ~  = 


9^  2  2  V2a?    1  _  .^ 


12      ^ 


l4(-n'+-) 


|/' 


nahe  =  (1  —  *)  r    "5 
und  somit  nach  61.  (GX  wenn  wieder  a  in  Graden  ausgedruckt  wird. 


§.92.  Hfiderstand  infolge  plStzlleher  Aenderang  des  Rohrqnersehnftts. 

Plötzliche  Qaersehnittsänderungen  einer  Leitungsröhre,  die  mit  einer 

örtlichen  Trennung  des  Flüssigkeitsstroms  von  der  Rohrwand  und  somit 

einem  nach  §.  76  zu  beurtheilenden  Widerstände  verbunden  sind,  sollen 

zwar  aus  letzterem  Ghrunde  im  Allgemeinen  möglichst  vormieden  werden; 

oft  aber  sind  sie  unvermeidlich  oder  absichtlich  herbeigeführt,  insbesondere 

ZQr  Regttlirung  oder  zeitweise  gänzlichen  Unterbrechung  des  Wasserstroms 

durch  Schieber,  Hähne,  Drosselklappen  oder  Ventile.    Wenn  auf  solche 

Weise  der  Rohrquerschnitt  an  einer  gewissen  Stelle  mehr  oder  weniger 
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verengt  ist,  so  erfilhrt  der  Wasserstrom  nach  dem  Durchgange  durch  diesei 
kleinsten  Querschnitt  =  A  der  Leitung  im  Allgemeinen  zunächst  noch  eine 
weitere  Contraction  etwa  his  aA  (unter  a  <1  1  den  hetreffenden  innere» 
Contractionscoefficienten  verstanden)  bevor  er  sich  bis  zum  vollen  Eohr- 
querschnitt  =  F  wieder  ausbreitet.  Wäre  diese  plötzliche  Querschnitto- 
vergrösserung  von  aA  bis  F  die  einzige  Ursache  des  in  Rede  stehendei 
Widerstandes,  so  wäre  nach  §.  76,  Gl.  (8)  der  entsprechende  Widerstands- 
coefficient 

^=(#i-o' =•' 

Wenn  nun  auch  thatsächlich  gewisse  Widerstände  schon  durch  die  gezwun- 
gene Zusammenziehung  des  Wasserquerschnitts  bis  a-4,  ferner  oft  nicht 
unbeträchtliche  durch  gleichzeitige  Richtungsänderungen  und  Stromzerthei- 
lungen  verursacht  werden,  diß  namentlich  mit  dem  Durchfluss  des  Wassers 
durch  die  von  den  oben  genannten  Regulirungsvorrichtungcn  dargebotenen 
Oeffnungen  verbunden  sein  können,  so  pflegen  doch  dieselben  im  Vergleich 
mit  dem  durch  Gl.  (1)  ausgedrückten  Hauptwiderstande  nur  von  unterg^ 
ordne ter  Grösse  zu  sein;  diese  Gleichung  kann  dann  auch  zur  Darstellung 
des  resultirenden  Widerstandscoefficienten  dienen,  falls  nur  dem  CJoeffi- 
cienten  «  eine  entsprechend  zusammengesetzte  Bedeutung  beigelegt  und 
sein  Werth  für  verschiedene  Fälle  durch  besondere  Versuche  bestimmt 
wird.  Die  betreffenden  Angaben  dieses  §.  beruhen  auf  Versuchen  von 
Weisbach.* 

Derjenige  Einfluss,  welcher  durcH  Richtungsänderungen  und  Zerreis- 
sungen  des  Wasserstroms,  forner  durch  Aenderungen  der  Gestalt  neben 
solchen  der  Grösse  seines  Querschnitts  und  durch  eine  etwaige  Unvollstän- 
digkeit  der  inneren  Contraction  (bei  seitlicher  Lage  der  verengten  Durch- 
flussöffnung) auf  den  Coefficienten  g  und  somit  auf  a  ausgeübt  wird,  kann 
je  nach  der  besonderen  Art  und  Disposition  der  hier  in  Rede  stehenden 
Regulirungsvorrichtungen  sehr  verschieden  sein ;  um  so  mehr  ist  es  nützlich, 
die  Werthe  von  g  und  a  vor  Allem  zunächst 

1)  für  den  einfachsten  Fall  zu  kennen,  nämlich  für  den  Fall  einer 
kreisförmigen 'centralen  Oeffnung  =r  ^  in  einer  ebenen  Wand, 
die  senkrecht  zur  Axe  in  eine  Röhre  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitt --=  F  eingesetzt  ist.  In  diesem  Fundamentalfalle,  in  welchem 
die  so  eben  genannten  besonderen  Umstände  sämmtlich  eliminirt  sind  und 
der  Coefficient  a  von  Gl.  (1)  nur  mit  Rücksicht  auf  den  geringfügigen 

•  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik,  I,  vierte  Aufl.,  §.438  und  §.443 — 44ä 
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Widerstand  bei  der  Zusammenziehuug  des  Wasserstroms  bis  zum  kleinsten 
Querschnitte  etwas  kleiner,  als  der  innere  Contractionscoefficient  ist,  kann 
nach  Weisbach  gesetzt  werden: 


für  n 
a 


1 
1 

0 


0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,892 

0,813 

0,755 

0,712 

0,681 

0,659 

0,643 

0,632 

0,06 

0,29 

0,80 

1,80 

3,75 

7,80 

17,5 

47,8 

0,1 

0,624 

226 


Je  kleiner  n  ^=  _,  desto  vollkommener  ist  die  innere  Contraction,  desto 

kleiner  folglich  a. 

Wenn  die  centrale  Durchlassöffnung  Ä  sich  an  einer  solchen  Stelle 
befindet,  wo  zwei  Bohren  von  verschiedenen  Weiten  mit  gemeinschaftlicher 
Axe  zusammenstossen  (wie  in  Fig.  29,  §.  76),  so  ist  zu  beachten,  dass  F  in 
GI-(l)  den  Rohrqnerschnitt  hinter  der  Durchlassöffnung  bedeutet,  während 
der  UnvoUkommenheitsgrad  der  inneren  Contraction  von  dem  Yerhältniss 
der  Oeffnung  Ä  zum  vorhergehenden  Querschnitt  =  F'  der  Röhre  ab- 
hängt   Man  findet  also  C,  nach  Gl.  (1),  wenn  a  der  obigen  Tabelle  (event. 

A 
durch  Interpolation)  gemäss  w  =^'  —7  entnommen  wird. 


Ist  dabei  insbesondere  F' 

F 


F  und  A  —    F^  so  ist 


n 


=    ^     und     g 


während  für  F' 


ist. 


F  M\A  A^  F' 
=  1     und     g 


a 


F 
F' 


(2), 


—  1 


(3) 


Fig.  39. 


2)  Für  den  Durchfluss  des  Wassers  durch  mehr  oder  weniger  ver- 
engte Schieberöffnungen  liegen  Versuche  vor  mit  einem  Schieber  in 
einer  cylindrischcn  Röhre  von  0,04  Mtr.  Weite  und  in  einer  parallelepi- 

■ 

pcdischcn  Röhre  von  0,05  und  0,025  Mtr.  Seitenlange  des  rechteckigen 
Querschnitts  (Fig.  39,  ^  und  B).    Der  Coefficient  a  des  Ausdrucks  (1) 

wird  in  diesen  Fällen  durch  die  seitliche  Lage 
der  Durchflussöffnung  A  insofern  verkleinert, 
als  damit  eine  gesteigerte  Richtungsänderung 
des  Wasserstroms  und  zugleich  eine  Gestalts- 
änderung seines  Querschnitts  verbunden  ik, 
dagegen  vergrössert  mit  Rttcksicht  auf  die  Un- 
voUständigkeit  der  inneren  Contraction  beson- 

A 


B 


dcrs  für  die  kleineren  Werthe  von 


F' 


bei 
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denen  die  Contraction  ftberhanpt  in  höherem  Grade  stattfindet.   Die  Folfe 

A 
dieser  Umstände  ist,  dass  sich  g  für  die  grösseren  Werthe  von    -  etwas 

grösser,  für  die  kleineren  etwas  kleiner  ergiebt,  als  im  Fnndamentalfiilk 
unter  1),  wie  die  folgende  Zusammenstellung  der  Yersuchsrcsultate  er- 
kennen l^st 

Cylindrische  Röhre. 


d  '"" 

^    ==   0,948 
?    =   0,07 


Vb 

8/ 
/8 

'    V» 

V« 

•/s 

0,866 

0,740 

0,609 

0,466 

0,315 

0,96 

0,81     1 

2,06 

5,52 

17,0 

T.' 


0,159 
97,8 


A 
F 


Parallelepipedische  Bohre. 


=    0,9 
==    0,09 


0,8 
0,39 


0,7 
0,95 


0,6     I  0,5     '  0,4 


2,08 


0,3    !    0,2    '    0,1 


4,02  I  8,12  I   17,8  ,  44.5  ,    193 


Den  Gebrauch  dieser  Zahlen  mag  das  folgende  Beispiel  erläutern.  Eiae 
mit  Regulirungsschieber  versehene  cylindrische  Röhre  von  d  =  0,1  Mtr.  Weite 
liefere  bei  ^=  1,15  Mtr.  wirksamer  Druckhöhe  pro  See.  V=  0,015  Cubikm. 
Wasser,  wenn  der  Schieber  ganz  geöffnet  ist  und  ausser  dem  allgemeinen 
Leitungswiderstande  nur  ein  Eintrittswiderstand  mit  dem  Coefficicnten 
g  z=  0,5  (§.  86)  in  der  Röhre  vorkommt.  Wie  weit  muss  der  Schieber  in 
die  Röhre  vorgeschoben  werden,  damit  sie  unter  übrigens  gleichen  Um- 
ständen nur  V*  :=  OfiV Cubikm.  Wasser  liefere?    Hier  ist 

Y'^gii  =  V2  79,81  ~.  l,lb  =  4,75  ;     F  =  ^^  =  0,007854 ; 


folglich  bei  ganz  geöffnetem  Schieber 


«  =^  =  1,91  =^g>y2gJI', 
der  gesammte  Widerstandscoefficient: 


1 


V5 

1:91  =  '^'''  ^ 


^^-1=  5,185 


und  der  Leitungswiderstandscoefficient: 


i  --  =  5,185 

a 


-  0,5  =  4,685. 
Soll  nun  V*  ^=  0,5  F,  also  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  =  <jp'  y2gH 


§.92. 
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z=^  0,5  t«  werden,  bo  miiss  q>   =  0,69},  also  der  gcsamnito  Widerstands- 
coefficieiit 

^  ^  ^      -1^4.  6,185  —  1  =  23,74 


/2 


—    1    = 


sein,  dureh  den  Schieber  folglich  ein  Widerstand  mit  dem  Coefficienten 
g  =  23,74  —  0,5  —  X  ^,=  23,24  —  \-  .  4,685 


vemrsacht  werden,  und  weil  mit  —z 

ua 

Tabelle  in  §.  90 


X 


0,0244 
0,0240 


5,2  nnd  — - 
ti  (» 


6j. 
60 


10,4  nach  der 


ist,  so  folgt  schliesslich  g  =  1.8,48.    Nach  obiger  Tabelle  der  Werthe 

X  * 

Ton  $  för  verschiedene  Werthe  von  —  muss  also  der  Schieber  um  etwas 

d 

3 

mehr  ate  —  e?  =  75  Millim.  in  die  Röhre  vorgeschoben  werden. 

3)  Der  Widerstand  beim  Durchgang  des  Wassers  durch  Hahnöff- 
nnngen  ist  von  Weisbach  auch  für  die  beiden  Fälle  geprüft  worden, 
dass  sich  der  Hahn  in  einer  cylindrischen  oder  in  einer  parallelepipedischen 
Röhre  befindet;  die  Querschnitte  der  Röhren  hatten  die  unter  2)  angege- 
benen Dimensionen.  Bezeichnet  6  den  Winkel,  um  den  der  Hahn  aus  der- 
jemgen  Stellung,  in  welcher  die  Axe  seiner  Bohrung  mit  der  Axe  des  Rohrs 
zusammenfällt,  gedreht  wurde  (Fig.  40),  so  ergaben  sich  bei  verschiedenen 
Fig.  40.  Werthen  von  ö  die  folgenden  Wi^erstandscoeffici- 

enten:  g  fUr  den  Hahn  im  cylindrischen  Rohr, 
^  für  den  Hahn  im  parallelepipedischen  Rohr. 
Der  Absperrungswinkel  d^,  d.  h.  der  Werth  von  d, 
bei  welchem  der  Durchfluss  des  Wassers  eben  ganz 
gehemmt  (g  =00)  war,  betrug  im  ersten  Falle 
Si  =  82<>,  im  zweiten  g/  =  67^ 


6 

So 

? 

r 

6 

So 

s 

?' 

50 

0,02 

0,05 

0,05 

40« 

8,72 

17,8 

20,7 

lO'» 

0,15 

0,29 

0,31 

45« 

15,4 

31,2 

41,0 

15« 

0,39 

0,75 

0,88 

50« 

27,9 

52,6 

95,3 

20» 

0,85 

1,56 

1,84 

56« 

58,9 

106 

275 

25« 

1,62 

3,10 

3,45 

60* 

113 

206 

30« 

2,89 

5,47 

6,15 

65« 

276 

486 

85° 

5,05 

9,68 

11,2 

\ 
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Bei  dem  Durchfluss  durch  die  schräg  gestellte  Hahnbohrung  erieidei 

das  Wasser  ausser  der  plötzlichen  Querschnittsänderung  eine  zweimalise 

plötzliche  Richtungsänderung   ähnlich    wie  bei  dem  doppelten   Knie  mit 

kurzem  Zwischenstück  (§.  91,  Fig.  37,  B),    Danach  ist  es  erklärlich,  das 

die  Werthe  von  g  und  g'  durchweg  grösser  sind,  als  diejenigen  Wider- 

j 
standscoefficienten,  welche  nach  Gl.(l)  demselben  Querschnittsverhältnisse  - 

im  Fundamentalfalle  unter  1)  entsprechen  würden.  Diese  letzteren  =  i^ 
sind  für  den  Hahn  im  cylindnschen  Bohr  in  obiger  Tabelle  boigcügt 
worden,  berechnet  nach  Gl.  (1)  mit  den  von  Weisbach  angeführten  Quer- 

Schnittsverhältnissen  —  =  »  und  den  entsprechenden  Werthen  von  a  ge- 

mäss  der  Tabelle  unter  1). 

Der  Absperrungswinkel  rfi  eines  Hahns  hängt  vom  Verhältnisse  der 
Rohrweitc  d  zum  Durchmesser  d^  des  Hahnkörpers  ab,  und  zwar,  wie  leicht 
ersichtlich,  gemäss  der  Gleichung 

.    <)i      .  d 
stn  -—  =  -- , 
2         d. 

Die  in  der  obigen  Tabelle  für  den  Hahn  im  cylindrischen  Rohr  beigefügten 
Werthe  von  g^  können  nun  dazu  dienen,  den  einem  gewissen  Stellwinkel  6 
entsprechenden  Widerstandscoefficienten  £  auch  für  einen  solchen  Hahi 
näherungsweiso  zu  finden,  dessen  Absperrungswinkel  d|  von  dem  des 
Yersuchshahns  =  82^  verschieden  ist,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  der 

Bestandtheil  ^  von  g  nur  vom  Querschnittsverhältnisse  ~-^  also  von  dem 

d 
Verhältnisse  v  ?  der  andere  Bestandtheil  =  g  —  So  dagegen  hanptsäch- 

lieh  nur  von  d  abhängt.    Soll  z.  B.  g  geschätzt  werden  für  ö  ^-^  50*^  bei 

50 
(J^  =  75  ^  so  hat  man  f ür  d  ==  --  82  =  54  V«  nach  der  TabcUe  So  =  5-- 

für  ö  =  50®  dagegen  C,  —  ^q  —  52,6     -   27,9  nahe  =  25;  es  ist  also 

anzunehmen: 

S  =  52  +  25  r=  77. 

^'^•'^**  4)  Für  eine  Drehr  oder  Drosselklappe  wurden  bei 

verschiedenen  Wertheu  des  Winkels  6  (Fig.  41)  die  nach- 
stehenden Widerstandscoefficientcn  =  g  im   cylindri- 
schen,   ^  im  parallolepipedischen  Rohr  (von  den 
unter  2)  angeführten  Abmessungen)  gefunden. 


J 
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il 
II 

r 


s 

V 

^ 

1 

1  6 

1 

? 

5« 

0,24 

0,28 

30" 

3,91 

3,54 

55" 

58,8 

42J  \ 

10" 

0,52 

0,45 

35" 

6,22 

5,7 

60" 

118 

77,4 

15" 

0,90 

0,77 

40" 

10,8 

9,27 

65" 

256 

158 

20" 

1,54 

1,34 

45" 

18,7 

15,1 

70" 

751 

368 

25" 

2,51 

2,16 

50" 

32,6 

24,9 

90" 

1 

00 

oc 

Für   die   kleineren    Winkel    d   sind    diese    Widerstandscoeflicienten 

ppösser,  als  diejenigen,  welche  denselben  Querschuittsverhältnisseu  —  im 

randamentalfalle  unter  1)  entsprechen,  weil  die  Klappe  schon  an  sich, 
lelbst  wenn  sie  längs  der  Rohraxc  gerichtet  (d  =  0)  ist,  einen  gewissen 
Widerstand  verursacht;  bei  den  grösseren  Winkeln  d,  somit  den  kleineren 

Verhältnis^sen   _  macht  sich  aber  der  Einfluss  der  nur  partiellen  inneren 

CoBtraction  geltend,  welcher  zur  Folge  hat,  dass  die  Werthc  von  £  denen 
ies  Fundamentalfalles  nahe  gleich,  die  Werthe  von  ^  aber  wesentlich 
kleiner  werden. 

5)  Wenn  das-  in  einer  Röhre  oder  von  einer  in  eine  andere  Röhre 
(.2.  B.  vom  Saugerohr  einer  Pumpe  in  den  Pumpencyliudcr)  strömende 
Wasser  ein  Teller-  oder  Kegel ventil  zu  passiren  hat,  so  sind  dreierlei 
verengte  Querschnitte  des  Wasserstroms  zu  unterscheiden  (Fig.  42): 

Fi9.42.  die  kreisförmige  Durchflussöffuung  (aa)  im  Ventilsitz 

^^  Ai^  die  ringförmige  Durchflassöffnung  (be^be)  um  das 
Ventil  herum  --^  -4^,  und  die  cylindrischo  DurchÜussöff- 
nung  (ab^ab)  zwischen  Ventil  und  Ventilsitz  ^-=  A^. 

t  Ai  und  A^  sind  für  ein  bestimmtes  Ventil  constaut, 
während  A^  von  seiner  Erhebungshöhe  ab  ^=^  h  abhängt; 
der  Widerstandscoeflicient  g  ist  von  den  Verhältnissen 
der  Querschnitte  A^^  A^  und  A^  zu  dem  Querschnitte  F  des  Abfiussrohrs 
(des  Wasserstroms  nach  dem  Passiren  dos  Ventils)  und  in  untergeordnetem 
Grade  event.  auch  von  dem  Querschnitte  F'  des  Zuflussrohrs  (des  dem 
Ventile  zufliossenden  Wasserstroms)  abhängig. 

Ist  h  sehr  klein,  so  hat  A^  tiberwiegenden  Einfluss  auf  g.  Wird  ä, 
somit  A^  vcrgrössert,  so  nimmt  $  ab,  die  weitere  Abnalune  wird  aber  nach 
Weisbach  ganz  unbedeutend,  sobald  h  =  dem  Halbmesser  r  der  Oeff- 
QBng  Ai  im  Ventilsitz  geworden  ist  Sofern  sich  annehmen  lässt,  dass  der 
den  Widerstand  vergrössemde  Einfluss  von  A^  im  Wesentlichen  aufliört, 
sobald  dor  Querschnitt  des  Wasserstroms  beim  Durchgang  durch  A^  nicht 


^-1  ^-r 


/i 


/<t 


.jt/„.> 
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mehr  <C  Aj^  ist,  für  A  =  r  aber  A^  =  2jtrh  =  2jrr*  =  2^^  ist,  to 
lässt  sich  schliessen,  dass  die  Bahnen  der  Wasserthcilchen  in  diesem  F&De 
unter  einem  mittleren  Winkel  von  30^  die  cylindrische  FlAche  A^  schneiden. 

Unter  der  Voraussetzung  ä  ^  r  ist  also  S  hauptsächlich  nur  von 

A  A9 

den  Verhältnissen  -^  und  ^  abhängig,  und  zwar  kann  gemäss  GL  (1) 

F 


^=(.i-') 


gesets^  werden,  unter  A  den  kleineren  der  Querschnitte  A^^  und  A^j  unter 
a  aber  einen  Coefficienten  verstanden,  welcher  mit  Rücksicht  auf  die  eigen- 
thümliche  Zertheilung  und  mehrfache  Richtungsänderung  des  Wasserstroins 
durch  besondere  Versuche  bestimmt  werden  muss  und  der  ausser  davon, 


ob  ^  ^  ^  ist,  auch  von  der  Conicität  der  Sitzfläche  des  Ventils  und 

A 

von  dem  Grade  der  inneren  Gontraction,  bedingt  durch  das  Verhältniss  ^ 

oder  durch  die  Gestaltung  des  Ventilsitzes  gegen  das  Zuflussrohr  hin 
(§.  83,  2  und  3)  sich  merklich  abhängig  erweisen  kann.  Der  letztere  Um- 
stand wird  hier  freilich  von  geringerem  Einflüsse  sein,  weil  die  Centraction 
des  Wasserstroms  nach  dem  Durchgange  durch  A^  wegen  der  sofort  sich 
geltend  machenden  ablenkenden  Wirkung  des  gehobenen  Ventils  sich  unter 
allen  Umständen  hier  nur  sehr  unvollkommen,  weniger  als  nach  dem  Darch- 
fluss  durch  A2  ausbilden  kann;  aus  demselben  Grunde  wird  es  voraussicht- 
lich vortheilhaffc  sein,  ^  etwas  ^  A^  zu  macheu,  so  dass  erst  etwa  der 
contrahirte  ringförmige  Querschnitt  hinter  A^  =  A^  wird. 

Auf  die  experimentelle  Prüjöing  des  Einflusses  dieser  verschiedenen 
Umstände  haben  sich  die  Versuche  einstweilen  nicht  erstreckt.  Weisbach 
hat  nur  im  Falle 

F'  ==F;     ^J;  =  0,356;     '^  =  0,406 

und  während  h  ^^  r  war,  den  Widerstandscoefficienten  eines  Kegelventüs 

"^  A 

^^11  gefunden.    Danach  wäre  gemäss  Gl.(l)  mit  -_  :=^  0,356 

^  ^  0,356(1  +  yiT)  =1  1,537;     a  ==  0,651 
a 

fast  genau  übereinstimmend  mit  demjenigen  Werth  von  a,  welcher  nach 
der  Tabelle  unter  1)  dem  QuerschnittsvefhäHnisse  n  =r  0,356  im  Fundi- 
montalfalle  entsprechen  würde,  so  dass  der  den  Widerstand  vergrösaerade 


J 
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Einfluss  der  Bichtungs&ndcningen  und  der  Zertheilung  des  WasBerstromB 
durch  den  vermindemden  Einfluss  der  geringeren  Contraction  nahe  com- 
pensirt  wurde. 

Bis  auf  Weiteres  kann  für  Teller-  und  Kegelventile  somit 


g  = 


F 
1,537  ~ 


(4) 


Fig.  43. 


gesetzt  werden.*  Für  die  zusammengesetzteren  Ycntilformen  (einfache  und 
doppelte  Ringrentile,  Pyramidenventile,  Glockenventile)  liegen  besondere 
Beobachtungen  nicht  vor.    Indessen  hat  Weisbach  noch 

6)  Versuche'  mit  einem  Klappenventil  angestellt  und 
fttr  verschiedene  Oeffnungswinkel  6  (Fig.  43)  die  folgenden 
Werthe  des  Widerstandscoefficienten  ^  gefunden,  während 
der  Querschnitt  =  F'  des  Zuflussrohrs  dem  des  Abfluss- 
rohrs =  F  gleich  und  die  Oeffnung  im  Ventilsitz  Ä  = 
0,535 -F  war. 


t 


15° 
20" 
25» 
30» 


e 


s 


X 


S 


X 


90 
62 
42 
30 


5,61 
4,75 
4,00 
3,47 


35« 
40» 
45° 
50° 


Setzt  man  hier 


g 


20 
14 
9,5 
6,6 


F 


2,93 

55° 

4,6 

1,68 

2,54 

60° 

3,2 

1,49 

2,18    ' 

1  65° 

2,3 

1,35 

1,91    !i  70°  ;     1,7  1,23    ■ 


(5), 


so  hat  der  Coefßciont  x^  dessen  Werthe 

=  0,535(1  +  yg) 

in  obiger  Tabelle  beigefügt  sind,  eine  etwas  andere  Bedeutung,  als  —  in 

den  früheren  Fällen;  er  ändert  sich  mit  6  nicht  nur  insofern  als  von 
diesem  Winkel  der  Ablenkungswiderstand  und  die  innere  Contraction  ab* 
hängt,  sondern  auch  besonders  deshalb,  weil  6  die  kleinste  Durchflussöff* 
nuBg  wesentlich  bedingt,  so  lange  dieselbe  <C  ^  ist.    Betrachtet  man  den 


f  F      y 

Weisbach  setzt  t  -=^      —r  —  1 )  mit  A 

\aA        J 


A,  ^  Ä^ 


und  findet  dann 


aus  seiner  auch  oben  benutzten  Beobachtung  den  etwas .  grösseren  Werth 
—  =^  1,645;  diese  Einführung  deq  arithmetischen  Mittels  von  ul,  und  A^  er- 
scheint indessen  ohne  specielle  Versuche  nicht  motivirt. 
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Coefficientcn  x  als  Function  nnr  tou  d,  so  können  seine  angefahrtem 
Werthe   dazu    dienen,   gemäss  GL  (5)   die  Widerstandscoefficienten   voi 

Klappenventilen  auch  für  andere  Querschnittsverhältnissc   _  bei  gegebenen 

Werthcn  von  6  zu  bestimmen.    Wäre  z.  B.  -4  =  0,64 -F,  so  hätte  man  bei 
rf  =  50« 

2 


~     ^-C— )=^- 


§.93.    Einfache  Wasserleitung. 

Aus  einem  Behälter,  in  welchem  der  Wasserstand  durch  entsprechenden 
Zufluss  auf  coustanter  Höhe  erhalten  wird,  werde  das  Wasser  unter  gleich 
bleibenden  Umständen  abgeleitet  durch  eine  Röhre  von  der  Länge  /  und 
von  kreisförmigem  Querschnitte  mit  der  gleichförmigen  Weite  (/,  ohne  dass 
dieselbe  (durch  Seitenröhren  oder  OefFnungen)  einen  anderen  Wasser-Zn- 
oder  Abfluss  hat,  als  am  Anfang  resp.  am  Ende.  Durch  jeden  Querschnitt 
der  Röhre  fliesst  dann  pro  See.  dasselbe  Wasservolumen  V  mit  derselben 
mittleren  Geschwindigkeit  «  entsprechend  der  Gleichung 

r=  — -  w 1). 

4 

Wenn,  wie  gewöhnlich,  das  Wasser  entweder  als  freier  Strahl  in  die 
Atmosphäre  oder  unter  Wasser  in  einen  zweiten  Behälter  ausfliesst,  in  dem 
durch  entsprechenden  Abfluss  die  freie  Wasseroberfläche  auf  constanter 
Höhe  erhalten  wird,  während  sie  ebenso  wie  dieselbe  im  ersten  Bebälter 
mit  der  freien  atmosphärischen  Luft  in  Berührung  ist,  so  kann  die  wirk- 
same Druckhöhe  =  der  Höhe  dieser  Wasseroberfläche  im  ersten  Behälter 
über  dem  Schwerpunkte  der  Rohrmüudung  resp.  über  dem  Wasserspiegel 
im'  zweiten  Behälter  gesetzt  werden  bei  Abstraction  von  der  dieser  Höbe 
entsprechenden  verhältnissmässig  kleinen  Differenz  des  atmosphärischen 
Luftdruckes.  Wird  aber  allgemein  die  wirksame  Druckhöhe  mit  R  und 
der  resultirende  Widerstandscoefficient  etwaiger  besonderer  Widerstände 
in  der  Röhre  mit  g  bezeichnet,  so  ist  nach  §.90,  Gl.  (14)  femer 

Die  Elimination  von  «  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  liefert 
eine  Beziehung  zwischen  /,  d^  JT,  F,  vermittels  welcher  eine  dieser  Grossen 
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gefanden  werden  kann,  wenn  die  flbrigen  gegeben  sind.  Wenn  es  sich 
dabei  nur  um  die  Ableitung  des  Wassers  an  sich  und  nicht  zugleich  um 
die  Yerwerthnng  der  lebendigen  Kraft  des  abfliessenden  Wassers  handelt, 
80  kommt  die  Geschwindigkeit  u  nur  insofern  in  Betracht,  als  von  ihr  und 
Ton  d^  der  Factor  X  des  Leitungswiderstands-Goefficienten  abhängt,  nämlich 
nach  §.  90 

unter  m  einen  etwa  =  1,2  zu  setzenden  Sicherheitscoofßcienten  verstanden. 
Durch  diesen  Umstand  kann  die  Lösung  der  betreffenden  Aufgaben  er- 
schwert und  eine  successivc  Näberungsrcchnung  nöthig  gemacht  werden, 
jedoch  ist  innerhalb  der  gewöhnlichen  Grenzwerthe  von  u  und  d  die  Ver- 
änderlichkeit von  X  nur  eine  so  massige,  dass  es  meistens  genügt,  entweder 
mit  einem  constanten  Mittelwcrthe  von  2,  etwa  X  =  0,03,  endgültig  zu 
rechnen,  oder  die  damit  gefundenen  Resultate  einer  höchstens  einmaligen 
Correction  zu  unterwerfen. 

Die  Länge  /  pflegt  durch  die  Umstände  gegeben  zu  sein,  und  bleiben 
sonach  3  Aufgaben  zu  erwähnen: 

1)  Gesucht  die  wirksame  Druckhöhe  //,  bei  welcher  eine  gege- 
bene Röhre  ein  gegebenes  Wasservolumen  F  liefert. 

Man  iindet  u  aus  Gl.  (1),  dazu  und  zu  der  gegebenen  Rohrweite  d  den 
Coefflcienten  A,  endlich  H  aus  Gl.  (2). 

2)  Gesucht  das  Wasservolumen  FJ  welches  eine  gegebene  Röhre 
bei  gegebener  wirksamer  Druckhöhe  liefert. 

Mit  X  =  0,03  findet  man  näherungsweise  u  aus  Gl.  (2),  damit  uiid 
mit  d  einen  corrigirten  Werth  von  A,  mit  diesem  einen  corrigirten  Werth 
von  H  ans  Gl.  (2),  endlich  P'  aus  Gl.  (1). 

3)  Gesucht  die  Weite  d  einer  Röhre,  welche  bei  gegebener  Länge 
und  wirksamer  Druckhöhe  ein  gegebenes  Wasservolumen  F  liefert. 

Aus  Gl.  (1)  und  (2)  folgt  durch  Elimination  von  u 


( 


/\   /4F\^  1 


=  1/<T 


+  ^)d  +  Xl  /\V\     ^3)^ 

2gll  \  Jt 


Mit  X  =  0,03  und  rf  =  0  (auf  der  rechten  Seite)  findet  man  einen 

4V 
Näherungswerth  von  d  und  von  ud  =  -— ,  dazu  einen  corrigirten  Werth 

xd 
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von  X^  endlich  mit  diesem  und  mit  jenem  Näherangswerth.der  Rohrweite 

einen  corrigirten  Wcrth  derselben  nach  Gl.  (3). 

Sollte  z.  B.  die  Weite  einer  Röhre  von  50  Mtr.  Länge  bestimmt 

werden,  welche  bei  JI  =  1,5  Mtr.  wirksamer  Druckböhe  nnd  g  =  0,5 

(einem  Widerstand  durch  innere  Contraction  am  Anfang  der  Röhre  ent- 

sprechend)  pro  See.  V  =  0,03  Cubikm.  Wasser  abführt,  so  f&nde  min 

nähcrungsweise 

5 

1/   0,03.50      /0,i2\«         ^,,^^, 

d    =r     1/   ^— --' )       =:r    0,149  MtT. 

r     2.9,81.1,5  \  Jt  /  ' 

1    _  0,149^  _  ' 

ud  0,12  ' 

k  =  1,2.0,0239  =  0,0287  nach  der  Tabelle  in  §.90, 

und  damit  hinlänglich  genau 

r  2.9,81.1,5  \  J€   J  '     • 

Die  Kenntniss  der  Pressung  in  verschiedenen  Querschnitten 
der  Röhre  ist  namentlich  insofern  von  Interesse,  als  ihr  grösster  Werth 
zusammen  mit  der  Weite  d  die  nöthige  Wanddicke  der  Röhre  bedingt,  ihr 
kleinster  Werth  aber  der  Grenze  Null  nicht  sehr  nahe  kommen  darf,  wenn 
eine  stetige  Strömung  mit  voller  Ausfüllung  der  ganzen  Röhre  gesichert 
bleiben  soll.    Selbst  wenn  auch  nur  die  Pressung  stellenweise  kleiner  als 
der  Atmosphärendruck  ^ist,  kann  durch  Ausscheidung  von  Luft  aus  dem 
Wasser  oder  durch  das  Eindringen  äusserer  Luft  durch  UndichtigkeiteB 
der  Röhre  eine  Störung  verursacht  werden,  besonders  wenn  an  solcbes 
nach  oben  convex  gekrümmten  Rohrstellen  die  Luft  in  bedeutendem  Maass<^ 
sich  ansammeln  kaam  ohne  durch  das  strömende  Wasser  mit  fortgeführt  za 
werden-,   durch  senkrecht  aufgesetzte  Röhren  (Luftstftnder,  Windstöcke) 
muss  diese  Luft  von  Zeit  zu  Zeit  durch  Oeffnung  eines  Hahns  oder  auch 
durch  ein  selbstthätig  wirkendes,  mit  Schwimmer  versehenes  Ventil  ent- 
fernt werden.    Ist  nun 
Pq  der  äussere  Druck  am  Oberwasserspiegel  (an  der  freien  Wasserober- 
fläche im  Ausflussgefäss), 
p  derselbe  an  dem  um  h  Mtr.  tiefer  liegenden  Unterwasserspiegel,  der 
im  Falle  eines  freien  Ausflusses  durch  den  Schwerpunkt  des  End- 
querschnittes der  Röhre  gehend  zu  denken  ist, 
p^  die  Pressung  in  der  Entfernung  s  vom  Anfange  der  Röhre,  längs 
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deren  MitteUinie  gemeasen,  nnd  in  der  (möglicher  Weise  negativen) 
Tiefe  s  anter  dem  Oberwasserspiegel, 
Z  die  wirksame  Dnickhöhe,  ^  der  resnltirende  Coefficient  besonderer 
Widerstände  fttr  die  Rohrstrecke  =■-  s  bis  zu  der  Stelle,  wo  die 
Pressung  =  p^  ist,  so  folgt  aus 

r 

mit  ßacksicht  auf  61.  (2),  worin  auch  «,  g« ,  Z  beziehungsweise  fUr  /,  ^  J3 
gesetzt  werden  können,  die  Dmekhöhe 

oder  auch  wegen 

L'-  =??.  +  ,_  ^i_  +  i'Il+i!  (k  +  to--J>)  . . .  (5). 

7     7  ^      (1  +  s)rf  + A/  V  ^    /  ; 

Wenn  am  Ober-  und  ünterwasserspiegel  der  Atmosphärendruck  statt- 
fndet,  und  die  entsprechende  an  beiden  Stellen  gleich  zu  setzende  Druck- 
höhe (die  Wasserbarometerhöhe  von  ungefähr  10  Mtr.) 


?ü  =  ^  =j 


s 


7  7 

gesetzt  wird,  so  ist 

y-'^'-irr^^äT-]J    ^'^- 

Sofern  diese  Druckhöhe  stets  positiv  bleiben  muss,  ist  eine  etwaige  Er- 
hebung der  Röhre  in  ^ihrem  Verlaufe  über  den  Oberwasser- 
spiegel an  die  Bedingung  geknüpft: 

_.<,_   <li5ji''  +  ^',  („ 

(1  -\-  L,jd  -i-  Xi 

oder  näherungsweise,  wenn  die  Röhre  verhältnissmässig  lang  und  von  er- 
heblichen besonderen  Widerständen  frei  ist, 

^  z  ^b—  jh (8). 

Hieraas  ist  ersiehtlich,  unter  welchen  Umständen  das  Wasser  durch 
eine  hebeorftrtige  Röhre  über  eine  massige  Anhöhe  hinüber  geleitet  werden 
kann,  deren  höchste  Erhebung  über  den  Oberspiegel  jedenfalls  <C  h  sein 
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muss,  vorausgesetzt  dass  auch  durch  einen  Windstock  an  der  höchstes 
Stelle  die  daselbst  sich  ansammelnde  Luft  von  Zeit  zu  Zeit  entfernt  wird. 
Eine  solche  Anhöhe  kann  um  so  höher  sein,  je  näher  ihr  Gipfel  dem  Aa- 

fange  der  Röhre  liegt,  je  kleiner  also  daselbst  — ,  sowie  ferner  je  kleioer 

h  ist;  eine  Erhebung  über  den  Oberwasserspiegel  in  der  Entfernung  * 

vom  Anfange  der  Röhre  ist  überhaupt  nicht  mehr  zulässig,  wenn  A  >      J 

ist.  — 

UebrigeAs  kann,  selbst  abgesehen  von  dem  Eindringen  äusserer  Luft 
durch  undichte  Stellen  der  Röhre,  die  Pressung  in  derselben  nie  kleiner 
werden,  als  die  Pressung  p'  gesättigten  Wasserdampfs  (überhaupt  goslt- 
tigten  Dampfs  der  betreffenden  Art)  für  die  betreffende  Temperatur.  Die 
Forderung,  dass  der  Rohrquerschnitt  in  der  Entfernung  «  vom  Anfange  der 
Röhre  und  in  der  Tiefe  s  unter  dem  Oberwasserspiegel  vollständig  vom 
Wasserstrom  erfüllt  sein  soll,  ist  deshalb  au  die  Bedingung  geknüpft,  dafö 
die  betreffende  durch  Gl.  (5)  bestimmte  Pressung  p,  nicht  nur  >  0,  son- 
dern >>  p'  sei-,  für  warmes  Wasser  ist  also  die  Erfüllung  jener  Forderung 
weniger  leicht,  als  für  kaltes.  Auch  wird  sie  erschwert  durch  eine  örtüche 
Verengung  der  Röhre;  wenn  dadurch   etwa  das  Wasser  genöthigt  wird, 

durch  einen  Querschnitt  hindurch  zu  fliessen,  der  nur  —  des  vollen  Rohr- 

n 

Querschnitts  beträgt,  so  ist  die  wirksame  Druckhöhe  bis  zu  dieser  Stelle: 

r 

2 


^-{^'+^'+':)i 


entsprechend  der  mittleren  Geschwindigkeit  --=  nu  daselbst,  und  es  ist  also 
in  Gl.  (5)  (n^  -f-  ii« )  für  ( 1  -\-  5« )  zu  setzen.  Damit  die  Pressung  />,  aa 
dieser  Stelle  >  p   sei,  muss  somit 

3  4.  ^«  -"  P 
n»  <       ^-      (1  +   S  +   i   i)  -  S.  -  ^  V  •  •  -^ 

k  j-  ^y  ".'  ^  ' 

7 

sein,  was  um  so  eher  der  Fall  ist,  je  grösser  z,  je  kleiner  s  und  je  kleiner 
p  (je  kälter  das  Wasser)  ist.  Durch  die  Nichterfüllung  dieser  BedingaiM^ 
wird,  wenn  auch  die  Verengung  und  Wiedererweiterung  der  Röhre  gaw 
allmählig  stattfindet,  ihre  volle  Ausfüllung  mit  strömendem  Wasser  nicht 
nur  an  der  betreffenden  Stelle,  sondern  von  da  bis  zur  Mündung  in  Frage 
gestellt,  so  dass  vielmehr  der  verengte  Querschnitt  selbst  als  MOndang  ff 
betrachten  ist. 
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§.  d4.    LeltangsrShre,  welehe  df$r  Fordernngr  srrSsstmSgrlieber  lebendii^er 

Kraft  des  ansiliessenden  Wassers  eatsprieht. 

Wenn  der  Zweck  einer  Leitungsröhre  nicht  nur  in  der  Abführung 
einer  gewissen  Wasserraenge  pro  See.  an  und  fftr  sich,  sondern  zugleich 
darin  besteht,  dieses  Wasser  mit  grösstmöglicher  lebendiger  Kraft  aus- 
fliessen  zu  lassen  behufs  deren  Verwerthung  zu  irgend  einer  Arbeitsyer- 
richtung,  so  kann  es  angemessen  sein,  die  Köhre  von  übrigens  constantem 

Querschnitte  F  =^  — r—  mit  einer  Mündung  =  A  endigen  zu  lassen,  welche 

4 

von  F  verschieden,  insbesondere  •<  F  ist.  An  die  Stelle  der  Gl.  (2)  des 
vorigen  §.  tritt  dann  die  allgemeinere  Gleichung  (15)  in  §.  90  oder,  wenn 
wie  gewöhnlich  der  durch  die  Mündung  verursachte  Widerstand  sehr  klein 
im  Vergleich  mit  den  übrigen  Widerständen  ist  und  somit  ihr  Ausfluss- 
coefficient  fi  dem  Contractionscoefficienten  a  gleich  gesetzt  werden  kann, 
die  Gleichung 


( 


u^ 


/aÄj    +  ^  +        rfj  2^ 


^  n: (1). 


Ist  V  das  pro  See.  ausfliessende  Wasservolumen,  y  die  mittlere  Aus- 
flussgeschwindigkeit (im  kleinsten  Quersclinitte  des  contrahirten  Strahls), 
also 

die  lebendige  Kraft  des  pro  See.  ausfliessenden  Wassers,  so  soll  zunächst 
A  bei  gegebenen  Werthen  von  /,  d^  JI^  $  so  bestimmt  werden, 
dass  L  ein  Maximum  ist. 

Setzt  man  zu  dem  Ende 

aÄ      ^  F  u 

x  =  ~-,  also  y  ^  -^  n-.^    ^  , 

.  l 

30  ist  nach  Gl.(l)  mit  g^  =-  ^  -\-  X  - 

a 

(L  ,  A  «_*  _  //•      ^"  -l^--^-?  ^   ....  (3), 

r  =  Fu  =  Fxy  =  Fx  J^  ^ +'^^« ^*'' 

G  r  a  8  b  o  f ,  tkeoret .  M aschinenloh  re.     I.  33 


al4     LKrrrx^^sdflKB  x.  «ahüssm  lkb.  kkavt  d.  aüsfl.  wasskxs.  §;9i 


L  =  jFH  ^  IfH 


I 


1    ^r- 

Hier  ist  zvar  ^  als  Function  von  i  streng  genommen  aach  yon  «  =^ 

25// 

—      -^  ^  •  also  von  x  abhängig:  wird  aber  Ton  dieser  nur  nnterg^ 

ordneten  Alkhäogigkeit  abgesehen,  d.  h.  ZT  ak  Constante  behandelt,  so  ist  X 
ein  Maximum,  wenn 

1  +  rx»  *  -  X .  I  .1  +  ^x»;^.  2;'x  =  0 

1  -r  s '*  —  35X»  =  1  —  2^**  =  0 

ist.    Damit  ist  nach  Gl.  v3' 

\    =  't  //,     foldich     max.  L=\  rTH 'J^\ 


worin  nach  Gl.  (4'  nnd  (5)  zu  setzen  ist: 

I 


r^F^/'^'' 


3fe 


Der  entsprechende  Werth  von  t,    z=  ^  -\-  X  -   kann   dabei   so   bestimmt 

d 

werden,    dass  zunächst  mit   einem  ungeföhrcn   Werth  von   X,  etwa  mit 

X  =  0,03  ein  Näherungswerth  von  g'  und  von  u  =  -  =-  1/  -  -^  be- 
rechnet wird^  mit  dem  Coefticienten  X^  welcher  dieser  Geschwindigkeit  « 
und  der  gegebenen  Rohrweite  d  entspricht,  findet  man  dann  einen  com- 

girten  Werth  von  g'. 

1 

2« 

A  -—  F  keine  Contraction  stattfindet,  wenn  ^  >-       ist;  übrigens  könnte 

es  nur  bei  einer  kurzen  Röhre  und  bei  stetigem  Uebergange  ihrer  inneren 
Wandfläche  in  diejenige  des  Geßisses  (zur  Vermeidung  der  inneren  Con* 

traction  des  eintretenden  Wassers)  der  Fall  sein,  dass  S*  <C  «  ^Ä**  ^^ 

somit  der  Aufgabe  eine  Erweiterung  der  Röhre  an  ihrer  Mündung  ent- 
spräche. 


Nach  Gl.  (5)  ist  A  <^  F,   wenn  ^  >>  -  ^  oder  vielmehr,   da  für 


§.  94.    LBITUN08BÖHRE  M.  GBÖSSTER  LKB.  KBAFT  D.  ATJSFL.   WASSfiBS.       515 

Der  vorstehenden  Entwickelang  zafolge  entspricht  die  grösst- 
mögliche  lebendige  Kraft  des  ausfliessenden  Wassers  einer  ge- 
gebenen Leitungsrohre  dann,  wenn  ihre  Mündung  Ä  so  regulirt 
wird,  dass  von  der  wirksamen  Druckhöhe  Vs  ^i^s  Widerstands- 
höhe verbraucht  und  %  als  Ausflussgeschwindigkeitshöhc  ge- 
wonnen werden.  Durch  Verkleinerung  von  A  wird  dann  zwar  y*  ver- 
grössert,  aber  F in  höherem  Grade  verkleinert,  während  durch  Yergrösserung 
von  Ä  zwar  auch  V  vergrössert,  aber  y*  in  höhcrem  Grade  verkleinert 
wird.  — 

Wenn  nun  aber  (mit  Rücksicht  auf  den  disponiblen  Wasserzufluss  zum 
Ausflussgefässe)  V  gegeben  und  dafür  die  Weite  d  der  Röhre  zusammen 
mit  ihrer  Mündungsgrösse  Ä  erst  zu  bestimmen  wäre,  so  würde  das  absolute 
Maximum  von  L  dem  Maximum  der  Ausflussgeschwindigkeitshöhc,  also  dem 
Minimum  der  Widerstandshöhe  oder  einer  möglichst  weiten  Röhre  ent- 
sprechen,  und  wenn  es  gefordert  würde,  ein  unter  den  gegebenen  Um- 
ständen, d-  h.  bei  gegebenen  Werthen  von  /,  F,  //,  C,  grösstmögliches  L 
auf  die  vorthcilhafteste  Weise,  d.  h.  mit  kleinstmöglichem  Kostenaufwand e 
zu  erzielen,  so  würde  diese  Aufgabe  streng  genommen  die  Kenntniss  und 
Berücksichtigung  der  mit  ihrer  Weite  wachsenden  Herstellungskosten  der 
Rohre  sowie  des  Geldwerthes  der  durch  eine  gewisse  lebendige  Kraft  des 
ausfliessenden  Wassers  zu  gewinnenden  Arbeit  erfordern.  Behufs  einer  in 
gewissem  Sinne  relativ  vortheilhaftesten  Lösung  kann  indessen  die  For- 
derung gestellt  werden,  die  Rohrweite  d  so  zu  bestimmen,  dass, 
wenn  sie  nebst  den  Grössen  /,  üT,  g  gegeben  wäre  und  ^  der 
Bedingung  L  -■=  max,  entsprechend  gewählt  wird,  dann  das 
Aosflussquantum  pro  See.  dem  gegebenen  V  gleich  ist.  Demge- 
mäss  hat  man  nach  Gl.  (7)  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  ^ 


\ 


3  /  4  r     3  grf  +  A^ 


5 


,  =  V^^i^-^y -.. 

Setzt  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  vorläufig  d  =  0  und 
^  =^  0,03,  so  findet  man  einen  Näherungswerth  von  rf,  mit  diesem  und 

4r 

mit  dem  corrigirten  Werthe  von  A,  welcher  ud  =-  —    entspricht,  alsdann 

jid 

einen  corrigirten  Werth  von  d.    Durch  denselben  ist  £^  =  g  -[-  jl  -     be- 

d 

33* 
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jrrf- 
stimmt,  nach  GL  (5y  mit  F  =    —     folglich  aach  A\   den  so  bestimmte« 

4 

Werthen  von  d  nnd  A  entspricht  nach  GL  (6)  die  lebendige  Kraft 

des  pro  See.  ansfliessenden  Wassers  als  relatives  Maximum. 

Diese  Bestimmung  der  Rohrweite  d  kann  namentlich  auch  dann  von 
Vortheil  sein,  wenn  das  durch  die  Röhre  pro  See.  abzuleitende 
Wasservolumen  zwischen  gewissen  Grenzen  V^  und  V^  verän- 
derlich ist  und  dennoch  die  lebendige  Kraft  des  ausfliessenden 
Wassers  möglichst  constant  bleiben^^soll.  Man  kann  dann  d  nach 
Gl.  (8)  für  eine  gewisse  mittlere  Ausflussmenge  V  berechnen,  so  dass  bei 
gleichzeitiger  Wahl  der  Mündungsgrösse  A  gemäss  Gl.  (5)  die  lebendige 
Kraft  L  nach  GL  (G)  möglichst  gross  ist,  und  zwar  jenen  Mittelwerth  V  so 
wählen,  dass,  wenn  bei  entsprechend  veränderten  MQndungsgrössen  =^  A^ 
und  A^  die  Wasservolumina  V^  und  V^  pro  See  ausfliessen,  ihre  leben- 
digen Kräfte  =  L^  und  L^  einander  gleich  und  somit  möglichst  wenig 
<C  L  werden.    Setzt  man 


«i^ «24*     „«, ,, «-^  _  I     f 


ar,  =^       iT' t     ^i  =^    ""ü    ?     während     x  = 


F    '      "^  F    '  F  r    2C 

ist    (die   Contractionscoefficienten    können    bei    verschiedenen  Mündungs- 
grössen  etwas  verschieden  sein),  so  ist  bei  Yemachlässigung  des  gerinseii 

Einflusses,  den  die  Veränderlichkeit  von  «  zwischen  den  Grenzen  —    und 

V  / 

^   auf  den  Coefficienten  X  und  somit  auf  ^  =  ^  -\-  X  ~     ansäht,  mit 

Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4)  und  (7),  von  denen  erstere  allgemein, 
somit  auch  für  x  =  x^  oder  ar^,   V  =  V^  oder  V^  gilt, 


X,   --=- 


1/       "     ^1  _       1/J_"^ 


k) 


ebenso     x^  — 


Hiernach  ist,  wenn  y^  die  mittlere  Geschwindigkeit  bedeutet,  mit  der  die 


§.  94.    U5ITUNG8BÖHBE  M.   GBÖSSTEB  L£B.  KBAFT  D.  AUSFL.  WA88BBS.       517 


Wassermenge  J\  ausfliegst,  uach  der  allgemein  gültigen  Gleichung  (3): 


2y" 


8 


i'+S'V 


// 


1  + . 


Vi 


=  H 


3r« 


Vi 


'6V 


3r«  —  v^ 


Vi 


2 


und     X,  =  yV^  ^^-    =  yV,H 
ebenso     L^   =  yV^H 


1 


-  \  m 


1 
3 

1 
3 


V^ 
V 


,    .  .  .  (10). 


Die  Forderung  L^  =  L^  ergiebt  somit: 


3     F^    ^    ^  3     F«   '      ^ 


v,= 


1     V  — 

3     "  r^ 


F  3 


^ 


3 


(11). 


Wenn  nun  dieser  mittleren  Wassermcngo  F  entsprechend  die  Rohr- 
weite  d  nach  Gl.  (8)  bestimmt  wird,  ferner  x^  und  x^  nach  Gl.  (9)  mit 


y     y  ,  und  somit 


^r 


J[  =    ^  Z',     ^1  -=   -^*  F,     A 


m7<j 


a 


(12) 


2. 


jrrf 


2 


mit  F  =r   -      ,  so  ist  die  lebendige  Kraft  des  pro  See.   ausfliossenden 
Wassers  für  die  mittlere  Wassermenge  Fam  grössten: 


L^-yVII 


(13), 


fibrigens  aber  in  geringerem  Grade  veränderlich,  als  die  Wassernienge 
Klbst    Setzt  man  nämlich,  wenn  Fj  ^  ^  ist, 


Vi 


=  1 


m   und  nach  Gl.  (11): 


Vi 


V 


2 


I       ^* 


80  ist  nach  Gl.  (10)  und  (13) 

Li—  Z^          3    Fl 
L                 2     V 

[>-'s 

(^^)' 

^    ,^  (1  +  n)  [3  -  (1  +  «)«] 

-1         ^  +  "«« 

also  nur  nm  eine  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  <[  1,  wenn  m  und 
somit  N  eine  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung  ist. 
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Es   sei   z.  B.    /  =    150  Mtr.,    JT  =    15   Mtr.,    g   =  0,5  wrf 
Fl  ^-  0,15  Cubikm.,   T,  =  0,1  Cubikm.     Nach  Gl.  (11)  ist  dann 

V  =  0,1258  Cubikm. 

und  nach  Gl.  (8)  mit  vorläufig  rf  =  0  und  il  =  0,03 

1  j€d 

d  =  0,2595,      also      —  =  --     =  1,62. 

ua        4:V 

Hierzu  ist  nach  §.  90  bei  Vergrösseruug  um  20% 

2  =  1,2  .  0,02371  ^  0,0285, 

womit  und  mit  d  =  0,2595  nach  Gl.  (8)  die  corrigirte  Rohrweite 

jtd^ 
d  =r  0,258  Mtr.,     F  =  -   -  =^  0,05228  Quadratm. 

4 

gefunden  wird.    Dem  entsprechend  ist  nun 

^  -:   0,5  -f-  0,0285  ^^^-  =  17,07     und     x  =  y  ^^  =  0,171 

X    ^        0,00894  ^     ^ 

A  =  —  F  =  — Quadratm., 

a  a 

V  V 

während  nach  Gl.  (9)  mit        —  0,839  und         =  1,258  sich  ergiebt: 

X               001197 
x^  =  0,229     und     A.  =  -^  F  = Quadratm., 

«1  «1 

T               0  00654 
.Tg  ^    0,125     und     A^  —-      -  F  =  ~ Quadratm. 

Die  Werthc  von  «,  «j  und  a^  sind  von  der  be-souderen  Art  und  Weise 
abhängig,  wie  den  Umständen  gemäss  die  Mündungen  angeordnet  werdea. 
Bei  der  mittleren  Wassermenge  V  ist  nach  GL  (13)  die  lebendige  Kraft 

2 
L  —   -     .  1000  .  0,1258  .  15  =^    1258  Kgmtr., 
3 

bei  der  grössten  und  kleinsten  Wassormengc  wird  sie  nach  Gl.  (10)  und  (13) 
nur  im  Verhältnisse 

kleiner. 
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§.95.    Leitangsr^hre,  deren  Weite  und  hindureh  fliessende  Wassermengre 
rem  einen  zum  anderen  Ende  stetig:  Terilnderliek  ist« 

Wenn  die  Weite  einer  Wasserleitungsröhre  nicht  constant  ist,  und 
somit  die  (von  den  Bahnen  der  Wasserthoilchen  rechtwinkelig  geschnit- 
tenen) Querschnitte  des  Wasserstroms  nicht  ohon,  sondern  krumme  Flächen 
sind,  so  ist  auch  die  Pressung  seihst  ahgeschen  vom  Einfluss  der  Schwere 
oder  der  sonstigen  äusseren  Massenkräfte  von  Punkt  zu  Punkt  eines 
solchen  Querschnitts  veränderlich.  Das  Gesetz  dieser  Veränderlichkeit, 
welches  theils  durch  die  Convergonz  oder  Divergenz  der  Bahnen,  thcils 
durch  ihre  Krümmung  bedingt  wird,  soll  für  den  Fall  näher  untersucht 
werden,  dass  die  innere  Wandfläche  der  Bohre  eine  Umdrehungsflächo  ist, 
deren  Meridiancurven  überall  nur  wenig  gegen  die  Axe  geneigt  sind. 

Es  sei  (Fig.  44)  CW  die  Meridiancurvo  der  Wandfläche,  ihr  Krüm- 
mungshalbmesser im  Punkte  C  =  q^  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die 
Fig.  44.  Curvo  ihre  convexe  oder  concave  Seite  der  Axe  BO  zu- 

kehrt Die  Querschnitte  können  als  Kugelflächen  ange- 
nommen werden,  deren  Badien  =  den  bis  zur  Axe  ge- 
rechneten Tangenten  der  Curvo  CW  sind;  für  zwei  im 
Sinne  der  strömenden  Bewegung  unendlich  nahe  auf- 
einander folgende  Querschnitte  seien  BC  und  B^C^  die 
Meridiancurven,  0  und  0^  die  Mittelpunkte.  Der  Badius 
BO  =  CO  sei  =^  a?,  und  zwar  positiv  oder  negativ,  je- 
nachdem die  Bichtungen  BO  und  CO  mit  den  Bichtungei^ 
BBj^  und  CCi  der  Bewegung  identisch  oder  ihnen  ent- 
gegengesetzt sind.  Ist  A  ein  beliebiger  Punkt  von  BC^ 
y  der  Bogen  AB  oder  das  Perpendikel  von  A  auf  die  Axe  (was  mit 
Hücksicht  auf  die  vorausgesetzte  Kleinheit  des  Winkels  AOB  einerlei 
ist  bei  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  2*«'  Ordnung  gegen  1),  ist 
ferner  A^  der  Schnittpunkt  von  B^C^  und  der  Geraden  -40,  so  sind 
M  und  A^O^  unendlich  nahe  Tangenten  einer  beliebigen  Bahn,  und  es 
ist  OAi  0]  ihr  Contingenzwinkel.    Der  letztere  hat  mit  Bücksicht  auf  das 

Dreieck  OA^O^  zum  Sinus  des  Winkels  AOB,  also  zu  -  das  Verhältniss 

00^  :  -^jOi,  welches  ebenso  wie  x  für  alle  Punkte  A  des  Bogens  BC 
gleich  ist.  Dieser  Contingenzwinkel  der  Bahn  im  Punkte  A  ist  folglich 
proportional  y,  so  dass  ihr  Krümmungshalbmesser  umgekehrt  proportional  y, 

d.  h.  =  —  p  gesetzt  werden  kann,  wenn  r  den  Bogen  CB  oder  das  Per- 
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pendikel  von  C  auf  die  Axe  bedeutet.  Die  Meridiancurven  und  Parallel- 
kreise der  kugelförmigen  Querschnitte  sind  hier  diejenigen  sich  rechtwin- 
kelig schneidenden  Curven,  welche  in  §.  72  beziehungsweise  als  KrUmmungs- 
und  Normalcurven  der  Querschnitte  bezeichnet  wurden;  y  hat  also  hier 

dieselbe  Bedeutung  wie  dort,  während  die  dort  mit  p,  q   und  p"  bezcich- 

r 
neten  Krümmungshalbmesser  hier  =       o.z  und  x  sind. 

Das  Aenderungsgesetz  der  Pressung  im  Querschnitte  ist  nun 
bedingt  durch  die  2**  und  3*®  der  Gleichungen  (1)  in  §.  73.  Danach  ist, 
wenn  hier  wie  in  §.  90  die  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  A 
mit  w  bezeichnet  wird  (zur  Unterscheidung  von  der  mittleren  Geschwin- 
digkeit u  des  Querschnitts),  mit  Ky  -=  K^  =  0,  d.  h.  abgesehen  von  dem 
Einflüsse  äusserer  Masseukräfte 

^  =  R    -  fil—>^      ^  =  R, 1), 

oy  "  TQ  {^Z 

y 

worin  [i  =    -  die  constante  specif.  Masse  der  Flüssigkeit  bedeutet    Nach 

9 
den  allgemeinen  Ausdrücken  von  R^  und  R^  in  §.  72,  Gl.  (1)  ist  aber  hier 

mit  Rücksicht  darauf^  dass  a  priori  die  Geschwindigkeit  in  allen  Punkten 

eines  Parallelkreises  gleich,   somit  x—  =  0  gesetzt  werden  kann,  auch 

R^  =  0  und  somit  p  in  demselben  Querschnitte  nur  mit  y  veränderlich. 
Für  Ry  ergiebt  sich  mit  den  oben  bezeichneten  Substitutionen 

oder,  weil  nach  §.72,  Gl.  (4,a) 

^-  2  -  ,     also     V-  V  -•=       .- (2) 


ö 


S  X 


y    hw 

3   hw\ 
X   hyJ 

rQ   hs 

• 

2  hfv 

hshy 

X  hy 

und  somit  nach  Gl.  (1) 

hp  R  hw         yw  f  R\  ^^x 

oy  X   oy  rQ  \  xj 

Hieraus  ergeben  sich,  sofern  ^-    stets  negativ  ist,  und  mit  Rücksicht 

oy 

auf  die  Umstände,  unter  denen  x  und  p  positiv  oder  negativ  sind,  die  fol- 
genden Scl^lüsso: 
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Bei  ciucr  conischen  Röhre  (p  =  oc)  nimmt  die  Pressung  mit  wach- 
sender Eutfernaug  von  der  Axe  ab  oder  zu,  jeuachdem  das  Wasser  vom 

engeren  zum  weiteren  Ende  oder  umgekehrt  fliesst.   Wenn  die  Bahnen  im. 

• 

Sinne  der  Bewegung  divergiren,  so  hat  ihre  Krümmung  au  sich,  jenachdem 
sie  nach  aussen  concav  oder  convex  sind,  die  Divergenz  der  Bahnen  folg- 
lich im  Sinne  der  Bewegung  zu-  oder  abnimmt,  eine  Abnahme  oder  Zu- 
nahme der  Pressung  mit  wachsender  Eutfernung  von  der  Axe  zur  Folge, 
also  eine  Aenderung  von  gleichem  oder  cntgegeiigesetztom  Sinne  wie  die- 
jenige, welche  durch  die  Divergenz  der  Bahnen  an  sich  abgesehen  von 
ihrer  Krümmung  bedingt  wird.  Sind  aber  die  Bahnen  im  Sinne  der  Be- 
wegung convergent,  so  bedingt  ihre  Krümmung  nur  im  Allgemeinen  eine 
Pressungsänderung  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne,  wie  die 
Convergenz  an  sich,  jenachdem  letztere  im  Sinne  der  Bewegung  zu-  oder 
abninunt;  es  kann  nämlich  dieser  Einfluss  der  Bahnkrümmuug  verschwinden, 

oder  in  das  Gegcntheil  sich  umkehren,  wenn  die  Geschwindigkeit  ^ 

ist.  Die  bedeutendste  Aenderung  der  Pressung,  und  zwar  eine  Abnahme 
derselben  mit  wachsender  Entfernung  von  der  Axe,  findet  folglich  dann 
statt,  wenn  das  Wasser  vom  engeren  zum  weiteren  Ende  einer  Röhre 
strömt,  deren  Weite  in  zunehmendem  Grade  zunimmt.  Es  kann  dann  der 
Fall  sein,  dass  die  Pressung  an  der  Rohrwand  bis  Null  abnimmt  und  somit 
das  Wasser  von  derselben  sich  trennt,  während  die  mittlere  Pressung  noch 
erheblich  >»  0  ist. 

Die  Integration  von  Gl.  (3)  zur  Bestimmung  von  p  als  Function  von  y 
erfordert  die  Keuntniss  des  Gesetzes,  nach  welchem  w  mit  y  sich  ändert; 
zur  Bestimmung  des  letzteren  müsstc  noch  die  erste  der  Gleichungen  (1) 
in  §.  73  nebst  dem  Ausdrucke  von  Eg  nach  §.72,  Gl.  (1)  herangezogen 
werden.  Legt  man  aber  näherungsweise  für  w  dasselbe  Aendorungsgesetz 
im  Querschnitte  zu  Grunde,  welches  nach  §.  90,  Gl.  (11)  für  die  cylindrischc 
Röhre  gilt,  setzt  man  also  z.  B.  für  eine  conische  Röhre  (p  --=  oo) 

h  w  yl^ 

öy  "^   ~"  2i2^' 

80  ist  nach  Gl.  (3),  unter  p^  die  Pressung  in  der  Mitte  verstanden, 
oder  nach  §.  90,  Gl.  (12)  mit  L  =h  **,  --    ^    \ 
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'  =  -  +  ll'('r}' 


und  insbesondere  die  Pressung  am  Rande: 

p^-Po-^  Y^r*-  (*• 

Unter  solchen  Umständen,  wie  sie  bei  den  Anwendungen  vorzukommen 
pflegen,  ist  übrigens  dieser  durch  die  Convergenz  oder  Divergenz  der 
Bahnen  bedingte  Unterschied  der  Pressungen  am  Rande  und  in  der  lAiiie 
eines  Querschnitts  immer  nur  sehr  unbedeutend.  Ist  z.  B.  «  =  20  Mtr. 
pro  See,  z=  -^  0,05  Mtr.,  so  ergiebt  sich  mit 

Y  =^  1000     und     b  =  0,00000-4  (§.  90,  GL  4. 

P   =  Po  +  0,1 

d.  h.  der  fragliche  Unterschied  nur  0,1  Kgr.  pro  Quadratm.  oder  ungefähr 
0,00001  Atm. 

Um  die  Grösse  des  Einflusses  der  Bahnkrümmungen  zu  prüfen^  kans 
Gl.  (3)  mit  Weglassung  des  Gliedes,  welches  sich  so  eben  als  unwesentlich 
herausgestellt  hat,  also  die  Gleichung 

-  1=  —     -    uw^y  —  4  —  M7y 
oy  rp  V  ^ 

integrirt  werden,  indem  dabei  wieder  näherungsweise 
gesetzt  wird.    Mit  Rücksicht  darauf!,  dass 

Jw^ydy  --=  -  Jw^di^^)  ^    2^^^^  ~  \^  h     ^^^^  ~ 

1  ^ 
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4  Jwy^dy  =  Jwd(y*)  =  wy*'  —    l  ^  y*^dy  =  wy*  -\-  if  fy^dy  = 


ist,  ergiebt  sich 


j»  =  Po  —  --[/'  (2  «"'y*  +  f"'y*  +  -3  /*y') 


u>tf*  +  3  /y* 


2  ^  (««y='  +  /y^'' 


pnd  insbesondere  mit  y  ^=  r^  w  ^^  w  die  Pressung  am  Rande 


f^  — 


2e 


^(e£;'2^  ywr^  +  3-/*r*) 


-  4 


R 


{w   +  /r« -j 


rA 


oder  mit  «?'  =  «  —  ^-^-  r*  =  «  —  /r«  (§.  90) 


^'=''o-^K«'  +  J^^^)- 


oder  endlich,  wenn  nach  §.90,  GL  (12) 


4Ä 


u 


X} 


f  = 


7h 
SU 


u  —  w 


w     und     ic  :^^ 


yÄ 


.2 


32    1  —  t 


sowie  die  specifische  Masse  /i  =  ~  gesetzt  wird, 


7  ^ 


\~^         3        /^  81  —  6  a?. 


.  .  (5). 


1/7 


Das  Verhältniss  e  =    -  der  Geschwindigkeit  an  der  WandÜäche  zur 

u 

mittleren  Geschwindigkeit  ist  bei  der  Analyse  in  §.  90  unbestimmt  ge- 
blieben und  auch  durch  Beobachtung  nicht  näher  bekannt.  Setzt  mau  aber 
etwa  8  — -  0,9  nach  Analogie  der  in  dieser  Iliusicht  besser  bekannten  Be- 
wegung des  Wassers  in  Canälcn,  so  erkennt  man,  dass  das  Glied 

yrl        b        u  ^^rl,tt 

£  j_  . =   10   -  •  —  yb 

2  Q     S  1  —  e  X  Q     IQ  '     X 

von  einerlei  Grössenordnung  ist  mit  der  Prcssungsdiffereuz,  die  sich  nach 
Gl.  (4;  als  stets  sehr  unbedeutend  ergeben  hatte.    Bei  Vernachlässigung 

(1    fc)2  1 

dieses  Gliedes  und  des  kleinen  Bruches =  ——  ist  somit 

3  oOO 


P  =  Po  —  7 


r  u' 


(6), 
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woraus  man  erkennt,  dass  die  Krömmnng  der  Bahnen  allerdings  sehr  be- 
deutende Druckdifferenzen  in  den  verschiedenen  Punkten  eines  Querschnitts 

bedingen   kann;   z.   B.   mit    =20  Mtr.   (entsprechend   auch  ungefähr 

u  —  20  Mtr.  pro  See.)  und  y  ===  1000  wäre 

p   =  Pq  —  20000  -  Kgr.  pro  Quadratm.  — 

Q 

Ein  mathematischer  Ausdruck  für  die  Loitungswiderstaudshöbe 
nicht  cyli ndrischer  Röhren  ist  nur  bei  grösserer  liänge  derselben  von 
Interesse,  wobei  die  Couvergenz  oder  Divergenz  und  die  KrQmmung  der 
Bahnen  stets  nur  gering  ist;  der  Widerstand  kurzer  Röhren  ist  nöthigen- 
falls  durch  besondere  Versuche  im  Ganzen  zu  bestimmen.  Ist  dann  B^i* 
die  Leitungswiderstaudshöhe  für  das  Längeuelement  d9  einer  solchen  läfl- 
goren  Röhre,  so  wird  der  Ausdruck  der  Grösse  -ffj,  welche  hier  eine 
Function  von  s  ist,  nur  wenig  von  demjenigen  verschieden  sein,  welcher  in 
§.  90  für  cylindrischo  Röhren  bestimmt  wurde;  es  werden  also,  wenn, 
unter  y  den  Durchmesser  und  unter  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  des 
betreffenden  Querschnitts  vorstanden,'  auch  hier 

B.  =^  a-  -{-  h  --=    -~     mit     2  =  «  +  ^- 
y  y^         y  2g  uy 

gesetzt  wird,  die  Coefficientcn  «,  b  resp.  a,  ß  nur  wenig  andere  Werthe 
haben  wie  für  cylindrische  Röhren  nach  §.  90.  Die  modificirton  Ausdrücke 
dieser  Cocfficienten  Hessen  sich  zwar  nach  Analogie  der  in  §.  90  ange- 
stellten Untersuchung  näherungsweiso  bestimmen  mit  Rücksicht  auf  die 
erste  der  Gleichungen  (1)  in  §.  73,  den  allgemeinen  Ausdruck  von  Bg  in 
§.72  und  das  oben  untersuchte  Aenderungsgesetz  der  Pressung  im  Quer- 
schnitte, doch  hätte  diese  Bestimmung  wenig  Werth  besonders  wegen  d« 

in  den  Ausdrücken  von  a  und  h  vorkommenden  Verhältnisses  6  =      , 

welches  hier  wie  dort  unbestimmt  bliebe,  so  dass  es  auch  ungowiss  w&rc, 
ob  ihm  hier  derselbe  Werth  beizulegen  ist  wie  dort.  Es  könnte  z.  B.  £  bei 
divergenten  Bahnen  kleiner,  bei  convergenton  grösser  sein,  als  bei  den 
parallelen  Bahnen  in  der  cylindrischen  Röhre,  wodurch  a  (proportional  f  *) 
im  ersten  Falle  kleiner,  im  zweiton  grösser,  b  (proportional  1  —  e)  i» 
ersten  Falle  grösser,  im  zweiton  kleiner  würde.  In  Ennangeiang  beson- 
derer Versuche,  welche  allein  mit  Sicherheit  hierüber  entscheiden  könnten, 
mögen  deshalb  den  fraglichen  Coefficicnton  hier  dieselben  Werthe  zuge- 
schrieben werden,  wie  sie  früher  für  cylindrischo  Röhren  bestimmt  wurden. 
Wird  dann  ausserdem,  was  zumeist  zulässig  ist^  dem  Coefficientcn  X  ein 
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constanter  Mittolwerth    beigelegt,    entsprechend  einem  Mittel werthe  des 

Prodncts  uy  für  die  betrachtete  Rohrstrecke  von  der  Länge  /,  so  ist  die 

Leitungswiderstandshöhe  für  diese  ganze  Rohrstrecke,  falls  «  vom  Anfange 

derselben  an  gerechnet  wird, 

i 
i               1    P  ^ 
B  =    fB^ds  =  --  r-ds    (7). 

0 

Darin  ist,  wenn  F  den  betreffenden  Querschnitt  des  Wasserstroms 
und  V  das  pro  See.  hindurchfliessende  Wasservolumen  bedeutet, 

V  4V 

u  =    -,     insbesondere     u  =   ~    .. 
F  3t  y^ 

wenn,  wie  hier  vorausgesetzt  werden  soll,  die  ebenen  Querschnitte  der 
Röhre  kreisf[)rmig  sind  und  den  calottenförmigen  Wasserquerschnitten  /' 
gleich  gesetzt  werden,  was  mit  Vernachlässigung  verhältnissmässig  kleiner 
Grössen  2**'  Ordnung  geschehen  kann,  falls  die  Wandfläche  überall  unter 
kleinen  Winkeln  gegen  die  Mittellinie  der  Röhre  geneigt  ist. 

Ebenso  wie  y  kann  auch  V  im  Allgemeinen  eine  Function  von  s  sein 
entsprechend  dem  Falle  eines  längs  der  ganzen  Rohrlänge  stetig  vertheilten 
(oder  wenigstens  behufs  einer  leichteren  Rechnung  als  stetig  vertheilt 
vorausgesetzten)  seitlichen  Wasserabflusses  aus  derselben.  Von  grösserem 
Interesse  sind  dabei  nur  die  einfachsten  Specialfälle,  dass  entweder  V  con- 
stant  und  y  gleichförmig  variabel,  oder  y  constant  und  V  gleichförmig 
variabel  ist. 

1)  Ist  r  constant,  so  ist  die  Widerstandshöhe 

B^im^k («)• 


'2g\3t}  jy 


0 

Insbesondere  für  eine  conischc  Röhre,  deren  Durchmesser  am  engeren 
und  weiteren  Ende  beziehungsweise  =  d  und  D  seien,  ist  wegen 

: ,  =    , ,     also     rf«  =^ .  fiy 

2)—  d         r  D  —  d    -^ 

D 

2g\jt)    D  —  d  j  y^*         2(j  \  jt  J    D  -  d  4  V*   "     y>V 

d 

X    /^rx«   /  (J)  +  d)  (/>^^-  d^) 
~    2g  \ndV     4  "  ~   D^~ 
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und  wenu  ^  =  —  I  — -- )    gesetzt  wird,  so  dass  C  den  Leitungswider^ 

2y  \jraV 

standscoefficienten   der   conischen    Röhre    bezogen   auf  ibrei 
kleineren  Endquerschuitt  bedeutet,  so  folgt: 


Darin  ist  X  nach  §.  90  entsprechend  uy 
2)  Ist  y  constant  =  d^  so  ist 


SV 


jr{I)  +  d) 


zu  nehmen. 


2g  \jtj    d^  J 


(10, 


und  wenn  insbesondere  V  gleichförmig  veränderlich  ist  (wie  z.  B.  bei  einel 
städtischen  Wasserleitungsröhre  längs  einer  Strasse  mit  Rücksicht  auf 
successive  abgezweigten  einzelnen  Hausleitungen  im  Durchschnitt  vonut^j 
gesetzt  werden  kann)  etwa  von  Vq  für  »  =  0  bis  V^   für  «  =  /,  also 


8 

7 


oder      -^  =r  1 —  9     mit     a  =r:  — ^ , 


80  folgt  B 


2a  \xdy     d 


1  —  a 


(1  -  «)« 


^ -r  -  + '-^li- "  •■) " 


2g  \jtdy     d  3 


11 


in  welcher  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  a  auch  Tj 
statt  Tq  und  —  statt. a  gesetzt  werden  kann.    Setzt  man  also 


a 


^  -  ^^  ~d    2g  -^    ^   d    2g  ' 

unter  Uq  und  u^  beziehungsweise  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Anfangs- 
und  Endquerschnitte  verstanden,  so  ist 


K  —    3 


1  + 


i + (;;:)'] 


X,  ^. 


3 


Der  Coefficient  X  ist  dabei  nach  §.  90  entsprechend  ud  = 
zu  nehmen. 


^  +  -^  +  (r;j]- 

2(r,  +  r, 


x<< 
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§.96.    ZuBammengesetzte  Wasserleitung. 

£inG  zusammengesetzte  Wasserleitung  bestehe  im  Allgemeinen  aus 
einem  beliebig  verzweigten  Röhrennetz,   wodurch  beliebig  viele  Wasser- 
behälter so  unter  sich  verbunden  sind,  dass  jeder  mit  jedem  anderen  com- 
municirt  und  somit  das  Wasser  aus  einem  Theil  derselben  beständig  aus- 
und  in  die  übrigen  einfliesst;  an  den  constant  erhaltenen  freien  Wasser- 
oberflächen aller  Behälter  herrsche  derselbe  (atmosphärische)  Druck.  Wenn 
das  Köhrennctz  an  einigen  Stellen  frei  ausmündet,  so  kann  man  den  hier 
stattfindenden  freien  Ausfluss  als  den  Abfluss  in  einen  Behälter  betrachten, 
dessen    Wasseroberfläche    durch    den    Schwerpunkt    der   Mündung   geht 
Uebrigens  kann  es  der  Fall  sein,  dass  die  aus  dem  einen  Theil  der  Be- 
hälter ausfliessende  Wassermenge  grösser,  als  die  in  die  übrigen  gleich- 
zeitig einfliessende   ist,    indem   der  Ueberschuss  schon   unterwegs  durch 
Seitenöffnungen  der  Rohrleitung  oder  durch  untergeordnete  Seitenröhren 
ausfliesst,  die  nicht  als  Bestandtheile  des  hier  in  Rede  stehenden  Röhren- 
netzes betrachtet  werden;  möglicher  Weise  kann  sogar  das  Wasser  von 
allen  Behältern  her  in  die  Rohrleitung  einfliessen  sollen,  um  nur  längs 
derselben  successive  auszufliessen.    Von  irgend  einer  Verzweigungsstelle 
des  Netzes  können  3  oder  mehr  Rohrstrecken  ausgehen;  im  Ganzen  seien 
m  solcher  Verzweigungsstellen  (Knotenpunkte  des  von  den  Mittellinien  der 
Röhren  gebildeten  Netzes)  vorhanden,  die  durch  n  Rohrstrecken  unter  sich 
oder  mit  den  Behältern  verbunden  sind.    Von  den  mannigfach  verschie- 
denen Aufgaben,  zu  denen  dieser  allgemeine  Fall  Veranlassung  geben  kann, 
ist  die  folgende  besonders  bemerkenswerth. 

Gegeben  seien:  die  relativen  Höhen  der  w  Vcrzweigungsstellen  und 
der  Wasseroberflächen  in  allen  Behältern,  ferner  die  Längen  aller  n  Rohr- 
strecken, die  Strömungsrichtungen  des  Wassers  in  denselben  (jedenfalls  so, 
dass  das  Wasser  aus  dem  Behälter  mit  höchstgelogener  Wasseroberfläche 
ausfliesst)  und  für  jede  derselben  die  Wasservolumina  =  V  und  aT\ 
welche  pro  See.  durch  ihren  Anfangs-  und  Endquerschnitt  hindurchfliessen 
sollen  bei  Voraussetzung  einer  gleichförmigen  Abnahme  durch  stetig  auf 
der  ganzen  Länge  vertheilte  Wasserentziehung.  Unter  der  weiteren 
Voraussetzung,  dass  eine  Aenderung  der  Rohrweite  nur  au  den  Verzwei- 
gungsstellen stattfindet  (widrigenfalls  übrigens  auch  eine  solche  Stelle,  wo 
die  Rohrweite  sich  ändert,  als  eine  Verzweigungsstelle  betrachtet  werden 
könnte,  von  der  nur  zwei  verschiedene  Rohrstrecken  auslaufen),  sollen 
dann  die  n  Rohrweiten  so  berechnet  werden,  dass  die  Anlagekosten  des 
Höhrennetzes  mögliclist  klein  sind. 
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Was  diese  letzte  Forderung  betrifft,  so  sind  die  Kosten  des  Röhren- 
netzes  an  und  für  sich  nahezu  seinem  Gewicht  proportional  zu  setzen,  also 
bei  gegebener  Art  von  Röhren  der  Summe  -IVycJ,  wenn  i  die  Länge,  y  die 
Weite,  ö  die  Wanddicke  irgend  einer  der  n  Rohrstrecken  bedeutet  Die 
Dicke  6  pflegt  nach  der  Formel 

bestimmt  zu  werden,  unter  a  eine  vom  Material  abhängige  Constante  und 
unter  b  einen  Coefticienten  verstanden,  der  zugleich  von  dem  grössteu  in- 
neren Ueberdruck  (=  t  Atmosphären)  abhängt,  der  im  Inneren  der  Röhre 
unter  normalen  Umständen  stattfindet,  abgesehen  nämlich  von  etwaigen 
Stössen  des  in  seiner  Bewegung  plötzlich  gehemmten  Wassers.  Weil  aber 
gleichwohl  die  Coefficienten  a  und  h  auch  solchen  hydraulischen  Stössen 
und  anderen  kaum  berechenbaren  Umständen,  den  Anstrengungen  beim 
Transport,  beim  Legen  und  Verbinden  der  einzelnen  RohrstOcke,  dem 
Einfluss  des  Erddrucks,  den  Besonderheiten  des  Materials  und  der  Fabri- 
cationsmethode  etc.  Rechnung  tragen  müssen,  haben  sie  "feinen  vorwiegend 
empirischen  Charakter;  insbesondere  für  gusseiserne  Röhrenleitungen  kann 

im  Allgemeinen 

6  =  0,008  +  0,0025jV  Mtr (i; 

gesetzt  werden,  wenn  auch  y  in  Metern  ausgedrückt  ist.    Die  gesaminton 

Anlagckosten  =  E  des  Röhrennetzes  begreifen   indessen  auch  die  Yer- 

legungskosten  in  sich,  welche  eher  proportional  -5^/y,  als  proportional  JSijfd 

sind,  so  dass,  wenn 

11=  CSlyil  +  ßy) (2) 

gesetzt  wird,  unter  C  eine  Constante  verstanden,  der  Coefficient  ß  wesent- 
lich <<     -  ist.* 
a 

Wenn  an  den  Verzweigungsstellen  plötzliche  Richtungs-  und  Quer- 
schnittsändcruugen  (innere  Contractionen)  durch  abgerundete  Anschlüsse 
und  sanfte  Krümmungen  möglichst  vermieden  werden,  so  sind  die  Wider- 
standshöhen daselbst  von  ähnlicher  Art  und  Grösse,  wie  sie  nach  §.  77,  Gl.  (5) 
durch  die  Vereinigung  von  Flüssigkeitsströmen  bedingt  werden,  d.  h.  sie 
sind  =  solchen  Geschwindigkeitshöhen,  welche  den  Differenzen  der  mitt- 
leren Geschwindigkeiten  in  den  angrenzenden  Rohrstrecken  entsprechen. 
Wenn  aber,  wie  es  gewöhnlich  der  Fall  ist  und  auch  hier  vorausgesetzt 


,  *  Nach  Brcssc,  Cours  de  m^canique  appliqu^e,  Bd.  IL,  1860,  stellen 
sich  die  Kosten  einer  Wasserleitung  in  Paris  auf  nahe  100t/  francs  pro  lau- 
fenden Meter,  alle  Vorlegungskosten  eingerechnet. 
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werden  soll,  die  einzelnen  n  Rohrstrecken  sehr  lang  im  Vergleich  mit 
ihren  Durchmessern  sind,  so  kann  die  im  Folgenden  mit  %  bezeichnete 
üeberdruckhöhe  (Ueberschuss  der  Dmckhöhe  über  die  atmosphärische 
Dmckhöhe  von  nahe  10  Mtr.)  an  irgend  einer  Ycrzweignngsstelle  für  die 
zunächst  gelegenen  Querschnitte  aller  daselbst  zusammen-  oder  auseinander 
laufenden  Rohrstrecken  als  gleich  betrachtet,  und  es  kann  ferner  in  der 
Fundamentalgleichung 


«*  —  u^ 


^-  =  n  —  B  (§.78,  Gl.  5), 


2g 

bezogen  auf  die  ganze  Länge  /  irgend  einer  der  n  Rohrstrecken,  die  linke 
Seite  im  Vergleich  mit  der  Widerstandshöhe  B  dieser  Strecke  vernach- 
lässigt, B  also  ==  der  betreffenden  wirksamen  Druckhöhe  H  gesetzt  werden, 
die  durch  eine  gegebene  Höhendifferenz  (das  Gefälle  der  Rohrstrecke)  und 
durch  eine  oder  zwei  der  Unbekannten  %  als  algebraische  Summe  derselben 
bestimmt  ist,  jenachdem  die  betreffende  Rohrstrecke  eine  Verzweigungs- 
st<ille  mit  einem  Behälter  oder  mit  einer  anderen  Verzweigungsstelle  ver- 
bindet. Sofern  aber  die  Berechnung  des  Röhrennetzes  unter  der  Voraus- 
setzung seiner  grössten  Leistung  (des  grössten  vorkommenden  Zuflusses  zu 
den  oberen  Behältern  und  der  grössten  Wasserentziehung  längs  den  ein- 
zelnen Rohrstrecken  und  durch  die  unteren  Behälter)  angestellt  wird,  wobei 
die  etwa  vorhandenen  Schieber  oder  sonstigen  Regulirungsvorrichtungen 
als  ganz  geöffnet  vorausgesetzt  werden,  so  können  etwaige  Krümmungs- 
oder andere  besondere  Widerstände  dadurch  in  der  Regel  genügend  be- 
rücksichtigt werden,  dass  in  dem  Ausdruck  (§.  95,  Gl.  11)  für  die  Leitungs- 
widerstandshöhe 

B  ^  ^_f^n^Lt«+_«^.^ (3) 

2g\jtJ  3  y-» 

der  Goefficient  X  nöthigenfalls  etwas  grösser  gesetzt  wird,  als  für  eine  ganz 
gerade  cylindrische  Röhre  nöthig  wäre.  Durch  die  n  Gleichungen  B  =  II 
sind  nun  die  n  Unbekannten  y  durch  die  m  Ueberdruckhöhen  a  bestimmt^ 
und  wird  somit  auch  R  nach  Gl.  (2)  eine  Function  dieser  m  unabhängig 
Variablen  »,  welche  dann  ihrerseits  gemäss  der  Forderung  R  -—  min.  durch 

die  m  Gleichungen   r--  i=r  0  bestimmt  sind.    Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

oz 

die  üeberdruckhöhe  z  an  einer  bestimmten  Verzweigungsstelle  A  nur  in 
den  Ausdrücken  für  die   Durchmesser  y  der  in  A   zusaramcnstossenden 

ßohrstrecken  vorkommt,  wird  durch  die  Gleichungen    .      -=^  0  die  Forde- 

oz 

niug  des  Minimums  der  gesammten  Anlagekosten  in  die  Forderungen  zer- 
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legt,  dass  die  Kosten  des  um  jede  Yerzweignngsstelle  henimliegeiiden  Rohr- 
Systems,  insoweit  sie  von  der  Ueberdrnckhöhe  an  dieser  Stelle  abhängen, 
je  ein  partielles  Minimum  sein  müssen. 

Die  Schwierigkeiten  dieses  Rechnungsverfahrens  können  dadurch  ver- 
mindert werden,  dass  man  zunächst  mit  einem  für  das  ganze  Rphrsystem 
gleich  gesetzten  Mittelwerth  X  des  Coefficienten  X  (etwa  X  =  0,03)  sä- 
genäherte  Werthe  y  von  y  berechnet,  indem  dabei  auch  R  vorläufig  pro- 
portional Sly  gesetzt  wird.  Mit  corrigirten  Werthen  von  X^  entsprechend 
den  Mittelwerthen  von 

.         2(1  +a)r  f4> 

3ty 

findet  man  dann  corrigirte  Werthe  von  y  gemäss  der  Forderung 

JSly(l  -\-  ßy)  =  min. 

Wenn  übrigens  die  Zahl  der  Yerzweigungsstellen  einigermassen  gross 

hR 
ist,  so  macht  die  Auflösung  der  m  Gleichungen  ^r—  =  0  nach  den  Uube- 

oz 

kannten  %  sehr  umständliche  Rechnungen  nöthig,  selbst  wenn  man  sieb 
darauf  beschränkt,  Jt  proportional  2ly  zu  setzen  und  für  X  einen  Mittel- 
werth a  priori  anzunehmen.  Es  sei  nämlich  A  irgend  eine  Yerzweigungs- 
stelle,  bei  welcher  die  Ueberdruckhöhe  im  Rohrsystem  =  %  ist  A'A  sei 
irgend  eine  der  Rohrstrecken,  in  denen  das  Wasser  gegen  A  hin,  AJ' 
irgend  eine  derjenigen,  in  welchen  das  Wasser  von  A  weg  fliesst;  «'  und  i" 
seien  die  üeberdruckhöhen  des  Wasserstroms  bei  A'  und  A'\  ferner  *, 
h'  und  ä"  die  Höhen  einer  gewissen  Horizontalebene  E  über  A,  Ä  und  -/'. 
Mit  den  Bezeichnungen 

—  z,  a;=Ä—   2,  a;=rrA     2 

sind  dann  die  wirksamen  Druckhöhen 

der  Strecken  ÄA  =^  (A  —  ä')  +  z'  —  %  =  x  —  x 
und  der  Strecken  AÄ'  =  {h"  —  h)  -{-  z  —  2"  =  x'  —  x. 

Dabei  wäre,  wenn  eine  der  Röhren  A'A  rosp.  AA!'  die  Verzweigungs- 
stelle  A  mit  einem  der  Wasserbehälter  verbände,  für  diese  Röhre  s'  resp. 
a"  z=  Null  und  x  =  h'  resp.  x'  ^=  A"  =  der  Höhe  der  Ebene  E  über 
der  freien  Wasseroberfläche  in  dem  betreffenden  Behälter  zu  setzen. 
Setzt  man  ferner  die  Widerstandshöhe  B  irgend  einer  Rohrstrecke 

B  =     ^     mit     P  =  ^      —  1     -       -;r- ^^^  Gi-(3>, 
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80  ist  gemäss  den  Gleichungen  B  =  H 


1 

für  die  Röhren  A'ä:     -  -  =-  a;  —   /  ;     y  ^=  [ ?) 

yö  Küß  —   xj 

für  die  Röhren  ÄA'':     --  =^  a?"  —  x\     y  =^  (-77 1 

y^  \x     —  xJ 


..(5). 


Wenn  nun  mit  2^  eine  die  Röhren  ÄA  und  mit  2f'  eine  die  Röhren  AA!' 
umfassende  Partialsumme  bezeichnet  wird,  so  ist  derjenige  Theil  der  Total- 
summe Sly^  in  dessen  Gliedern  die  bei  A  stattfindende  Ueberdrnckhöhe  % 
resp.  die  dafür  hier  eingeführte  Unbekannte  x  vorkommt,  nachdem  alle. 
Durchmesser  y  durch  die  verschiedenen  Grössen  x  nach  Analogie  der 
Gleichungen  (5)  ausgedrückt  wurden, 


\X   X  /  \X      X/ 


Wenn  also  R  proportional  Sly  gesetzt  und  die  Abhängigkeit  der 

in   den  Grössen  P  vorkommenden  Factoren  X   von  den  Durchmessern, 

also  auch  von  x  ausser  Acht  gelassen  wird,  so  ist  die  Gleichung 
hR  hR        ^  . 

OS  0^ 

\x  —  X  J  \x    —  x/ 

Die  Auflösung  eines  Systems  von  m  solcher  Gleichungen,  in  deren  jeder 
mehrere  der  m  Unbekannten  x  vorkommen,  erfordert  aber,  wenn  m  eine 
grössere  Zahl  ist,  ein  so  zeitraubendes  Probiren,  dass  man  in  der  Regel 
mit  einer  nur  unvollkommenen  Erfüllung  der  Forderung  R  =  mm,  sich 
wird  begnügen  müssen,  wie  es  im  folgenden  §.  an  einem  specielleren  Falle 
gezeigt  werden  soll.  — 

Uebrigens  ist  schliesslich  zu  bemerken,  dass  die  hier  als  gegeben 
vorausgesetzten  Höhenlagen  der  m  Verzweigungsstellen  A  für  die  vor- 
liegende Aufgabe  nicht  wesentlich  sind.  Wird  bei  der  in  Function  be- 
griffenen Wasserleitung  unter  übrigens  gleich  bleibenden  Umständen  eine 
solche  Stelle  A  gehoben  oder  gesenkt,  also  ihre  Entfernung  h  von  der 
oben  angenommenen  festen  Horizontalebene  F  geändert,  so  ändert  sich 
auch  die  Ueberdruckhöhe  z  bei  A  um  gleich  viel  in  gleichem  Sinne,  so 
dass  X  =  h  —  s  unverändert  bleibt,  falls  nur  die  Seitenöffnungen  der 
um  A  herumliegenden  Rohrstrecken  entsprechend  vergrössert  oder  ver- 

34* 
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klcinert  (Ausflusshähne  entsprechend  mehr  oder  weniger  geöffnet  respi 
bei  intermittirender  Wasserentziehung  mehr  oder  weniger  lange  geöffnet 
erhalten)  werden,  um  trotz  des  örtlich  veränderten  Ueberdrucks  in  der 
Röhre  dieselbe  Wassermenge  daselbst  abfliessen  zu  lassen.  Die  n  Bunk- 
messer  y  können  deshalb  auch  ohne  Yermittelung  der  m  Uülfsgrössen  : 
oder  X  gemäss  der  Forderung  R  =  min.  bestimmt  werden,  und  zwar  auf 
folgende  Weise. 

Wenn  man  von  einem  der  Wasserbehälter  W\  aus  denen  das  Wasser 
zufliesst,  längs  dem  Rohrsystem  beständig  im  Sinne  der  strömenden  Be- 
wegung fortgeht  bis  zu  einem  der  Wasserbehälter  W\  in  welche  sich 
Wasser  ergiesst,  so  ist  das  gegebene  Gefälle  von  W  bis  W\  d.  h.  die 
Höhendifferenz  der  freien  Wasseroberflächen  in  beiden  Behältern  =  der 
Summe  der  Widerstandshöhen  B  für  alle  durchlaufenen  Rohrstrecken,  also 
nach  Gl.  (3)  =  einer  Function  ihrer  Durchmesser  y.  Wenn  mau  aber  von 
einem  der  Behälter  W'  aus  im  Sinne  der  strömenden  Bewegung  fortgehend 
zu  einer  Stelle  gelangt,  wo  die  hindurch  strömende  Wassermenge  =  Null 
gegeben  ist,  indem  ihr  auch  von  einem  anderen  der  Behälter  W'  Wasser 
zufliesst,  so  ist  das  gegebene  Gefälle  zwischen  beiden  Behältern  Jf^  =  der 
Differenz  der  Summen  von  Widerstandshöhen  auf  beiden  Wegen.  Solcher 
Bedingungsgleichungen  für  die  n  Durchmesser  y  giebt  es  so  viele  als  man 
auf  verschiedenen  Wegen  im  Sinne  der  strömenden  Bewegung  von  einem 
der  Behälter  W'  zu  einem  der  Behälter  W\  oder  von  irgend  zwei  der 
ersteren  zu  einer  bewegungslosen  Stelle  im  Rohrsystem  gelangen  kann; 
mit  Berücksichtigung  dieser  Bedingungen  können  dann  die  Durchmesser  f 
so  bestimmt  werden,  dass  die  als  Function  derselben  ausgedrückten  Anlage- 
kostea  E  des  Röhrennetzes  ein  Minimum  werden. 

Ob  diese  Methode  leichter  zum  Ziele  führt,  als  die  früher  erklärte 
bei  Benutzung  der  Hülfsgrössen  z  oder  x,  lässt  sich  im  Allgemeinen  kauni 
übersehen;  offenbar  macht  aber  auch  sie  bei  einigermaassen  viel  verzweigten 
Röhrenleitungen  so  zeitraubende  Rechnungen  nöthig,  dass  die  Beschränkung 
auf  eine  nur  unvollkommene  Erfüllung  der  Bedingung  R  =  min.  dadurch 
gerechtfertigt  wird. 


§.97.    Städtische  Wasserleitung. 

Der  im  vorigen  §.  besprochene  allgemeinere  Fall  werde  durch  die  bei 
städtischen  Wasserleitungen  gewöhnlich  zutreffende  Voraussetzung  be- 
schränkt,  dass    nur  ein  einziger  Zuflussbehälter  vorhanden  ist,   ans 
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welchem  das  Wasser  nach  beliebig  vielen  Abflnssbehältern  hinfiiesst 
durch  ein  Röhrensystem,  längs  dessen  einzelnen  Strecken  je  eine  als  gleich- 
förmig vertheilt  vorausgesetzte  Wasserentziehung  (durch  die  einzelnen 
Ilausleitungen)  stattfindet;  wenn  nämlich  zwar  in  Wirklichkeit  irgend  ein 
Zweig  des  Röhrensystems  am  Endo  geschlossen  ist  oder  mit  einer  Mündung 
endigt,  durch  welche  das  Wasser  (z.  B.  als  springender  Strahl)  frei  aus- 
fliosst,  so  kann  man  sich  doch  zum  Zweck  einer  allgemein  gültigen  Aus- 
drucksweise bei  der  Darstellftug  des  Rechuungsganges  auch  ßn  solchen 
Fällen  den  betroffenden  Röhrenzweig  am  Ende  mit  einem  Wasserbehälter 
in  Verbindung  denken,  in  welchem  die  freie  Wasseroberfläche  über  jenem 
Röhrenende  eine  Höhe  =  der  daselbst  thatsächlich  stattfindenden  üeber- 
druckhöhe  hat.  Das  Röhrensystom  beginne  vom  Zuflussbehälter  aus  mit 
einem  einzigen  Hauptrohr,  welches  sich  demnächst  mehr  und  mehr  ver- 
zweigt der  Art,  dass  jeder  Verzweiguugsstolle  nur  durch  eine  Rohrstrecke 
das  Wasser  zugeleitet  wird,  während  die  Zahl  der  ableitenden  Rohrstrecken 
beliebig  gross  sein  kann,  wenn  sie  auch  gewöhnlich  nur  =  2  oder  3  ist. 

Dabei  pflegen  die  Verhältnisse  der  Art  zu  sein,  dass  eine  gewisse,  am 
Zuflussbehälter  bei  Aq  beginnende  und  an  einem  Abflussbehältcr  bei  A 
endigende  Folge  von  Rohrstrecken  A^A^^  ^j-^a»  A^A^  ,.  .A^tA  als  der 
Hauptröhrenstrang  zu  betrachten  ist,  insofern  er  mit  Rücksicht  auf 
seine  Gesammtlänge  und  Wassermenge  voraussichtlich  grössere  Anlage- 
kosten bedingen  wird,  als  irgend  ein  anderer,  das  Wasser  vom  Zufluss- 
behälter bis  zu  einem  Abflussbehälter  leitender  Röhrenstrang.  In  gleicher 
Weise  können  gewisse  der  bei  -4^ ,  -^2  •  •  •  -^  w  abgezweigten  und  bis  zu  an- 
deren Abflussbehältern  reichenden  Rohrstränge  von  grösster  Länge  und 
Wassermenge  als  die  hauptsächlichsten  oder  Seitensträuge  1*®"^  Ord- 
nung bezeichnet  werden,  von  denen  dann  wieder  Seitenstränge  2*®' 
Ordnung  abgezweigt  sein  können  u.  s.  f.  In  solchem  Falle  wird  nun  eine 
zwar  unvollkommene,  aber  zumeist  genügende  Lösung  der  im  vorigen  §. 
besprochenen  Aufgabe  erhalten,  wenn  unter  den  übrigens  wie  dort  gege- 
benen Umständen  zunächst  die  Durchmesser  y  der  einzelnen  Strecken  des 
Hauptstranges  so  bestimmt  werden,  dass  sie  die  Herstellungskosten  des 
letzteren  zu  einem  partiellen  Minimum  machen,  darauf  bei  nun  vollständig 
bestimmtem  Hauptstrange  die  Durchmesser  der  verschiedenen  Strecken  der 
Seitenstränge  1**'  Ordnung  so,  dass  die  Herstellungskosten  jedes  solchen 
Seitenstmnges  für  sich  ein  partielles  Minimum  werden  u.  s.  f.  Das  Ver- 
fahren ist  dabei  immer  dasselbe  und  braucht  nur  für  den  Hauptstrang 
erklärt  zu  werden. 

7/  sei  die  gesammtc  wirksame  Druckhöhe  desselben,  d.  h.  die  Höhe 


n 

K 
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der  freien  Wasseroberfläche  Wq  im  Zuflussbehälter  über  der  freieu  Wasser- 
oberfläche W  im  Abflussbehälter  am  Ende  des  Hauptstranges;  für  seme 
durch  die  Yerzweigungsstellen  begrenzten 

Strecken     -^o-^i     -^i ^     A^A^  ...A„A 
seien  die  Längen     =        /q  /^  /j    . . .    /„ 

die  Durchmesser     =        y^  y^  y^    -•-    y\ 

die  Widerstandshöhen     =       Bq  B^  B^  ,.,  B^ 

die  Wassermengen     =       F^      *    F^  Fg  . . .    F,, 

und  =  «0  Vq  «j  Fl  «2  ^2  •  •  • ««  ^^N 
pro  See.  beziehungsweise  in  den  Anfangs-  und  Endquerschnitten.  V^  ist 
also  das  Wasservolumen,  welches  pro  See.  in  die  ganze  Eöhrenleitnng  ein- 
fliesst,  (1  —  «o)^09  (1  —  ^i)^---  sind  die  längs  den  Strecken  -i^i, 
Aj^A^  . . .  successive  entzogenen,  V^  —  «o ^9  ^2  —  cc^Vi .,.  die  durch 
die  Seitenstränge  beziehungsweise  bei  -4j ,  A^  ...  abgezweigten  Wasser 
Volumina,  und  «»» ^n  ist  das  Wasservolumen,  welches  am  Ende  des  Haupt- 
Stranges,  wenn  auch  zunächst  nicht  wirklich  ausfliesscn,  so  doch  soll  aus- 
fliesscn  können  mit  Rücksicht  auf  eine  spätere  Ergänzung  der  Anlage  bei 
weiterer  Ausdehnung  der  Stadt.  Dieselbe  Rücksicht  kann  für  die  Enden 
der  Seitenstränge  maassgcbend  sein,  und  ist  dann  auch  Vq  entsprechend 
grösser,  als  dem  augenblicklichen  Bedürfniss  entsprechen  würde,  in  Rech- 
nung zu  bringen.    Es  seien  ferner  die  Höhen  des  Oberwasserspiegels  ff'y 


über  den  Stellen 

A 

^2       ••     ^»» 

A 

K 

Äg             ...            Ä„ 

h 

und  daselbst 

»1 

S^            ...          2h 

h     n 

die  Ueberdruckhöhen,  also 

K  -  ^1 

Äg             «2  ...An             Zh 

ji 

— 

^1 

d?2            ...           ^tt 

H 

die  wirksamen  Druckhöhen  von  W^  bis  zu  diesen  Stellen  A^^  ^^...J.. 
A  resp.  W\  für  die  einzelnen  Strecken  =  Z^,  /^ . . .  /„  sind  dann  die  wirk- 
samen Druckhöhen  =  x^^  x^  —  x^,.,E.  —  a:„. 

Ausser  II  sind  gegeben:  alle  Längen  /,  Höhen  A,  Wassermengen  T 
und  a  V\  und  wenn  nach  Gl.  (3)  im  vorigen  §.  irgend  eine  der  Widerstands- 
höhen 

B  =  -^      mit     P=  -    )        ^    ,^   ^ (^' 

r 

gesetzt  wird,  so  sind  die  Durchmesser  y  so  zu  bestimmen,  dass  mit  Rflck- 
sicht  auf  die  Bedingung 

u^  SB  =  :^^i  <  2; 
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die  Anlagekosten  E  des  Hauptstranges  ein  Minimum  sind.  Wenn  also  diese 
zunächst  proportional  Uly  gesetzt  und  die  verschiedenen  Grössen  Ji^  folg- 
ich  auch  F  als  unabhängig  von  den  Durchmessern  betrachtet  werden,  so 
sind  in  der  Differentialgleichung 

welche  der  Forderung  E  =  min.  entspricht,  die  (n  +  1)  Differentiale  rfy 
nach  Gl.  (2)  an  die  Bedingungsgleichung 

2;  -.  dy  =  0 

gebunden,  und  man  könnte  zwischen  beiden  Gleichungen  eins  der  Differen- 
tiale dy  eliminiren,  wonach  dann  die  =  Null  gesetzten  Coefficienten  der 
übrigen  n  Differentiale  zusammen  mit  Gl.  (2)  die  nöthigen  Gleichungen  zur 
Bestimmung  aller  Durchmesser  liefern  würden.  Am  geschicktesten  wird 
indessen  diese  Entwickeluug  ausgeführt,  indem  die  zweite  der  obigen 
Gleichungen  nach  der  Multiplication  mit  einem  vorläufig  unbestimmten 
Coefficienten  (er  sei  hier  mit  —  11^  bezeichnet)  zur  ersten  addirt  und 
dann  der  fragliche  Coefficient  so  bestimmt  wird,  dass  in  der  resultirenden 
Gleichung 

21  {1  --  11'^  ^^  dy  =  0 

die  Coefficienten  aller  (n  -f-  1)  Differentiale  dy  einzeln  =  Null  werden. 
£s  ist  dann 

y  =  liP^ (3) 

und  folglich  nach  Gl.  (2) 


PI 
11^  P^ 


1/    -S/P"« 
f  11 


jff;         a  ■=^   V     ^  —  -     (4). 


Zu  demselben  Resultat  führt  Gl.  (6)  im  vorigen  §.,  in  welcher  hier 
die  Summen  2!  und  X"  sich  auf  je  ein  Glied  reduciren,  so  dass,  wenn  die 
Grössen  /  und  P  für  die  Strecke  ÄA  mit  t  und  P*,  für  die  Strecke  AÄ' 
mit  /"  und  P"  bezeichnet  werden,  unter  ÄA  und  AÄ*  irgend  zwei  auf 
einander  folgende  Bohrstrecken  des  Hanptstranges  verstanden,  jene  Gleichung 
hier  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 


6 


t^/p'  _  r  yp" 
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Mit  Rücksicht  auf  Gl.  (5)  im  vorigen  §.  folgt  daraus 


6  1 


x~  X  _   t  \/'P  _  Pf    (y\  y    _  (JP'y' 


oder  allgemein  y  =  (iP^^  unter  y,  einen  für  alle  Rohrstrecken  gleicheo 
Factor  verstanden,  der  dann  schliesslich  aus  der  Gleichung 

PI 

2-.  =  S{x  —  x)  =  H 

wie  oben  gefunden  wird. 

Mit  einem  constanten  Mittelwerth  X  von  A,  etwa  2!  =  0,03,  kann 
man  nun  P^,  P^^  P^,..Pn  nach  Gl.  (1),  dann  (i  nach  Gl.  (4)  und  y^^  y,. 
y%'--yn  nach  Gl.  (3)  berechnen. 

Wird  jetzt  irgend  einer  der  so  gefundenen  Näherungswerthe  von  y 
mit  y  und  der  entsprechende,  mit  X  =  X'  berechnete  Näherungswerth 
von  P  mit  P'  bezeichnet,  so  findet  man  corrigirte  Werthe  von  Jl  gemäss 
den  betreffenden  Mittelwerthen  von 

2(1  +  a)V 

uy    —    ■-, 

:^y 

X     - 
und  damit  corrigirte  Werthe  von  P  -^    >  P.   Um  dann  die  Rohrweiten  y 

richtiger  gemäss  der  Forderung 

R  =  CSlyil  +  ßy)  =  mm,,     also     2:/(l  +  2ßy)dy  =  0 

zu  berechnen,  hätte  man  analog  dem  obigen  Verfahren  jetzt  fi  so  zu  wählen, 
dass  in  der  Gleichung 


Sl  (l  +  2ß},  -  n^  ^j  dy==0 


die  Coefficienten  aller  {n  +  1)  Differentiale  dy  einzeln  =  Null  werdcit 
Wenn  man  aber  zur  Vermeidung  der  dazu  nöthigcn  Auflösung  höherer 
Gleichungen  behufs  einer  immerhin  weiteren  und  meistens  endgültig  aus- 
reichenden Näherung  , 

y^-,(    -^-.f (') 
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setzt,  SO  ist  nach  Gl.  (2) 


5 


(6). 


Durch  die  somit  festgestellten  Rohrweiten  y  des  Ilauptstranges,  denen 
bei  der  Ausfährung  gewisse  ahgerundete  Wertho  nach  üblichen  Abstufungen 
substituirt  zu  werden  pflegen,  sind  nun  auch  die  Widerstandshöhen  B  nach 
GL  (1),  sowie  die  wirksamen  Druckhöhon  x  bis  zu  den  verschiedenen  Ver- 
zweigungsstellen und  die  Ueberdruckhöhen  z  bei  denselben  bestimmt  ge- 
mäss den  Gleichungen 

a;..  =-  J9o  +  ^1   +  ^2  +  •  •  •  +  -ö.  - 1 ;     Zi  =  Ä,-  —  ar.-   .  .  (7). 

Sollte  sich  eine  dieser  Ueberdruckhöhen  z  kleiner  herausstellen,  als  die 
wenigstens  verlangte  Steighöhe  des  Wassers  in  den  Gebäuden  an  der  be- 
treffenden Stelle,  wie  es  bei  hügeligem  Terrain  der  Fall  sein  könnte,  wenn 
auch  //  so  gewählt  ist,  dass  selbst  am  Ende  bei  A  die  verbleibende  lieber- 
druckhöhe  =  h  —  JI  noch  wenigstens  der  daselbst  verlangten  Steighöhe 
gleich  ist,  so  müsste  bei  gegebener  Lage  des  Oberwasserspiegels  Wq  mit 
einem  entsprechend  kleiner  angenommenen  Worth  von  H  die  Rechnung 
wiederholt  werden;  die  Berücksichtigung  der  obwaltenden  Umstände  bei 
der  ersten  Annahme  von  H  wird  aber  solche  Wiederholung  meistens  ver- 
meidlich  machen. 

Was  die  Berechnung  der  Seitenstränge,  z.  B.  des  an  der  Stelle  -4,  des 
Hauptstranges  abgezweigten  Seitenstranges  1*®'  Ordnung  betrifft,  so  sei 
Ifi  die  Höhe  des  Ober  Wasserspiegels  JFq  über  dem  Wasserspiegel  des 
Abflnssbehälters,  mit  welchem  dieser  Seitenstrang  Tin  seinem  Ende  in  Ver- 
bindung ist  oder  gedacht  wird;  es  ist  dann  7/,  —  ic,  die  wirksame  Druck- 
hohe  des  ganzen  Seitenstranges,  welche  zur  Berechnung  der  Weiten  y 
seiner  einzelnen  Strecken  in  den  obigen  Formeln  an  die  Stelle  von  JI  ge- 
setzt werden  muss. 

Wenn  der  Theil  AqA^A2  ,.  .Ai  des  Hauptstranges  sich  bei  Ai  in 
einer  solchen  Weise  verzweigte,  dass  es  zweifelhaft  wäre,  welcher  der  hier 
sich  anschliessenden  verschiedenen  Röhrenstränge  als  die  Fortsetzung  des 
Hauptstranges  betrachtet  werden  soll,  so  kann  man  die  Durchmesser  der 
Strecken  A^A^^  A^A^  . , .  Ai  ^  lAi  unter  jeder  dieser  Voraussetzungen  nach 
obigem  Verfahren  berechnen  und  schliesslich  die  arithmetischen  Mittel  der 
gefundenen  Werthe  dafür  annehmen.    Indem  dann  auch  die  Widerstands- 
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höhen  dieser  Strecken  nach  Gl.  (1)  bekannt  sind  und  somit  Xi  nach  GL;7] 
gefunden  wird,  sind  die  bei  Ai  sich  anschliessenden  Röhrenstränge  alle  so 
zu  berechnen,  als  ob  sie  Seitenstränge  wären,  indem  zu  dem  Ende  H —  x,  aa 
die  SteUe  von  H  in  den  obigen  Formeln  gesetzt  wird,  wenn  jetzt  H  die 
Höhe  des  Oborwasserspiegels  Wq  über  dem  Wasserspiegel  irgend  eines  der 
Abflussbehälter  bedeutet,  mit  denen  die  fraglichen  Röhrenstränge  an  ihr^ 
Enden  in  Verbindung  sind  oder  gedacht  werden.  — 

Schliesslich  ist  nun  aber  zu  bemerken,  dass  die  den  obigen  Rech- 
nungen  zu  Grunde  liegende  Voraussetzung,  es  sei  ausser  den  Höhenlagee 
der  freien  Wasseroberflächen  W  der  Abflussbehälter  auch  die  Höhe*  dw 
Oberfläche  W^  des  Wassers  im  Zuflussbehälter  gegeben,  häufig  insofern 
nicht  erfüllt  ist,  als  das  Wasser  durch  eine  Kraftmaschine  erst  in 
den  Zuflussbehälter  gehoben  werden  muss.  Dann  entsteht  die 
Frage  nach  der  vortheilhaftesten  Hubhöhe  des  Wassers,  somit  der 
Yortheilhaftesten  Höhe  der  Horizontalebene  W^  über  den  Horizontal- 
ebenen  TF,  als  welche  diejenige  zu  bezeichnen  ist,  bei  welcher  die 
Summe  aus  dem  jährlichen  Aufwand  für  die  Erhebung  des 
Wassers  und  den  jährlichen  Kosten  für  Verzinsung  und  Amor- 
tisation des  Anlagecapitals  R  der  Röhrenleitung  unter  den  ge- 
gebenen Umständen  ein  Minimum  ist 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  muss  R  wenigstens  angenähert  ab 

Function  der  Höhe  von  Wq  ausgedrückt  werden.    Wenn  man  aber  R  als 

proportional  Sly   betrachtet   und    erwägt,   dass   dann  für  irgend  einen 

Röhrenstrang,  der  sich  vom  Zuflussbehälter  bis  zu  einem  Abflussbehälter 

erstreckt,  jedes  y  nach  Gl.  (3)  proportional  jm,  und  (i  nach  GL  (4)  propor- 
_  1 

tional  H    ^  ist,  so  lässt  sich  begreifen,  dass  näherungsweise  innerhalb 

_  1 

massiger  Grenzen  von  H  auch  R  proportional  H  ^  wird  gesetzt  werden 
können,  wenn  jetzt  unter  H  die  Höhe  von  Wq  über  einer  Horizontal- 
ebene W'  verstanden  wird,  deren  Höhenlage  ein  abgeschätztes  Mittel  der 
Höhenlagen  aller  Ebenen  W  ist.  Wenn  man  dann  zur  Correctur  der 
Fehler  dieser  Schätzung  und  der  zu  Grunde  liegenden  Annahmen  über- 
haupt noch  etwas  besser 

R  =  aH    5  4-  j    (8; 

setzt,  so  können  die  Constanten  a  und  h  genau  genug  für  den  vorliegenden 
Zweck  gefunden  werden,  indem  man  nach  den  obigen  Regeln  die  Werthe 
aller  Durchmesser  und  somit  die  Werthe  von  R  =  C2ly{l  +  ßy)  ftr 
zwei  verschiedene  Werthe  von  H  berechnet,  die  am  besten  so  angenommen 
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werden,  dass  sie  den  gesuchten  vortheilhaftesten  Werth  von  U  voraus- 
sichtlich zwischen  sich  enthalten. 

Ist  nun  2?Q  die  Höhe,  auf  welche  das  Wasser  bis  zur  Ebene  W  ge- 
hoben werden  muss,  also  R^  -^^  K  die  ganze  Hubhöhe  desselben,  so  ist 
der  erforderliche  Nutzeffect  der  Kraftmaschine,  um  pro  See.  V^  Cubikm. 
Wasser  auf  diese  Höhe  zu  heben, 

1000 


75 


^0  (^0  +  ^  Pferdestärken. 


Sind  also  K  die  jährlichen  Kosten  einer  Pferdestärke  (mit  Rücksicht  auf 
den  Betrieb  sowie  auf  Verzinsung  und  Amortisation  des  Anlagecapitals  für 
die  Kraftmaschine),  und  werden  f  Procent  für  Verzinsung  und  Amortisa- 
tion des  Anlagecapitals  für  die  Röhrenloitung  gerechnet,  so  entspricht  der 
Forderung,  dass 


1000 


75 
ein  Minimum  sei,  die  Gleichung: 


5 


_  1 
Wenn  man  behufs  einer  ersten  Annäherung  R  =  aH    *  setzt  und 

mit  Rücksicht  auf  Gl.  (3)  und  (4),  die  Summonzeichen  aber  hier  auf  alle 
Strecken  des  ganzen  Rohrsystems  und  IT  auf  die  mittlere  Ebene  W  be- 
zogen, auch 

1  e 

1    6 

SO  folgt     a  ^  C{2:iP^)^  ,     also  nach  Gl. (9) 


Cp 


H  :=  (^0,00015  -^-^    2:iF^    (10). 

Hiernach  kann  JI  uäherungsweise  berechnet  werden,  um  dann  für  einen 
grösseren  und  einen  kleineren  Werth  von  II  die  entsprechenden  Werthe 
von  R  zu  finden,  welche  gemäss  dem  Ausdrucke  (8)  die  Constanten  a  und  b 
bestimmen.  GL  (9)  liefert  schliesslich  einen  corrigirton  Werth  der  vortheil- 
haftesten Höhe  II. 
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§.98.    Bewegung:  des  Wassers  durch  Sandfllter. 

um  das  Wasser  für  eine  städtische  Wasserleitung  möglichst  rein  n 
erhalten,  wird  es  entweder  an  solchen  Stellen  dem  Erdboden  entnommee, 
wo  derselbe  aus  reinem  Sand  besteht,  den  also  das  Wasser  durchdringe» 
muss,  um  in  den  darin  eingegrabenen  Bassins  oder  Canälcn  sich  zu  sanimebi, 
oder  es  wird  auf  künstliche  Weise  durch  eine  horizontale  Sandschicht 
filtrirt;  letztere  ruht  dabei  entweder  auf  einem  durchbrochenen  Boden, 
durch  dessen  Oeffnungen  das  filtrirte  Wasser  in  einen  darunter  befindlichen 
Behälter  gelangt,  oder  sie  ruht  auf  einer  Steinschicht  mit  grösseren  Zwischeo- 
räumen,  in  denen  das  Wasser  seitwärts  auf  einem  undurchlässigen  Bodea 
abfliesst.  Die  Gesetzmässigkeit  der  Bewegung  des  Wassers  in  der  Sand- 
schicht  wird  in  allen  diesen  Fällen  im  Wesentlichen  gleich  sein,  am  dent- 
lichsten  aber  hervortreten  bei  der  künstlichen  Filtration  von  oben  nach 
unten  durch  eine  horizontale  Schicht  von  gleichförmiger  Dicke  oder  Höhe  Ä. 
wie  solche  hier  vorausgesetzt  werden  soll.  Ihre  obere  und  untere  Fläche 
sei  ^=^  -P,  und  R  die  wirksame  Druckhöhe,  d.  h.  die  Höhe  der  freien  Ober- 
fläche des  über  der  Sandschicht  befindlichen  Wassers  über  der  Grundfläche 
dieser  Schicht,  vermehrt  event.  um  die  Differenz  der  Druckhöhen  in  diesen 
beiden  Horizontalflächen. 

Der  von  dem  Wasser  durchströmte  Zwischenraum  zwischen  den  Sand- 
kömern    ist   als   ein  Netzwerk  von  Haarröhrchen  zu  betrachten,   deren 

u 
Leitungswiderstandshöhe  pro  Längeneinheit  proportional  -r^  gesetzt  werden 

ar 

kann,  wenn  d  die  mittlere  Weite  eines  solchen  Haarröhrchens  und  h  die 
mittlere  Geschwindigkeit  des  Wassers  in  demselben  bedeutet;  denn  in  dem 
allgemeinen  Ausdrucke  der  specifischen  Leitungswiderstandshöhe 

A  =-  «  ^  +  *  J  =  (««*«^  +  h  ^"  (§.'^0,  G1.1 

verschwindet  das  erste  Glied  gegen  das  zweite  um  so  mehr,  Je  kleiner  « 
und  d  sind.  Andere  Widerstände  werden  durch  die  vielfachen  Querscbnitts- 
und  Richtungsänderungen  der  fraglichen  Haarröhrchen  verursacht  Ist  ^ 
der  durchschnittliche  Widerstandscoefficient  für  jede  einzelne  solche  Stelle, 
deren  n  pro  Längeneinheit  vorkommen  mögen,  so  ist  für  diese  die  ent- 

sprechende  Widerstandshöho  ^=^  ng  tt  i  ^io  kann  proportional  --   gescUt 

2g  a 

werden,  sofern  n  als  umgekehrt  proportional  d  zu  erachten  ist  Indem 
nun  endlich  die  mittlere  Länge  eines  in  der  Sandschicht  durchflossenen 
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Haarröhrchens  der  Schichtdicke  h  proportional  gesetzt  werden  muss,  ist 
iie  gesammte  Widerstandshöhe  für  den  Durchgang  des  Wassers  durch  die 
Sandschicht 

8> 


^  =  (^^  +  ^7)*' 


unter  a  und  ß  Coefficienten  verstanden,  deren  Werthe  besonders  davon 
abhängig  sein  werden,  ob  die  Sandkörner  njehr  oder  weniger  glatt  und 
abgerundet  und  ihre  Grössen  mehr  oder  weniger  gleichartig  sind;  dem 
mittleren  Durchmesser  eines  Korns  ist  die  mittlere  Weite  d  eines  Haar- 
röhrchens proportional  zu  setzen. 

Sofern  nun  die  Oeschwindigkeitshöhe,  mit  der  das  Wasser  die  Sand- 
schicht verlässt,  im  Vergleich  mit  B  verschwindend  klein  ist,  müsste  für 
den  Beharrungszttstand  B  =  JI  sein,  wenn  nicht  noch  zu  berücksichtigen 
wäre,  dass  das  Durchfiiessen  des  Wassers  durch  die  Sandschicht  selbst  bei 
verschwindend  kleiner  Geschwindigkeit  wenigstens  eine  solche  wirksame 
Druckhöhe  erfordert,  die  der  Höhe  h'  gleich  ist,  bis  zu  welcher  das 
Wasser  durch  Cäpillarität  im  Sande  aufsteigt.  Mit  Rücksicht  hierauf  muss 
B  =  H  —  h'  gesetzt  werden,  und  ergiebt  sich  somit 

oder,  wenn  —  ud  ein  kleiner  Bruch  ist, 

d^  II— K  (         ß 

u  = z II ud 

a         h         \  a 

oder  endlich,  wenn  in  dem  untergeordneten  Gliede  auf  der  rechten  Seite 

d^  ff—  h' 


u  -—  — 
a 


gesetzt  wird 


rf2  ji  —  h'  f         ßd^  ir  —  h\  .^s 


a         h        \  a^ 


Das  Wasservolumen  FJ  welches  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Sand- 
schicht hindurchfliesst,  ist  dem  Horizontalschnitte  F  derselben  und  jener 
Geschwindigkeit  u  proportional  zu  setzen,  also  etwa 

F  h  -^  \       h       J 

Dabei  sind  a,  y  und  h'  von  der  Beschaffenheit  des  Sandes  in  solcher  Weise 
abhängig,    dass   die  betreffenden  Werthe  nur  durch   Versuche  bestimmt 


542  BEWEGUNG  DES  WASSEB8  DUBCH  8ANDFILTEB.  §.9^ 

werden  können;  aus  Gl.  (1)  ist  aber  zn  schliessen,  dass  unter  sonst  glcicfaei 
Umständen  die  Goefficienten  x  nnd  y  sowie  anch  das  Yerhältniss  —  nm  » 

X 

kleiner  sein  werden,  je  feiner  der  Sand  ist,  während  umgekehrt  U  mit  ab- 
nehmender Eomgrösse  des  letzteren  zunimmt  (§.  63). 

Zur  Prüfung  dieser  Gleichung  können  namentlich  Versuche  dienea, 
welche  Darcy*  in  Dijon  angestellt  hat  Der  dabei  benutzte  Kiessand,  l»e- 
stehend  zum  grössten  Theil  aus  Sand  von  ungefähr  0,8  Milüm.  Siebgrosse, 
zum  kleineren  Theil  aus  Sand  von  1  und  2  Millim.  Siebgrösse  und  an 
feinem  Kies  der  Art,  dass  die  Zwischenräume  ungefähr  0,38  des  gaiuea 
Volumens  ausmachten,  wurde  in  einer  vertical  stehenden  Bohre  voi 
0,35  Mtr.  innerem  Durchmesser  auf  einem  durchbrochenen  Boden  aoi^ 
schichtet,  der  von  zwei  sich  rechtwinkelig  kreuzenden  Bosten  mit  ein^ 
darauf  gelegten  Metallsieb  gebildet  war.  Zu  möglichster  Vermeidung  toi 
Luftblasen  in  den  Zwischenräumen  wurde  die  Bohre  mit  Wasser  gefUt 
bevor  der  Sand  eingestampft  wurde;  die  Dicke  der  Sandschicht  =r  h  wurde 
am  Ende  jeder  Versuchsreihe  gemessen.  Im  Vergleich  mit  den  betiieht- 
liehen  Werthen,  welche  die  Dmckhöhe  H  fast  durchweg  hatte,  konnte  die 
höchstens  wenige  Centimeter  betragende  Höhe  K  nur  eine  ganz  unterge- 
ordnete Bolle  bei  diesen  Versuchen  spielen,  so  dass  mit 

Ä=0,     -r  =  a,     -7  =  ^ 
n  a 

die  obige  GL  (2)  in  der  Form 

V  =r  Fx  —  Ff/.a (3) 

geschrieben  werden  kann.  Im  Folgenden  sind  die  gemessenen  Werthe  voä 
V  (Liter  pro  Minute)  und  7/  (Mtr.)  und  die  daraus  abgeleiteten  Werthe 
von  a  und  v  der  3  ersten  Versuchsreihen,  verschiedenen  Werthen  von  * 
entsprechend,  zusammengestellt;  eine  vierte  Versuchsreihe,  die  sich  2xd 
Sand  von  etwas  gröberem  Korn  bezieht,  umfasst  nur  3  einzelne  Versuche 
für  Ä  =  1,70  Mtr.  und  solche  Druckhöhen  JT,  welche  nicht  verschieden 
genug  sind,  um  bei  so  wenigen  Versuchen  die  Gesetzmässigkeit  deutlich 
hervortreten  zu  lassen. 


*  Les  fontaines  publlques  de  la  ville  de  Dijon,  Paris  18Ö6. 


98. 


BEWEGUNG  DBS  WASSEBS  DÜBGH  SANDFILTEB. 


543 


H 


a 


1) 

h  —  0,58  Mtr. 

3,60 

1,11 

1,914 

1,881 

0,014 

7,65 

2,36 

4,069 

1,880 

0,050 

12,00 

4,00 

6,897 

1,740 

—0,041 

14,28 

4,90 

8,448 

1,690 

—0,064 

15,20 

5,02 

8,655 

1,756 

0,006 

21,80 

7,63 

13.155 

1,657 

—  0,015 

23,41 

8,13 

14,017 

1,670 

0,013 

24,50 

8,58 

14,793 

1,656 

0,012 

27,80 

9,86 

17,000 

1,635 

0,030 

29,40 

10,89 

18,776 

1,566 

—0,009 

2) 

h  » 1,14  M 

tr. 

2,66 

2,60 

2,281 

1,166 

0,059 

4,28 

4,70 

4,123 

1,038 

—0,027 

6,26 

7,71 

6,763 

0,926 

0,078 

8,60 

10,34 

9,070 

0^948 

—0,003 

8,90 

10,75 

9,430 

0,944 

0,001 

10,40 

12,34 

10,825 

0,961 

0,050 

3) 

Ä— 1,71  M 

tr. 

2,13 

2,57 

1,503 

1,417 

0,016 

8,90 

5,09 

2,977 

1,310 

—0,041 

7,25 

9,46 

5,532 

1,311 

0,047 

8,55 

12,35 

7,222 

1,184 

—0,023 

Wenn  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ans  jeder  dieser 
3  Versuchsreihen  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Coefficienten  Fx  und 
F^  von  61.  (3)  berechnet,  dann  damit  die  wahrscheinlichsten  Beobachtungs- 
fehler J,  die  in  obiger  Zusammenstellung  hinzugefügt  wurden  (d.  h.  die 
Differenzen  der  beobachteten  und  der  mit  den  wahrscheinlichsten  Werthen 
von  Fx  und  Fy  nach  Gl.  (3)  berechneten  Werthe  von  «?),  endlich  aus  diesen 
Beobachtungsfehleru  A  die  wahrscheinlichen  Fehler  =  g  und  fi  ableitet, 
welche  den  so  bestimmten  wahrscheinlichsten  Werthen  von  Fx  und  Fy  an- 
haften, so  findet  man: 

1)  ^;r-=:  1,900,   g--=  0,017;   JV  =  0,0173,  1^^0,0014 

2)  Fx  ==:  1,159,   g  =  0,040;  Fy  =  0,0229,  r]  --  0,0051 
3)7^^=1,452,   g-=  0,036;  i^y==  0,0339,   ??-=  0,0074. 

Die  Grössen  g  und  ^  sind  klein  genug  im  Vergleich  mit  Fx  und  Fy^ 
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V 

um  das  durch  Gl.  (2)  ausgedrückte  Abhängigkeitsgesetz  zwischen   -  und  E 

als  hinlänglich  bestätigt  durch  diese  Versuche  betrachten  zu  dQrfen,  inso- 
weit es  wenigstens  bei  ihrer  massigen  Zahl  und  bei  der  von  einem  znin 
anderen  Versuch  derselben  Reihe  wechselnden  Beschaffenheit  des  Sandes 
erwartet  werden  konnte.  Die  drei  Werthsysteme  von  Fx  und  Fy  sind 
freilich  zu  sehr  verschieden,  als  dass  darin  eine  genügende  Bestätigung 

V 
auch  des  Gesetzes  erblickt  werden  könnte,  nach  welchem  ~  gemäss  G].'X 

von  der  Schichthöhe  h  abhängen  sollte.  Indessen  wird  auch  diesem  durch 
die  Versuche  wenigstens  nicht  widersprochen,  weil  die  3  Werthe  des  Haupt- 
gliedes  Fx  von  Gl.  (3)  keine  Beziehung  zu  ä  erkennen  lassen;  ihre  Ver- 
schiedenheiten können  deshalb  hauptsächlich  der  verschiedenen  Beschaffen- 
heit des  Sandes  bei  den  3  Versuchsreihen  zugeschrieben  werden,  wodurch 
dann  auch  die  scheinbare  Abhängigkeit  des  Coefficienten  Fy  von  der 
Schichtdicke  h  illusorisch  wird.  Erlaubt  man  sich,  im  Durchschnitt  für  alle 
20  Versuche 

Fx  =  0,5  . 1,900  +  0,3  . 1,159  +  0,2  . 1,452  =  1,588 

Fy^  0,5  . 0,0173  +  0,3  . 0,0229  +  0,2  . 0,0339  =  0,0223 

zu  setzen,  so  ist  wegen 

2^-=-  0,35  =0,0962  Quadratm. 
4 

a;=16,5;  y  =  0,232, 

falls  ä'  =  0,  Fin  Litern  pro  Min.  ausgedrückt,  und  übrigens  das  Meter 
als  Längeneinheit  vorausgesetzt  wird;  doch  haben  diese  Zahlen  nur  ge- 
ringen Werth,  weil  sie  speciell  für  die  mittlere  Beschaffenheit  des  Sandes 
bei  jenen  Versuchen  gelten,  diese  aber  zu  wenig  bestimmt  definirt  ist  als 
dass  eine  Uebertragung  auf  andere  Fälle  dadurch  ermöglicht  würde.  Das 
Hauptresultat  der  obigen  Rechnung  ist  vielmehr  nur  darin  zu  suchen,  dass 
Gl.  (2)  ihrer  allgemeinen  Form  nach  durch  die  Darcy'schen  Versuche  is 
befriedigender  Weise  (wenigstens  in  Betreff  der  Beziehung  zwischen  V  und 
H)  bestätigt  wird,  während  die  Coefficienten  x  und  y  (eventuell  auch  A') 
für  verschiedene  Fälle  durch  Versuche  zu  bestimmen  bleiben.  Die  Be- 
ziehung 

die  Darcy  selbst  aus  seinen  Versuchen  folgerte,  kann  nur  als  eine  erste 
Näherung  gelten. 
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Dass  V  unter  öbiifeBS  gleicken  U=i>:Är.ira  niie  i.r'?p»>rti :  =jJ  H  i>t. 
wird  auch  durch  Yersadie  toh  Wei^?*  le>ti::jt:  der  T«t:r=:ri!;t liebe  Wwer- 
sprach  mit  der  Theorie,  dt-n  er  djxin  ni.iea  zu  iLtf^n  ^Lkabt.  dias  uioLt 

vielmehr  V  proportioiud  1  H  ach  erd-V:.  f^t  li^i  der  obijxE^a  AMiitun^ 
voa  Gl.  (2)  mit  Rücksidit  auf  die  in  §.  w  t-^^räi^iete  Bri-r-atung  des  zweiten 
Gliedes  im  Ausdrucke  für  die  Leituü^widerstaL-lähOhe  hinw^j.  Was  die 
Beziehung  zwischen  V  und  k  betrifft,  so  K-Lliea&t  Weiss  aus  den  biiden 
ersten  der  Darcy' scheu  Yersucfasreihen.  d^ss  die  Durchdussmenge  einer 
höheren,  als  der  ersten^  Potenz  der  Schichthohe  umgekehrt  proportional 
gesetzt  werden  mOsse,  wie  fireilich  auch  aus  den  oben  unter  1]  und  2'  ge- 
fundenen Werthen  tou  Fx  geschlossen  werden  konnte,  wenn  die  Gleich- 
artigkeit des  Filtermaterials  und  der  Dichte  seiner  Gruppirung  bei  diesen 
zwei  Versuchsreihen  genügend  constatirt  wäre.  In  der  That  ist  aber  letz- 
teres nicht  in  solchem  Grade  der  Fall,  die  Annahme  ein£aicher  Propor- 
tionalität zwischen  der  mittleren  Weglänge  eines  WassertheUchens  in  der 
Sandschicht  und  deren  Höhe  h  aber  zu  plausibel,  als  dass  jene  Folgerung 
aas  Versuchen  mit  nur  zwei  verschiedenen  Werthen  tou  A  überzeugend 
wäre.  — 

Bezüglich  auf  den  technischen  Zweck  der  Filtration,  die  Reinigung 
des  Wassers  von  Schmutztheilchen,  ist  es  bemerkenswerth,  dass  letztere 
erfahrungsmässig  nur  wenige  Centimeter  tief  in  die  Sandschicht  eindringen, 
wie  lange  auch  das  Filter  benutzt  werden  mag,  dessen  Durchflussmenge  V 
dabei  freilich  durch  Verengung  der  haarröhrchenformigen  Canäle  immer 
kleiner  wird.  Dieser  Umstand  ist  übrigens  wesentlich  an  die  Bedingung 
gebunden,  dass  die  Geschwindigkeit  u  des  Wassers  in  der  Sandschicht  sehr 
klein  ist,  und  weil  er  insofern  erwünscht  ist,  als  er  die  ^Erhaltung  resp. 
Wiederherstellung  der  Wirksamkeit  eines  Filters  durch  die  periodische 
Erneuerung  einer  nur  wenige  Centimeter  dicken  oberflächlichen  Sandschicht 
ermöglicht,  so  muss  durch  entsprechende  Wahl  von  K  und  h  dafür  gesorgt 
werden,  dass  «,  somit  die  Durchflussmenge  V  pro  Quadratmeter  de»*  Filter- 
fläche F  eine  gewisse  erfahrungsmässig  angemessene  Grenze  nicht  über- 
schreitet, während  andererseits  mit  Rücksicht  auf  die  mit  F  wachsenden 
Anlagekosten  auch  das  Verhältniss  V :  F  nicht  viel  kleiner  als  nöthig  ge- 
wählt werden  soll.    Dupuit  empfiehlt  (für  künstliche  Filter)  F  ^  3  bis 


*  Dr.  Th.  Weiss,  Studien  über  die  Filtration  des  Wassers  im  Grossen 
und  Theorie  derselben.  Der  Civilingenieur,  1865,  S.  17  und  175.  In  demselben 
Aufsätze  wird  u.  A.  auch  die  Darcy'sche  Beschreibung  seiner  Versuche  wört- 
lich mitgetheilt. 

O  r  s  8  h  o  f ,  theoret.  Maachinenlehre.    I.  35 


546  PEBMANBNTE  BEWEGUNO  DER  LUFT.  §.99. 

^  5  Cubikmeter  pro  Quadratmeter  Filterfläche  in  24  Standen;  hiemacii  wäre 
in  Metern  pro  See.  höchstens  etwa 

^   V  3.5  1 

M  =  3  — 


F         24 .  60 .  60        5760 

zu  setzen,  und  umsomehr  das  Product  ud  für  Meter  und  Secunde  als  Ein- 
heiten in  der  That  ein  äusserst  kleiner  Bruch,  wie  bei  der  obigen  Ableitung 
Ton  Gl.  (2)  vorausgesetzt  wurde. 

Derselbe  Umstand,  dass  bei  kleiner  Filtrationsgeschwindigkeit  die 
Schmutztheilchen  des  Wassers  nur  in  einer  dünnen  Oberflächenschicht  der 
Filtermasse  sich  ablagern,  erklärt  auch  die  ohne  Nachhülfe  unbegrenzt  an- 
dauernde Wirksamkeit  der  natürlichen  Filtration  des  Flusswassers  durch 
eine  sein  Bett  örtlich  begrenzende  Sandschicht  (Sandbank)  unter  übrigens 
günstigen  localen  Umständen,  sofern  nämlich  vor  allem  der  Fluss  in  Folge 
seiner  mit  dem  Wasserstande  wechselnden  Strömungsgeschwindigkeit  perio- 
disch die  schmutzig  gewordene  äusserste  Sandschicht  wegschwemmt  und 
später  durch  neue  Ablagerung  reinen  Sandes  wieder  ersetzt.* 


2.     Permanente  Bewegung  der  Luft. 

§.  99.    Fundamentalgleichungen. 

Die  Luft  gilt  hier  als  Repräsentant  irgend  eines  Gases  oder  Gas- 
gemenges.  Dafür  sind  die  beiden  Gleichungen,  welche  nach  §.  75  in  Ter- 
bindung  mit  Gl.  (1)  und  irgend  zwei  der  Gleichungen  (2),  (3),  (4)  daselbst 
die  5  Grössen  py  Vy  T,  U,  u  und  somit  den  inneren  und  äusseren  Zustand 
unter  gegebenen  Umständen  als  Functionen  von  «,  d.  h.  für  jeden  Quer- 
schnitt F  bestimmen,  nämlich  die  Zustandsgieichung  und  die  Gleichung 
des  inneren  Arbeitsvermögens  nach  §.  18,  Gl.  (4)  und  §.  19,  Gl.  (5) 

pv  ^  BT    und     dJ7:= r  ^(P«^), 

n  —  1 

worin  «  =  -    das  Verhältniss    der   specifischen  Wärmen    für  constanti^ 
e 

Pressung  und  für  constantes  Volumen  bedeutet.  Wenn  in  den  allgemeinen 


*  Eine  nähere  Untersuchung  der  Bedingungen  für  eine  vortheÜhafie  Ao*- 
führung  des  natürlichen  Filtrationssystems  enthält  der  vorhin  angeführte  Auf- 
satz von  Dr.  Th.  Weiss. 
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Gleichungen  (2),  (3),  (4),  §.  75  für  dU  dieser  Ausdruck  und  femer  zur 
Abkürzung 

^'=7r,     folglich     '^  =  dE 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

dE  ~\  vdp  =  dM  —  dB    (1), 

als  Wärmegleichung: 

d{pv)  +  pdv  =  WdQ  -{-dB (2) 

n  —  1 

und  als  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

dH  H -—  d{pv)  =  dM  +  WdQ (3). 

n  —   1 

Von  diesen  3  Gleichungen  ist  jede  die  Folge  der  beiden  anderen;  irgend 
zwei  derselben  nebst  der  Gontinuitätsgleichung  (§.  75,  Gl.  1) 

Fu=  Qv (4) 

und  der  Zustandsgieichung  dienen  zur  Bestimmung  von  p^VyTyU  unter 
gegebenen  Umständen,  überhaupt  zur  Lösung  der  betreflFenden  Aufgaben, 
sofern  dabei  von  der  Verschiedenheit  des  inneren  und  äusseren  Zustandes 
in  verschiedenen  Punkton  eines  Querschnitts  abstrahirt,  dieser  Zustand 
vielmehr  nur  als  mittlerer  in  Betracht  gezogen  wird.  Der  dadurch  be- 
gangene Fehler  ist  (§.  73)  um  so  kleiner,  je  weniger  die  von  den  Luft- 
theilchon  durchlaufenen  Bahnen  und  die  (auf  den  Bahnen  senkrechten) 
Querschnitte  gekrümmt,  je  kleiner  diese  Querschnitte  sind,  und  je  weniger 
das  specifische  Volumen  veränderlich  ist;  aus  letztcrem  Grunde  kann  die 
Voraussetzung  eines  gleichförmigen  mittleren  Zustandes  in  den  einzelnen 
Querschnitten  hier  mit  grösseren  Fehlem  verbunden  sein,  als  bei  der  Be- 
w^ung  des  Wassers. 

Für  die  Arbeit  dM  der  Massenkräfte  und  die  mitgetheilte  Wärme 
dQ  pro  1  Kgr.  Luft  auf  dem  Wege  ds  gelten  die  Ausdrücke  (5)  und  (6) 
in  §.  75,  wenn  die  Massenkräfte  ausser  von  der  eigenen  Bewegung  des 
Gewisses  oder  der  Röhre  nur  von  der  Schwere  herrühren  und  die  Wärme- 
mittheilung (woranter  die  Wärmeerzeugung  durch  die  Bewegungswider- 
stände nicht  begriffen  ist)  nur  durch  die  Wand  des  Gefässes  oder  der 
Röhre  vermittelt  wird  (nicht  etwa  zugleich  durch  einen  chemischen  Process 
im  Innern  des  Gasgemenges,  wie  z.  B.  im  Gylinder  einer  Gaskraftmaschine). 
Die  Widerstandsarbeit  dB  bleibt  näherer  Bestimmung  in  einzelnen  Fällen 
vorbehalten.  Uebrigens  haben  die  in  den  obigen  Gleichungen  vorkommen- 
den Buchstaben  die  in  §.  74  und  §.  75  erklärten  Bedeutungen. 

35* 
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a.    Ausfluss  der  Luft  aus  Gefässen. 
§.  100.    Ausflussmengre  und  Zustand  der  ausfUessenden  Luft. 

Durch  eine  OeflFnung  =  ^  in  der  Wand  eines  Gefässes  fliesse  die  in 
demselben  befindliche  Luft  auf  unveränderliche  Weise  in  einen  äussereii 
Raum  von  geringerer  Pressung.  Zu  grösserer  Allgemeinheit  werde  vor- 
läufig angenommen,  dass  die  Luft  schon  im  Innern  des  Gefässes  in  strö- 
mender Bewegung  begriffen  ist  (z.  B.  in  einer  Gebläsewindleitung  vor  dem 
Ausflusse  aus  den  Düsen),  und  es  seien 

Po       ^0       ^0       «*0       ^0 

die  unveränderlich  gegebenen  Mittelwerthe  der  Pressung,  des  speeifischen 
Volumens,  der  absoluten  Temperatur,  der  Geschwindigkeit  und  Geschwin- 
digkeitshöhe  im  Querschnitte  Fq  des  Luftstroms  im  Gefässe.  Die  ent- 
sprechenden Grössen  seien: 

p     V     T    u     H 

für  den  Ausflussquerschnitt  =  oA^  der  hier  ebenso  wie  beim  Aus- 
fluss des  Wassers  von  der  Mündung  oder  Ausfluss  Öffnung  =  A  wesent- 
lich verschieden  sein  kann  (wenn  es  auch  vorläufig  dahin  gestellt  bleibt, 

ob  hier  wie  dort  stets  a  ^  1  ist),  indem  darunter  der  Querschnitt  des 

Luftstroms  ausserhalb  der  Mündung  verstanden  wird,  in  welchqm  zuerst 
die  Bahnen  der  Lufttheilchen  hinlänglich  gerade  geworden  sind,  um  darin 
überhaupt  einen  gleichförmigen  Zustand,  insbesondere  eine  gleichförmige 
Pressung  p  =  derjenigen  des  äusseren  Baumes  ohne  wesentlichen  Fehler 
voraussetzen  zu  dürfen;  ob  diese  Bahnen  daselbst  auch  parallel  sind  oder 
nicht,  der  sie  rechtwinkelig  schneidende  Ausflussquerschnitt  folglich  eben 
ist  oder  nicht,  hat  auf  das  Aenderungsgesetz  der  Pressung  in  demselben 
nur  untergeordneten  Einfluss,  wie  schon  aus  der  für  Wasser  angestellten 
Untersuchung  in  §.  95  —  Gl.  (4)  und  (6)  daselbst  —  geschlossen  werden 
kann.  In  den  Querschnitten  des  Luftstroms,  welche  zwischen  der  Ausfloss- 
öffnung  und  dem  Ausflussquerschnitte  liegen,  ist  nur  am  Rande  die  Pressung 
auch  =  p  (sofern  überhaupt  von  einer  bestimmten  Grenze  zwischen  dem 
Luftstrom  und  dem  äusseren  Medium  die  Rede  sein  kann,  an  der  dann 
Gleichheit  der  beiderseitigen  Pressungen  herrschen  muss),  während  nach 
innen  hin  durch  die  Krünunungen  der  mit  grossen  Geschwindigkeiten 
durchlaufenen  Bahnen  wesentlich  andere  Pressungen  bedingt  werden  können. 
Das  Ausflussgefäss  sei  ohne  eigene  Bewegung,  so  dass  als  äussere 
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Massenkraft  nur  die  Schwerkraft  in  Betracht  kommt;  h  sei  die  Höhe  des 
Schwerpunktes  von  JPq  üher  dem  Schworpunkte  des  Ausflussquerschnitts. 
Die  Gefässwand  sei  hinlänglich  wenig  durchlässig  für  die  Wärme,  und  die 
äussere  Temperatur  hinlänglich  wenig  von  derjenigen  des  Luftstroms  ver- 
schieden, um  mit  Rücksicht  auf  die  Zeit,  in  der  die  Bewegung  vom  Quer- 
schnitte Fq  bis  zum  Ausflussquerschnitte  aÄ  erfolgt,  von  irgend  einer 
äusseren  Wärmemittheilung  oder  Entziehung  unterdessen  abstrahiron  zu 
dürfen.  Ist  dann  ausser  h  und  den  obigen  Grössen,  die  den  Zustand  im 
Querschnitte  F^  charakterisiren,  auch  p  =  der  äusseren  Pressung  an  der 
Mündung  gegeben,  so  seien  zu  bestimmen:  das  Gewicht  der  pro  See. 
ausflicssenden  Luft  =  G  Kgr.  und  ihr  Zustand  im  Ausfluss- 
querschnitte; letzterer  ist  als  äusserer  Zustand  durch  die  Ausfluss- 
geschwindigkeit M  =  y"  ^gilj  als  innerer  oder  Wärmezustand  durch  eine 
der  Grössen  r,  T  in  Verbindung  mit  p  bestimmt. 

Unter  diesen  Umständen  ist  in  den  Gleichungen  (1) — (3)  des  vorigen 

§.  zu  setzen: 

dQ  =  0     und     dM  =  rfÄ; 

Gl.  (3)  ist  dann  ohne  Weiteres  integrabel  und  liefert  mit  Rücksicht  auf  die 
Zustandsgieichung  {pv  ■=^-  Rl)  durch  Integration  von  Fq  bis  oAx 

r=7^A-TLl^^^-^ (1). 

n  Je 

Hierdurch  ist  T  und  dann  durch  die  Zustandsgieichung  auch  v  bestimmt, 
sobald  II  bekannt  ist.  Zur  Bestimmung  von  II  würde  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft 

dH  -f-  ^^P  =  dh  —  dB 

dienen,  wenn  die  sich  gegenseitig  bedingenden  Gesetze  der  successiven  Ein- 
wirkung des  Bewegungswiderstandes  und  der  Beziehung  zwischen  p  und  v 
für  die  ganze  Bewegung  von  Fq  bis  aA  bekannt  wären.  Sofern  aber  der 
Bewegungswiderstand  hier  nur  erfahrungsmässig  im  Ganzen  beurtheilt, 
nicht  rationell  in  seine  Elementarbestandtheile  für  die  einzelnen  Elemente 
der  Bewegung  von  Fq  bis  ctA  zerlegt  werden  kann,  liegt  es  nahe,  zuvörderst 
R  ohne  Rücksicht  auf  den  Widerstand  zu  berechnen  und  den  gefundenen 
Werth  mit  einem  Erfahrungscoefficienten  zu  multipliciren.  Ohne  Wärme- 
mittheilnng  von  aussen  und  ohne  Wärmeentwickelung  durch  Widerstände 
in  der  Luftmasso  selbst  befolgt  ihre  Zustandsänderung  das  Gesetz: 

pv*^  =  Const.  nach  §.  20  unter  3) 
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und  orgiebt  sich  dann  mit  Rücksicht  auf  die  daselbst  angeführten  Formeh 
durch  Integration  der  obigen  Differentialgleichung  mit  dB  =  0: 

H  —  Hq  =  h  —   /  vdp  =  Ä  -[-  PqVq  —  vo  -\-  f  pdv  = 


Pü 


»0 


n  —  1 


N-1 


und  schliesslich  bei  Multiplication  von  JI  mit  dem  Erfahrungscoefficienten  — ^ 


w  —  1 


9 


-H=H,  +  h  + 


n 


n  —  1 


Po^o 


ö  "]■■■•« 


Der  Coefficient  q)  hat  die  Bedeutung  des  in  §.  76  erklärten  Ge- 
schwindigkeitscoefficienten,  der  aber  hier  nicht  in  der  einfachen  Be- 
ziehung zum  Widerstandscocfficienten  g  steht,  wie  es  bei  Wasser  der  Fall 
ist;  es  ist  vielmehr,  wie  gleichfalls  a.  a.  Orte  bemerkt  wurde, 


Nachdem  durch  Gl.  (1)  und  (2)  der  Zustand  ermittelt  ist,  in  welchem  die 
Luft  den  Ausflussquerschnitt  durchströmt,  findet  man  die  Ausflussmenge 
aus  Gl.  (4)  des  vorigen  §.  mit  F  ==  aA: 


G  =   ^  aAu  ^ 

V  ET 


•  •  •  (3/ 


Wenn  die  Mündung  im  Yerhältniss  zu  den  Dimensionen  des  Ausfluss- 
gefässes  klein  genug  ist,  um  2/^  =  0  setzen  zu  dürfen,  was  unter  fthn- 
liehen  Umständen  mit  entsprechender  Annäherung  geschehen  kann,  wie  bei 
Wasser  die  Vernachlässigung  der  Geschwindigkeit  «q  an  der  freien  Ober- 
fläche im  Gefässe  (§.  79),  und  wenn  auch  Ä  =  0  resp.  sehr  klein  ist,  oder 
wenn  die  Geschwindigkeit  Uq  an  der  BeobachtungsteUe  von  p^  und  die 
Höhe  h  dieser  Stella  über  der  Mündung  dadurch  näherungsweise  berück- 
sichtigt werden,  dass  unter  Pq  die  daselbst  beobachtete  Pressung  vermehrt 
ff.  +  h 


um  — 


V, 


verstanden  wird,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (1)— (3): 


u  =  g) 


V   ^^^^-f  ^o-< 


1   - 


P 
"^Po 


n  —  I 


w    ~\ 


i's 
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r 


n  —  1     H 

n       PqVq 


-  1  -  (jP 


8 


1  ~ 


P 

Po 


w  -  1 


N 


.  .  (5), 


G 

■^  Po 


j»      '^  n  —  1   r<) 


1  — 


1  -<f> 


1  — 


^ 
^^0- 


P 

n 


w  —  1 


.  .  .  .  (6). 


Der  Ausdruck  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  u  ist  aus  der  Gleichung 
der  lebendigen  Kraft  erhalten  worden  unabhängig  von  den  besonderen 
Formen  der  Zustandsgieichung  und  der  Gleichung  des  inneren  Arbeits- 
vermögens für  Gase,  nur  auf  Grund  des  Gesetzes 

j. 
pv**  =  Const.     oder     p*^v  =  Const, 

für  eine  Zustandsänderung  ohne  Wärmemittheilung  von  aussen  und  ohne 
Wandlung  von  Widerstandsarbeit  in  Wärme.  Mit  n  =  00  gilt  dieses 
Gesetz,  indem  es  t?  =  Const.  liefert,  auch  für  Wasser,  und  folgt  dann  die 
Ausflussgeschwindigkeit  u  desselben  aus  GL  (2) 


u  =  ^y^o'  +  2y[^  +  (Po  —  P)^o]  = 


^y  uq 


2 


+  2yU  + 


Po 


P' 


wie  anderweitig  bekannt  ist,  während  die  Ausflussmenge  aus  der  Continui- 
tätsgleichung  gefunden  wird: 

Gv  ^=  V  =  aAu. 
Die  Berücksichtigung  von  Uq  und  h  kann  hier  ohne  Fehler  dadurch  geschehen, 

TT*  I         T 

dass  — ^- in  p^  eingerechnet  wird,  woraus  zu  schliessen,  dass  damit 

^0 
bei  der  Anwendung  auf  Gase  ein  um  so  kleinerer  Fehler  verbunden  sein 


*)  Obige  Formeln  sind  vom  Verfasser  im  Jahrgange  1863  der  Zeitschrift 
des  Vereins  deutscher  Ingenieure  entwickelt  worden,  nachdem  W eis b ach 
schon  vorher  (18ö5)  dieselbe  Gleichung  für  u  aufgestellt,  bei  der  Beortheilung 
des  auch  die  Ansflussmenge  bedingenden  Zustandes  der  ausfliessenden  Luft 
jedoch  den  Einfluss  der  Wärmeentwickelung  durch  die  Widerstände  übersehen 

hatte.  Indessen  war  es  irrthümlich,  wenn  auch  der  Verfasser  a.  a.  0.  t  =  -  ..  —  1 
setzte. 
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wird,  je  weniger  v  veräuderlich,  also  Pq  von  p  verschieden  ist.  Die  obigen 
Gleichungen  für  T  und  G^  sofern  sie  auf  den  besonderen  Formen  der  Zo- 
standsgleichung  und  des  inneren  Arbeitsvermögens  für  G^e  beruhen,  siod 
natürlich  nicht  auf  "Wasser  anwendbar. 

Sind  Pq  und  p  verhältnissmässig  wenig  verschieden,  ist  also,  wenn 

^  =.  1  -  ^-^^-  =  1-6 
Po  Po 

gesetzt  wird»  6  ein  kleiner  Bruch,  so  ist  näherungsweise 

Kpo)  n  n  Pq 

und  gehen  damit  die  Gleichungen  (4) — (6)  bei  consequenter  Vernachlässi- 
gung von  6^  gegen  1  über  in: 


u  =  ^  '^2g  (Po  —  Pj^o (7 ' 


^  -^.  1  _  ^2  '1 1  j ,s) 


To  ^         n 


G 


'-^■^->lK%^"f -'•■■<»' 


Die  Ausflussgeschwindigkeit  kann  also  in  diesem  Falle  ebenso,  die  Ausfluss- 
mengo  nur  mit  geringerer  Annäherung  ebenso  berechnet  werden  wie  für 
Wasser. 

Sofern  der  Wärmezustand  eines  Gases  nicht  sowohl  durch  Pressung 
und  specifisches  Volumen,  als  vielmehr  durch  Pressung  und  Temperatur 
(messbar  durch  Manometer  und  Thermometer)  charakterisirt  zu  werden 
pflegt,  kann  für  den  praktischen  Gebrauch  in  allen  obigen  Formeln  v^  durch 
Tq  ausgedrückt,  nämlich 

"-    Po 

gesetzt  werden.    Dabei  ist  insbesondere  für  atmosphärische  Luft  zn 

setzen  (§.  17): 

R  =  29,3;     n  =  1,41 

-  =  0,709;      ~ =-  0,291; =  3,44. 

n  n  n  —  1 

Bei  der  Anwendung  auf  Gebläse  pflegt  es  sich  um  solche  Pressungs- 
diflferenzen  zu  handeln,  für  welche  höchstens  etwa  6  =  0,2  ist.  Indem  dafür 
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n  -  1 

H 


A—  (^  )        =  1  —  (0,8)0.»i  —  0,0628 

--"  ^  d  =  0,291 .0,2  =  0,0582 
n 

ist,  können  die  Formeln  (7) — (9)  immerhin  schon  als  zu  wenig  zutreffend 
erscheinen;  eine  genügende  Annäherung  wird  dann  aher  erhalten,  wenn 
die  Entwickelung  bis  zu  dem  Gliede  mit  6^  ausgedehnt,  also 

1-  (^)  ""^  1  -d  -  rf)"^'^  ^-irf(i  +  J-rf), 

\pj  n  \  2n    J 

insbesondere  für  atmosphärische  Luft  =  0,291  6  (1  -f- 0,355  ö)  gesetzt  wird 
(=r  0,0623  für  ö  =  0,2). 

Für  den  praktischen  Gebrauch  kann  übrigens  in  solchen  Fällen,  wo 
es  nur  auf  die  Ausflussmengo  ankommt,  die  Berechnung  derselben  mit 
Hülfe  eines  einzigen  erfahrungsmässig  zu  bestimmenden  sogenannten  Aus- 
flusscoefficienten  (statt  der  beiden  Coefficientcn  a  und  9))  vorgezogen 
werden.  Wird  derselbe  mit  fi  bezeichnet  und  darunter  das  Verhältniss 
der  effectiven  zu  derjenigen  Ausflussmenge  G  verstanden,  die  der  Voraus- 
setzung a  ==  1,  <jp  =  1  (d.  h.  der  Voraussetzung  einer  widerstandslosen 
Bewegung  und  der  Gleichheit  von  Ausflussquerschnitt  und  Ausflussöffnung) 
unter  übrigens  gleichen  Umständen  entspricht,  so  folgt  aus  Gl.  (6) 


8  M    +    1 

A 


p y    ( p^  " 


L\;?o^        ^Po' 


(10). 


Dieser  Coefficient  (i  ist  nicht  =^  agp,  wie  bei  Wasser,  sondern 

//  <C  ci<p. 
Wenn  dann  wieder 

Po  Po 

gesetzt  wird,  und  bei  Voraussetzung  massiger  Grösse  von  d  (etwa  <;^  0,2) 

P 
die  in  Gl.  (10)  vorkommenden  Potenzen  von        bis  zu  den  Gliedern  mit  6^ 

Po 

RT 
entwickelt  werden,  so  findet  man  mit  v^  =--  — ^ 

Po 


^  1/  y    .  f  3 


A=  ^'^V  RtJ  V  -  Yn'^ ^'^^^ 
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insbesondere  fttr  atmosphärische  Luft  (£  ==  29,3;  n  ==  1,41;  ^  =9.81)1 


^  =  0,818^^^0  y^   (1 


1,06  d) 


(12J 


eine  Formel,  welche  z.  B.  zur  Beurtheilung  der  aus  den  Düsen  eines 
Gebläses  unter  gegebenen  Umständen  ausströmenden  Windmenge  amsa 
mehr  ausreichend  ist,  als  dabei  der  Coefficient  (i,  die  Gesammtgrösse  Ji\ 
der  (durch  Schlackenansätzö  möglicher  Weise  verengten)  DflsenmAndmigei 
und  die  äussere  Pressung  p  (mit  Rücksicht  auf  den  Widerstand  der 
Schmelzmassen)  gewöhnlich  mit  grösseren  Fehlern  behaftet  sind,  als  die] 
Formel  an  sich.  — 

Wenn  nun  aber  auch  für  die  technischen  Anwendungen  vorzugsweise, 
nur  der  Fall  einer  massigen  Verschiedenheit  der  inneren  und  äusseren 
Pressung  Wichtigkeit  hat,  ist  es  doch  von  Interesse,  die  Gesetze  der 
Luftausströmung  innerhalb  des  ganzen  Aenderungsgebietes  des 

Verhältnisses  —  von  1  bis  0  zu  prüfen.    Unter  der  VoraussetzuBg, 

Po 
dass  Pq,  Vq,  Tq  gegeben. sind,  also  p  von  p^  bis  0  abnimmt,  und  dass  dabei 

9)  denselben  Werth  beibehält,  ergiebt  sich  zunächst  aus  GL  (4),  dass  die 

Ausflussgeschwindigkeit  beständig  wächst 


von  0  bis  max.  u  =  (py    2g 


n 


n  —  1 


i^o^'o 


=  9)(/2y— ^-äTo, 


während  die  Temperatur  der  Luft  im  Ausflussquerschnitto  nach  Gl.  (5)  be-j 
ständig  abnimmt 

von  Tq  bis  min.  T  =  (1  —  9)^)^0, 
dagegen  das  speclfische  Volumen  v  gemäss  der  Gleichung 

beständig  wächst  von  Vq  bis  cx>.    Wenn  man  also  annehmen  dürfte,  dass 
ausser  <p  auch  a  unverändert  bleibt,  so  würde 


G 
A 


a 


u 


V 


0      ,. 
von     a  —     bis     a 


V 


0 


max.  u 


00 


d.  h.  von  0  bis  0 


P 


sich  ändern  und  für  einen  gewissen  mittleren  Werth  von       einMaiiaw» 
werden,  nämlich,  wie  aus  Gl.  (^6)  leicht  gefunden  wird,  für 
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n 


-Po 

unter  x  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


.2 


/3«  +  1         3n  —  1    \\      _       2n       f\ \ 

w +T  ~"  »  +  1  ^;  "^  "~  »  +  1  W*       / 


(13) 


Terstanden;  mit  go  =  1,  also  auch  gemäss  Gl.  (10)  würde  das  Maximum 
von  G  dem  Verhältnisse 


M 


^_f„A_Y"   dC 

f  0  \w  +  1- 


enUprechen,  und  sich  ergeben: 


=  "  F  2^„-ri(^r' 


'^-^  = « 1/  2^ ^^  f_4_y "' ?o (15), 

+    l^\»    +    1/  fo 

1  Ji'n 

insbesondere  für  atmosphärische  Luft  mit  —  =  — ^,  -ß  =  29,3, 

»=  1,41,  y  =  9,81: 

max,  Q         ^^       Po       ,    .      P  ^  .»r.««  /^/.n 

-—  --=  0,3972//  -r-^     bei     —  =  0,5266 (16). 

Diese  Folgerungen  aus  den  oben  entwickelten  Formeln  haben,  was 
tt,  Tund  V  betrifft,  nichts  Widersinniges  an  sich-,  dagegen  erscheint  es 
Ton  vornherein  unmöglich,  dass  unter  übrigens  gleich  bleibenden  Umstän- 
den bei  abnehmender  äusserer  Pressung  p  von  einer  gewissen  Grenze  an 
die  Ausflussmenge  abnehmen  sollte  der  Art,  dass  nach  einem  luftleeren 
Kaume  hia  gar  kein  Ausströmen  mehr  stattfände.  Daraus  ist  zu  schliessen, 
dass  die  hier  zu  Grunde  gelegte  Voraussetzung  eines  constanten  Werthes 
von  a  unzulässig  ist,  dass  vielmehr  dieser  Coefflcient  wenigstens  von  einer 
gewissen  Grenze  an  bei  abnehmender  äusserer  Pressung  ins  Unendliche 
zunimmt.  In  der  That  fanden  de  Saint-Venant  und  Wantzel,^  dass 
von  einem  gewissen  Werthe  der  abnehmenden  äusseren  Pressung  an  ge- 
rechnet die  Ausflussmenge  der  Luft  fast  constant  bleibt,  und  wenn  auch 
gegen  ihre  Versuchsmethode  gegründete  Bedenken  erhoben  wurden,  so  dass 
die  Resultate  derselben  im  Uebrigen  wenig  Vertrauen  verdienen,  so  ist 

•  Memoire  et  exp^rlences  sur  r^coulement  de  Tair,  d^termin^  par  des  diff^- 
rences  de  pressions  consid^rables.  Journal  de  r£cole  polytechnique,  1839.  In 
diesem  Aufsätze  findet  sich  auch  schon  die  obige  Gleichung  (10)  zum  ersten 
Mal  aufgestellt. 
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doch  die  obige  Thatsache  an  und  für  sich  auch  durch  die  (später  näher  zo 

besprechenden)  Versuche  Napier's  über  den  Ausfluss  des  Wasserdampf«» 

und  kürzlich  (1871)  durch  Versuche  Zeuncr's  über  den  Ausfluss  der  Lnft 

bei  starkem  Ueberdruck  bestätigt  worden:  die  Ausflussmenge  wurde 

immer  fast  constant  gefunden,  sobald  p  bis  zu  einem  solchen 

Werth  abgenommen  hatte,  bei  welchem  unter  der  Voraassetznng 

eines    constantcn   Ausflussquerschnittes    der  Theorie    zofolge 

das  Maximum  von   G  hätte  stattfinden  sollen.     Für  solche  Mob- 

düngen,  aus  denen  die  Luft  ohne  äussere  Contraction  ausfliesst  (cylindrisdie 

oder  wenigstens  nach  aussen  cylindrisch  verlaufende  Ansatzröhren),  ist  nach 

Zeuncr  dieser  Satz  als  unbedingt  richtig  zu  betrachten,  in  anderen  Fäüen. 

namentlich  bei  Mündungen  in  der  dünnen  Wand,  allerdings  nur  nähernngs- 

weise  in  Folge   einer   Abhängigkeit    der  Contraction  von  dem  Verhält- 

P 
nisse  — . 

Diese  Contraction  des  Strahls  ist  hier  offenbar  von  anderer  Art,  als 

bei  Wasser;  sie  findet,   wenn  wenigstens   —  unter  einer  gewissen  Grenze 

Po 
liegt,    nur   vorübergehend  statt,    indem  der  Strahl  nach  seiner  anfäng- 
lichen Zusammenziehung  alsbald  sich  wieder  ausdehnt  um  so  schneUer,  je 

P 
kleiner  —  ist,   so  dass  im  kleinsten  Querschnitte  die  Bahnen  der  Loft- 

Po 
theilchen  zwar  vorübergehend  parallel  werden,  dabei  aber  doch  sehr  stark 

gekrümmt  sein  können.  Nur  dadurch  scheint  es  erklärlich,  dass  die  mitt- 
lere Pressung  in  diesem  kleinsten  Querschnitte  wesentlich  >  p  sein  kann, 
wie  doch  angenommen  werden  muss,  damit  der  stets  nur  endlichen  Ge- 
schwindigkeit selbst  bei  unendlich  kleiner  Grösse  von  p  gleichwohl  cme 
Durchflussmenge  G  von  endlicher  Grösse  entsprechen  könne.  — 

Schliesslich  mag  darauf  hingewiesen  werden,  wie  der  Satz,  dass  die 
Pressung  im  kleinsten  Querschnitte  nur  so  lange  =  der  äusseren  Pressung 
p  sein,  und  somit  dieser  kleinste  Querschnitt  =  cui  (unter  a  einen  wirk- 
lichen Contractionscoefficienten  <  1  verstanden)  nur  so  lange  mit  dem  in 
obiger  Weise  definirten  Ausflussquerschnitte  identisch  sein  könne,  als  das 

P 
Verhältniss  =  —  der  äusseren  zur  inneren  Pressung  nicht  unter  eme 

Po 
gewisse  Grenze  hinab  sinkt,  auch  anderweitig,  nämlich  durch  eine  ähnlicke 

Betrachtung  begründet  werden  kann,  wie  in  §.  80  der  kleinstmögliche 

Contractionscoefficient  a  des  ausfliessenden  Wassers  =  ^/j  gefunden  wnrde. 

Sofern  nämlich  allgemein  die  Reaction  R  der  Flüssigkeit  (hier  der  Lnfl 

wie  dort  des  Wassers)-  entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Ausflussgeschwindig- 
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keit  u  (identisch  im  vorliegenden  Falle  mit  der  Geschwindigkeit  im  kleinsten 
Querschnitte)  =  der  Bewegungsgrösse  der  pro  See.  ausfliesseuden  Luft,  also 

G 
R  =  ~  u 

9 
und  diese  Reaction  zu  betrachten  ist  als  der  IXeberschuss  eines  entgegen- 
gesetzt dem  Sinne  von  u  genommenen  durch  den  Ansfluss  der  Luft  be- 
dingten Normaldruckes   P  derselben    auf  das   Gef&ss  über  eine  gewisse 
Reibung  ==  i2',  womit  im  Sinne  von  u  die  Luft  auf  die  Gefässwand  wirkt,  ist 

p  =  R  +  b: 

=  derjenigen  Reaction  JK,  welche  ohne  Reibungswiderstände  unter  sonst 
gleichen  Umständen  stattfände,  also 

falls  bei  der  Berechnung  von  u  und  G  der  Geschwindigkeitscoefficient  <jp 
=  1  gesetzt  wird,  d.  h.  mit 


«=  V'^v^ 


»  — 1 


Po^o 


L  \Po/        J 


und     G 


aAu 


.      aAu  aAu  fp\** 


P  =   2aA 


u 


2gv. 


1 

n 


=  2aA 


n 


n 


Po 


P 


l 
n 


f 


Indem  aber  andererseits  auch  dieser  Druck  wenigstens  gleich  ist  dem 
üeberschuss  des  Druckes,  der  im  Zustande  der  Ruhe  (bei  geschlossener 
Mündung)  auf  die  ebene  Fläche  A  ausgeübt  wird,  über  denjenigen,  der  im 
Zustande  der  Bewegung  im  gleichen  Sinne  im  kleinsten  Querschnitte  oA. 
nebst  der  seinen  Umfang  mit  dem  Umfange  der  Mündung  verbindenden 
krummen  Oberfläche  des  Luftstroms  stattfindet,  nämlich  um  so  mehr  grösser 
ist,  je  mehr  die  Luft  schon  längs  dem  die  Mündung  umgebenden  Theil  der 
Gefässwand  der  Mündung  mit  einer  wesentlichen  Geschwindigkeit  zufliesst 
und  dadurch  auch  hier  der  hydraulische  Druck  auf  die  Gefässwand  im 
Sinne  von  u  merklich  kleiner  ist  als  der  hydrostatische,  entsprechend  einer 
ebenso  grossen  Vennehrung  =  P'  des  Normaldruckes  P  entgegengesetzt 
dem  Sinne  von  «,  ist 

P=P  -\-  A(,p,  -p)>  A{p,  —  p). 
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Ans  beiden  Beziehungen  hinsichtlich  P  folgt: 

> mit     X  =  ^ (10- 

1  —  X         2a       n  Pq 

Im  Falle  »  =  oo,  entsprechend  einem  constanten  specif.  Yolamen^  i^ 

a;**  —  X         n  —  1 


1  —  X  n 


=  1, 


und  folgt  aus  der  Bedingung  (17):  a  ^  — ,  wie  in  §.  80.  Hat  aber  •  einen 

endlichen  Werth  >  1,  so  ist  mit  a?  =  1  —  g: 
1 


x^  —  X 


i-rl+  o- Kr-i)^*---  1+1 


X  §L  «^         2«\« 

1\  /.         £  \         «  —  1 


=  ('-^)('-f.--)< 


1 

folglich  der  Grenzwerth  von  a  grösser  als  — ,  und  es  ist  dann  umgekehrt 

für  irgend  einen  gegebenen  Werth  von  «  >  ^  durch  die  Bedingung  (17) 

P 

ein  Grenzwerth  von  x  bestimmt,  unter  welchen  das  Verhältniss   —   keinen- 

falls  sinken  kann,  wenn  p  zugleich  die  Pressung  im  kleinsten  Querschnitte, 
also  dieser  mit  dem  Ausflussquerschnitte  identisch  sein  soU.  Insbesondere 
mit  n  =  1,'41  ergiebt  sich: 

^0,7092  _  :r  ^    0,1454  ,,«. 

— T- > ^^^^ 

1  —  X  a 

z.  B.  für  a  =  1  0,9       0,8       0,7       0,6 

X  >  0,19     0,24     0,31     0,42     0,61 

p 
Diese  Grenzwerthe  von  a:  =  — ,  welche  sich  so  erheblich  abhängig  tob 

Po 

a  zeigen,  würden  mit  den  durch  Gl.  (13)  bestimmten  Werthon  von  — ,  die 

Po 
von  dem  Geschwindigkeitscoefficienten  q>  abhängen,  nur  dann  vergleiditer 

sein,  wenn  die  vorhin  mit  P'  bezeichnete  Grösse  hinsichtlich  ihrer  Beiie- 

hung  zu  a  und  q>  rationell  in  Anschlag  gebracht  werden  könnte. 


j 
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§.  101.    Andere  Gestalt  der  Ansflussformeliiy  uaeb  Zeuner* 

Durch  die  im  vorigen  §.  entwickelten  Formeln,  deren  Buchstaben- 
bezeichnungen auch  im  Folgenden  unverändert  beibehalten  werden,  ist  der 
Einfluss  des  Bewegungswiderstandes  auf  die  Weise  berücksichtigt  worden, 
dass  dieser  Widerstand  gewissermassen  am  Ende  der  Bewegung  bis  zum 
Ausflussquerschnitte  concentrirt  einwirkend  gedacht,  demgemäss  die  Aus- 
iiassgeschwindigkeit  u  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  denselben  berechnet 
und  erst  nachträglich  mit  einem  Correctionsfactor,  dem  Geschwindigkeits- 
coefficienten  9?,  multiplicirt  wurde;  durch  die  Fundamentalgleichungen  war 
dann  ohne  Weiteres  auch  die  Temperatur  T,  also  wegen  der  gegebenen 
Pressung  p  überhaupt  der  Wärmezustand  der  Luft  im  Ausflussquerschnitte 
mit  Bücksicht  auf  den  Bewegungs widerstand  bestimmt,  während  die  Aus- 
flnssmenge  G  ausserdem  von  einem  zweiten  Erfahrungsco^fficienten  a  be- 
züglich auf  die  Grösse  des  Ausfiussquerschnitts  abhängig  gemacht  wer- 
den musste. 

« 

Wenn  nun  auch  das  wahre  Gesetz,  nach  welchem  der  Bewegungs- 
widerstand die  Zustandsänderung  der  ausströmenden  Luft  successive  beein- 
flusst,  nicht  bekannt  ist,  und  ohne  näheres  Eingehen  auf  die  Natur  des 
fraglichen  Widerstandes  und  die  Bewegungsart  der  einzelnen  Lufttheilchen 
aach  nicht  würde  erkannt  werden  können,  so  ist  doch  möglicher  Weise 
ein  immerhin  besserer  Anschluss  an  die  thatsächlichen  Verhältnisse  da- 
durch zu  erreichen,  dass  statt  jener  Aufeinanderfolge  einer  widerstands- 
losen Bewegung  und  eines  dann  plötzlich  einwirkenden  Widerstandes  irgend 
eine  stetige  Zustandsänderung  vorausgesetzt  wird,  die  von  Anfang  an  unter 
dem  Einflüsse  des  Widerstandes,  also  der  dadurch  bedingten  Wärmeent- 
wickelung  stattfindet,  vorbehaltlich  erfahrungsmässiger  Bestimmung  eines 
in  der  vorausgesetzten  Gleichung 

der  Zustandscurve  (§.  13)  vorkommenden  Coefficienten.  Wie  schon  in 
§.  20  bemerkt  wurde,  empfiehlt  sich  in  solchen  Fällen  in  Ermangelung 
sonstiger  specieUer  Anhaltspunkte  im  Allgemeinen  die  Annahme: 

pv"^  =  Conat.-- (1), 

unter  m  einen  in  jedem  einzelnen  Falle  constanten  Exponenten  verstanden, 
der  im  vorliegenden  Falle  um  so  mehr  <C«  sein  wird,  je  grösser  der 
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Widerstand  ist,  je  mehr  also  durch  die  Wärmeent Wickelung  desselben  die 
Pressungsabnahme  bei  der  Expansion  vermindert  wird. 

Nach  §.  20  ist  die  durch  das  Gesetz  (1)  bestimmte  Zustandsändenmg 
auch  dadurch  charakterisirt,  dass  für  jedes  Element  derselben  die  mitgetheüür 
Wärme  dQ  zur  Temperatur  Veränderung  dT  ein  constantes  Verhältniss  hat 
Die  Wärme  dQ  ist  hier  das  Aequivaleiit  der  elementaren  Widerstandsarbeit 
dB'^  dT,  nach  der  Zustandsgieichung  proportional  d{pv\  ist  nach  GL  (31, 
§.99,  auch  proportional  dll,  wenn  ausser  von  einer  äusseren  Wärmemit- 
theilung auch  von  einer  Schwerearbeit  abstrahirt,  also  M  =  h  =:  0  gesetzt 
wird.  Unter  dieser  Voraussetzung  entspricht  also  der  Zustandsändenmg 
nach  dem.  Gesetze  (1)  ein  constantes  Verhältniss: 

dB        ^     ,  ^        ^     .  /^        ^x 

--  •  =  Const.,  woraus  B  =  Const  (11  —  /Zq) 
dll 

B 
folgt,  also   Con^.  ^  —  =  g,  d.  h.  =  dem  Widerstandscoefficien- 

ten  (§.  76,  Gl.  1),  wenn  auch  iT^,  =  0  wäre.  Hiemach  ist  begreiflich, 
wie  Zeuner*  umgekehrt  unter  der  Voraussetzung  A  =  0,  iZJ^  =  0  ans 
der  Annahme: 

dB 

dH  ^  "^  ^ 

die  Gl.  (1)  der  Zustandscurvo  als  Folgerung  erhalten  konnte.  Hier  mag 
es  vorgezogen  werden,  von  Gl.  (1)  als  Annahme  auszugehen,  weil  sie 
nicht  weniger  willkürlich  erscheint,  als  die  Zeuner'sche  Annahme,  und 
weil  dies  der  Allgemeinheit  wegen  wünschenswerth  ist  sowohl  mit  Rflck- 
sieht  auf  solche  Fälle,  in  denen  nicht  A  =  0^  /Tq  =  0  ist,  als  auch  in  Be- 
treff einer  späteren  Anwendung  auf  Dämpfe,  bei  denen  nach  §.  41,  GL(6> 
dem  Gesetze  pv^  ==  Const,  keineswegs  ein  constantes  Verhältniss  der  ele- 
mentaren Wärmeentwicklung  und  der  Temperaturänderung  entspricht 

Gemäss  dieser  Annahme  (1)  und  der  Gleichung  des  Arbeitsvermdgens 
(§.  99,  Gl.  3),  aus  welcher  durch  Integration  vom  Querschnitte  Fq  im  Ge- 
isse bis  zum  Ausflussquerschnitto  aA  folgt: 

n 
H  —  11q  =  h  +  —-     -  (pqV^  —  pv), 

n  —  1 


*  Neue  Darstellung  der  Vorgänge  beim  Ausströmen  der  Gase  und  Dämpfe 
aus  Gefassmündungeu.     Civilingenieur,  1871,  S.  71. 


§.  101. 


MBNGE  UND  ZUSTAND  DEB  AUSFLIKSSEKDBK  LUVT. 


561 


ist  nun  mit  Racksicht  auf  §.  20,  Gl.  (3) 


n 


n  —  1 


m  -1 


m 


.       .       ■        •       .        [^Jm 


Diese  Gleichung  bestimmt  jetzt  die  Ausflussgeschwindigkeit  u  =  y2gl£ 
statt  Gl.  (2)  im  vorigen  §.,  indem  zur  Berücksichtigung  des  Bewegungs- 
Widerstandes  statt  des  Coefficienten  q>  jetzt  die  gleichfalls  erfahrungsmässig  zu 
bestimmende  Zahl  m  dient,  dieZeuner  den  Ausflussexponenten  genannt 

hat  Die  Beziehung  zwischen  beiden  ist  von  dem  Verhältnisse        abhängig: 

^0 


fn--l 
m 


H—ir.  —  h 


0 


«  — 1 


(3\ 


9> 


-^Jl-JI^-h 


P   .. 


Einfacher  und  unabhängig  von  -^-^  ist  die  Beziehung  zwischen  m  und 

Po 
dem  Widerstandscoefficienten  g.  Nach  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

(§.  99,  Gl.  1)  ist  nämlich: 


B  +  R 


—  JTq  ^=  h  —  jvdp  = 


Po 


Ä  +  Po^^o  —  P^  +  Jpd^, 

»0 


also  mit  B  =  ^IT  und  gemäss  Gl.  (1)  nach  §.  20,  Gl.  (3)  und  (4) 


(1  +  QII=  IT,  +  Ä+  p,v. 


m  —  1 


m^-_l 
m 


+ 


m 


m 


(4); 


hieraus  and  aas  61.  (2)  folgt: 


m  —  1 


n 


m 


(SÄ-  +  2f  -  jt;,  -  Ä), 


also  mit 


s'  = 


R 


H  —  U^  —  h 


s 


(5) 
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S'  = 


m 


n  —  1 


n 


m 


m 


Vi  —  1        n 

n(l  +  r)        ^  —  1 

1  +  ^g'  '  «» 


n  {m  —  1) 

«  —  1 
«(1  +  O 


(6). 


Der  Zustand  der  Luft  im  Ausfiussquerschnitte  ist  nach  §.  20,  GL  (3] 
bestimmt  durch: 

1^  m  —  1 


^0  \P^  -'o  ^1^0/ 


IM 


<' 


und  die  Ausilussmenge  (Egr.  pro  See.)  durch  die  Continuitätsgleichnng: 

aAu  (py ^3^ 


G 


aAu  aAu  f  p\ 


Ist  A  ^  0  und  TZq  =  0,  oder  wird  der  Einfluss  dieser  Grfesen  da- 
durch näherungsweisc  berQcksichtigt,   dass  unter  Pq  die  im  Querschnitte 


Fq  des  Gefässes  beobachtete  Pressung  vermehrt  um 


JZ,  +A 


—   verstanden 


wird,  so  ergiebt  sich  die  Ausfiussgeschwindigkeit  und  Ausflussmenge  «s 

Gl.  (2)  und  (8): 


=  aV  29-1 


W  —  1 

m 


Po^'o 


['-©"] 


(j»; 


Ml 


-h     1 


G 

A 


1  «^0  L\l?o 


"-  (^) "  ] 


.  (10 


In  diesem  Falle  ist  g*  =  g,  also 


«  —  m 

5  =  ;^(-3-i)-'   «» 


n(l  +  £)      »t  —  1  ^  J«^7_i._   (11). 


1  +«S  ' 


m 


«(1  +  £) 


und  die  Beziehung  zwischen  9p  und  g  kann  nach  Gl.  (3),  wenn  f    -  j 

=^  ^  gesetzt  wird,  in  der  Form  dargestellt  werden: 

1 


9 


1  —q 


;    1  +  S  = 


lg[i  -  (1  -  ,)9«J 


-  .  .  (12V 


i 
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Aus     Inq  =  ln[l  ~  (1  —  q)]  =  —  (1  —  q)  —  --^^^ ... 

und     ln\\  -  (1  —  q)q>'\  =  ~-  (1  -  q)q>^  -  ^^—^  9>'  —  ... 

1            ^        2        ^  •"  1 

folgt:     1  +  g  =  -- >    — , 

1  H 2 —  9>   +  ... 

wie  schon  früher  aus  allgemeinen  Gründen  geschlossen  wurde  (§.  76). 

Die  hekannte  Formel  für  die  Ausflussgeschwindigkeit  des  Wassers 
ist  hier  nur  in  der  aus  der  Gleichung  der  Ichendigen  Kraft  abgeleiteten 
GL  (4)  als  Grenzfall  {m  ==  oo)  enthalten.  Die  Gleichung' (2)  und  die  aus 
der  Verbindung  von  Gl.  (2)  mit  GL  (4)  hervorgegangenen  Beziehungen  (6) 
sind  auf  Wasser  nicht  anwendbar,  weil  GL  (2)  aus  einer  solchen  Form  der 
Gleichung  des  Arbeitsvermögens  hervorging,  in  welcher  die  für  Wasser 
nicht  allgemein  gültige  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens 


n  —  1 


schon  enthalten  war.* 


Ist  wieder     ^  =  1  —  d     und     d  =  ^^ % (13) 

ein  kleiner  Bruch,  so  ist  analog  den  Entwickelungen  im  vorigen  §.  nähe- 
rnngsweise 

m-  1 


'-©"='^<'('  +  i^) 


8  m  +  1 


*  Wenn  also  Zeuner  a.  a.  0.  unter  der  Voraussetzung  ä  =  0,  B«  =  0 
für  Wasser  mit  n  =  oo  aus  Gl.  (11) 

w  —  1  ^       1 

m       ~"  1  +  ? 
und  somit  ans  GL  (9) 


-© 


1  +  ?i 


folgert,  so  ist  das  nur  für  kleine  Pressungsdifferenzen  mit  derjenigen  Annähe- 
rnng  gültig,  mit  der  in  diesem  Falle  überhaupt  die  Formeln  für  Luft  und  für 
Wasser  einerlei  Form  erhalten. 

3G* 
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also  nach  Gl.  (9)  und  (10)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (11) 

«  =  Krf-g  ^»"o^^  +  ^»  *^) •"■ 

A  r    1  4-  g  r^      V  2m    J 

flbereinstimmend  mit  den  betreffenden  Formeln  f&r  Wasser,  wenn  asch 
noch  die  Glieder  mit  d*  vernachlässigt  werden. 

Wenn  schliesslich  wieder  angenommen  wird,  es  werde  die  ftassere 
Pressung  p  allmählig  von  p^  bis  Null  erniedrigt,  so  nimmt  nach  Gl.  ;9 
die  Ausflussgeschwindigkeit  zu 

von  0  bis  max.  u  =  t/  2g p^v^  =  1/  2y RT^ 

und  nach  Gl.  (7)  die  Temperatur  im  Ausflussqnerschnitte  ab 

von  Tq  bis  min,  T  =  0. 

Das  Maximum  von  u  ist  hier  also  grösser,  das  Minimum  von  T  kleiner, 
als  nach  den  Formeln  im  vorigen  §.,  während  v  hier  wie  dort  bis  oc  wächst 
Unter  der  Voraussetzung  endlich,  dass  a  und  m,  also  a  und  g  unverändert 
bleiben,  würde  nach  Gl.  (10)  die  Ausflussmenge  am  grössten  für 


m 


a6 


p   _  f      2_Y»-» 

Po         \»^'  +  1/ 
und  zwar 

max^  _        1/  n        ^-_1  /_2      \--"^  p,     ^  ^^^.^ 

A  r         ^  n  —  1  m  +  l\m  +  iJ  r« 

während  thatsächlich   nach  dem  von  Zeuner  bestätigten  Satze  von  de 

Saint  Venant  und  Wantzel  der  Coefficient  a  von  dem  durch  Gl.  (16i 

p 
bestimmten  Werthe  des  abnehmenden  Verhältnisses  -     an  gerechnet  der 

Po 
Art  wächst,  dass  O  fast  constant  bleibt  und  somit  auch  für 


»0  ^  U  +  ij 


m 
m  ^ 


P 

Po 

nach  GJ.  (17)  berechnet  werden  kann,  unter  a  jetzt  nach  wie  vor  einen 
nur  massig  veränderlichen  Contractionscoefficieuten  ^  1  verstanden.  Be- 
zeichnet also  p'  den  durch  Gl.  (16)  bestimmten,  von  p^  und  m  abhängigen 
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besonderen  Worth  von  pj  so  ist  zu  schliossen,  dass  die  mittlere  Pressung 
im  kleinsten  Querschnitt  des  contrahirten  Strahls  nie  wesentlich  <^  p' 
werden  kann,  dass  sie  nämlich  nahe  =  p  ist,  so  lange  p  ^  p\  dagegen 
nahe  =  p\  wenn  p  <i  p'  ist;  die  Bahnen  der  Lufttheilchen  sind  an  der 
Stelle  des  kleinsten  Querschnitts  im  ersteren  Falle  fast  parallel  und  gerad- 
linig, wie  bei  Wasser,  im  zweiten  dagegen  auswärts  concav  gekrümmt  um 
so  mehr,  je  mehr  p  <C  p'  ist. 

Ob  übrigens  die  Berücksichtigung  der  Widerstände  durch  den  Zeuncr'- 
schen  Ausflussexponenten  m  oder  durch  den  im  vorigen  §.  benutzten  Geschwin- 
digkeitscoefficienten  q>  den  thatsächlichcii  Verhältnissen  besser  entspricht, 
wird  durch  Versuche  kaum  entschieden  werden  können.  Man  könnte  glau- 
ben, dass  die  verschiedenen  Werthe,  die  sich  für  u  und  T  beim  Ausfluss 
in  den  leeren  Raum  in  beiden  Fällen  ergeben  haben,  zur  Entscheidung  der 
Frage  verhelfen  können;  allein  diese  Grössen  lassen  sich  nicht  unmittelbar 
messen.  Man  müsste  sich  auf  eine  Messung  derjenigen  Temperatur  be- 
schränken, mit  welcher  die  Luft  nach  dem  Ausflusse  schliesslich  in  der 
Vorlage  zur  Ruhe  kommt,  und  diese  wäre  nach  beiderlei  Formeln  =  Tq 
unabhängig  von  den  Widerständen  und  von  der  Pressung  p  in  der  Vorlage. 

In  der  That  wird  dadurch,  dass  die  lebendige  Kraft  —  bei  constanter  Pres- 

sang  p  sich  in  Wärme  verwandelt,  die  Temperatur  mit  Rücksicht  auf  §.  19, 
Gl.  (1),  unter  J  hier  den  Wärmewerth  der  Arbeitseinheit  verstanden,  um 

A  u^        A  u^        n  —  1    tt? 
e^  2g        no  2g  n        2gR 

erhöht,  und  sie  wird  also 

-   ^   +         n        2gR-  ^' 

sowohl  nach  GL  (4)  und  (5)  im  vorigen,  wie  nach  Gl.  (7)  und  (9)  in  die- 
sem §.,  desgleichen  im  Grenzfalle  p  ==  0  mit  den  Werthen  von  max,  u 
und  mtn.  1  im  vorigen  wie  in  diesem  §.,  ein  Resultat,  welches  übrigens 
schon  daraus  folgt,  dass  nach  der  Gleichung  des  Arbeitsvermögens  (§.  99, 
Gl.  3),  also  hier  nach  der  Gleichung 

dU  H ^—  d{pv)  =  0, 

u  —  1 

sobald  U  wieder  =  Null  geworden  ist,  auch  wieder  pv  =  p^v^^  also  die 
absolute  Temperatur  =  T^  geworden  sein  muss. 

Auch  wenn  etwa  die  Vergleichung  der  für  Verschiedene  Werthe  von 
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p  und  Pq  beobachteten  Ausflassmengen  mit  Gl.  (6)  im  vorigen  and  nit 
Gl.  (10)  in  diesem  §.  den  Werth  von  m,  also  anch  von  g  hier  weniger  ver- 
änderlich erscheinen  liesse,  als  den  Werth  von  ^  dort,  so  wflrde  danuis 
noch  kein  Vorzug  des  Exponenten  m  vor  dem  Coofficienten  9)  zu  folgern 
sein,  so  lange  man  nicht  anderweitig  wüsste,  dass  der  Widerstandscoefficiait 
g  wirklich  nur  wenig  veränderlich  ist.  Solchen  Widerständen  z.  B.,  die 
von  der  inneren  Reibung  der  längs  einander  hinströmenden  FlOssigkeits^ 
fäden  herrühren,  entspricht  wenigstens  für  Wasser  nach  §.  90,  Gl.  (12) 

eine  Widerstandshöho,  die  proportional  —,  oder  ein  Widerstandscoefficient, 

der  umgekehrt  proportional  ud^  gesetzt  werden  kann  (unter  d^  die  Strahl- 
dicke verstanden)  und  somit  nicht  constant  ist. 

An  und  für  sich  ist  es  gleicher  Weise  willkürlich,  durch  die  Einffih- 
rung  des  Exponenten  m  den  Widerstand  nach  einem  .a  priori  angenomme- 
nen Gesetze  die  Zustandsäuderung  stetig  beeinflussend  anzunehmen,  oder 
durch  den  Coefficienten  q)  diesen  Einfluss  an  das  Ende  des  ganzen  Vor- 
ganges zu  verlegen;  das  eine  wie  das  andere  Verfahren  ist  nur  ein  Noth- 
behelf  mit  Rücksicht  auf  die  Unkenntniss  des  wahren  Gesetzes,  nach  welchem 
irgend  ein  solcher  besonderer,  auf  einer  kurzen  Strecke  sich  geltend 
machender  Widerstand  aus  seinen  Elementarbestandtheilen  zusammengesetzt 
ist.  Je  nach  den  Umständen  kann  die  im  vorigen  §.  gemachte  oder  Zea- 
ner's  Annahme  besser  entsprechend  sein,  z.  B.  jene  im  Falle  des  Aus- 
flusses durch  eine  cylindrische  Ansatzröhro  ohne  Abrundung  an  der  Ge- 
fässwand,  diese  für  den  Ausfluss  aus  einer  Mündung  in  der  dünnen  Wand; 

sofern  nämlich  der  Annahme  von  Zeuner  ein  constantcr  Werth  des  Ver- 

dB 
hältnisses  -jjz.  entspricht,  setzt  sie  streng  genommen  eine  Veränderung  vob 
alz 

H  oder  u  in  beständig  gleichem  Sinne  voraus,  was  bei  dem  Ausfluss  aas 
der  Ansatzröhre  in  Folge  der  inneren  Contraction  nicht  der  Fall  ist 

Indessen  hat  die  Zeuner 'sehe  Annahme  den  Vorzug,  dass  die 
ihr  entsprechende  Gl.  (10)  von  einfacherer  Form  ist,  als  GL  (6)  im 
vorigen  §. 


§.  102.    Erfahningseoefflcienten. 

Die  experimentelle  Bestimmung  der  Erfahrungscoei^cienten,  woiait 
die  für  den  Ausfluss  der  Luft  in  den  vorigen  Paragraphen  entwickeltes 
Formeln  behaftet  sind,  wird  dadurch  erschwert,  dass  Strahlenmessungen 
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hier  nicht  wie  bei  Wasser  (§.  82)  ausführbar  siud;  die  Begrenzung  des 
ausfliessenden  Luftstrahls  ist  weder  genügend  sichtbar,  noch  überhaupt  in 
ebenso  bestimmter  Weise  wie  dort  vorhanden.  Die  Versuche  sind  deshalb 
auf  eine  indirecte  Messung  der  Ausflnssmenge  beschränkt,  und  wenn  nun 
auch  zwar  die^  Coefficienten  a  und  ^  in  Gl.  (6),  §.  100,  oder  a  und  m  in 
GL  (10),  §.  löl,  der  Art  getrennt  vorkommen,  dass  sie  aus  je  zwei  Ver- 

suchswerthcn  von  G.  die  für  verschiedene  Werthe  von  —   unter  übrigens 

Po 

gleichen  Umständen  gefunden  wurden,  berechnet  werden  könnten,  so  ist  es 
doch  eben  fraglich,   ob  die  Werthe  der  beiden  Coefficioutcn  bei  solchen 

P 
zwei  Versuchen  dieselben,  d.  h.  von  —  unabhängig  sind.     Eine  weitere 

Po 
Schwierigkeit  entsteht  dadurch,  dass  die  Permanenz  des  Ausflusses  hier 

nicht  durch  eine  constaute  Pressung  ausserhalb  der  Mündung  und  im  Inne- 
ren des  Gefässes  allein  verbürgt  wird,  sondern  dass  dazu  ferner  eine  con- 
staute Temperatur  im  Inneren  des  Gefässes  nöthig  wäre,  weshalb  es  ge- 
rade bei  den  wichtigsten  der  betreffenden  Versuche  vorgezogen  wurde, 
dieselben  nicht  im  Boharrungszustande,  sondern  bei  stetig  veränderlichem 
Druck  anzustellen;  zur  Ableitung  der  gesuchten  Coefficienten  aus  denselben 
wird  dann  aber  eine  nicht  nur  wcuiger  einfache,  sondern  auch  weniger 
zuverlässige  Bechnung  nÖthig. 

Frühere  Versuche,  welche  in  den  Jahren  1820 — 1826  von  verschie- 
denen Experimentatoren  (Schmidt,  Lagerhjelm,  Koch,  d'Aubuisson) 
augestellt  wurden,  sind  wenig  maassgebend  schon  wegen  der  sehr  kleinen 
Druckdifferenzen  (|?0 — ^),  worauf  sie  sich  beschränkten.  Bei  den  in  den 
vorigen  Paragraphen  erwähnten  Versuchen  von  de  Saint-Venant  und 
Wantzel  (1839)  waren  zwar  p  und  p^  sehr  bedeutend  verschieden,  indem 
dieselben  atmosphärische  Luft  in  den  Eecipienten  einer  Luftpumpe  ein- 
strömen Hessen,  in  welchem  die  Pressung  zu  Anfang  der  verschiedenen 
Versuchsreihen  nur  10  bis  20  Millim.  Quecksilbersäule  entsprach;  indem 
sie  aber  die  Pressung  im  Recipienten  entweder  bei  continuirlich  andauern- 
der Lufteinströmung  nach  gleichen  Zeitintervallen  (von  5  zu  5  Secuuden) 
oder  bei  periodisch  unterbrochener  Einströmung  nur  unmittelbar  nach  dem 
Schluss  der  Mündung  beobachteten  und  daraus  die  inzwischen  ausgeströmte 
Luftmenge  berechneten,  musste  bei  Unkenntniss  der  entsprechenden  Tem- 
peratur im  Recipienten  solche  Bestimmung,  wie  Zeuner  hervorhob,  sehr 
unzuverlässig  sein,  abgesehen  davon,  dass  diese  Versuche  auch  wegen  der 
Kleinheit  des  Maassstabes  (%,  1  und  l^s  Millim.  Mündungsdurchmesser 
bei  einem  Cnbikinhalte  des  Becipienten  von   nur  0,0174  Cubikm.)  nur 
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wenig  entscheidend  sein  konnten,  wie  schon  Poncelet  geltend  gemacht 
hatte. 

Die  umfangreichsten  Versuche  auch  für  grössere  PressangadifTereiizeii 
(bis  zu  2,5  Atm.  innerem  bei  1  Atm.  äusserem  Druck)  und  mit  verschie- 
denen Arten  von  Mündungen  und  Mundstücken  bis  zu  25  Millim.  Müd- 
dungsweite  wurden  im  Sommer  1856  von  Weisbach  angestellt.*  Er  be- 
diente sich  dazu  eines  Dampfkessels  von  5  Mtr.  Länge,  1 V«  Mtr.  Weite  und 

Vq  =  4,672  Cubikm. 

Inhalt,  der  mit  Manometer  und  Thermometer  zur  Messung  des  Drucks  und 
der  Temperatur  im  Inneren  ausgerüstet  war  und  mit  verschiedenen  Mün- 
dungen oder  Mundstücken  verschen  werden  konnte.  Nachdem  derselbe 
vermittels  einer  Druckpumpe  mit  comprimirtcr  Luft  gefüllt,  das  Absperr- 
ventil durch  eine  Druckschraube  auf  seinen  Sitz  fest  niedergedrückt  und 
die  (durch  die  Comprossion  vorübergehend  erhöhte)  Temperatur  im  Inneren 
der  äusseren  =  Tq  wieder  gleich  geworden  war,  was  wegen  der  Trägheit 
des  Thermometers  der  coustant  gewordene  Stand  des  Manometers  am 
sichersten  anzeigte,  ergab  sich  aus  letzterem  und  dem  gleichzeitig  beob- 
achteten Barometerstände  die  innere  Pressung  =  p^  und  die  äussere  =  j». 
Nachdem  dann  die  Mündung  während  einer  gemessenen  Zeit  ^  =  20  bb 
90  Secunden  geöffnet  worden  war,  wurde  sogleich  nach  dem  Schlass  der- 
selben der  Manometerstand  wieder  abgelesen  und  so  die  innere  Pressung 
=  Pi  «  Po)  bestimmt.  Die  entsprechende  Temperatur  T^  «  Tq)  konnte 
natürlich  nicht  unmittelbar  durch  das  Thermometer  gefunden  werden,  weil 
es  den  Temperaturveränderungen  in  seiner  Umgebung  zu  langsam  folgt, 
und  auch,  wenn  einige  Zeit  später  abgelesen,  schon  der  £influss  der  unter- 
dessen von  aussen  durch  die  Eesselwand  eingedrungenen  Wärme  sich  gel- 
tend gemacht  hätte;  indem  dann  aber  gewartet  wurde,  bis  der  bei  vollständig 
abgesperrtem  Kessel  allmählig  wachsende  Manometerstand  wieder  constant 
geworden  war,  entsprechend  einer  inneren  Pressung  =  p^  und  einer  wie- 
der auf  Tq  gestiegenen  Temperatur,  konnte  daraus 

T^=^Tq    (1) 

berechnet  werden.**  ^ 


*  Die   vollständige  Berechnung   der  Versuchsresultate  wurde   erst  18ö6 
veröffentlicht  im  XII.  Bande  des  „Civilingenieur". 

**  Nach  der  früher  in  §.  21  erklärten  Methode  sind  die  (dort  mit  Pi,  Pp 

Pg  bezeichneten  Werthe  von  Po,  jPi,  p^  in  einigen  solchen  Fällen,  in  denen  - 

und  die  Ausflussöffnung^  recht  gross,  t  aber  und  folglich  die  unterdessen  von 
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Hiernach  ergiebt  sich  das  im  Zustande  (/?,  Tq\  d.  h.  bei  der  Pressung 
p  und  der  absoluten  Temperatur  Tq  gemessene  Luftvolumen,  welches  in  t 
Secunden  ausfloss,  während  die  Pressung  im  Inneren  von  p^  bis  p^  abnahm 

Po   Pi   rr 


r  = 


p 


(2), 


und  indem  nun  Weisbach  dasselbe  Volumen  auch  theoretisch  mit  Ilülfe 
der  bekannten  Ausflussöffnung  =  A  und  eines  Ausflusscoefficionten  [i  be- 
rechnet, findet  er  letzteren  durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke.  Diese 
theoretische  Berechnung  betrifft  zwar  ein  erst  später  zu  behandelndes 
Problem  nicht  permanenter  strömender  Bewegung,  doch  muss  das  von 
Weisbach  benutzte  angenäherte  Verfahren  hier  auseinander  gesetzt  wer- 
den, um  über  die  Bedeutung  und  den  Werth  der  von  ihm  gefundenen 
Coefficienten  ein  yollständiges  Urtheil  zu  gewinnen.  Indem  er  das  Luft- 
volumen dV^  gemessen  im  Zustande  {p,  Tq),  welches  in  einem  Zeitelement 
dt  ausfliesst,  im  Verhältnisse  dt :  1  kleiner  setzt,  als  dasjenige  Volumen, 
welches  in  einer  Secunde  ausfliessen  würde,  wenn  der  augenblickliche  Zu- 
stand im  Inneren  des  Gefässes  (Pressung  =  p\  specif.  Volumen  =  v\ 
absolute  Temperatur  =  T^)  unterdessen  constant  bliebe,  letzteres  aber 
nach  denselben  Grundsätzen  berechnet,  auf  denen  Gl.  (10)  in  §.  100  be- 
ruht)  ergiebt  sich 

r   p 


mit     G  =  (dA 


V 


2 


«  +  1 


2& 


n 


/  I- 


n  —  1   V 


also 
dt 


r-©"]' 


pM 


aussen  eingedrungene  Wärme  sehr  klein  waren,  nebenbei  zur  Bestimmung  des 
Verhältnisses 

^9Po  —  ^gPi 


n  = 


hPo  —  ^9Pi 

der  specifischen  Wärmen  für  coustante  Pressung  und  für  constantes  Volumen 
benutzt  und  dabei  die  dort  angeführten  Werthe  gefunden  worden. 
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'^^  =  liÄ  ^ß^Tl  ^/^  .  y (3; 


dt 


''-...  (4;. 

V 


Während  des  Ausflusses  nimmt  die  in  Gl.  (3)  vorkommende  Tempe- 
ratur 't  von  T^  bis  7\  ab,  also 

^  von  1  bis  ^^  =  ^^  (nach  Gl.  1)  zu. 
Weil  aber  bei  den  Versuchen  —  höchtens  =1,1  und  somit  immer 


V 


To 


Y  <  1,05 


war,  setzt  Weisbach  für  dieses  wenig  veränderliche  Verhältniss  den  con- 
stanten  Mittelwerth 


V 


n  _  j  ,  >  ?»  —  ?i 


und  somit  nach  Gl.  (3) 

t 

« 

während   y    eine    wesentlich  veränderliche  Grösse    ist  outsprechend  der 
Aeudcrung  des  Verhältnisses 

^  =   L     von     x,=  P-^     his     x,  =  ^ (ß)- 

P  P  P 

Wenn  nun  aber  auch  diese  Einführung  eines  constanten  Mittelwertfaos 

T 
von  ^^v  in  Gl.  (3)  unter  den  obwaltenden  Umständen  allenfalls  zu  recht- 
fertigen wäre,  so  ist  doch  der  weitere  Rechnungsgang  Weisbach's  nicht 
als  zulässig  zu  erachten.    Aus  Gl.  (5)  folgt  nämlich 


F 

f' 


y  y 

0 


J 
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nntcr  -r  einen  gewissen  Mittelwerth  von  -  verstanden,  und  indem  Weis- 

y  y    ^ 

bach  denselben  ohne  Begründung 


«1 

At 

1 

1 

/   dx 

1 

j   dx 

y        ^1 

^0. 

1  y  ' 

Xq 

^0 

1 

Xt 

setzt,  erhält 

er  mit  Rücksicht  auf  den 

Ausdruck 

von  V  nach  Gl. 

(2) 

die 

Gleichung: 

Xo 

li  — 

y^  Po 

et 

Pi 
P 

1 

^0  -" 

*i, 

J   dx 

J  y 

Xi 

■         • 

(7), 

die  er  vermittels  einer  zuvor  nach  der  Simpson'schen  Regel  berechneten 
Halfstabelle  für  das  darin  .vorkommende  Integral  und  mit  Hülfe  dos  Aus- 
drucks (5)  der  Constanten  C  zur  Berechnung  der  Coefficientcn  (i  für  62 

verschiedene  Fälle  benutzt  hat.    Jener  Ausdruck  von  ~,    welcher    darauf 

y 

hinausläuft, 

=  Coiut.  = (") 


ZU  setzen,  ist  nun  aber  in  Widerspruch  mit  dem  Umstände,  dass  der  dem 

T 
Verhältnisse  — ~  beigelegte    constante  Mittelwerth  nothwendig  >   1    ist. 

Denn  analog  Gl.  (2)  ist  das  ebenso  wie  V  gemessene  Luftvolumen  F*, 
welches  bis. zu  dem  Augenblicke 'ausfloss,  in  welchem  die  Pressung  im 
Inneren  des  Gefässes  =  p'  geworden  ist, 


ff 


y'   _    Po    —    P      TT 

^  —     y  ■  ^'• 

unter  p"  die  Pressung  verstanden,  bis  zu  welcher  p'  stiege,  wenn  in  dem 
betreffenden  Augenblicke  die  Ausflussöffnung  verschlossen  und  die  Aus- 
gleichung der  inneren  Temperatur  !t  mit  der  äusseren  Lufttemperatur  2q 
abgewartet  würde.    Diese  Pressung  ist  analog  Gl.  (1) 

ff  f    -^0 

P    =  P   Y 
und  somit 
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T 

folglich,  wenn  wieder  für  -^  ein  constauter  Mittelwerth  gesetzt  wird,  anch 

hier 

dV*  T 

—  =  Const.^  diese  aber  =  —  :^  ^o? 

woraus  in  Verbindung  mit  Gl.  (8)  und  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  folgen 
würde: 

^^  __       .JI^T ^=     Po  —  P2     _  Po  —  P2     ^   j 

^  ^0  (^1  —  ^0)         P  (^0  —  ^x)        Po  —  Pl    ^ 

Zur  Charakterisirung  der  nach  Gl.  (7)  von  Weisbach  berechneten 
Wcrthe  von  fi  ist  fernfer  die  Kenntniss  der  Constanten  nöthig,  womit  er 
die  Werthe  von  C  nach  Gl.  (5)  und  von  y  nach  Gl.  (4)  in  die  Rechnung 
eingeführt  hat.  Wenn,  was  den  ersteren  Umstand  betrifft,  eine  vom  Ge- 
frierpunkte des  -Wassers  aus  gerechnete  Temperatur  mit  r  und  der  Ans- 
dehnungscoefficient  der  Luft  mit  a  bezeichnet,  also 

^0  =  «  +  ^0  =  «(1  +  ^^o) 
gesetzt  wird,  so  könnte  in  dem  Factor 

von  C  dfer  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  entweder  dadurch  berücksichtigt 
werden,  dass  JB  etwas  grösser  gesetzt  wird  (§.  17),  oder  mit  Woisbach 
durch  entsprechende  Vorgrösserung  von  e,  während  Ji  wie  für  trockene 
Luft  angenommen,  also  mit  den  in  §.  17  angeführten  Gonstanten  und  mit 
g  =  9,81  

gesetzt  wird.  Wenn  Weisbach  diese  Zahl  =  395,  dafür  aber  e  wcaenl- 
lich  grösser,  als  für  trockene  Luft,  nämlich  =  0,004  und  somit 

C  =  395^  fl  +  T  ^^-^— )  yr^^OfiÖiro 

\  ^        Pi      / 

setzt,   so   kann   dadurch   ein   beachtenswerther  Fehler  nicht  verursacht 

werden. 

I 

Wenn  aber  Weisbach  ferner 


y  =   l/-^  «o^»(a;0'»  —  1)  ,     entsprechend     n  —  1,429 

setzt,  so  erscheint  solche  Abweichung  von  dem  erfahrungsmässigen  Weitbc 
1,41  dieser  Constanten  n  zu  gross,  und  wenn  durch  eine  kleine  Aendening 
desselben  dem  Einflüsse  der  Bewegungswiderstände  hätte  Rechnung  getrar 
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gen  werden  sollen,  so  wäre  er  nicht  zu  vergrössem,  sondern  zu  verkleinern 
gewesen. 

Eine  vollständige  Neuberechnung  des  umfangreichen  Ycrsuchsmaterials 

'  ist  indessen  sehr  zeitraubend,  und  möge.n  deshalb  in   folgender  Tabelle 

die  Yon  Weisbach  gefundenen  Werthe  von  ^i  einstweilen  unverändert 

(nur  abgekürzt  auf  3  Decimalen)  nebst   den  betreffenden  Werthen  von 

J'o  =  -  ,  ^1  =    -  und  den  in  Millimetern  ausgedrückten  Mündungsweiten 
P  P 

d  mitgetheilt  werden.    Die  Buchstaben  A^  B^  C  .  .  .  bezeichnen  die  Art 
der  Mündung  oder  des  Mundstücks,  nämlich: 

A.  verschiedene  Kreismündungen  in  der  dünnen  ebenen  Wand, 

B.  eine  Ereismündung  in  dünner  ebener  Wand,  innen  zur  Hälfte  von 
einer  zur  Mündungsebene  senkrechten  Wand  eingefasst, 

C.  eine  Ereismündung  in  conisch-convergenter  Wand  (Fig.  33,  §.  83,  mit 

Q  =  50% 

D.  eine  Ereismündung  in  conisch -divergenter  Wand  (Fig.  33  mit 
Q  =  130^)  mit  scharfkantigem  Bande, 

£.  eine  quadratische  Mündung  in  der  dünnen  ebenen  Wand  {d  bedeutet 
hier  und  bei  F  die  Seitenlange  des  Quadrats), 

F.  eine  quadratische  Mündung  in  dünner  ebener  Wand,  innen  an  zwei 
Seiten  von  zur  Müudungsebene  senkrechten  Wänden  eingefasst, 

G.  kurze  cylindrische  Ansatzröhren,  scharfkantig  von  der  ebenen  Ge- 
fässwand  ausgehend, 

H.  dieselbe  Bohre  wie  Nr.  26,  aber  von  dreifacher  Länge, 
J.  eine  innere  cylindrische  Ansatzröhre  mit  scharfkantigem  Bande  an 
der  Mündung, 

E.  eine  kurze  cylindrische  Ansatzröhre,  mit  abgerundetem  Bande  von 
der  ebenen  Wand  ausgehend, 

L.  kurzes  conoidisches  Mundstück  mit  cylindrischer  Berührungsfläche 
an  der  Mündung  auslaufend, 

M.  eine  conische  Ansatzröhre  von  7^9'  Convergenzwinkel  der  gegen- 
überliegenden Seiten,  4  Centim.  lang  mit  scharfkantigem  innerem 
Bande, 

N.  eine  ähnliche  Bohre  wie  if,  aber  mit  abgerundetem  innerem  Bande, 

0.  ein  Düsenmundstück  (d.  i.  eine  längere  conische  Ansatzröhre  mit 
schwach  conoidischer  Erweiterung  am  inneren  Ende)  von  15,5  Centim. 
Länge, 

P.  ein  solches  von  10,5  Centim.  Länge, 

Q.  ein  grösseres  Düsonmundstück  von  20,5  Centim.  Länge. 
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Nr. 

d 

o:«      ^^^ 

0^^       ^^ 

/<       1 

i> 

P 

2 

El 

i 

1.         1 

l           10,10 

1,098 

1,012 

1,05 

0,563 

2. 

»               »> 

1,144 

1,036 

1,09 

0,584 

3. 

1               »1 

1,386 

1,194 

1,29 

0,667 

4. 

»               >» 

1,551 

1,306 

1,43 

0,692 

5. 

»               >» 

1,808 

1,490. 

1,65 

0,722 

6. 

»               >» 

2,082 

1,694 

1,89 

0,754 

7. 

1               »1 

2,386 

1,920 

2,15 

0,788 

8. 

14,08 

1,092 

1,006 

1,05 

0^7 

9. 

»               >» 

1,143 

1,035 

1,09 

0,573 

10.  .      , 

1               ') 

1,569 

1,152 

1,36 

0,634 

11. 

»               »' 

1,926 

1414  . 

1,67 

0,683     ^ 

12. 

j               " 

2,351 

1,677 

2,01 

0,723 

13. 

17,25 

1,144 

1,010 

1,08 

0,565     ' 

14. 

1               »> 

1,622 

1,126 

1,37 

0,627     ! 

15. 

1                                T> 

1,925 

1,326 

1,63 

0,666 

16. 

19,80 

1,149 

1,011 

1,08 

0,580     "i 

17. 

1,677 

1,112 

1,39 

0,641     1 

18. 

25,46 

2,267 

1,335 

1,80 

0,715     I 

19.         1 

3           10,20 

1,378 

1,183 

1,28 

0,670 

20.         { 

3           10,20 

1,414 

1,214 

1,31 

0,723 

21.         , 

»               »» 

1,821 

1,509 

1,66 

0,793     i 

22.         I 

)           10,20 

1,398 

1,216 

1,31 

0,589     ' 

23. 

»               »» 

1,811 

1,513 

1,66 

0,663 

24.         1 

5             9,03 

1,391 

1,193 

1,29 

0,656     r 

25.         1 

^             9,25 

1,897 

1,178 

1,29 

0,703     , 

26.         ( 

>           10,12 

1,398 

1,192 

1,29 

0,828     : 

27. 

io,u 

1,093 

1,008 

1,05 

0,754     ; 

28. 

»               »» 

1,146 

1,047 

1,10 

0,770     . 

29. 

14,02 

1,128 

1,027 

1,08 

0,816 

30. 

1                             »» 

1,680 

1,137 

Ml 

0,810 

31. 

>                            »» 

2,004 

1,390 

1,70 

0,821 

32. 

24,88 

2,175 

1,316 

1,76 

0,833     i 

33.         I 

I           10,12 

1,405 

1,210 

1,31 

0,752     , 

34. 

»                            »» 

1,810 

1,517 

1,66 

0,761     ' 

35. 

>                            »» 

2,387 

1,982 

2,18 

0,797     1 

36. 

[           10,10 

1,407 

1,196 

1,30 

0,713 

37. 

»                   » 

1,779 

1,454 

1,62 

0,770     « 

38.         I 

£           10,14 

1,402 

1,163 

1,28 

0,928     1 

39. 

j              >» 

1,798 

1,443 

1,62 

0,923     \ 

40.         ] 

L.           10,02 

1,134 

1,020 

1,08 

0,915     ^ 

41. 

♦               >> 

1,355 

1,135 

1,24 

0,981     \ 

42. 

>               »♦ 

1,518 

1,241 

1,38 

0,986     1 

43. 

1      1          »? 

1,770 

1,423 

1,60 

0,967 

§.102. 
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Nr. 

d 

P 

2 

A« 

44. 

»» 

7» 

2,064 

1,645 

1,85 

0,974 

45. 

» 

>» 

2,396 

1,901 

■     2,15 

0,980 

46. 

M 

10,04 

1,139 

1,024 

1,08 

0,911 

47. 

»» 

>» 

1,382 

1,153 

1,27 

0,922 

1 

48. 

»» 

» 

1,828 

1,464 

1,65 

0,944 

1 

49. 

N 

10,12 

1,372 

1,145 

1,26 

0,944 

1 

1 

50. 

>i 

»» 

1,540 

1,251 

1,40 

0,958 

1 

51. 

»I 

»» 

1,801 

1,439 

1,62 

0,946 

'1    52. 

»» 

j» 

2,057 

1,632 

1,84 

0,950 

:  -53. 

»» 

»» 

2.403 

1,901 

2,15 

0,955 

54. 

0 

9,66 

1,135 

1,026 

1,08 

0,933 

i    55. 

1 

1» 

»» 

1,400 

1,180 

1,29 

0,934 

56. 

1 

» 

>» 

1,811 

1,475 

1,64 

0,939 

;    57. 

>» 

>t 

2,390 

1,927 

2,16 

0,984 

'   58. 

p 

14,04 

1,137 

1,022 

1,08 

0,938 

;  59 

Q 

15,80 

1,135 

1,031 

1,08 

0,952 

,    60. 

1 

»» 

»> 

1,629 

1,180 

1,40 

0,940 

61. 

»» 

» 

1,978 

1,377 

1,68 

0,953 

' 

.   62. 

J« 

» 

2,495 

1,708 

2,10 

0,966 

Es  ergeben  sich  hieraas  u.  A.  die  nachstehenden  Folgerangen: 

1)  Bei  dem  Aasflasse  aas  KreismQndangen  in  der  dünnen  ebenen 
Wand  wächst  je/  mit  dem  inneren  Ueberdrack,  and  zwar  in  höherem 
Grade,  als  für  Wasser  —  §.83,  1)  —  amgekehrt  (i  mit  wachsender  wirk- 
samer Drackhöhe  abnimmt.  Von  der  Mündangsweite  d  ist  dagegen  (i  bei 
Wasser  and  Laft  in  gleicher  Weise  abhängig:  mit  wachsender  Mündangs- 
weite nimmt  n  aach  hier  ab;  nach  obiger  Tabelle  ergiebt  sich  z.  B.  (theil- 
weise  darch  Interpolation) 

für  d  =  10,10    14,08    17,25  Millim. 

I  0,579    0,569    0,565 

li  =      0,671    0,635    0,627 

[  0,721    0,680    0,666 


i  1,63 


2)  Die  theilweise  Einfassang  einer  Kreismündang  (partielle  Con- 
traction)  scheint  nar  geringe  Vergrösserang  von  [l  zur  Folge  za  haben. 

3)  Für  eine  Kreismündang  in  conisch  convergenter  Wand  (geschwächte 
Coutraction)  ist  \l  wesentlich  grösser,  in  conisch  divergenter  Wand  (ver- 
stärkte Contraction)  wesentlich  kleiner,  als  für  eine  Kreismündang  in  der 
ebenen  Wand,  ähnlich  wie  bei  Wasser. 
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,  4)  Für  eine  quadratische  Mündung  in  der  ebenen  dünnen  Wand  ist 
der  Ausflusscoefficient  nicht  wesentlich  verschieden  von  dem  einer  Kreis- 
mündung  unter  übrigens  gleichen  Umständen.  Die  theilweise  Einfassong 
der  quadratischen  Mündung  (partielle  Contraction)  vergrössert  //  in  Sho* 
liebem  Grade  wie  bei  Wasser  —  §.  84,  4)  — . 

5)  Auch  für  kurze  cylindrische  Ansatzröhren  bestätigt  sich  das  filr 
Kreismündungen  in  der  dünnen  Wand  gefundene  Wachsen  des  Ausflaäs- 
coefficienten  mit  dem  inneren  Uebcrdruck;  eine  Abhängigkeit  von  der 
Rohrweite  ist  aus  den  Yersuchswerthen  nicht  deutlich  zu  erkennen. 

6)  Für  eine  innere  cylindrische  Ansatzröhre  ist  {l  wesentlich  kleiner, 
als  fär  eine  äussere. 

7)  Durch  Abrundung  des  inneren  Randes  der  cylindrischen  Ansati- 
röhre  wird  y.  bedeutend  vergrössert,  besonders  wenn  diese  Abrundung,  sehr 
allmählig  stattfindend,  sich  bis  zur  Mündung  erstreckt,  und  dadurch  die 
cylindrische  Röhre  in  ein  nur  cylindrisch  auslaufendes  conoidisches  Mund- 
stück übergeht.  Auch  im  letzteren  Falle  scheint  yL  mit  dem  inneren  Ueber- 
drucke  anfangs  zu  wachsen,  bald  aber  nahe  constant  zu  bleiben  =  0,97 
bis  0,98. 

8)  Der  Ausflusscoefficient  conisch  convergenter  Ansatzröhren  wächst 
nur  in  geringem  Grade  mit  dem  inneren  Ueberdruck. 

Für  solche  Pressungen  im  Inneren  des  Gefässes,  welche  wesentlich 
mehr  als  das  Doppelte  des  äusseren  Drucks  betragen,  dürfen  diese  Folge- 
rungen nicht  ohne  Weiteres  als  gültig  betrachtet  werden,  nach  den  Bemer- 
kungen in  §.  100  und  101  ist  dann  vielmehr  bei  weiter  wachsendem  inne- 
rem Ueberdruck  in  allen  Fällen  ein  stetiges  Wachsen  des  Ansflusscoeffi- 
cienten  über  die  Einheit  hinaus  zu  erwarten,  zu  dessen  Prüfung  die  Weis- 
bach'sehen  Versuche  nicht  ausreichen. 

Dieselben  haben  auch  zunächst  nur  den  Coefficienten  n  ergeben,  ent- 
sprechend der  Gl.  (10),  §.  100.  Die  Vergleichung  dieser  Formel  mit 
Gl.  (6)  desselben  §.  ergiebt  aber 

M  - 1 

a<f.  (^)    "  ag> 


9' 


;^) "  -  ^'  m '  -  ■] 


AI  /Jl^        —  J        4^ 

und  indem  hierin    -   =  -^—^-    gesetzt  wird,  könnte  daraus  einer  der 

p  2 

Coefficienten  «,  9)  gefunden  werden,  wenn  der  andere  bekannt  wäre.    Für 
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die  cylindrischen  Ansatzröhren  und  das  conoidische  Mandstück  z.  B.  kann, 

80  lange     ^        —  <  2  ist,  a  =-1  gesetzt,  und  somit  aus  Gl.  (10)  der  Ge- 

achwindigkeitscoefficient  g)  berechnet  werden;  für  die  Kreismündungen  in 
der  dttnnen  Wand  wäre  dieser  Coefficient  q>  ohne  erheblichen  Fehler  dem* 
jenigen  des  conoidischen  Mundstücks  gleichzusetzen,  somit  a  aus  Gl.  (10) 
zu  bestimmen.  Durch  ^  ist  der  Widerstandscoefficient  g  nach  Gl.  (12), 
i  101,  und  dadurch  der  Zeuner'sche  Ausflussexponent  m  nach  Gl.  (11) 
desselben  §.  bestimmt  Diese  Ableitungen  mögen  indessen  hier  unterlassen 
werden,  da  die  oben  besprochenen  Mängel  der  Weisbach 'sehen  Berech- 
Bungsweise  seiner  Versuche  die  daraus  her^^orgegangonen  Werthe  von  fi 
zu  unsicher  erscheinen  lassen.  — 

Zeuner  benutzte  bei  seinen  im  Jahre  1871  angestellten  Versuchen 
fiber  den  Ausfluss  der  Luft  aus  Kreismündungen  in  der  dünnen  Wand,  aus 
cylindrischen  Ansatzröhren  und  conoidischen  Mundstücken  einen  ähnlichen 
Apparat  wie  Weisbach,  liess  aber  die  Versuche  bis  zu  Pressungen  ^o 
TOB  ungefähr  4  Atm.  sich  erstrecken,  während  die  Ausflusszeit  t  im  Gegen- 
satze zu  Weisbach  auf  etwa  10  Secunden  beschränkt  wurde,  um  die 
unterdessen  von  aussen  in  den  Kessel  eindringende  Wärme  möglichst  zu 
beschränken,  lieber  die  Versuchsresultate  sind  von  Zeuner  z.  Z.  nur 
Torläufige  Mittheilungen  gemacht  worden,  *  die  hauptsächlich  den  Zweck 
hatten,  die  Richtigkeit  des  Satzes  von  de  Saint-Venant  und  Wantzel 

(1-  100)  zu  constatiren,  dass,  wenn  das  Pressungsverhältniss  -  ®  über  eine 
gewisse  Grenze  hinaus  wächst,  die  Ausflussmenge  unabhängig  von  der  äus- 


*  Resultate  experimenteller  Untersuchungen  über  das  Aasströmen  der 
Luft  bei  starkem  Ueberdruck;  aus  den  Protokollen  der  75.  Hauptversammlung 
des  Sächsischen  Ingenieur-  und  Architekten-Vereins  abgedruckt  im  ,,Civilinge- 
nieur",  Bd. XX  (1874).  Wenn  übrigens  Zeuner  das  Weisbach'sche  Versuchs- 
tmd  Rechnungsverfahren  deshalb  für  ungenügend  erachtet,  weil  es  bei  der  von 
demselben  angewendeten  Ausflusszeit  von  t  bis  zu  90  Secunden  unrichtig  sei, 
anzunehmen,  dass  während  des  Ausströmens  die  Luft  im  Inneren  des  Kessels 
sich  so  ausdehne,  als  ob  ihr  Wärme  weder  mitgetheilt  noch  entzogen  würde, 
so  scheint  uns  dieser  £inwand  nicht  ganz  gerechtfertigt.  Hätte  Weisbach 
diese  Annahme  wirklich  gemacht,  so  hätte  er  gar  nicht  nöthig  gehabt,  die 
Pressungen  p^  zu  beobachten;  es  hätte  dann  2\  aus  Tq,  Pi,  ^o  ^^^  Pi  ^^^ 
Pi,  JJ,,  T,  berechnet  werden  können.  Allerdings  wurde  die  Wärmeleitung  der 
6e&s8wand  nicht  ganz  correct  und  vollständig  von  Weisbach  berücksichtigt, 
doch  l&sst  sich  dieser  Mangel  durch  das  im  folgenden  §.  erklärte  Rechnungs- 
verfahren  corrigiren. 

0  r  a  s  h  o  f ,  theoret.  Maschiuenl  elire  .1.  37 
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seren  PressuHg  wird,  indem  dann  die  mittlere  Pressung  im  kleinsten  Quer- 
schnitte ==  einem  gewissen  aliquoten  Theil  der  inneren  Pressung  p^  wird, 
der  wesentlich  grösser  ist,  als  die  äussere  Pressung  p.  — 

Zeuner*s  Ausflussversuche  mit  zwei  innen  gut  abgerundeten 
und  nach  aussen  cylindrisch  ausgehenden  kurzen  Mundstdckea 
von  4,094  und  7,02  Millim.  MOndungsweite  sind  von  Prof.  Fliegnerin 
Zürich  zusammen  mit  eigenen  Versuchen  an  solchen  Mundstfldcen  toi 
4,085  und  7,314  Millim.  MQndungsweite  im  Anschluss  an  die  oben  er- 
wähnten Zeuner'schen  Mittheilungen  im  „Civilingenieur^  (1874)  v^ 
öffentlicht  und  zugleich  unter  Rücksichtnahme  auf  Weisbach's  Yersache 
mit  einem  ähnlichen  Mundstück  von  10,02  Millim.  Mttndungsweite  (Nr.  40 
bis  45  der  obigen  Tabelle)  zur  Prüfung  der  betreffenden  Ausflussgeaetie 
benutzt  worden.  Bei  den  eigenen  Versuchen,  die  mit  demselben  Apparat 
angestellt  wurden,  den  Zeuner  s.  Z.  benutzt  hatte,  kam  es  Fliegner 
vorzugsweise  darauf  an,  die  Pressung  des  Luftstroms  in  der  Mflndmngs- 
ebene  oder  wenigstens  nahe  derselben  zu  messen.  Zu  diesem  Zweeka 
wurde  das  betreffende  Mundstück  mit  einer  engen  Seitenröhre  versehoi 
die  vermittels  einer  höchstens  1  MiUim.  weiten  Oeffnung  möglichst  dickt 
am  äusseren  scharfkantigen,  recht  gleichförmig  aus  dichtem  Messing  her- 
gestellten Rande  des  Mundstücks  abgezweigt  und  mit  einem  Manometer 
verbunden  war,  dessen  Stand  periodisch  und  gleichzeitig  mit  demjenigeB 
des  zur  Messung  der  inneren  Pressung  Pq  dienenden  Mimometers  abgeleaea 
wurde.  Die  so  ermittelte  Pressung  p'  der  Luft  im  Mundstfick 
dicht  vor  der  Mündungsebene  wurde  nun  nicht  erst  von  einen 

Po 

gewissen  Werthe  des  wachsenden  Verhältnisses  ~  an,  sondern 

P 

beständig  grösser,  als  die  äussere  Pressung  je?  gefunden,  welche 
bei  den  Versuchen  die  einem  Barometerstande  von  etwa  720  MillinL  ent« 

Pa 
sprechende  atmosphärische  Pressung  war.    Wenn    -  von  1  an  gleichmSssig 

P 
f 

P 
zunahm,  so  wurde  auch  das  Verhältniss  —  von  1  au  in  anfangs  geringai^ 

P 
aber  stetig  wachsendem  Maasse  grösser  der  Art,  dass  das  Verhältniss  -, 

von  1  an  in  abnehmendem  Maasse  kleiner  werdend,  sich  der  Grenze 

hm.  ^-  =  0,5767 (11)^ 

Po 

näherte,  von  welcher  es  übrigens  schon  für  Pq  ^  2p  kaum  mehr  merkiidk' 
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verschieden    war.     Das   Abhängigkeitsgesetz    dieses   Verhältnisses    -    für 

p^  <  2p  wurde  graphisch  dargestellt,  die  Aufstellung  einer  empirischen 
Formel  zur  analytischen  Darstellung  desselben  jedoch  unterlassen. 

Bei  der  Aufstellung  einer  Formel  für  die  Ausflussmenge  der  Luft 
aus  solchen  innen  gut  abgerundeten  und  aussen  cylindrischen  kurzen 
Hnndstttcken  legt  nun  Flieguer  das  Resultat  dieser  Yonersuche  zu 
Grunde,  indem  er  ausserdem  die  Widerstände  als  verschwindend 
klein  betrachtet,  also  g  =  0  oder  m  =:  n  setzt.  Damit  und  mit 
a  =  1,  sowie  mit  PqVq  =  ETq  ergiebt  sich  ans  Gl.  (10)  im  vorigen  §.  zu- 

P  P 

nächst  durch  Einführung  des  obigen  Grenzwerthes  von        statt       ,  d.  h. 

Po          Po 
füri.o>2p:-^=  C   ^'-. (12) 

und  zwar  mit  g  =  9,81,  R  =  29,27,  n  =  1,41 : 

C  —  5,3728  resp.  C  —  4083,33    (13) 

jenachdem  die  Pressung  in  Millimetern  Quecksilbersäule   oder  in  Atmo- 

Pa 

Sphären  ausgedrückt  wird.    Für  kleinere  Werthe  von  ~  wurde   die  statt 

P 

p  in  Gl.  (10)  des  vorigen  §.  einzusetzende  Pressung  p'  der  oben  erwähnten 
graphischen  Darstellung  entnommen,  und  zeigte  sich  dann,  dass  die  so  mit 

G 

a  =  1,  m  =  n  berechneten  Werthe  von   —  sehr   nahe   der  folgenden 

A 

Gleichung  entsprachen: 

^  c^..^    /P(P0—   P) 


=.cys^- 


^         _  .,  ^  für^o<2;^ (14), 

anter  C  denselben  Zahlencoeföcienten  wie  in  Gl.  (12)  verstanden. 

Diese  Formeln  verglich  dann  Fliegner  mit  den   oben  erwähnten 

Ausflussversucheu  von  ihm  selbst,  von  Zeuner  und  von  Weisbach  mit 

Mundstücken  von  der  in  Bede  stehenden  Art,  indem  er  jedesmal  den 

Wertb  ermittelte,  welcher  dem  Coefficienten  C  beigelegt  werden  musst«, 

damit  das  arithmetische  Mittel  der  Ausflussmengen,  die  damit  nach  der 

betreffenden  Formel  dem  Anfang  und  dem  Ende  des  Ausflusses  bei  Voraus- 

BCtzmig  des  Beharrungsznstandes  entsprachen,  der  beobachteten  resp.  aus 

den  Beobachtungsdaten  sich  ergebenden  Ausflussmenge  gleich  wurde.  Nach 

diesem  einfachen  Verfahren,  das  freilich  nur  für  kleine  Ausflusszeiten  und 

entsprechende   Zustandsänderungen,    z.  B.    für   die   Versuche  Zeuner's 

37* 
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von  etwa  10  Secunden  Ausflussdauer,  hinlänglich  zutreffend  sein,  dagegen 
auf  Weisbach's  Versuche  von  60  Secunden  Ausflusszeit  sowie  auch  aof 
manche  der  eigenen  Versuche  Fliegner's  kaum  mit  hinlänglicher  Sicher- 
heit anwendbar  sein  dürfte,  ergab  sich  im  Allgemeinen  eine  befriedigende 
Uebereinstimmung  der  so  berechneten  mit  dem  nach  GL  (13)  bestiminteB 
Werthe  Ton  C,  mit  Ausnahme  eines  der  Weisbach 'sehen  Versnobe 
(Nr.  40  der  Tabelle,  S.  574),  der  aber  auch  schon  seine»  sonst  attffaUeid 
abweichenden  Resultates  wegen  von  zweifelhafter  Zuverlässigkeit  ist.  Eine 
weitere  Ausdehnung  dieser  Untersuchungen  wird  beabsichtigt,  und  mnss  es 
abgewartet  werden,  ob  dabei  die  vorläufigen  bemerkenswerthen  Resultate 
sich  bestätigt  finden,  sowie  auch  mit  welchen  Modificationen  sie  sich  etwi 
zugleich  far  anders  geartete  Mundstücke  und  fUr  Mündungen  in  dünner 
Wand  als  gültig  ergeben  werden. 

Wenn  übrigens  Fliegner  der  Meinung  ist,  dass  der  Grenzwerth  des 

Verhältnisses       ,  überhaupt  der  Grenzwerth  des  Verhältnisses  der  mitt- 

Po 

leren  Pressung  im  kleinsten  Querschnitt«  zur  inneren  Pressung  und  die 
dadurch  bedingte  Verschiedenheit  des  Ausflussgesetzes  bei  kleinem  und  b^i 
grossem  inneren  Ueberdruck  nur  scheinbar  mit  dem  Maximum  des  Aus- 
druckes (10),  §.  101,  der  Ausflussmenge  zusammenhängen,  in  Wahrheit 
vielmehr  von  anderen  Umständen,  als  einer  solchen  Zufälligkeit  eines  ana- 
lytischen Ausdrucks  abhängen  werde,  so  ist  dem  ohne  Zweifel  beizu- 
pflichten, und  entspricht  dieser  Ansicht  auch  der  zu  Endo  von  §.  100  an- 
gestellte, wegen  Mangels  an  genügenden  Daten  freilich  nicht  voUkomnieii 
durchgeführte  Versuch,  den  in  Rede  stehenden  Grenzwerth  mit  gewissei 
inneren  und  sachlichen  Gründen  in  Verbindung  zu  bringen. 


§.  103.   Theilweise  Neuberechnung  der  Weisbaeh^sehen  Tersaehe« 

Da  die  im  vorigen  §.  besprochenen  Ausflussversnche  von  Weisbaeh 
an  und  für  sich  das  grösste  Zutrauen  verdienen  und  z.  Z.  überhaupt  die 
wichtigste  Grundlage  zur  Beurtheilung  der  den  Ausfluss  der  Luft  betref 
fenden  £rfahrung8Coefficionten  bilden,  so  ist  eine  Controlberechnnng  öe^ 
selben  unter  Vermeidung  der  im  vorigen  §.  hervorgehobenen  Mängel  der  , 
Weisbach 'sehen  Berechnungsweise  wünschenswerth.  Nimmt  man  dabei 
an,  es  erfolge  die  Zustandsänderung  der  im  Kessel  zurückbleibendes  Laft 
während  der  Ausflusszeit  von  t  Secunden  in  solcher  Weise,  dass  die  Pre^ 
suug  einer  gewissen,  der  v^^^  Potenz  des  speciiischcn  Volumens  nmgekebrt 


, 
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proportional  bleibt  (wo  mit  Rücksicht  auf  das  Eindringen  äUBserer  Wärme 
durch  die  Kessel  wand  v  <C  n  sein  wird),  so  findet,  wenn  übrigens  die  im 
vorigen  §.  gebrauchten  Buchstabenbezeichnungen  hier  unverändert  beibe- 
halten werden,  zwischen  der  augenblicklichen  Pressung  p'  und  absoluten 
Temperatur  T^  im  Inneren  des  Kessels  während  des  Ausflusses  nach  §.  20 
die  Be^^iehung  statt: 


(1) 


mit 

b    -     -  \       X  }       *0    

V  P  P 

Dabei  ist  €  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1)  im  vorigen  §.  bestimmt  durch  die 
Pressung  pg»  ^i®  der  Beobachtung  zufolge  nach  dem  Schlüsse  der  Ausfluss- 
öflfnung  und  Wiederherstellung  der  Temperatur  T^^  im  Inneren  des  Kessels 
stattfindet,  nämlich 


^oV^  n  ^  P2 
^pJ    ^1    Pi 


hpa  —  ^9Pi      k^Q  —  k^i 

mit 


(2) 


^l     _   i       ^2 


P  P 

Wenn  nun  wieder  die  in  jedem  Zeitelement  dt  ausfliessende  Luftmenge  iip 
Verhältnisse  dt  :  1  kleiner  gesetzt  wird,  als  diejenige,  welche  in  der  Zeit- 
einheit ansfliessen  würde,  wenn  der  augenblickliche  Zustand  im  Inneren 
des  Kessels  constant  bliebe,*  so  ist  nach  Gl.  (3)  und  (4)  im  vorigen  §.  mit 
Rücksicht  auf  obige  Gl.  (1) 

^^  =  l^AYigRf;  j/(^^-)'  \^{af-V) (3), 


dt 


*  Diese  Vorausseteung  ist  um  so  weniger  fehlerhaft,  je  länger  der  mit 
einer  Geschwindigkeit  ^^  Null  beginnende  Ausfliiss  schon  gedauert  hat,  und  es 
ist  deshalb  van  so  mehr  fraglich,  ob  die  von  Zeuner  bei  seinen  Versuchen 
vorgezogene  wesentlich  kürzere  Ausflusszeit  t  von  nur  etwa  10  (statt  20  bis  90) 
Secunden  als  Vorzug  gelten  kann,  abgesehen  nämlich  davon,  dass  die  unver- 
meidlichen MessAngsfehler  dieser  Zeit  das  Resultat  natürlich  um  so  mehr  be- 
einflusseu  werden,  je  kleiner  t  ist. 
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wenn  zur  AbkQrznng 

«  —  1 


gesetzt  wird.  Andererseits  ist  nach  Gl.  (9)  im  Torigen  §.  mit  RQcksicht  inf 
obige  GL  (1) 


r  = 

also 


^0 


& 


M)     V^O  ^0*    '  y'  'O  1 


dx 
woraus  durch  Verbindung  mit  Gl.  (3)  folgt: 


=  -(l-^.Fo(5)\ 


dz ^lA 

dt^~~  (1'—  «)>o 


1/  iS—C       ^  
'  2gRTAy^^'{ßf  —  1) 


Wenn  darin,  den  Weisbach 'sehen  Versuchen  entsprechend,  V^  =  4,672, 
ferner  e  =  0,291  (entsprechend  n  =  1,41),  g  =  9,81  und  mit  Rildaicht 
auf  den  Feuchtigkeitsgehalt  der  Luft  E  =  29,4  (§.  17)  gesetzt,  schliaslick 
aber  der  ganze  Ausdruck  mit  10000  multiplicirt  wird,  entsprechend  der 
Voraussetzung,  dass  A  in  Quadratcentimetern  ausgedrückt  sei,  so  ergiebt 
sich: 

^  =  1049  '-^  1  Al  f-r=^^L=. :5 ■ : 


1) 

^1 


Die  folgende  Tabelle  enthält  die  nach  den  Gleichungen  (2)  und  ;5} 
berechneten  Werthe  von  £  und  fi  für  die  Woisbach'schen  Versuche  (siebe 
die  Tabelle  im  vorigen  §.),  welche  sich  auf 

1)  die  Kreismttndung  in  der  dünnen  ebenen  Wand  von  14,08  Milli»- 
Durchmesser  (Nr.  8 — 12), 

2)  die    kurze    cylindhsche    Ausatzröhre    ohne    innere  AbrunduDg  foi 
14,02  Millim.  Weite  (Nr.  29—31),  und 


J 
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3)  das   kurze    conoidischc    Mundstück   von    10,02  Millim.  Mündungs- 
durchmesser (Nr.  40 — 45)  beziehen. 

Die  Werthe  von  s  sind  natürlich  an  die  speciellen  Umstände  ge- 
bunden, wie  sie  bei  den  Versuchen  stattfanden;  der  Umstand,  dass  sie 
wesentlich  <C  ^  (=  0,291)  sind,  lässt  auf  eine  beträchtliche  Wärmetraus- 
mtssion  der  Kessel  wand  schliessen,  wobei  es  bemerkenswerth  ist,  dass  die 
verschiedene  Ausflussdauer  =  t  See.  keinen»  erheblichen  Einfluss  auf  s 
ausübt. 

P 
Die  Werthe  von  u  sind  als  für  solche  Werthe  von  —    (des  Verhält- 

Po 
nisses  der  äusseren  zur  inneren  Pressung)  gültig  zu  betrachten,  welche  den 


gleichfalls  angeführten  Werthen  von 


^0+   ^1 

Ableitung  mit  Hülfe  von  Gl.  (5)  ist  das  Integral 


nahe  gleich  sind.*  Bei  ihrer 


V^+*(^*-i)     i 


Xi 


*  Richtiger  entsprechen  sie  denjenigen  mittlefen  inneren  Pressungen  p, 
bei  welchen  im  Beharrungszustande  in  t  Seeunden  eine  ebenso  grosse  Luft- 
menge, nämlich  nach  §.  102,  61.  (2)  die  Luft  menge 


^   7  =  (3^0  — Pg^^o  ^  p 


ET. 


ET.. 


('^O  ^i'  '^O      TT—, 


aosfiiessen  würde,  und  welche  nach  §.  100,  61.  (10)  bestimmt  sind  durch  die 
Gleichung: 


fiÄt 


m[(}f-(^f^~' 


(^0  ^)  '0 

ET. 


oder,  da  nach  obiger  61.(1) 

ü      Er 

iat,  durch  die  61eichung: 


ETI  [pj       ET,  ^^»  p) 


P 


(?)'"  [©■- '] 


e 

^gBTl 

e 


~~fjiÄi 


(•^0        ^a)  '0 


fiÄt 


Sofern  indessen  die  Ausflusscoefficienten  /it  nur   wenig  veränderlich  sind,   so 
lange  das  durch  diese  61eichung  bestimmte  Verhältniss    ,  den    durch   §.   100, 
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nach  der  Näheningeformel 


90 


+  32/(a:,  +  3J^)  +  Ifdx,)]  ;     Ax  = 


^o~'i 


berechnet  worden,  entsprechend  dem  Ersatz  der  CurVe  y  =  f{x)  durch 
die  Curve  4*®"  Grades 

y=C^+  C^x  +  C,x^  +  C,x^  +  C^x\ 

die  mit  jener  die  5  Punkte  gemein  hat,  deren  Abscissen  =  x^^  x^-\-  Ar, 
Xj  +  2/tx,  a^i  -f*  SJx,  Xq  sind.  Unter  der  Ueberschrift  (fi)  sind  zur  Yer- 
gleichung  die  von  Weisbach  berechneten  Werthe  dieses  Coefficienten 
(aus  der  Tabelle  im  vorigen  §.)  beigesetzt  worden. 

Mit  Hülfe  der  so  berechneten  Coefficienten  fi  konnten  dann  f&r  die 
cylindrische  Ansatzröhre  und  das  conoidische  Mundstück,  entsprechend 
«  =  1,  die  Coefficienten  q>  aus  der  Gleichung: 

^=l_(r-g)y-^     (§.  102,  Gl.  10) 

/         2         \~~~  /         2         \0,291 

mit  q=  l 1  "   =  ( -    )        gefunden  werden,  damit  die 

Widerstandscoefficienten  $  aus  der  Gleichung: 

nnd  die  Ausflussexponenten  m  aus  der  Gleichung: 

Für  eine  Kreismündung  in  der  dünnen  Wand  ist  der  Widerstands- 
coefficient  demjenigen  des  kurzen  conoidischen  Mundstücks  nahe  gleich  ta 
erachten.  Indem  aber  ^  für  letzteres  sehr  schwankend  ausfiel  ohne  deut- 
lich erkennbares  Abhängigkeitsgesotz,   und  namentlich  der  erste  dieser 


p 
Gl.  (13)  oder  durch  §.  101,  61.  [,1^)  bestimmten  Grenzwerth  (des  dort  mit 

bezeichneten  Verhältnisses')  übertrifft,  erschien  es  hier  unbedenklich,  dafür  ein- 

2p  2 

fach  — ,        =   — r—      zu  setzen,  d.  h.  den  berechneten  Werth  von  fi  anck 

Po  -hPi        ^o-^^i 
als  diesem  mittleren  Verhältnisse  der  äusseren  zur  inneren  Pressung  hinlänglicli 

entsprechend  anzunehmen. 
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6  Werthe  (g  =  0,181)  von  den  übrigen  so  auffallend  abweicht,  dass  da- 
durch  ein  Zweifel  an  der  Zuverlässigkeit  dieses  Versuches  gerechtfertigt 
erscheint,  so  wurde  für  die  EreismOndnng  in  der  dünnen  Wand  in  allen 
Fällen  g  =  0,04,  entsprechend 

1,41 . 1,04 


m 


1,388 


1  +  1,41.0,04 

angenommen,  wonach  dann  (p  aus  Gl.  (12),  §.  101,  und  damit  a  aus  Gl.  (10), 
§.  102,  berechnet  werden  konnte. 


Nr. 


1     9. 

1    10. 

,1        « 

I'   11. 
12. 

29. 
'  30. 
31. 

!  , 

|i   40. 

!■   41. 
'   42. 

,;  43. 

.    44. 
"  45. 


50 
40 
75 
60 
60 

30 
75 

60 

60 
60 
60 
60 
60 
60 


0,953 
0,918 
0,735 
0,599 
0,497 

0,928 
0,710 
0,589 

0,928 
0,803 
0,725 
0,626 
0,539 
0,465 


0,058 
0,089 
0,116 
0,183 
0,143 

0,147 
0,113 
0,137 

0,144 
0,104 
0,105 
0,124 
0,130 
0,144 


0") 

i" 

a 

<P 

? 

m      1 

0,557 

0,641 

0,654 

0,981 

0,04 

1,388 ; 

0,573 

0,638 

0,651 

0,981 

0,04 

1,388 

0,634 

0,635 

0,649 

0,981 

0,04 

1,388 

0,683 

0,685 

0,701  ? 

0,982 

0,04 

1,388    1 

0,723 

0,727 

0,746  ? 

0,982 

0,04 

.  1,388   1 

1 

0,816 

0,815 

1 

0,821 

0,490 

1,243  !i 

0,810 

0,813 

1 

0,838 

0,444 

1,252 

0,821 

0,831 

1? 

0,866 

0,362 

1,271 

0,915 

0,917 

1 

1 

0,921 

0,181 

1,327 

0,981 

0,981 

1 

0,983 

0,035 

1,391  1, 

0,986 

0,988 

1 

0,990 

0,022 

1,398    . 

0,967 

0,969 

1 

0,975 

0,054 

1,381 

0,974 

0,977 

1? 

0,983 

0,037 

1,390 

0,980 

0,986 

1? 

0,991 

0,021 

1,398 

Nach  Gl.  (16),  §.  101,  sind  die  berechneten  Werthe  von  a  für  die 
Kreismündung  in  der  dünnen  Wand  nur  so  lange  als  Contractionscocfti- 
cienten  (Yerhältniss  des  kleinsten  Strahlquerschnitts  zur  Ausflussmündung) 
zu  betrachten,  und  ist  fOr  die  anderen  Fälle  die  Annahme  a  =  1  nur  so 
lange  gerechtfertigt,  als 


m 
m  — f 


(6) 


ist.  Für  die  Ereismündung  ist  mit  m  =  1,388  dieser  Grenzwerth  = 
0,630,  folglich  a  =  0,746  bei  Nr.  12  jedenfalls  grösser,  als  der  Contrac- 
tionscoefficient  (der  Ausflussqnerschnitt  =  oA  grösser,  als  der  kleinste 
Querschnitt  des  contrahirten  Strahls);  thatsächlich  macht  sich  die  Zunahme 
von  a  schon  bei  Nr.  11  bemerklich,  wobei  wenigstens  im  Anfange  des  Aus- 


flusses ~   schon  etwas  <"  0,53  war.    Für  die  cylindrischc  Ansatzröhre  ist 
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zwar  die  Bedingung  (6)  in  allen  drei  Fftllen  erfüllt;  bei  Nr.  31  war  ]»r 

dessen  zu  Anfang  des  Ausflusses  —  schon  kleiner,  als  der  fragliche  Grenz- 

werth,  nämlich  <<  0,551  (entsprechend  m  =  1,271),  und  hätte  deshiib 
vermuthlich  a  hier  schon  etwas  ]>  1  gesetzt  werden  müssen,  wodorch  ^ 
etwas  kleiner,  £  etwas  grösser,  m  etwas  kleiner  gefunden  worden  wäre. 
Für  das  conoidische  Mundstück  ist  die  Annahme  tz  ==  1  bei  Nr.  44  schon 
zweifelhaft,  bei  Nr.  45  jedenfalls  nicht  mehr  gerechtfertigt;  doch  ist  ein 
Einfluss  dieses  Umstandes  auf  die  berechneten  Werthe  von  9^,  &  m  Wer 
nicht  zu  erkennen,  indem  dieselben  vielmehr  von  zufälligen  Umständen  er- 
heblich beeinfluBst  erscheinen. 

Bei  Ausschluss  von  Nr.  11  und  Nr.  12  für  die  Kreismündnng,  von 
Nr.  31  für  die  cyjindrische  Ansatzröhre,  zeigen  sich  die  Coefficientes  ft 
und  a  in  beiden  Fällen  nur  wenig  variabel,  für  die  Kreismündung  etwa 
II  ==  0,64, ,a  =  0,65,  für  die  cylindrische  Ansatzröhre  fi  =  0,815,  also 
nahe  ebenso  gross  wie  beim  Ausfluss  des  Wassers  unter  mittlerem  Uebe^ 
druck.  Ob  diesen  Resultaten  eine  allgemeinere  Bedeutung  beizulegen  ist, 
könnte  durch  eine  vollständigere  Neuberechnung  der  Weisbach'schen 
Versuche,  als  hier  geschehen,  geprüft  werden. 

Um  für  diejenigen  Fälle,  in  denen  die  Bedingung  (6)  nicht  erfüllt  ist, 
z.  B.  für  den  Versuch  Nr.  12  der  vorstehenden  Tabelle,  den  dafür  in  §.  101, 
Gl.  (17)  aufgestellten  Ausdruck  der  Ausflussmenge,  in  welchem  a  die  Be- 
deutung eines  Contractionscoefficienten  hat,  auf  seine  Zulässigkeit  zv 
prüfen,  müsste  constatirt  werden,  ob  auf  Grund  dieses  Ausdruckes  bei 
Voraussetzung  eines  constanten  Ausflussexponenten  m  sich  solche  Werthe 
des  Coefficienten  a  aus  den  betreflFenden  Versuchen  ergeben,  die  nur  wenig 
von  denjenigen  verschieden  sind,  welche  sich  aus  den  der  Bedingung  (6) 
entsprechenden  Versuchen  mit  demselben  Mundstück  ergaben,  oder  welche 
wenigstens  mit  Rücksicht  auf  ihre  Grösse  als  wahre  Werthe  des  möglicher 
Weise  variablen  Contractionscoefficienten  angenommen  werden  können. 
Setzt  man  zu  dem  £nde  wie  in  §.  102  mit  denselben  Bedeutungen  der 
Buchstaben  wie  dort: 

T    p 
so  ist  darin  jetzt  nach  der  fraglichen  Gl.  (17),  §.  101 


G=aAU    2ff   -    -    "    ,    :     -i-^  1  '  =  «^^ 

n  —  1  M  -f-  1  \m-\- 

zu  setzen  mit  den  abgekürzten  Bezeichnungen: 
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«  — 1 


K 


n 


f    t 


Somit  ergiebt  sich  wegen  f'x>  =  RT 

dV 
dt  T    p 


=  P-  ^-'  aAMy'j-^/- = oamY^'^-^^  . ''  y 


oder  mit  — 
f 


=  (^^Vnach  Gl.(l) 


dt 


oÄM 


\/^&..\/m. 


Wird  dann  diese  Gleichung,  welche  jetzt  an  die  Stelle  von  Gl.  (3)  getreten 
ist,  wieder  mit  der  Gleichung 


dx 


verbunden,  wiö  oben,  so  folgt: 


dx 
di 


^ aJM_l/2gM2^     ^i  +  -^ 

(1  — 6)Fo(/     ijV 


%J     X 


oAMt 


(1-6)^0 


V 


2gRT^ 


ex. 


a 


tAMt 


V 


2sfRT, 


^o\i 


—  1 


•_ 


(4,a) 


oder  mit  Vq  =  4,672,    e  =  0,291,   ^  =  9,81,  E  =  29,4   und  wenn 
wieder  A  in  Quadratcentimetem  ausgedrückt  wird: 


a 


1049 


^0  \~2 


—   1 


l\Xt 


(5,a). 


Setzt  man  hierin  z.  B.  für  -4,  ^,  T^,  Xq  und  %  die  Werthe,  welche 
sich  auf  den  Versuch  Nr.  12  der  obigen  Tabelle  beziehen,  nebst  6  x=:  0,143 
und  m  =  1,388,  so  findet  man  a  =  0,741.  Dass  dieser  Coefficient  nur 
so  wenig  kleiner,  als  nach  der  früheren  Rechnung  sich  ergiebt,  ist  dadurch 
erklärlich,  dass  das  mittlere  Yerhältniss  der  äusseren  zur  inneren  Pressung 
bei  diesem  Versuche  nur  wenig  kleiner,  als  der  durch  die  Bedingung  (6) 
bestimmte  Grenzwerth  war,  und  muss  man  schliessen,  dass  auch  der  eigent- 
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liehe  Contractionscoefücient  beim  Ausfluss  der  Luft  aus  einer  kreisför- 
migen Mündung  in  dünner  Wand  wirklich  wächst,  wenn  jenes  Pressungs- 
verhältniss  sich  dem  fraglichen  Grenzwerthe  nähert.  Bei  den  Weisbach'- 
schen  Versuchen  bleibt  es  aber  diesem  Grenzwerthe  zu  nahe,  als  dass  «if 
Grund  derselben  eine  entscheidende  Prüfung  der  Gl.  (17),  §.  101,  möglich 
wäre.  — 

Es  ist  endlich  noch  von  Interesse  zu  prüfen,  ob  auch  hier,  wie  es  fftr 
den  Ausfluss  des  Wassers  aus  cylindrischen  Ansatzröhren  —  §.  86  unter  1; 
—  gefunden  wurde,  die  innere  Contraction  fast  in  gleichem  Grade  statt- 
findet wie  die  äussere  beim  Ausflusse  aus  einer  Ereismündung  in  dünner 
Wand  unter  übrigens  ähnlichen  Umständen.    Zu  dem  Ende  seien: 
j?i,  f?j,  «1  die  Pressung,  das  specif.  Volunien  und  die  Geschwindigkeit 
im  kleinsten  Querschnitte  des  nach  dem  Eintritt  in  die  Röhre  cofi- 
trahirten  Luftstroms,  während 
p,  «7,  u  wie  zuvor  die  entsprechenden  Grössen  für  den  Ansflussqaer- 
schnitt  bedeuten  unter  der  Voraussetzung,  dass  derselbe  (wie  bei 
Nr.  29  und  30  obiger  Tabelle)  mit  dem  Mündungsquerschnitte  der 
Röhre  identisch  ist, 
gl  der  Widerstandscoefficient,  pv^^  =  Con^t,  das  vorausgesetzte  Geseti 
der  Zustandsändcrung  für  die  Bew^egung  bis  zum  kleinsten  Quer 
schnitte, 
ga  der  Widerstandscoefficient  und  pv*^  =  Comt.  das  Aenderungsgeseti 
des  Wärmezustandes  für  die  Bewegung  vom  kleinsten  Querschnitte 
bis  zur  Mündung,  während 
5  und  m  wie  zuvor  sich  als  rcsultirende  Werthe  auf  die  ganze  Bewegung 
vom  Inneren  des  Gefässes  bis  zur  Mündung  beziehen. 
Zwischen  den  Pressungen  p^^  p^^  p  und  den  Exponenten  tn^  m^,  m^ 
besteht  dann  wegen 


«^0 

^0   H 

V 

V^     V 

1 

/    \  ^  /    \  * 

H 

.   (PlWfP\n^ 

die  Beziehung: 

Ferner  ist  die  gosammte  Widerstandshöhe 


(7 


5s  =  «■-2'^+«•i^•^«■  =  5-5■fö) 


(»A 


2g        ^'2^     '    ^  2-7 

und   das   in   dieser  Gleiohang   vorkommende  GeachwindigkeitaTerhkItnia 
nach  §.  101,  Gl.  (9) 
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/■ 


«1  —  1 


'■'¥ 


/      .  (Pl\     «.1 


1-r-M 


m  — 1 

P\     m 

^PO' 


(ö), 


andererseits  aber  auch,  wenn  a  den  Coefficienten  der  inneren  Coutraction 

bedeutet, 

1 


(10). 


u 


a  V 


Nach  §.  76,  Gl.  (6)  und  mit  Rücksicht  auf  §.  20,  Gl.  (4)  ist  endKch  die 
Widerstaudshöhe,  welche  dem  Uebergange  vom  kleinsten  Querschnitte  des 
Contrahirten  Luftstroms  bis  zum  vollen  Bohrquerschnitte  entspricht, 


.i 


^2ff 


(«1  —  «)*       I      „    /.,  „■.    _1_         ^l"! 


2^ 


u 


m 


% 


] 


2^2 

2^ 


+  ^^1«^! 


)'^  + 


p 


9/2 


2 


U 


also  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  --     nach  §.  101,  Gl.  (9): 

^9 


e 


2 


=  ('^.y  _  iV-L  "LtA  ?i^ 


M 


1  _  (^.y  + 


»»2 — 1 

m^—  1 


»       Fo^o 


m-l 
m 


t»a—  1 


^  /^"a  _  iV_  !Llli  /^_A  "*r  \i^/  ^^2 


(11). 


p  2 

Sind  nun        =  —   — ,   ferner   £  und  m   gegeben,    wie  es  nach 

Po  ^0+^1 

obiger  Tabelle  der  Fall  ist,  und  werden  ^^  und  m^  angenommen,  etwa 

£i  =  0,04    und    m^  =  1,388 
wie  für  eine  Kroismündu&g  in  der  dünnen  Wand,  so  sind  die  Unbekannten 
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Pl       ^1 


m 


u 


2 


Sä      « 


fi 


durch  die   5   Gleichungen  (7) — (11)  bestimmt.     Wird  etwa  für  "ein 

P 

Werth  versuchsweise  angenommen,  wodurch  auch  ^  =  ^  —  bestimmt 

Po        P  Po 

ist,  so  findet  man  —  aus  Gl.  (9),  m^  aus  Gl.  (7),  gj  aus  GL  (8)  oder  (11;, 

Pt 
und  ist  dann  der  angenommene  Werth  von  --  so  lange  zu  corrigiren,  bis 

P 
diese  beiden  Werthe  von  ^  genügend  übereinstimmen.    Schliesslich  ist  a 

durch  Gl.  (10)  bestimmt    Auf  diese  Weise  ergeben  sich  für  Nr.  29  und 

Nr.  30  obiger  Tabelle  die  folgenden  Werthe« 


f  ■  —     ■ 

Nr. 

P 

Po 

s 

Pj. 
P 

Pl 

Po 

«1 

i 

1                                    ■ 

29.^ 
30. 

0,928 
0,710 

0,490 
0,444 

0,935 
0,623 

0,868 
0,442 

1,638 
1,749 

0,383 
0,322 

0,637 
0,783 

1 

Bei  kleinem  Ueberdruck  im  Inneren  des  Gefässes  (Nr.  29)  ist  hier- 
nach a  von  fast  gleicher  Grösse  wie  für  den  Ausfluss  aus  einer  Mftndmig 
in  der  dünnen  Wand  (Nr.  8,  9,  10).  Bei  grösserem  Ueberdruck  (Nr.  30} 
wird  a  bedeutend  grösser,  wobei  aber  bemerkt  werden  muss,  dass  in  diesem 

P-i 
Falle  schon  —  kleiner,  als  der  durch  die  Bedingung  (6)  bestimmte  Greni- 

Po 
werth  (nämlich  <C  0,53  entsprechend  %  =  1,388)  ist,  so  dass  in  diesem 

Falle  entweder  gar  kein  voller  Ausfluss  mehr  stattfindet,  oder  wenigstens 
a  nicht  mehr  die  Bedeutung  des  inneren  Contractionscoefficienten  hat, 
vielmehr  aA,  unter  A  den  Rohrquerschnitt  verstanden,  denjenigen  Quer- 
schnitt des  Luftstrom's  bedeutet,  in  welchem  nach  der  inneren  Contraction, 
übrigens  auch  noch  im  Inneren  der  Ansatzröhre,  die  kleinste  Pressung 
und  grösste  Geschwindigkeit  stattfindet  Dieser  Querschnitt  kann  der 
innere  Ausflussquerschnitt  genannt  werden,  der  dann  im  Falle  Nr. 30 
ebenso  wenig  mit  dem  kleinsten  Querschnitte  des  innerlich  contrahirten 
Luftstroms  verwechselt  werden  darf  wie  bei  Nr.  11  und  12  der  äussere 
Ausflussquerschnitt  mit  dem  kleinsten  Querschnitte  des  ausserhalb  der 
Mündung  contrahirten  Strahls. 

Im  inneren  Ausflussquerschnitte  findet  mit  der  kleinsten  Pressung 
auch  die  kleinste  Temperatur  =  T^  statt,  welche  nebst  der  Tenperatsr 
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=  7*  in  der  Mündnng,  sofern  diese  wie  bei  Nr.  29  und  30  mit  dem  äus- 
seren Ausflussquerschnittc  identisch  ist,  durch  die  Gleichungen 

^1  _  (piV^^i .  T.  _  (.^y'^" (12) 

bestimmt  sind.  Für  Nr.  29  und  30  findet  mau  entsprechend  den  beobach- 
teten Temperaturen 

Iq  =  Tq—  273  =  21     resp.        18 
^1  =  7\  —  273  =     9,6     „     —  41,3 
t    =   r—  273  =  16,7     „     —   1,4 

Weisbach  constatirte  diese  beträchtliche  Abkühlung  durch  Umwickelung 
der  messingenen  Ansatzröhre  mit  einem  nassen  Bindfaden,  von  welchem 
(bei  einigermaassen  beträchtlichem  Uebcrdruck  im  Inneren  des  Kessels) 
schon  nach  wenigen  Secunden  das  gebildete  Eis  mit  dem  Messer  abge- 
schabt werden  konnte. 

Bei  grösserem  innerem  Ueberdruck,  wenn  nämlich  die  Pressung  p^ 
im  inneren  Ausflussquerschnitte  <C  0,5 3 ^q  und  somit  kleiner,  als  im 
kleinsten  Querschnitte  des  innerlich  contrahirten  Luftstroms,  dieser  selbst 
also  kleiner,  als  der  innere  Ausflussquerschnitt  ist,  kann  die  Ausflussmenge 
der  Luft  für  eine  cylindrische  Ansatzröhre  nach  Gl.  (17),  §.  101  mit 
m  =  m^  =  1,388  berechnet  werden,  also  mit  n  =  1,41,  ^  =  9,81  und 

29  4T 
Va  =  --- — -  nach  der  Formel: 

G  =  2,0965a^l/-®  =  0,3866«^    ''^zr. (13) 

ebenso  wie  im  Falle  einer  kreisförmigen  Mündung  in  dünner  Wand,  wenn 
p  <  0,53j?o  ist.  Darin  bedeutet  dann  a  den  inneren  (ebenso  wie  im 
Falle  der  Mündung  in  dünner  Wand  den  äusseren)  Contractionscoefficien- 
ten,  der  aus  den  W eis b ach 'sehen  oder  ebenso  angestellten  Versuchen 
nach  Gl.  (5,  a)  mit  M  =  0,2552  entsprechend  m  =  %  =  1,388  be- 
rechnet werden  kann.  So  findet  man  insbesondere  für  die  Versuche  Nr.  30 
und  31,  also 

für     ^  =  0,710     0,589 
Po 

a  =  0,728     0,833 

p  p* 

Derjenige  Werth  von  — ,  welchem        =  0,53  entspricht,  ergiebt  sich  aus 

Po  Po 

Gl.  (7): 
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i i_ 

"l  l" 


P_  ^   /Pi\m       m,  ^  (0,53)0.^126  ^  QJ22.   .   .. (14), 

weon    nämlich   m^    =   1,388   und,    dem  Versuch   Nr.  29   entsprecheDcL 
7/»  =  1,243  sowie  m^  =  1,582  gesetzt  wird. 


ß.  Bewegung  der  Luft  in  Röhren. 
§.  104.  Toraassetzangren  und  allgemeine  Gleiehungen. 

Die  Röhre,  in  welcher  die  Luft  sich  strömend  bewegt,  wird  als  fest 
liegend  (bezüglich  auf  die  Erde)  vorausgesetzt,  so  dass  als  Massenkraft  nur 
die  Schwere  in  Betracht  kommt,  deren  Arbeit  pro  1  Kgr.  Luft  und  flir 
das  Wegelement  ds  (Längenelement  der  Rohrmittellinie) 

dl£  =  cos  y)  da 

ist,  unter  rp  den  Winkel  verstanden,  den  die  im  Sinne  der  Bewegung  ge- 
nommene Mittellinie  der  Röhre  an  der  betreffenden  Stelle  mit  der  Rich- 
tung der  Schwere  bildet. 

Der  Bewegungswiderstand  bestehe  nur  in  dem  auf  der  ganzen  Länge 
stetig  einwirkenden  Leitungswiderstande,  vorbehaltlich  einer  AbtheiluDg 
der  Röhre  in  einzelne  Strecken  an  solchen  Stellen,  wo  etwa  besondere 
Widerstände  von  erheblicher  Grösse  concentrirt  vorkommen.  Wird  dann, 
wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  (§.  90,  Gl.  6)  die  Widerstaudshöhe  pro 
Längeneinheit  der  Röhre  (Arbeit  des  Leitungswiderstandes  pro  1  Kgr. 
Luft) 

^         d  2ff         d 

gesetzt,  unter  d  den  inneren  Durchmesser  der  Röhre,  event  ihren  mitt- 
leren Durchmesser  (vierfacher  Inhalt  dividirt  durch  den  Umfang  des  Quer- 
schnitts) verstanden,  so'  ist  dieselbe  für  das  Längenelement  ds: 

dB  =  B.ds  =  ^  Hds. 

d 

Zur  Bestimmung  von  p^  «;,  7*,  u,  d.  h.  der  Pressung,  des  speci£  Yolii- 
mens,  der  Temperatur  und  der  mittleren  Geschwindigkeit,  in  der  längs  der 
Mittellinie  gemessenen  Entfernung  s  vom  Anfangsquerschnitte  der  Röhre 
hat  man  dann  nach  §.99  ausser  der  Zustandsgieichung 
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pv  =  ET 
die  Continuitätsgleichung: 

Fu=  Gv (1) 

sowie  mit  ff  =  ^    die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

dM  +  vdp  =  (costf)  —  ^  '\)^ •  .  .  (2) 

und  die  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

m 

dH  H ^-  d{pv)  =  eostpds  +  JTdQ (3). 

n  —  1 

In  dieser  letzten  Gleichung  ist  nach  §.  75,  Gl.  (6) 

k      .  ,        kP'   _. 

dQ  =  -^(T^  —  T)dF'  =     r-(r  —  T)ds 
G  G 

zu  setzen,  wenn  P'  den  Umfang  des  Rohrquerschnitts  F  resp.  den  Theil 
desselben  bedeutet,  an  welchem  eine  Wärmeübertragung  stattfindet,  k  den 
betreffenden  Wärmetransmissions- Coefficienten  und  2^  die  äussere  Tem- 
peratur an  dieser  Stelle. 

In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  übrigens  diese  Gleichungen  nur 
unter  der  Voraussetzung  benutzt  werden,  dass 

F,     d,     %     kP\     X 

constante  Werthe  haben,  Torbehaltlich  einer  Tbeilung  der  ganzeh  Röhre 
in  solche  Strecken,  für  welche  diese  Grössen  mit  constanten  Mittelwerthen 
in  Rechnung  gestellt  werden  können. 


§.  105.  Bewegung  der  Luft  in  einer  BUlire,  durch  der«n  Wand  eine  nur 

unwesentliche  Wttrmel^itung  stattfindet. 

Von  der  Wärmeleitung  der  Rohr  wand  kann  abgesehen  werden,  wenn 
die  Temperaturen  innen  und  aussen  nur  wenig  verschieden  sind.  Mit 
i^Q  =:  0  und  mit  Rücksicht  auf  die  Zu»tandsgleichung  folgt  dann  aus 
Gl.  (3)  im  vorigen  §. 

also,  wenn  j^q,  v^^  T^,  «q^  ^q  ^i®  Werthe  von  p^  t»,  T,  «,  H  im  Anfangs- 
querschnitte  («  3==  0)  bedeuten, 
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n 


8  eostp) 


1., 


eine  Gleichung,  die  offenbar  auch  bei  veränderlichem  t^  gültig  ist,  fiadlsffir 
scostp  die  Höhe  des  Anfangspunktes  über  dem  Endpunkte  von  s  gesellt 
wird. 

Um  auch  aus  Gl.  (2)  im  vorigen  §.  die  Grössen  p  und  v  zu  eliminiren 
werde  mit  Rücksicht  auf  die  Continuitäts-  und  die  Zustandsgieichung 


vdp  ==  d{pv)  —  pdv  =  RdT  —  RT 


dv         ^  ,^         ^„du 
—  =  RdT  —  RT      =: 

V  u 


=r  RdT  —  RT 


iE 


gesetzt  und  sie  dadurch  auf  die  Form  gebracht: 


ÄT^^  —  RdT  —  dJI=  (x^  —  cosrp]  d^ 


\r. 


endlich  durch  Elimination  von  T  vermittels  Gl.  (1): 


RT^ 


n 


n 


{R —  Hq  —  8  cosip) 


dH 


n 


n 


{dH  —  008^  d8)  —  iH 


('? 


=:  (A  -      «»«1p]  A 


RT,+ 


n 


n 


(JIq  -\-  8eo8tp) 


dH 

¥h 


-""-^^dH 


=(■ 


n   / 


d^  ^> 


2n  \     d  n 

Dies  ist  eine  lineare  Difereutialgleichung  erster  Ordnong,  nämlich  toi 
der  Form 

±  =  sfiH)  +  ip{H), 

deren  Integral   in  bekannter  Weise  erhalten  wird.    Ist  dadurch  H^  sJko 

u  =  y2ffH  für  irgend  einen  Werth  von  s  gefunden,  so  ergiebt  sich  T 
aus  GL  (1)  and  p  auB  der  Gleichung 

^_^ (4; 

p  G 

die  durch  Elimination  von  v  zwischen  der  Continuitäts-  und  der  Zastamb* 
gleichang  hervorgeht,  oder  auch  mit  Rücksicht  auf  den  gegebenen  Zostaad 
im  Anfangsquerschnitte  aus  der  entsprechenden  Gleichang 


^  ^ 


T  «. 


T^    u 


T 


W 


Po  ^0 

Wenn  die  Röhre  horizontai  ist  (eas  tp  £=  0)  oder  wenigsteiis  Tan 
Einfluss  der  Schwere  abstrahirt  wird,  kann  GL  (3)  geschrieben  werden: 
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(RT^        n  —  l\       dH       n-\-ldn  _       iU 

so  dass  sich  cLarin  die  Veränderlichen  ff^  s  getrennt  finden  und  als  Integral 
anmittelbar  erhalten  wird: 


( 


*n  +  "_Z1.'.U,  _  §)  _  L+i  *  _5  =  2,  •  ■ .  .  .  (6). 


2Z;,'n/\  MJ  n  JIq  d 


Nach  Gl.  (1)  ergiebt  sich  nun  aber  selbst  für  sehr  lange  Röhren  und 
bedeutende  Geschwindigkeiten  eine  nur  so  kleine  Temperaturdifferenz 
(Tq —  T),  dass  dieselbe  im  Vergleich  mit  der  vernachlAssigten  Wärme* 
leitung  der  Rohrwand  gar  nicht  in  Betracht  kommt.  Im  Falle  einer  hori- 
zontalen Röhre  z.  B.  ist  danach  für  atmosphärische  Luft  mit  n.=  1,41 

und  R  =  29,4 

To  —  r  =  0,0099  (//—  i?o) 

erst  dann  >>  0,1  Grad,  wenn  H — Hq  ^  10  ist.    Setzt  man  aber  bei- 
spielsweise Tq  =  300,  A  =  0,03,  so  folgt  aus  Gl.  (6)  für 

iTo  =  20  («0  =  19,8),  ^  =  30 :     ^  =  2440 , 

ff^  =  40  (Mo  =  28,0),  //  =  50  ;     --  =  730. 

d 

Hiemach  kffnn  für  solche  Fälle,  in  denen  die  Wärmeleitung  der 

Rohrwand  nicht  besonders  in  Rechnung  gestellt  werden  muss,  und  wenn 

die  Luft  nicht  etwa  mit  ungewöhnlich  grosser  Geschwindigkeit  in  einer 

Terhältnissmässig  sehr  langen  oder  engen  Röhre  strömt,  die  einfachere 

Voraussetzung 

T  =  Tq  z=  Const. 

der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden.  Dieselbe  ersetzt  die  Gl.  (1), 
während  Gl.  (2)  übergeht  in 

-l\dn  =  (x^  —  eos^dft (7), 


RT      X  RT 


fRT 

\2H 

woraus 

folgt; 

• 

in 

RT 
2 

^11 

"    ,J 

doo» 

(2    d  eos  y> 


äH=  I  —  "IV- ^—^''-'-^  IdIJ 


S\jfi .—  1  \     H r^  II 

38* 
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2eosn>  .  /  "  XRT^         1 


i?r  \  TT     <^«w^ 


^  =  (  1  —     ,        -  1  /» —  /«  — 

^0 =— 


•5". 


Hierdurch  ist  IT,  folglich  «  =  ^2gR  f&r  jeden  Weith  vom  t  bestimmt, 
dann  die  Pressnng  nach  Gl.  (5)  durch 


^-  =  1/^ (^•■ 

Im   Falle    einer    horizontalen    Röhre   {cotip  =  0)    wird  Gl.  (Si 
identisch;  nach  Gl.  (7)  ist  dann  aber 

d%  _R7  dH  _  dR 

d  "  '2  jn~  ^ 

^  d-  2ff,  V        h)        '**  ^0 

wie    auch   aus  GL  (6)  mit  n  =  1   (entsprechend   T  =  T^   nach  Gl.  1} 
hervorgeht. 

Uebrigens  gestattet  Gl.  (8)  meistens  eine  Vereinfachung  mit  Rflck- 

2dco8tp  *  dcMff 

sieht  darauf,  dass  -^^„,      ^^^  sehr  kleiner  Bruch  ist,  z.  B.  =  TöaQ 

fttr  X  =  0,03,  E  =  29,4,   T  =  300.    Bei  Vernachlässigung  desselben 

ergiebt  sich 

dcostp 

2sco8tD         ^  Xn  /,,' 

RT  d  cos  tp 

28eo8tp 
oder  auch  mit  a:  =  -  ,^— -^ 

Ar 

dcosrp 
~~  XII  ,         .    ^* 

dcoatf)  '2 

Sofern  aber  auch  :r  ein  sehr  kleiner  Bruch,  z.  B.  für  atmosphärische  Luft 
mit  R  =  29,4,  T  =  300  schon  dann  <C  0,01  ist,  wenn  nur  «cm^,  d.  b. 


§.  1 05.    BE W.  D.  IiUFT  IN  EINER  RÖHBB  OHNE  WE8ENTL.  WÄRMKLEITUNQ.         597 

der  Höhenunterschied  heider  Enden  der  betrachteten  Rohrstrecke  << 
44,1  Mtr.  istj  kann  e^  ==  1  -\-  x  gesetzt  nnd  somit  aus  obiger  Gleichung 
weiter  gefolgert  werden: 

dcostp  dcosif)         2sco»}pf         dcosip" 


d  /  1  1\     _2«/         d^cosy' 

X  \M^  ~  h)  ^  RT\  Xli^ 


oder  endlich,  wenn 

h  =  —  seosfp 

die  (positive  oder  negative)  Ansteigung  der  Röhre  für  die  Länge  s 
bedeutet, 

Sind  die  Geschwindigkeits-  und  Pressungsänderungen  in 
der  Röhre  sehr  klein  (wie  z.  B.  boi  den  Leitungen  des  Leuchtgases  in 
Strassen  und  Gebäuden),  so  kann  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (9)  aus  Gl.  (12) 
gefolgert  werden: 


§.  106.  Bestimmangr  des  Leltongswlderstandes* 

Zur  experimentellen  Bestimmung  des  Coefficienten  k  erscheint  es  am 
ratfasamsten,  eine  möglichst  lange  horizontale  Röhre  zu  verwenden,  durch 
welche  pro  See.  eine  bekannte  Luftmenge  strömt,  deren  Temperatur  von 
der  äusseren  Temperatur  nur  wenig  verschieden  ist,  so  dass  die  unter  der 
Toraassetznng  T  =  Comt,  im  vorigen  §.  entwickelten  einfacheren  Formeln 
Anwendung  finden  können;  der  dadurch  begangene  Fehler  wird  besonders 
dann  sehr  klein  sein  können,  wenn  die  Temperatur  im  Inneren  der  Röhre 
etwas  kleiner,  als  aussen  ist  und  somit  die  hei  wärmedichter  Rohrwand 
streng  genommen  stattfindende  kleine  Temperaturabnahme  durch  eine 
massige  Wärmemittheilung  von  aussen  compensirt  wird.  Wenn  dann  der 
innere  üeberdruck  =  |?o  —  P  ^^^  =  P  —  P  'i  ^i^ter  p  den  gleichzeitig 
beobachteten  äusseren  Luftdruck  verstanden,  für  die  Enden  einer  langen 
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Rohrstrecke  =  8  durch  daselbst  angebrachte  Manometer  gemessen  vnii, 

so  sind  dadurch  auch  f^  und  ^  bekannt,  wonach  das  Verhältniss  -^  am 

Gl.  (9)  und  X  aus  Gl.  (10)  im  vorigen  §.  gefunden  werden  kann,  da  k,. 
folglich  11^  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Luftmenge  Q  durch  Gl.  (4)  iin 
vorigen  §.  bestimmt  ist. 

Gewöhnlich  wurde  bisher  die  einfachste  Formel  (13)  des  vorigen  §. 
zu  Grunde  gelegt,  und  ergab  sich  X  aus  Versuchen  von  Pecqueur  (nach 
Poncelet)  =  0,0237,  von  d'Aubuisson  =  0,0238,  von  Girard  = 
0,0256,  von  Buff  =  0,0375.* 

Spätere  Versuche  (1856)  wurden  von  Weisbach  in  Verbindung  mit 
seinen  früher  (§.  102)  besprochenen  Versuchen  über  den  Ausfluss  der  Luft 
aus  Mündungen  und  Mundstücken  vermittels  desselben  Apparates  und  auf 
dieselbe  Weise  ausgeführt,  indem  statt  der  kurzen  Mundstücke  nnr  mehr 
oder  weniger  lange  Röhren  mit  dem  Versuchskessel  verbunden  wordeo. 
nämlich 

1)  eine  Glasröhre  von  2,035  Mtr.  Länge  und  10,65  Millim.  Weite, 

2)  eine  Messingröhre  von  2  Mtr.  Länge  und  10,38  Millim.  Weite, 

3)  eine  Glasröhre  von  1,706  Mtr.  Länge  und  14,30  Millim.  Weite, 

4)  eine  Messingröhre  von  2,981  Mtr.  Länge  und  14,34  Millim.  Weite, 

5)  eine  Zinkröhre  von  10,16  Mtr.  Länge  und  24,95  Millim.  Weite. 
Die  hier  angegebenen  Weiten  =  i  sind  mit  Rücksicht  auf  kleine 

Abweichungen  von  der  genauen  cylindrischen  Form  (bei  übrigens  mögliebst 
glatten  inneren  Oberflächen)  als  mittlere  Weiten  zu  verstehen,  welche 
durch  Bestimmung  des  die  Röhre  anfüllenden  Wasservolumens  ermittelt 
wurden  und  von  den  Mündungsweiten  =  d  (gebildet  durch  je  ein  kurzes 
cylindrisches  Ausmündungsstück)  zwar  möglichst  wenig,  doch  immer  etwas 
verschieden  waren.  Die  Verbindung  mit  dem  Kessel  wurde  durch  ela 
kurzes  Einmündungsstück  vermittelt,  und  zwar  bei  den  Röhren  unter  r> 
bis  3),  die  vertical  stehend  auf  den  Kessel  gesetzt  wurden,  durch  eine 
kurze  cylindrische  Röhre  mit  abgerundeter  innerer  Kante,  bei  den  in  hori- 
zontaler Lage  verwendeten  längeren  Röhren  unter  4)  und  5)  da^egea 
durch  ein  solches  cylindrisches  kurzes  Rohrstück  nebst  einer  Kropfrohre 
von  90^  Ablenkungswinkel. 

Auf  die  in  §.  102  angegebene  Weise  wurden  nun  bei  verschiedenea 
Anfangspressungen  der  Luft  im  Kessel  die  Aujsflttsscoeffiicienten  =:  /i  filr 
die  ganze  Rohrverbindung,  sowie  auch  =  ^^  für  das  (ohne  eingeschaltete 


Weisbach,  Ingenieur-  und  Maschinen-Mechanik,  Bd.  I,  4t«  Aufl,  S.915- 


(S  — So)  (^j  5  welcher  =  X 
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Röhre)  anmittelbar  mit  dem  Ansmündangsstück  verbundene  Einmttndungs- 
stüek  ermittelt.  Aus  diesen  Coefficienten  fi  und  /Uq,  die  Weisbach  als 
identisch  mit  den  betreffenden  Gescbwindigkeitscoefficienten  g>  und  gp^  be- 
trachtete, leitete  er  die  Widorstandscoefficieaten 

5  =  ^-"    5.  =  -;-.-. (!) 

ab,  daraus  den  Widerstandscoefficienten  der  eingeschalteten  Röhre,  be- 
zogen (wie  g  und  So)  ^^  ^^  Geschwindigkeit  in  der  Mttndung  =  g —  So9 
bezogen  dagegen  auf  dlo  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  Röhre 

i 

gesetzt  den  CoefScienten  X  lieferte.  Indem  endlich  Weisbach  sich  den 
weiteren  Fehler  gestattete,  dass  er  zur  Berechnung  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit =^  u  in  der  Röhre  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  pro  6ec. 
ansfliessende  Luflmenge  die  Dichtigkeit  dieser  Luft  in  der  Röhre  der- 
jenigen der  äusseren  Luft  gleich  setzte,  fand  er  die  folgenden  (hier  nur 
abgekürzt  wiedergegebenen)  Werthe  von  »'  und  X, 

1)  Glasröhre  von  10,65  Millim.  Weite. 

u   =  30,2    47,2    96,2    140,1  Mtr. 
X  =  0,0328  0,0284  0,0207  0,0166 

2)  Messingröhre  von  10,38  Millim.  Weite. 

u  ^    34,1    51,1    93,6    148,7  Mtr. 
X  ^  0,0271  0/)230  0,0195  0,0152 

3)  Glasröhre  von  14,30  Millim.  Weite. 

«'  —    45,8        110,7       185,0  Mtr. 
X  ==  0,0256     0,0191     0,0139 

4)  Messingröhrc  von  14,34  Millim.  Weite. 

f/  =    34,4         100,3       151,3  Mtr. 
X  =  0,0273     0,0149     0,0117 

5)  Zinkröhre  von  24,95  Millim.  Weite. 

u  =     26,8  63,7         87,1         108,2  Mtr. 

X  =  0,0233     0,0179     0,0155     0,0137 

Ohne  Weiteres  erkennt  man  hieraus  eine  wesentliche  Abnahtme  von 
X  mit  wachsender  Geschwindigkeit;  dasB  aber  auch  X  mit  wachsender  Rohr- 
weite abnimmt,  analog  der  fitr  die  Bewegung  des  Wassers  in  Bohren 
früher  angestellten  Gleichung 


u'  =  70 
u  =  110 
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X=  a  -i-   ^-     (§.  90,  Gl.  7j, 

wird  am  deutlichsten,  wenn  aus  obigen  Zahlen  durch  Interpolation  d» 
Werthe  von  X  für  gleiche  Werthe  von  u  berechnet  und  dabei  von  des 
Werthen  für  die  fast  gleich  weiten  Röhren  1)  und  2),  sowie  3)  und  4)  die 
Mittel  genommen  werden;  so  man  findet  z.  B. 

für  (T  ==:   10,51  14,32  24,95 

nndtt'  =  30:     Jl  ==  0,0305  0,0276  0,0228 

X  =  0,0231  0,0219  0,0173 

X  =  0,0188  0,0167  0,0136 

Die  Art,  wie  Weisbach  diese  Werthe  von  X  aus  seinen  VersucbcB 
abgeleitet  hat,  ist  üreilich  in  mehrfacher  Hinsicht  mangelhaft  Die  Miai^ 
seiner  Berechnungsweise  der  Ausfiusscoefficienten  fiy  (i^  wurden  in  §.  \0i 
besprochen,  auch  sind  die  nach  Gl.(l)  vorausgesetzten  Beziehungen  zwis^^i 
diesen  Coefficienten  und  den  Widerstandscoefficienten  ^,  ^  f^äheFen  Er 
örterungen  zufolge  ungenau,  und  endlich  wurde  auf  die  Verschiedenheit 
der  Geschwindigkeiten  ==:  u^  und  u  im  Anfangs-  und  Endquerschnitte  der 
Röhre  nicht  die  gebührende  Rücksicht  genommen.  Diese  Verschiedenheit 
konnte  bei  den  längeren  Röhren  und  den  grösseren  Geschwindigkeiten  in 
der  That  sehr  bedeutend  sein;  wenn  z.  B.  der  für  die  Zinkröhre  bei  •' 
=  108,2  Mtr.  oben  angeführte  Werth  X  =  0,0137  als  vorläufiger 
Näherungswerth  zu  Grunde  gelegt  und  jene  Geschwindigkeit  von  108,2  Mtr. 
als  diejenige  am  £nde  der  Röhre  angenommen  wird,  weil  hier  mit  den 
geringsten  Fehler  die  Dichtigkeit  der  Luft  deijenigen  der  äusseren  Luft 
gleich  gesetzt  werden  konnte,  so  ergiebt  sich  aus  GL  (12)  im  vorigen  i 
mit  T  =  280  (noth wendig  etwas  kleiner,  als  die  äussere  Lufttemperatm; 
die  bei  dem  betreffenden  Versuch  =  273  +  äo  =  293  war)  und  A  =0 
das  Verhältniss  der  Geschwindigkeitshöhen  am  Ende  und  am  Anfang  der 
Röhre 

Hq  ^  RT     d 

^  1  +  _  .L_   .  0,0137  .  -  ^^^  •  ^y^^^  =  1,806. 
^  29,4.280      '  0,02495     2.9,81 

Behufs  einer  correcteren  Verwerthung  der  Weisbach' sehen  Ver- 
suche kann  man  zunächst  nach  dem  in  §.  103  benutzten  Verfifthren  die 
Coefficienten  jr/,  gp,  g  fUr  die  vollständige  Ausflussr^re  sowie  die  ent- 
sprechenden ^0,  9)0,  Co  für  das  aus  dem  Ein-  und  Ausmandnngssteek  ohne 
eingeschaltete  Röhre  zusammengesetzte  Mundstück  berechnen.  Die  Wider- 


c 
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standscoefficienten  ^  und  ^q  beziehen  sich  auf  die  Mündang,  also  auf  einen 
Querschnitt  vom  I>urchme8ser  <f,  der  indessen  vom  Rohrquerschnitte  mit 
dem  Durchmesser  i  so  wenig  verschieden  ist,  dass  ohne  in  Betracht  kom* 
menden  Fehler  die  Geschwindigkeit  im  Endqnerschnitte  der  Röhre  selbst 

-?)    mal   der  Ausflussgeschwindigkeit  gesetzt  werden  kann,  so  dass 

■  _  _ 

dann  d^e  auf  jenen  Endquerschnitt  der  Röhre  bezogenen  (den  Quadraten 
der  betreffenden  Geschwindigkeiten  umgekehrt  proportionalen)  Widerstands- 
coefflcienten 

?  =  £©*.    S.-  =  £.g « 

sind.  Die  weitere  Rechnung  bezieht  sich  nur  auf  .den  Fall,  dass  zwischen 
das  Ein-  und  Ausmündungsstttck  die  Röhre  von  der  Länge  l  und  Weite  / 
eingeschaltet  ist,  und  zwar  ist  zunächst  fUr  ihren  Endquerschnitt  die  Ge- 
schwindigkeitshöhe =  H  (entsprechend  der  Ausflussgeschwindigkeitshöhe 

=  -ff^l  7)  )  und  die  absolute  Temperatur  =  T  im  Mittel  während  des 

Ausflusses  zu  berechnen.  Sind  zu  dem  Ende,  wie  in  §.  103,  die  Pressung 
und  die  absolute  Temperatur  im  Kessel  vor  dem  Ausflüsse  =  p^  und  Tq, 
unmittelbar  nach  demselben  =  jw^  und  7\,  nach  erfolgter  Temperatur- 
ansgleichung =  ^2  ^^^  ^0?  ist  also  jTq  auch  die  äussere  Temperatur,  da- 
gegen f  die  äussere  Pressung,  ferner  ic«  =rr  ^ ,  ar.  =  —  ,  a;«  =      ,  so 

f  f  V 

ist  während  des  Ausflusses  das  mittlere  Vcrhältniss  der  äusseren  zur  in- 
neren Pressung 

2^       _        2 

~~  JPO  +  f-L,  ~   ^0  +   ^1 

und  die  mittlere  Temperatur  im  Kessel 

-  —2—  -  T  V  +  JJ  =  ^0— 2^*^*- 
zu  setzen.    Mit  der  Bezeichnung  g'  =  ( —  ; — —  )  **    ist  also  nach  §.  100, 

^«^0  4-  ^'i/ 

GL  (4)  und  (5) 

^=-  i:—^''[i-9'{i-t)] (1). 
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Um  jetzt  unter  der  angenäherten  VoraussetzuBg,  daes  diese  Tempe- 
ratur gleichmässig  in  der  ganzen  Röhre  herrscht  (was  in  der  That  our 
wenig  fehlerhaft  sein  wird,  da  7  <C  Tq  ist  und  somit  ein  massiges  Ein- 
dringen äusserer  Wärme  durch  die  Rohrwand  stattfinden  muss),  aach  die 
mittlere  Geschwindigkeitshöhe  =  R^  ftir  ihren  Anfangsquerschnitt  za 
finden,  hat  man  ihre  Widerstandshöhe  (=  der  gesammten  Widerstands- 
höhe resp.  Widerstandsarbeit  pro  1  Kgr.  minus  derjenigen,  welche  durch 
das  Ein-  und  Ausmündungssttick  verursacht  wird) 

Andererseits  ist  aber  auch,  wenn  y  die  Geschwindigkeitshöhe  in  einem  be- 
liebigen Querschnitte  der  Röhre  bedeutet,  mit  Rücksicht  auf  §.  105,  Gl.  (7 


In    -  -  {H—  n^\ 

\j^y  /  ^ 

und  die  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  von  B  liefert  die  Gleichung 

f>|  +  <^  +  so')5  =  i  +  s' (5. 

R 
wodurch  dafi  Yerhältniss  ^  ,  folglich  auch  H^  bestimmt  ist    Endlich  ist 

nach  §.  105,  Gl.  (10) 

Jf  n>^  /TT  \  TTl 

^6\ 


X  =  - 


—  1     —  In 


und  zwar  kann  dieser  Werth  von  X  als  entsprechend  betrachtet  werde* 
der  mittleren  Geschwindigkeit 


«'  =  V^(5o+  R) C7). 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  mit  Hülfe  der  Weisbacb'schen  Ver- 
suchswerthe  von  t  (Ausfiusszeit  in  Secunden),  Tq,  Xq^  x^^  x^  für  die  oben 
unter  5)  genannte  Zinkröhre  von 

/  =  10,16  Mtr.  Länge, 
/  =  0,02495  Mtr.  mittlerer  Weite 
und  d  =  0,02441  Mtr.  Mündungsweite 

die  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Werthe  von  fi^  g>j  Q.  und 
zwar  beziehen  sich  die  Zahlen  in  der  ersten  Horizontalreihe  auf  die  dabei 
benutzte  Kropfröhre  mit  Ein-  und  Ausmündungsstück  allein,  so  dass  die 
ersten  Zahlen  in  den  mit  //,  9),  g  bezeichneten  Columnen  die  Werthe  dtf 
oben  mit  ^q,  fpQ,  C,q  bezeichneten  Coefficieuten  sind. 


§.106. 


LEITUMGSWIOKRBTAITD  DIB  I^DFT  JX  BÖBKEN. 


603 


!! 


40 


i.  ?' 


50 


»? 


5» 


T 


«Cii 


X, 


a-. 


288 

2,0808 

1,1882  1 

287 

1,1360 

1,0083 

291,5 

1,4639 

1,0850 

292,9 

1,6980 

1,1816 

293 

1,9320 

1,^898 

1,2915 
1,0239 
1,1306 
1,2422 
1,3660 


^    ' 

9 

?    ^ 

0,6599 

0,7100 

1,0565  , 

0,3046 

0,3100 

9,4958  , 

[  0,3339 

0,3556 

7,1511  ^ 

0,3520 

0,3858 

6,0279 

0,3678 

0,4132 

5,2031 

Wären  auch  mit  der  Kropfröhre  nebst  Ein-  und  Ausmündungsstück 
(ohne  die  eingeschaltete  Zinkröhre)  mehrere  Versuche  bei  verschiedenen 
Anflangspressungen  im  Kessel  angestellt  worden,  so  würden  sich  die  ent- 
sprechenden Widerstandscoefficienten  g^  voraussichtlich  etwas  verschieden 
ergeben  haben;  in  Ermangelung  anderweitiger  Anhaltspunkte  müssen  in- 
dessen hier  die  4  Versuche  mit  der  Zinkröhre  bei  Voraussetzung  eines 
Constanten  Coefficienten  g^  =  1,0565  berechnet  werden,  und  findet  man 
dann  nach  obigen  Gleichungen  (3)  bis  (7)  die  folgenden  Werthe  von  T, 


T 

R 

i  i  ^ 

1 

-*. . '  ■  r     j 

«'       (i) 

1 

I  284,26 
i  283,16 
t  281,48 
1  278,52 

50,88 
227,90 
396,24 
583,18 

1,1219 
1,4968 
1,8482 
2,2606 

0,02430 
0,02129 
0,02024 
0,01973 

30,7 
61,1 
77,4 

90,8 

0,02429 
0,02116 
0,02031 
0,01979 

Diese  Werthe  von  2  und  u  sind  von  den  oben  angeführten  nach 
Weisbach's  Bechnungen  erheblich  verschieden;  sie  können  recht  gut  in 
der  Formel 


X  =  0,01355  + 


0,0595 


(8) 


zusammengefasst  werden,  wie  die  danach  berechneten  in  der  letzten  Co* 
lamne  unter  (X)  eingetragenen  Zahlen  erkennen  lassen.  — 

Wenn  man,  unter  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  Röhre  ver- 
standen, allgemein 


2  =  «  + 


Vw" 


setzt,  so  würden,  wenn  auch  die  Weisbach'schen  Versuche  mit  den 
zweierlei  Glas-  und  Messingröhren  in  derselben  Weise  wie  hier  die  Ver- 
suche nutzer  Zinkröhre  berechnet  würden,  für  die  Coefficienten  a  nnd  ^ 
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ohne  Zweifel  andere,  besonders  mit  der  Rohrweite  d  vanireiidc  Zahlen- 
werthe  gefunden  werden.  Wenn  man  aber  analog  dem  Gesetze  der  Be- 
wegung des  Wassers  in  Röhren  diese  Abhängigkeit  von  d  nnr  bei  den 
Coefficienten  ß  voraussetzt  und  somit  die  Formel 

ß 


0,01355  + 


(y 


y« 


zu  Grunde  legt,  so  kann  zu  einer  vorläufig  angenäherten  Bestimmung  too 
ß  als  Function  von  d  die  Annahme  dienen,  dass  die  richtiger  berechneteo 
Werthe  von  X  bei  gleichen  Worthon  von  u  wenigstens  dieselben  Ver- 
hältnisse zu  einander  behalten  wie  nach  der  Weisbach 'sehen  Berech- 
nungsweise, also 

für  d  =  0,01051  0,01432  0,02495  Mtr. 

und  z.  B.  «  =  30     die  Verhältnisse  305  :  276  :  228 

=  70       „  „  231  :  219  :  173 


w 


u  =  110 


n 


jy 


w 


n 


188  :  167  :  136 


entsprechend  den  obigen  Folgerungen  aus  den  Weisbach 'sehen  Resul- 
taten. Auf  diese  Weise  und  auf  Grund  von  Gl.  (8)  für  d  =  0,02495  Mtr. 
findet  man  die  in  folgender  Zusammenstellung  enthaltenen  Werthe  von  iL 
endlich  damit  nach  Gl.  (9)  die  gleichfalls  angeführten  Werthe  von  ß. 


I                     "           ! 

X 

ß 

d    - 

1 

0,01051 

0,03265 
0,02759 
0,02657 

0,01432 

0,02955 
0,02615 
0,02360 

0,02495  1 

0J)2441  1 
0,02066 
0,01922  i 

0,01051 

0,1046 
0,1175 
0,1366 

0,01432 

0,0876 
0,1054 
0,1054 

0,02495 



tt  — 30 
tt  — 70    j 
1*  —  110 

0,0595 
0,0595 
0,05d5 

Die  Mittelwerthe  von  ^,  nämlich 

ß  =  0,1196       0,0995       0,0595 
für  rf  =  0,01051     0,01432     0,02495  Mtr. 

können  mit  ziemlicher  Annäherung  durch  die  Formel 

0,001235  +  Ofild 


ß  = 


d 


ausgedrückt,  und  mag  somit  vorläufig  gesetzt  werden: 

0,001235  +_0,01rf 
d^u 


X  =  0,01355  + 


(101 


Eine  genauere  Bestimmung  von  X  vermittels  der  Weisbaeh*9eheii 
Versuche  wird  übrigens  durch  den  Umstand  erschwert,  dass  bei  mandieii 
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derselben  die  Geschwindigkeit  am  Anfang  und  am  Ende  der  Röhre  schon 
allzu  verschieden  war,  um,  nachdem  sich  k  als  wesentlich  abhängig  von  u 
ergeben  hat,  die  den  Formeln  des  vorigen  §.  zu  Grunde  liegende  Voraus- 
setzung eines  coustanten  Werthes  von  X  noch  als  hinlänglich  zutreffend 
erscheinen  zu  lassen.  Bei  dem  letzten  der  hier  berechneten  4  Versuche 
mit  der  Zinkröhre  z.  B.  änderte  sich  vom  Anfang  bis  zum  £nde  derselben 
die  Geschwindigkeitshöhe  von  257,98  bis  583,18,  also  die  Geschwindig- 
keit von  71,14  bis  106,97  und  nach  Gl.  (8)  somit  X  von  0,0206  bis  0,0193. 
Die  Berücksichtigung  dieser  Verschiedenheiten  würde  aber  die  an  sich 
schon  sehr  zeitraubenden  Rechnungen  zu  rationeller  Verwerthung  der 
Weisbach*schen  Versuche  noQh  wesentlich  erschwert  haben. 


§.107.  Beispiele. 

1)  Windleitungen  von  grosser  Länge  spielen  u.  A.  bei  Tunnel- 
arbeiten eine  wesentliche  Rolle  zur  Ventilation  und  namentlich  zum  Be- 
triebe der  Steinbohrmaschinen  mit  comprimirter  Luft.  Dabei  ist  es  von 
Interesse,  im  Voraus  den  Druckverlust  beurtheüen  zu  können,  der  unter 
gegebenen  Umständen  durch  die  Leitung  verursacht  werden,  und  somit 
den  Ueberdruck,  der  zum  Betriebe  der  Bohrmaschinen  verwendbar  bleiben 
wird. 

Beispielsweise  sei  von  einem  Orte  Aq  im  Thalgrunde  nahe  der 
Tnimelmündung  pro  See.  1  Kgr.  Luft,  welche  am  Orte  Aq  auf  das  6 fache 
des  dortigen  Luftdrucks  comprimirt  wird,  durch  eine  im  Ganzen  /  = 
5000  Mtr.  lange  Röhrenfahrt  an  den  Arbeitsort  A  im  Tunnel  zu  leiten; 
die  Ansteigung  derselben  betrage  h  =  150  Mtr.,  wovon  etwa  ^/^  auf  die 
aussen  am  Bergabhange  bis  zur  Tunnelmündung  reichende  Röhrenstrecke, 
V4  auf  die  im  Tunnel  selbst  liegende  Hauptstrecke  komme.  Am  Orte  Aq 
sei  der  mittlere  Barometerstand  =  0,7  Mtr.,  die  mittlere  Lufttemperatur 
=  7®C.,  während  die  mittlere  Temperatur  im  Tunnel  zu  27®  angenommen 
werde.  Der  Ueberdruck  der  comprimirten  Luft  am  Anfange  der  Leitung 
entspricht  dann  einer  Quecksilbersäule  von  5 . 0,7  =:=  3,5  Mtr.,  und  es  soll 
die  Weite  d  der  Leitung  so  gewählt  werden,  dass  nur  etwa  10^'«  dieses 
Ueberdrucks  durch  die  Leitung  verloren  gehen,  also  bei  A  ein  Ueberdruck 
von  etwa  3,15  Mtr.  Quecksilbersäule  zum  Betriebe  der  Bohrmaschinen 
verwendbar  bleibt 

Wenn  die  Compression  der  Luft  auf  die  6  fache  Pressung  durch  die 
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betreffenden  Compressionsmaschinen  anter  solchen  Umständen  erfolgt,  dMi 
nicht  etwa  schon  während  dieses  Vorganges  eine  merkliche  Wärmeeitr 
Ziehung  stattfindet,  so  erhöht  sich  dabei  ihre  absolute  Temperatar  (nuk 

§.  20  mit  n=  1,41,  also  ^-^—  =  0,2908)  von  273  +  7  =  280  auf 

n 

n  —1 


,280.6   «    =  471,5.* 

Indem  aber  zur  Ermöglichung  eines  dauernden  Betriebes  der  CompressioBS- 
maschinen  trotz  veränderlichen  Verbrauches  der  comprimirten  Luft  die- 
selbe zunächst  in  einen  Windkessel  von  grossen  l)imen8ionen  und  ent- 
sprechend bedeutender  Abkühlung  geleitet  werden  soll,  mag  mit  Rücksicht 
auf  letztere  und  auf  die  weitere  Abkühlung  besonders  in  der  bis  zur 
Tunnelmündung  reichenden,  von  nur  7^  warmer  Luft  umgebenen  Rohr- 
strecke die  mittlere  Temperatur  in  der  ganzen  Röhrenleitung  =  27®  wie 
die  der  äusseren  Luft  im  Tunnel,  also  T  constant  =  300  angenonunet 
werden.    Dann  ist,  da  die  Anfangspressung  der  Luft  in  der  Leitung: 

4,2 
Pq  =  10333 -^  =  57103  Kgr.  pro  Quadratm. 

0,76 


*  Um  1  Kgr.  Luft  vom  Zustande  p^,  v^  ohne  Mittheilung  oder  Entdehung 
von  Wärme  bis  zur  Pressung  p  zu  comprimiren  und  aus  dem  Raum  Ton  der 
Pressung  p^y  worin  sie  das  Volumen  v^  hatte,  mit  dem  entsprechend  verklei- 
nerten Volumen  v  in  einen  Raum  von  der  Pressung  p  zu  versetzen,  ist  eiae 
Arbeit 

M  — 1 


oder  wegen 


P^  —  Pq^o  =  Pq% 


1        .  _ ,      «  — 1 

PJPAH_^ 


P^\V 


=  i'ü^o 


ar-j 


eine  Arbeit  =-  ^-^  Po«o   (^  j  **  ""  ^  | » 
hier  also  mit  n  ==  1,41,  ^  =  6,  p^%  =  TtT^  =  29,4 .  280  eine  Arbeit 

29  4 

«r  --';-^*^ (471,5— 280)  ^  19357  Kgmtr.  pro  See.  oder 

«  l^Jf-!  «  258  HerdesÄrken 

erforderlich;    entsprechend    weniger,    wenn    schon   während   der   Compressioa 
Wärme  abgegeben  wird. 


j 
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ist,  ihr  specifisches  Volumen  daselbst: 

JZr  _  29,4  .^  _ 

und,  wenn  versachsweise  die  Rohrweite  za 

d  =  0,2  Mtr.,  also  JP  =  — "  =  0,031416 

4 

angenommen    wird,    die   Anfangsgeschwindigkeit    und    cutsprechende   Ge- 
schwindigkeitshöhe : 


Vn  . —  «n  ^ 


Dieser  Geschwindigkeit  «o  und  d  =  0,2  entspricht  nach  Gl.  (10)  im  vo- 
rigen §. 

X  =  0,02084,  wonach  l  =  0,0205 

als  jedenfalls  ausreichender  Mittelwerth  angenommen  werde,  da  die  Ge- 
schwindigkeit gegen  das  Ende  der  Röhre  hin  wächst  Für  die  Geschwin- 
digkeitshöhe  ff  am  Ende  hat  man  dann  nach  §.  106,  GL  (12) 

§='"  29X-3ÖÖ  (^'^^^  -W'^''''  +  ''^)  =  ''''*' 
und  nach  Gl.  (9)  fttr  die  Pressung  p: 

P-  =  l/|;  =  0,9071. 

so  dass  dieselbe  einer  Quecksilbersäule 

=  0,9071 .4,2  =  3,810  Mtr. 

w 
entspricht    Weil  aber  mit  der  Ansteignng  um  150  Mtr.  auch  der  äussere 

Luftdruck  abnimmt,  und  zwar,  da  das  specifische  Gewicht  der  betreffenden 
Luftschicht  (bei  nahe  0,7  Mtr.  Barometerstand  und  285®  absoluter  Tem- 
peratur) 

=  10333 .  ^-  :  29,4 .  285  =  1,1358 

0,76 


gesetzt  werden  kann,  um 

150.1,1368 


=  0,013  Mtr. 


13596 

Qaecksilhersäuleuhöhe,  so  würde  bei  d  =  0,2  Mtr.  Weite  am  Ende  der 
Köhreuleitung  auf  einen  mittleren  Manometerstand 

=  3,810  —  0,687  =  3,123  Mtr. 
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ZU  rechneu  sein,  entsprechend  einem  Ueberdruck 

=  3,123. 13596  =  42460  Kgr.  pro  Quadratm., 

jene  angenommene  Rohrweite  folglich  der  gestellten  Forderung  beinahe 
entsprechen.  — 

2)  Als  Beispiel  des  Falles,  dass  die  Geschwindigkeits-  und  Pressongs- 
änderungen  in  der  Röhre  klein  genug  sind,  um  letztere  ohne  wesentlichen 
Fehler  nach  der  einfachen  Gleichung  (13)  in  §.  105  berechnen  zu  können, 
ist  besonders  die  Leitung  des  Leuchtgases  in  den  Strassen  von  Städten 
und  in  Gebäuden  bemerkenswerth.    Nach  jener  Gleichung  ist,  wenn  R  = 

jr  (siehe. §.  17,  Gl.  5)  gesetzt  wird,  unter  6  die  Dichtigkeit  d^  Gases  in 

0 

Beziehung  auf  atmosphärische  Luft  und  unter  JS'  =  29,27  den  Werth  der 
fraglichen  Constanten  für  letztere  verstanden, 

=  dem  Druckverlust  für  die  um  h  Mtr.  ansteigende  Strecke  =  «  eiaer 
Röhre  von  d  Mtr.  Weite.  Dabei  können  die  Pressungen  (Kgr.  pro 
Quadratm.)  auch  als  die  denselben  entsprechenden  Wassersäulen 
in  Millimetern  ausgedrückt  verstanden  werden,  da  eine  W^asser- 
schiebt  von  1  Quadratm.  Fläche  und  1  Millim.  Dicke  1  Kgr.  wiegt.  Auch 
ist  die  Pressung  hier  so  wenig  veränderlich  und  so  wenig  (um  höchstens 
etwa  50  Millim.  Wassersäule)  grösser,  als  der  äussere  Luftdruck,  dass  für 
Pq  im  Ausdrucke  von  Ap  die  mittlere  Pressung  p  in  der  Rohre  gesetzt 
und  diese  ohne  wesentlichen  Fehler  der  atmosphärischen  Pressung  gleich 
gesetzt  werden  kann.  Ebenso  ist  die  Temperatur  des  Gases  der  äusseren 
Lufttemperatur  gleich  zu  setzen,  und  somit  die  der  Ansteigung  um  h  Mtr. 
entsprechende  Abnahme  des  Luftdrucks 

jp'  ^  J   k^ 


V 


^{P-P)  =  h  =  4-- 


d;i~Äo  —  (1  — rf)Ä 


ETI      d 

Ebenso  wie  die  Pressung  p  kann  auch  die  Geschwindigkeitshöhe  B^ 
in  dieser  Gleichung  als  Mittelwerth  verstanden,  also 

gesetzt  werden,  wenn  V  das  pro  See.  durch  die  Röhre  strömende  Gasro- 
lumen  bedeutet,  bei  dessen  Messung  und  Preisberechnung  ja  aueh  von 
Variationen  des  Wärmezuatändcs  abstrahirt  wird.    Dadurch  wird 
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h  =  m—  —nh (1) 

In  rander  Zahl  mag 

n  =  1,26(1— d) (2) 

gesetzt  werden,  mit  p  =  10333  entsprechend 

10333 

T  =  =  282  4 

1,25 .  29,27  ' 

Was  m  betrifft,  so  würde  die  Substitution  von  y  =  9,81  in  obigem  Aus- 
drucke dieses  CoefQcienten  voraussetzen,  dass  d  ebenso  wie  a  in  Metern, 
V  in  Cubikmetern  pro  See.  ausgedrückt  wird ;  wenn  aber,  wie  hier  voraus- 
gesetzt werden  soll,  d  die  Rohrweite  in  Millimetern  und  V  das 

P 
Gasvolumen  in  Cubikm.  pro  Stunde  bedeutet,  ist  mit  ^^  =  1,25 

zu  setzen: 

10iM,25  6X      /4\2 


m 


3600  .  3600 


^9,81  S)  =  '''''^'' (^)- 


Die  Dichtigkeit  d,  sehr  verschieden  je  nach  der  Kohlensorte  und  dem 
Stadium  des  DestiUationsprocesses,  kann  im  Mittel  zu  0,4  angenommen 
werden. 

Die  Gleichung  (1)  setzt  nun  aber  voraus,  dass  durch  alle  Querschnitte 
der  Röhre  dieselbe  Gasmenge  strömt,  während  bei  städtischen  Strassen- 
leitungen,  wenn  auch  zunächst  jene  Gleichung  nur  auf  eine  solche  Strecke 
derselben  bezogen  wird,  auf  welcher  eine  Verzweigung  nach  Seitenstrassen 
hin  nicht  stattfindet,  doch  die  einzelnen  Hausleitungen  und  die  Strassen- 
latemen  eine  successive  Gasentziehung  bedingen.  Wird  dann  letztere  als 
stetig  und  gleichförmig  längs  der  ganzen  Länge  /  der  fraglichen  Rohr- 
strecke  betrachtet  der  Art,  dass  F^,  V  und  F^  =  «Tq  die  stündlichen 
Durchflussmengen  am  Anfange,  in  der  Entfernung  s  davon  und  am  Ende 
sind,  so  ist  nach  Gl.  (1)  der  Verlust  an  Ueberdruck  in  Millim.  Wassersäule 
für  ein  um  dh  Mtr.  ansteigendes  Längenelement  ds  der  Röhre 

db  =  m--d8  —  ndh. 
d^  ' 

also  der  Verlast  an  Ueberdruck  für  die  ganze,  /  Mtr.  lange  und  h  Mtr. 
ansteigende,  Rohrstrecke  wegen 

Orsabof,  theoret.  Maaehinenlehie.    I.  39 
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l 

1  — f,        ri  _  «^«    1 

nh  = 


/Fo«  1  +  «  +  a« 

1=  j»  —  — —  —  nM 

d^  3 

analog  §.95,  Gl.  (11).    Indessen  mag  kürzer  geschrieben  werden: 

h  =,  fn-—  —  nh '.....  (4\ 

d^ 

unter  V  jetzt    ein    mittleres  Gasvolumen    verstanden,    entsprechend  der 
Gleichung: 

r=r,  l/i  +  «  +  «'  ==  [/ V+ÄK+V  . . .  (5> 

Der  Werth  des  Coefficienten  w,  der  nach  GL  (3)  proportional  X  ist, 
wird  hier  am  besten  aus  den  mit  Leuchtgasleitungen  selbst  gemachten  Er- 
fahrungen abgeleitet.  Auf  Grund  derselben  berechnet  z.  B.  die  deutsche 
Continental-Gasgesellschaft  in  Dessau  unter  der  Voraussetzung  A  =  0  ihre 
Rohrdimensionen  nach  der  Formel* 


A  ^hd  /    1    \2/F« 

3700i«J/    ^,  also  »  =  (3^)-^, 


wobei  V  in  Oubikfussen  pro  Stunde,  /  in  Füssen,  h  und  d  in  Zollen  eng- 
lischen Maasses  ausgedrückt  sind  und  die  Annahme  ö  =  0,4  zu  Grunde 
liegt.    Für  die  hier  vorausgesetzten  Einheiten  ergiebt  sich 

l  =  80238—^, 

d^ 

entsprechend  nach  Gl.  (3)  mit  ö  =  0,4 

80238 

Bezeichnet  B^  den  Ueberdruck  (in  Millimetern  Wassersäule)  am  Aa* 
fange  der  ganzen  Leitung,  d.  h.  im  Gasometer  der  Gasfabrik,  so  ist  der 
selbe  an  irgend  einer  um  h  Mtr.  höher  gelegenen  Stelle  nach  Gl.  (4) 


* 


Nach  Mittheilungen  des  General -Directors  jener  Gesellschaft  ftr  J)h 
Ingenieurs  Taschenbuch",  herausgegeben  von  dem  Verein  „Hütte",  9.  Arf. 
S.  573. 


§.107.  LEÜCHTOAS-LEITUHOEN.  611 

B  =  B^+  nh^  mS—     (6), 

wobei  das  Summenzeichen  sich  auf  alle  Rohrstrecken  bezieht,  welche  bis 
za  der  fraglichen  Stelle  vom  Gase  durchströmt  werden,  und  wobei  h  ne- 
gativ zu  setzen  ist  für  solche  Stellen,  die  etwa  tiefer  liegen,  als  die  Gas- 
fabrik. Der  kleinste  Werth  von  B  (bei  unebenem  Terrain  nicht  noth- 
wendig  in  der  grössten  Entfernung  vom  Anfange  der  Leitung  stattfindend) 
muss  noch  ausreichend  sein,  um  nach  Abzug  des  Drnckverlustes  durch  die 
Gasuhr  und  durch  die  Hausleitung  die  nöthige  Höhe  und  Lichtstärke  der 
Flammen  bei  den  am  niedrigsten  gelegenen  Brennern  zu  vermitteln  (in 
den  oberen  Stockwerken  der  Häuser  nimmt  B  wegen  des  wachsenden 
Werthes  von  h  mehr  zu,  als  wegen  des  Leitungswiderstandos  ab).  Dieser 
kleinste  zulässige  Werth  von  B  (etwa  =  15  bis  20  Millim.)  sei  allgemein 
mit  B^  bezeichnet;  obschon  bei  mehr  als  nöthigem  Druck  in  der  Leitung 
dnrch  entsprechende  Stellung  des  Hahns  vor  dem  Brenner  die  Flammen- 
höhe  regnlirt  werden  kann,  soll  doch  das  erforderliche  Minimum  von  B 
möglichst  wenig  Überschritten  werden  mit  Rücksicht  auf  die  mit  dem 
üeberdmck  wachsenden  Gasverluste  durch  Undichtigkeiten  der  Röhren- 
leitang.    Der  Bedingung 

min.B  =  Bj  (=  15—20  Millim.) 

wird  durch  einen  um  so  kleineren  Werth  von  B^  entsprochen,  je  mehr 
von  der  Gasfabrik  aus  die  Leitung  ansteigt,  weshalb  es  bei  unebenem 
Terrain  vortheilhaft  ist,  die  Fabrik  an  einem  tief  gelegenen  Orte  anzu- 
legen. 

Wenn  für  den  Ueberdruck  Bq  im  Gasometer  ein  den  Umständen 
entsprechender  Werth  angenommen  wird  (etwa  =  30  bis  50  Millim.J,  so 
w&rde  die  Bestimmung  der  Weiten  d  der  einzelnen  Rohrstrecken  bei  ge- 
gebenen Werthen  von  A,  /,  V  am  rationellsten  gemäss  der  Bedingung  zu 
geschehen  haben,  dass  die  Anlagekoston  der  ganzen  Rohrleitung  möglichst 
klein  werden,  ähnlich  wie  es  für  eine  städtibche  Wasserleitung  in  §.97  er- 
klärt wurde.  Behufs  einer  ersten  Annäherung  könnte  man  den  Druck- 
verlnst  durch  den  Leitungswiderstand  pro  Längeneinheit  der  ganzen  Lei- 
tung constant,  also  das  letzte  Glied  im  Ausdrucke  von  B  (Gl.  6)  propor- 

V* 
tional  JSL  d.  h.  -rr  constant  setzen.  Doch  wird  es  besser  sein,  für  die  bei 
'  d^ 

den  Gesammtkosten  vorzugsweise  in's  Gewicht  fallenden  Hauptstrecken, 
den  grösseren  Werthen  von  V  entsprechend,  eine  grössere  Druckabnahme 
pro  Längeneinheit  zuzulassen,  also  eine  grössere  Geschwindigkeit,  um  die 

39* 
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Durchmesser  kleiner  wählen  zu  dürfen;  wenn  man  dann  etwa  die  Druck- 
abnahme durch  den  Leitungswidorstand  pro  Längeneinheit  proportional  d, 
also  das  letzte  Glied  in  Gl.  (6)  proportional  2Jld^  somit 


3 


-^J  =  Const.  =  ^-;     d=  CyV (7} 

setzt,  so  wird  wegen 

3 

5  =  5,  +  nÄ  -  ^  SlYv (8). 

und  ist  dann  die  Constante  C\  mit  welcher  nach  Gl.  (7)  jede  einzelne 
Rohrweite  berechnet  werden  kann,  bestimmt  durch  die  Bedingung:  min.B 
=  JB^.  Dabei  wird  in  der  Regel  die  Stelle,  wo  J?  am  kleinsten  ist  (vor- 
behaltlich nachträglicher  Controle)  mit  genügender  Annäherung  nadi 
Schätzung  zu  bestimmen  sein  (in  grösster  Entfernung  von  der  Gas&brik, 
falls  nicht  etwa  auf  dem  Wege  dahin  wesentlich  tiefer  gelegene  Terrain* 
strecken  von  der  Gasleitung  zu  passireu  sind);  ist  h^  die  (positive  oder 
negative)  Ansteigung  der  Leitung  von  der  Gasfabrik  bis  zu  jener  Stdie« 
und  bezeichnet  2^  die  Summe  der  bis  dahin  vom  Gase  zu  durchströmenden 
Rohrstrecken,  so  liefert  die  Bedingung:  mm,B  =  B^  nach  Gl.  (8) 


<B,-B,-\-nh, 


5 

(9). 


Wenn  die  hiermit  nach  Gl.  (8)  berechneten  Werthc  von  B  für  gewisse 
Zweige  des  Röhrennetzes,  die  das  Gas  nach  höher  gelegenen  Terrainstellen 
und  weiterhin  nicht  wieder  abwärts  zu  leiten  haben,  durchweg  grösser  als 
nöthig  ausfallen  sollten,  so  können  die  Weiten  d  derselben  nachträglich 
entsprechend  kleiner  angenommen  werden,  als  sie  nach  GL  (7)  sein 
müssten.  — 

Bei  der  Leitung  des  Leuchtgases  in  den  Häusern  (in  der 
Regel  durch  schmiedeeiserne  Röhren  von  rf  =  10  bis  50  Millim.  Weite 
pflegt  verlangt  zu  werden,  dass,  wenn  auch  alle  Flammen  brennen,  doch 
nur  etwa  2  bis  2,5  Millim.  Druck  vom  Gasmesser  bis  zu  den  entferntesten 
Brennern  durch  den  Leituugswiderstand  verloren  gehen,  damit  die  Oef- 
nung  oder  Schliessung  einzelner  Brenner  durch  Aenderung  des  Dmekrei^ 
lustes  und  somit  des  resultirenden  Ueberdrucks  (um  einen  entsprechenden 
aliquoten   Theil   jenes    zugelassenen  Maximums;,   keinen  allzu  störenden 


(0,14)*i»^-^j^-  =  2  bis  2,5, 
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Einfluss  auf  die  Flammeuhöhe  der  übrigen  Brenner  ausübe.  Wird  dann 
ferner,  wie  erfahrungsmässig  üblicb,  pro  Flamme  ein  stündlicher  Consum 
von  0,14  Cubikm.  (5  Cubikfuss  engl.)  gerechnet,  und  bedeutet  n  die  Zahl 
der  Flammen,  welche  von  dem  Gase,  das  eine  Rohrstrecke  von  l  Mtr. 
Länge  und  d  Millim.  Weite  durchströmt,  noch  zu  speisen  sind,  so  ist  die 
Bedingung  zu  erfüllen: 

'd'- 

wobei  es  aber  zweckmässig  ist,  den  besonderen  Widerständen,  welche 
durch  die  bei  Hausleitungen  zahlreicher  vorkommenden  Richtungsände- 
rungen der  Röhren  verursacht  werden,  durch  einen  etwas  grösseren  Werth 
von  X^  folglich  m  Rechnung  zu  tragen,  indem  etwa  gesetzt  wird: 

UOOi'^J,'  =2 (10), 

nach  Gl.  (3)  mit  6  =  0,4  entsprechend: 

A=-       --^^^         —=00272 
7969400.0,4.(0,14)« 

Die  Abstufung  der  Rohrweiten  d  ist  von  ihren  gangbaren  Werthen  ab- 
hängig, und  kann  der  Gebrauch  von  Gl.  (10)  wesentlich  erleichtert  werden 
durch  eine  Tabelle,  welcher  für  gegebene  Werthe  von  d  und  /  oder  n  ohne 
Weiteres  der  Werth  von  n  resp.  /  zu  entnehmen  ist,  dem  eine  bestimmte 
Druckabnahme  z.  B.  von  1  Millim.  durch  den  Leitungswiderstand  ent- 
sprechen würde. 

Nach  Versuchen  von  Blochraann  über  den  Leitungswiderstand  der 
Luft  oder  des  Gases  in  schmiedeeisernen  Röhren  von  solchen  Durch- 
messern und  bei  solchen  Geschwindigkeiten  =  u  Mtr.  pro  See,  wie  sie 
bei  Hausleitungeu  vorkommen,  würde  übrigens  der  Coefficient  X  in  der 
Regel  noch  erheblich  grösser  sein,  als  oben  in  Uebereinstimmung  mit 
anderweitigen  Erfahrungen  angenommen  wurde.  Aus  jenen  Versuchen* 
mit  Röhren  von  16,5  und  26  Millim.  Weite  bei  m  =  0,17  bis  4,2  Mtr. 
wurde  nämlich  die  empirische  Formol  abgeleitet: 

;i  =  0,00911  +  5^-^^ (11), 

nicht  sehr  verschieden  von  der  aus  den  Weisbach 'sehen  Versuchen  mit 

einer   25  Millim.  weiten  Zinkröhre  bei  viel  grösseren  Geschwindigkeiten 

abgeleiteten  Formel  (8)  im  vorigen  §.)  und  da  in  der  That  hier 
I 

*  „Der  Civilingenieur",  Jahrgang  1861,  S.  490. 
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u  =  ^i'*    --i =495- 

3600  x{0,001d)*  '    d* 

in  der  Regel  nicht  viel  >>  1  ist,  so  wäre  1  nicht  viel  <  0,0729.  Sofern 
aber  andererseits  die  Bedingung  (10)  als  Norm  für  die  Wahl  der  Rohr- 
weiten d  erfahrungsmässig  bewährt  ist,  würde  ihr  nach  den  Blochmann'- 
schen  Versuchen  thatsächlich  nur  ein  grösserer  Druckverlust  als  2  Millim. 
im  Maximum  entsprechen. 

Die  geringere  Dichtiglfeit  des  Gases,  als  die  der  atmosphärischen 
Luft,  verursacht  stets  eine  Zunahme  an  Ueberdruck  nach  den  oberen 
Stockwerken  der  Gebäude  hin  und  macht  daselbst  bei  gleicher  Flammen- 
höhe  und  gleichen  Brennern  eine  engere  Stellung  der  Regulirungshähnc 
vor  denselben  nöthig;  nach  Gl.  (6)  und  (2)  beträgt  diese  Zunahme  (abge- 
sehen von  der  Abnahme  durch  den  Leitungswiderstand) 

1,25(1  —  6)h  =  0,75 Ä  Millim.  bei  d  =  0,4 

für  h  Mtr.  Höhe,  für  jedes  Stockwerk  etwa  2,5  Millim. 


§.  108.   Einflttss  besonderer  Widerstünde. 

Ausser  dem  durch  den  Coefficienten  X  gemessenen,  stetig  längs  der 
ganzen  Leitung  einwirkenden  Widerstände  können  an  gewissen  Stellen 
derselben  hier  ebenso  wie  bei  Wasserleitungen  durch  Richtungs-  oder 
(juerschnittsändcrungen  besondere  Widerstände  verursacht  werden,  die 
durch  Widerstandscoefficienten  g  in  üblicher  Weise  in  Rechnung  zu  stellen 
sind.  Weil  aber  die  entsprechenden  Widerstandshöhen  als  Bestandtheile 
der  Glieder  B  in  den  Gleichungen,  die  durch  Integration  der  allgemeines 
Differentialgleichungen  (1)  und  (2),  §.  99,  erhalten  werden,  zugleich  von 
den  Geschwindigkeiten  abhängen,  womit  die  Luft  von  den  &aglidien 
Stellen  abfliesst,  und  diese  hier  nicht  wie  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten 
ohne  Weiteres  durch  die  betroffenden  Querschnittsverhältnisse  ausgedrückt 
werden  können,  sondern  zugleich  von  dem  veränderlichen  specifischen  Vo- 
lumen abhängig  sind,  so  macht  die  Berücksichtigung  des  Einflusses  solcher 
besonderen  Widerstände  auf  die  Bewegung  und  Zustandsänderung  der 
Luft  längs  der  ganzen  Leitung  hier  im  Allgemeinen  eine  Zerlegung  der 
letzteren  in  einzeln  zu  betrachtende  Strecken  nöthig.  Von  dem  durcii  die 
Grössen 

Po     H     ^0     «'o  resp.  H^  =  -^ 
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(Pressung,  specif.  Volumen,  absol.  Temperatur  und  Geschwindigkeit  resp. 
Geschwindigkeitsböhe)  charakterisirten  Endzustande  der  Luft  für  eine 
solche  Strecke  ist  dann  infolge  des  an  der  Uebergangsstelle  einwirkenden 
besonderen  Widerstandes  der  durch  die  analogen  Grössen 

p    V     T    u  resp.  R  =  - 

bestimmte  Anfangszustand  der  folgenden  Strecke  verschieden,  und  es  be- 
steht die  Aufgabe  darin,  letztere  Grössen  zu  finden,  wenn  erstere  und  der 

F 
Widerstandscoeffieient  ^  sowie  auch  das  Querschnittsverhältniss  --  beider 

Strecken  resp.  das  Yorhältniss  des  Anfangsquerschnitts  der  folgenden  zum 
Endquerschnitte  der  vorhergehenden  Strecke,  das  hier  im  Allgemeinen 

^  1  sei,  gegeben  sind. 

Dazu  können  die  Formeln  in  §.  101  dienen,  indem  darin  hier  nur  F 
an  die  Stelle  des  dortigen  Ausfiussquerschnitts  aA  tritt  und  h  (die  Höhe 
des  Schwerpunktes  von  F^  tjber  dem  Schwerpunkte  von  F)  =  Null  zu 
setzen  ist    Nach  Gl.  (4)  daselbst  ist  dann 

nachGl.(7):  ,"  =  fö)"' '  F  =  (7)"-" ^^^ 

und  nach  Gl.(8):  Fu^F.u, ^3^ 

Durch  diese  4  Gleichungen  sind  ^,  v,  T  und  u  =  ^2gH  bestimmt, 
da  der  Ausfiussexponent  m  nach  Gl.  (5)  und  (6)  a.  a.  0. 

m—l=(n—l)         ^-^^0 


ist    Zar  AusfOhrung  der  Rechnung  kann  nach  Gl.  (2)  und  (3) 

(?-V'=  -•  =  •^•"«  =  ^0  1/^  (5) 

\pj  V  Fu  F  Y    H 

gesetzt  und  dadurch  61.  (1)  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  m  auf 
die  Form  gebracht  werden: 
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n  PflPo  \/'  r     IT/  j 

Hieraus  ist  J7,  dann  m  aas  Gl.  (4),  p  aus  Gl.  (5),  v  und  T  aus  GL  (2)  n 
berechnen. 

Wenn  übrigens  von  den  Querschnitten  Fq  und  F  nicht  etwa  der  eine   ! 
vielmal  grösser  ist,  als  der  andere,  wenn  ferner  die  Geschwindigkeit  nidit 
ungewöhnlich  gross  ist  und  £  eine  höchstens  mit  dem  Lieitungswiderstands- 

/ 
coefficienten  =  X  —  einer  nicht  ungewöhnlich  langen  oder  engen  Rohre 

d 

vergleichbare  Grösse  hat,  so  kann  hier  ebenso  wie  in  §.  105  von  der  < 

Temperaturänderung  abgesehen,  nach  Gl. (2)  also 

=  0  oder  m  =  1 

m 

gesetzt  werden.    Dadurch  wird  in  GL  (1) 


m 


m  —  1 


'-(n=-o' 


ffi  —  1  p 

indem  aber  mit   —  -  -  =  x  und       =  ä  der  :r  =  0  entsprechende  Grenz- 

m  Pq 

werth  ' 


1  —  «*  —  a^  Ina  1 

hm. =  hm. =  —  Ina  =  in  ~ 

X  1  a 


ist,  so  folgt 


(l+g)J2-=/ro+l,o«'o/«5 

p 


oder  nach  Gl.  (5)  durch  Substitution  von 


o»  V  FW     II 


a) 


Po  V  Ff     II 

I 

Diese  Gleichungen  (7)  und  (8)  bestimmen  ff^  p,  v. 
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Ist  die  Pressungsänderung  so  klein,  dass,  ¥renn 

Po 
gesetzt  wird,  6^  gegen  1  vernachlässigt  werden  kann,  so  ist  nach  Gl.  (8) 
mit 


(1  +  a  ('5)'(i  +  2j)  =  1+  ^g!  t 


(1  +  d(5)'-i 


'= — ^^^Ä-ü '" 


^'-.(.+a(5) 


M._a<,  +  a(5)  +  .     ._  n,. 


Po  Po^o 


>f^-2(i+s)(';)*   '  "•     ^^ 


(10). 


Die  Pressangsänderung  ist  negativ,  Null  oder  positiv,  jenachdem 

r.  I  vr+-ä 

ist;  für  F  =  Fq^  d.  h.  in  einer  mit  gleicher  Weite  fortlaufenden  Röhre 
nimmt  durch  jeden  Widerstand  die  Pressung  ah.  — 

Was  die  Werthe  des  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Coefficienten 
g  betrifft,  so  suchte  Weisbach  den  Einfluss  von  Richtungsändernngen, 
nämlich  die  Widerstandscoefficienten  von  Knie-  und  Kropf- 
röhren, beide  einer  rechtwinkeligen  Ablenkung  und  die  Eropfröhren 
einem  der  Rohrweite  nahe  gleichen  Halbmesser  der  Mittellinie  ent- 
sprechend, in  Verbindung  mit  seinen  in  §.  102  und  §.  106  besprochenen 
Yersnchen  über  den  Ausfluss  der  Luft  aus  Mündungen  und  durch  Röhren 
für  verschiedene  Fälle  zu  bestimmen,  indem  er  auf  die  in  §.  102  angege- 
bene Weise  den  Ausflusscoefficienten 

1)  für  eine  aus  zwei  trennbaren  Theilen  (einem  innen  abgerundeten 
Einmündungsstück  und  einem  ebenso  weiten  Ausmündungsstück)  be- 
stehende gerade  cylindrische  Ansatzröhre  =  (i^^ 

2)  für  dieselbe  Rohrverbindung  nach  Einschaltung  einer  gleich  weiten 
Knie-  oder  Kropfröhre  zwischen  beiden  vorgenannten  Theilen  =  ^ 
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bestimmte,  damit 

1         .1 


So  =  --.  -  1'  £ 


«- 


berechnete  und  endlich  den  Widerstandscoefticienten  der  eingeachalteieii 
Knie-  oder  Kropfröhre 

Q  ^^  bi         bo 

setzte.  Die  Mängel  dieser  Berechnungsweise  wurden  früher  hervorge- 
hoben. Sie  machen  sich  weniger  bei  ^,  als  bei  ^  bemerklich;  z.  6.  für  die 
mit  Ein-  und  Ausmündungsstück  verbundene  Kropfröhrc  von  24,4  MillinL 
Weite,  die  zu  den  Versuchen  über  den  Leitungswiderstand  einer  l&ngerei 
Zinkröhre  gedient  hatte,  ist  in  §.  106  gefunden  worden: 

(i  =  0,6599  und  £  =  1,0565, 
während  Weisbach  (i  =  0,6552  und  £  =  1,3296 

fand.  Unter  diesen  Umständen,  und  da  besonders  die  corrigirte  Berech- 
nung von  fi  sehr  zeitraubend  gewesen  wäre,  sind  im  Folgenden  die  Weis- 
bach'sehen  Werthc  von  (i  (^q  und  fi^)  unverändert  benutzt  und  daraus 
nur  die  Werthe  von  £  (^  und  g^)  correcter  abgeleitet  worden,  indem, 
unter  jJq,  x^,  x^  das  Verhältniss  des  inneren  zum  äusseren '  Druck  bezieh- 
ungsweise zu  Anfang  und  zu  Ende  des  Ausflusses  und  nach  der  Temperatur- 
ausgleichung, sowie  unter  Tq  die  absolute  Temperatur  der  äusseren  Luft 
(=  der  anfänglichen  Temperatur  im  Kessel)  verstanden,  wie  in  §.  103  ge- 
setzt wurde: 

2 
und  mit  a  =  1: 


W— 1 


-V 


I 

Igq 

Mit  Rücksicht  auf  die  eventuelle  Abhängigkeit  dieses  Widerstandscoeffi- 
cicnten  von  der  Geschwindigkeit  wurde  die  mittlere  Ausflussgesehwindif- 
keit  M  aus  der  Gleichung  (§.  106,  Gl.  3) 

berechnet.    Auf  diese  Weise  und  mit 
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«  — 1 


n 


=  0,291 ;     R  =  29,4  ;     ff  =  9,81 


mirden  aus  den  Weisbach'schen  Versuchen  mit  einer  14,02  Millim. 
ireiten  Knieröhre  und  einer  ebenso  weiten  Kropfröhre  die  folgenden  Re- 
sultate abgeleitet. 


Nr. 

T 

^0 

X, 

X, 

fJ^ 

1 

1 

So     ! 

1 

?, 

Si-?o 

1 

\     Q 

295Va 

297V, 
2947, 

1,1289 
1,4094 
1,7923 

1,0077 
1,1349 
1,2433 

1,0204 
1,1749 
1,3009 

0,8119 
0,8496 
0,8718 

86,0 
171,3 

228,4 

0,5021 
0,3478 
0,2662 

Mmv^ 

'4. 

'5. 

) 

2977^ 
30274 

1,1335 
1,4106 

1,0267 
1,1231 

1,0438 
1,1583 

0,6201 
0,6135 

71,5 
126,7 

0,5649 
0,4026 

1,5483 
1,4975 

0,983 
1,095 

',6. 

298 
29274 

1,1333 
1,4160 

1,0149 
1,1258 

1,0338 
1,1637 

0,7454 
0,7435 

82,6 
150,2 

0,5148 
0,3697 

0,7756 
0,7305 

0,261 
0,361 

Nr.  1 — 3  beziehen  sich  auf  die  Versuche  mit  der  aus  den)  £in-  und 
AusmündungsstQck  bestehenden  geraden  Bohre, 

Nr.  4  und  5  auf  die  Versuche  mit  eingeschalteter  Knieröhre, 

Nr.  6  und  7  auf  die  Versuche  mit  eingeschalteter  Kropfröhre. 

Die  Werthe  von  ^  bei  Nr.  4 — 7  sind  mit  Rücksicht  auf  die  betref- 
fenden Werthe  von  u  mittels  des  Ausdrucks 

26,645 


So  =  0,19227  + 


u 


berechnet  worden,  der  den  Werthen  von  ^  und  u  bei  Nr.  1  und  2  ent- 
spricht. 

Die  Werthe  von  ^^  —  g^,  die  von  den  Wcisbach'schen  Angaben: 

gl  —  So  =  1,083  und  1,306  für  die  Knieröhre, 

£i  —  So  =  0,283  und  0,459  für  die  Kropfröhre 

nicht  unerheblich  abweichen,   enthalten  noch  diejenigen  Bestandtheile  in 

sich,  welche  dem  allgemeinen  Leitungswiderstande  entsprechen,  nämlich 

/ 

^  -  =  3A,  sofern  die  Mittellinien  der  eingeschalteten  Knie-  und  Kropf- 
d 

röhren  ungefähr  3  Mal  so  lang  als  die  Röhren  weit  waren.    Die  Subtrac- 

tion  au6h  dieser  Bestandtheile,  indem  dabei  X  nach  §.  106,  Gl.  (10)  mit 

d  =  0,014  berechnet  wird,  ergiebt  die  Coefficienten  der  nur  durch  die 

Richtungsftnderung  bedingten  zusätzlichen  Widerstände,  und  zwar 

für  die  Knieröhre:  g  =  0,908  und  1,028 
für  die  Kropfröhre:  g  =  0,188  und  0,296, 
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nicht  sehr  verschieden  von  den  betreffenden  Grössen  für  die  Bewegnnf 
des  Wassers  in  Röhren  von  doppelt  so  grosser  Weite  (§.91).  Den  Wider- 
standscoe^cienten  einer  engeren  Knieröhro  von  10,12  Millim.  Weite  hsA 
Weisbach  grösser,  den  einer  solchen  Kropf  röhre  dagegen  etwas  kleiner; 
doch  mUssten  auch  diese  Versuche  einer  corrigirten  Berechnung  unter- 
worfen und  erheblich  vervielfältigt  worden,  um  als  zuverlässige  Grundlage 
zur  Ableitung  empirischer  Gesetze  dienen  zu  können.  — 

Die  Coefficienten  der  durch  plötzliche  Querschnittsände- 
rungen   der   Leitungsröhre    verursachten    Widerstände    können 

« 

zwar  unter  Umständen  nach  §.  76,  Gl.  (6)  theoretisch  bestimmt  werden; 
doch  ist  solche  Bestimmung  selbst  unter  den  einfachsten  Voraussetzungen 
mit  grossen  Weitläufigkeiten  verbunden.  Directc  experimentelle  Bestim- 
mungen mit  Hülfe  der  Gleichungen  dieses  §.  sind  deshalb  vorzuziehen;  sie 
.sind  unentbehrlich,  wenn  mit  den  Querschnittsänderungen  zugleich  Rich- 
tungsänderungen und  Stromzertheilungeu  verbunden  sind,  wie  es  z.  B.  beim 
Durchgange  durch  Hahn-,  Schieber-,  Ventilöffnungen  u.  s.  w.  der  Fall  m 
sein  pflegt. 

Abgesehen  von  solchen  Nebenumständen  sei  A  die  Grösse  der  Dorch- 
flussöffnung  an  einer  Stelle,  wo  im  Allgemeinen  zugleich  eine  Aendemng 
des  Rohrquerschnitts  von  Fq  in  F  stattfinden  mag,  so  dass  mit  Rdcksicht 
auf  die  Contraction,  welche  der  Luftstrom  auch  nach  dem  Durchgang« 
durch  die  Oeffnung  A  zunächst  noch  erfahren  kann,  der  Querschnitt  dieses 
Luftstroms  auf  einer  kurzen  Strecke  unter  Ablösung  von  der  Rohrwand 
(ausser  am  Rande  der  Oeffnung  A)  sich  von  Fq  durch  A  bis  oA  zusammen- 
zieht und  dann  von  aA  bis  F  wieder  erweitert.  Der  Zustand  des  Lnfl- 
stroms  (Pressung,  spccif.  Volumen,  absol.  Temperatur  und  Geschwindigkeit 
resp.  Geschwindigkeitshöhe)  sei 

im  Querschnitte  Fq    durch  p^^     «Jq,     Tq,     w^,,     7/^, 
n  «  «^       ^^      Pi^     h^     ^n     "i^     ^n 

„  V  ^         «        Py        ^        ^7        «,        ^ 

charakterisirt,  von  welchen  Grössen  die  auf  den  Querschnitt  F^  bezüg- 
lichen ebenso  wie  die  Querschnittsverhältnisse  J^^^ :  aA  :  F  als  gegeben 
vorausgesetzt  werden.  Von  JP^  bis  oA  findet  Ausdehnung  und  Geschwin- 
digkeitszunahme statt,  von  dort  bis  F  dagegen  kann  die  Art  der  Znstands- 
änderung je  nach  den  Umständen  verschieden  sein.  Wenn  man  von 
Bewegungswiderständen  auf  der  ersteren  dieser  beiden  Strecken  absieht, 
die  Aenderung  des  Wärmezustandes  somit  von  F^  bis  aA  als  nach  der 
adiabatischpn  Curve  stattfindend  annimmt,  so  ist 
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l»!«-!"     =  PO^O" (11)- 

Für  die  Bewegung  von  aA  bis  F  werde  auch  die  Pressung  beständig  der- 
selben Potenz  des  specif.  Volumens  proportional,  also 


P^=  Pi^i 


(12) 


g^etzt,  wobei  aber  m  zunächst  unbekannt  ist.  Die  Temperatur  kann  im 
Querschnitte  ixA  wesentlich  kleiner  sein,  als  in  den  Querschnitten  Fq  und 
F]  wenn  aber  in  letzteren  von  ihrer  Verschiedenheit  abstrahirt,  d.  h. 
Tq=  T  gesetzt  wird  wie  bei  der  Ableitung  obiger  Gleichungen  (7)  und  (8), 
so  ist 

P^  =  Po^o (13). 

Nach  §.  76,  GL  (6)  und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  in  §.  20  ist 
nun  die  Widerstandshöhe: 

_  («1  -  «)* 


^ 


2^ 


+ '.  c.  - ') + .-^'i  [•  -  er : 


und  somit  der  Widerstandscoefficient 


s=t^-'  +'^' 


V 


1-  -  + 


-c 


m  — 1 


V, 


m  —  1 


oder  wegen     -  =  — ^ 

u         aA  V 


und 


Pi^ 
H 


Po^o    ^0    ^1 


iZo     R 


^1  ^p.Hj^^^'^K^'' 


«=  (5  •'  - ')"+  '^ 


.F^  vj   \v^ 


1  — 


V 


1-1  +- 


V 


—  1 


V 


m  —  1 


Wegen 


Vi 


V 


Vq     V 


ist  hierdurch  $  ausgedrückt  als  Function  gege- 


bener Grössen  und  der  Unbekannten' 


i'i 


V 


V, 


0 


V, 


J,  wi,  von  denen  die  letzte  in- 


dessen durch  die  beiden  anderen  bestimmt  ist;  denn 


wegen  — -  =  -     ist  ' 


m  —  1 


V 


»  — 1 


(« 


1)//^ 


m  —  1  = 


V, 


(«— 1)/^J 


V 


lA-V- 


t\ 


V, 


(14). 
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Dadurch  wird 

F   «1  »0 


/^  !l  ?o _  1 V.  M» /"/  MVM""' Fl _ !^ :l  j- 


+ 


n 


fA 


•     •     •     •     • 


lb\\ 


V, 


Zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  -^    hat   man   nach  Analogie  von 


Vr 


Gl.(l)  mit  Rücksicht  auf  Gl.(ll): 


^1 


=(ä::)'='+.-^T^t['-(r'}-^ 


16. 


t; 


Die  Substitution  des  Werthes  von    ^   in  Gl.  (15)  liefert  g  als  Function  ge* 

gebener  Grössen  und  der  einzigen  Unbekannten  — .     Indem   aber  nadi 

Gl.  (7)  und  (8)  auch 


5  -  (■  +  %^  - ;.)  (^- ?)'- ■ '■' 


ti 


ist,  liefert  die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke  von  g  eine  Gleichung, 

durch  welche  —  und  folglich  auch  £  bestimmt  ist. 

Wenn  übrigens  hier  aA  als  eine  gegebene  Grösse  voraoagesetit 
wurde,  so  ist  es  wesentlich  zu  bemerken,  dass  dem  Coefficienten  a  nur 
dann  die  Bedeutung  eines  inneren  Qontractionscoeffieientcn  beigelegt  und 
derselbe  dem  anderweitig  bekannten  äusseren  Contractionscoefficienten  f&r 

den  Fall   des  Ausflusses   aus  einer*  entsprechenden  GefiLsamündiuig  nur 

F 

dann  nahe  gleich  gesetzt  werden  kann,  wenn  das  Yerhältniss  ~  eine  ge- 

wisse  Grenze  nicht  überschreitet    Aus  Gl.  (16)  folgt  nämlich  mit 


a 


n—1  ^0  ' 


^  =  -,    y  = 


dx 


y  =r  (rt  -)-  1)**  —  aar"  +  ^ 

=  2(«+ !)«  —  («  + !)««:••, 


i 
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dy 
wonach  a?  =  1,  y  =  1,  —  =  2  —  («  —  1)«  zusammengehörige  Werthe 

sind.  Dieser  letzte  Wcrth  ist  negativ,  weil  für  alle  praktischen  Fälle  a 
eine  grosse  Zahl  ist,  z.  B.  für  etwas  feuchte  atm.  Luft  mit  T^  =  300  und 
ffQ=  20  (entsprechend  Uq  =  19,8) 

PoVo  _  29,4 .  300  _  . ..      ^  _  Ml 

—  -  —^5—   =  441 ;    a  =  --^-.441  =  1516,6. 

Wenn  also  x  =    -  von  1  angefangen  abnimmt  oder  -  -  zunimmt,  so  wächst 

^\  ^0 

F 

auch  y  oder  — ^,  jedoch  nur  bis  zu  einem  Maximum,  welches  erreicht 
aA 

wird  mit 

1  =  0,    also.-=^-A_(l  +  i). 

Nähme  x  weiter  ab  bis  Null,  so  würde  auch  y  bis  Null  abnehmen;  weil 

F 
aber  ~~  ohne  Ende  wachsen  kann,  wenn  unter  übrigens  gleich  bleibenden 

Umständen  die  Oeffnung  Ä  immer  kleiner  genommen  wird,  so  ist  zu 
schliessen,  dass  dei:  Coe£&cient  a  nur  bis  zu  jener  dem  Maximum  von  y 
entsprechenden  Grenze  nahe  constant  bleiben  kann,  darüber  hinaus  aber 
ohne  £nde  zunehmen  muss.  Dieser  Schluss  ist  analog  der  Bemerkung, 
welche  in  §.  100  und  101  bezüglich  auf  den  Ausfluss  der  Luft  aus  Gefäss- 
mündungen  bei  abnehmendem  Verhältnisse  der  äusseren  zur  inneren  Pres- 
sung gemacht  wurde,  und  wenn  man  dann  weiter  analog  den  dort  er^ 
wähnten  Yersuchsresultaten  von  de  Saint-Yenant  und  Wantzel,  von 
Napier  und  von  Zeuner  annimmt,  dass  ebenso  wie  dort  die  Ausflnss- 

F 
menge,  so  hiel*  das  Verhältniss  — ^  constant  bleibt,  sobald  es  bei  gleich 

bleibenden  Werthen  von  ^q,  «?q,  IIq  und  bei  zunehmendem  Werthe  von 

/»  • 

—  sein  Maximum  erreicht  hat,  so  ergiebt  sich  dieser  Grenzwerth: 

A 

lim,  — -  =  Um,  \y  =  a?  j/a  -|-  1  —  ax'^—^ 


aA 

1 


mit 


■="-': ={^A'+'-^'' ■•'•'^ 


F 
also  lim. — \  =r 

aA 


Lw  +  1 


1  + 


i  \it73-i  1 A— 1 

a)\         j/  »  -f  1 


(fl  +  1)   ...  (19). 
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Bei  Vernachlässigung  des  meist  sehr  kleinen  Bruchs  -  neben  1  (oder  toi 

a 

1  neben  a)  folgt 


r^         \»  + 1/  ccA         \n  + 1/         y  n  -\-l  I£q 


(20\, 


insbesondere  mit  n  =  1,41: 


/i«.  ^  =  0,6345 ;  ■  lim.  '^  =  1,576 ;  lim.  ^^-  =  0,4854 1/^  (2^ 
Dem  Greuzwerthe 

/!>;,/>  =f-^-y-*  entspricht  /im/^  =  f-J—V-'^ 
t;i         \n  -f-  1/  Po         \«  +  1/ 

in  Uebereinstimmung  mit  §.  100,  Gl.  (14);  in  der  That  handelte  es  sieh 

dort  um  den  Ausflnss  aus  einem  Gefässe,  in  welchem  ff^^  0  gesetzt 

wurde  entsprechend  a  =  oo, 

Ist  nun  also  in  irgend  einem  Falle,  unter  a  <C  1  den  betreffenden 

Contractionscoefficienten  für  den  Ausfluss  aus  der  Oeffnnng  A  als  Mfln- 

düng  (bei  Wegnahme  der  Rdhre  vom  Querschnitte  F)  verstanden,  das 

F 
Verhältniss  — ^  grösser,  als  der  obige  Grenzwerth,  so  ist  letzterer  nebst 
aA 

den   entsprechenden  Grenzwerthen  von  -  -  und   -    in  GL  (15)  zu  substi- 

tuiren.  Die  Ausführung  dieser  Substitution  fllr  m  =  1,41  (GL  21)  und 
Gleichsetzung  des  so  gefundenen  Ausdrucks  von  C,  mit  dem  Ausdrucke  (17.' 
liefert  die  Gleichung 


-^^   4-  1,1006/^'' 


0,5265  +  1,5298  1/  -^-    «-    -  + 


+  2^-(>     -)=^ ^^^- 

V 

zur  Berechnung  des  Werthes  von  —  ,  mit  welchem  dann  l,  nach  GL'.  17; 

gefunden  wird. 

Ist  z.  B.  Fq  =  F,  Tq  =  300,  Rq  =  20, 

^0*^0         29,4.300 
also      -^- =  _^-_- =  441, 

und  wird  a  =  ^/g  angenonuuen,  so  findet  man 
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für    ^  =        2  4  6  8 

I 

^  =  1,0134     1,067     1,223     1,576 
—  =  1,0094     1,067     1,243     2,416 


^0 


(ä-)= 


g=     4,03        25,0       61,8       66,8 
4  25  64        121 


F  F 

Nach  Gl. (21)  ist  hier  Um.  -  =  6,7956;  fttr  -j  =  8  musste  deshalb 

~  dem  Grenzwerthe  nach  Gl.  (21)  gleich  gesetzt  und  —  aus  Gl.  (22)  be- 

rechnet  werden.    Für  die  übrigen  Fälle  ist  —  aus  Gl.  (16),  dann  -    durch 

Gleichsetzung  der  Ausdrücke  von  g  nach  Gl.  (15)  und  (17)  berechnet 
worden.  Während  bis  zum  kleinsten  Querschnitte  stets  Ausdehnung  statt- 
findet, findet  von  hier  bis  zum  Querschnitte  F  Compression  oder  Aus- 

dehnnng  statt  und  ist  £  <,  (  — -  —  1 J  ,  jenachdem  -j  -^  4  ungeföhr  ist. 

F 
Wenn  übrigens  ~  kleiner,  als  der  durch  Gl.  (21)  bestimmte  Grenzwerth  ist, 

A 

so  kann  ohne  erheblichen  Fehler  wie  für  Wasser  (§.  92,  Gl.  1) 


^=(5-) 


gesetzt  werden,  besonders  wenn  man  sich  yorbehält,  zur  Berücksichtigung 
der  verschiedenen  Nebenumstände  den  Coefficienten  a  aus  entsprechenden 
Versuchen  abzuleiten. 


§.  109.  Bewegung  der  Luft  in  einer  RShre,  dureh  deren  Wand  eine 

wesentliche  Wftrmeleitnng  stattfindet. 

Wenn   aus    den    allgemeinen   Gleichungen  (1) — (3)    in    §.  104   das 
specif.  Volumen  v  vermittels  tler  Zustandsgleicbung  {pv  =  RT)  eliminirt 

wird,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  ^,  T,  u  resp.  II  =  —-  als  Func- 

2y 

tionen  des  längs  «der  Mittellinie  gemessenen  Abstandes  s  vom  Anfangsquer- 
schnitte die  Gleichungen: 

G  r  a  B  b  o  f ,  theoret.  liaschinenlelire.    I.  40 
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Fu          RT  ... 

-—  =  \^\ 

O  p 

RT  /  77\ 

dH  -\ dp  =  [co8ii}  —  X-\dg (2;^ 

p  \  d ) 


n 


dH  H RdT  =  costpds  +  IFdQ (3;. 

n  —  1 

In  dieser  letzten   Gleichung  ist  mit  den  dort  angegebenen  Bedeu- 
tungen der  Buchstaben 

dQ  ^'_-(r'  ^  T)ds (41 

Cr 

und  es  kann  auch  gesetzt  werden: 

— ^    Ä  =  jr<j, (5,. 

da  nach  §.  19,  Gl.  (1),  unter  c  und  c^  die  specif.  Wärme  beziehungsweise 
bei  constantem  Volumen  oder  bei  constanter  Pressung  verstanden, 

AR  =  e.  —  e     oder     -■-  =  cAl ) 

W  \  nj 

ist.  Nach  dieser  Gl.  (3)  hängt  die  Aenderung  der  Temperatur  (We^iT) 
ausser  von  der  Wärmeleitung  durch  die  Rohrwand  {WdQ)  streng  ge- 
nommen auch  von  der  Geschwindigkeitsänderung  {dR)  und  vom  Steigen 
oder  Fallen  der  Köhre  (co8y)ds)  ab;  wenn  aber  jene  Wärmeleitung  der 
Rohrwand,  wie  hier  vorausgesetzt  werden  soll,  in  beträchtlichem  Grade 
stattfindet,  wie  es  z.  B.  bei  der  Bewegung  der  Heizgase  in  einem  Heizcanal 
(T^  <C  ^)  oder  des  Gebläsewindes  durch  das  im  Winderhitzungsofen  lie- 
gende Rohrsystem  (T'  ]>  T)  der  Fall  ist,  so  ist  mit  wenigstens  demselben 
Rechte,  mit  welchem  ohne  Rücksicht  auf  die  Wärmeleitung  der  Rohrwand 
die  Temperatur  der  Luft  in  §.  105  constant  gesetzt  werden  konnte,  hier 
ihre  Abhängigkeit  von  der  Goschwindigkeits-  und  Höhenändernng  als  ver- 
hältnissmässig  geringfügig  zu  vernachlässigen.  In  der  That  würde  für  atm. 
Luft  erst  eine  Aenderung  der  Geschwindigkeitshöhe  JS  oder  eine  Anstei- 
gung  resp.  Senkung  der  Röhre  von 

IVc^  =  424  . 0,2375  =  100,7  Mtr. 

eine  Temperaturänderung  von  l^C.  zur  Folge  haben.  Somit  ergiebt  sidi 
bei  Weglassung  der  ersten  Glieder  beiderseits  in  Gl.  (3)  mit  Rflcksicht  aaf 

Gl.  (4)  und  (5) 

dT  kP'  ^  dg        .^  Gc.  ,fi' 

-3  =  —  -  -  ds  = mit     a  =  ~f v''' 

7—7^  Gc^  a  kP 
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Während  die  Grö9sen  F^  d,  ^,  kP'  und  X  constant  gesetzt  werden,  so 
dass  auch  a  eine  Constante  ist,  soll  in  Betreff  der  äusseren  Temperatur  T" 
angenommen  werden,  dass  sie  einer  Flüssigkeit  zukommt,  die  sich  ausser- 
halb der  Rohrwand  resp.  des  die  Wärme  übertragenden  Theils  derselben 
im  Allgemeinen  auch  in  strömender  Bewegung  in  einem  Canal  befinden 
kann.  Ist  dann  G'  das  Gewicht  der  durch  jeden  Querschnitt  dieses  Canals 
pro  See.  strömenden  Flüssigkeit,  e^'  ihre  specif.  Wärme  bei  constanter 
Pressung,  so  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  durch  denjenigen  Theil 
der  Wand  dieses  Canals  eine  merkliche  Wärmetransmission  stattfindet, 
welcher  ihm  und  der  Luftleitungsröhre  gemeinschaftlich  ist,  analog  61.  (6) 

dr  -     kP' 


+ 


ds^ 


r-T~  ^  (^c\ 

wobei  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  gilt,  jenachdem  die  Strömungs- 
richtungen der  Luft  und  der  äusseren  Flüssigkeit  gleich  oder  entgegenge- 
setzt sind.    Aus  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  Gl.  (6)  folgt 


-  iT  =  ±  l^ 


mit 


To  -   T  -  ^ 


(7), 


unter  Tq  und  Tq'  die  Werthe  von  T  und  :Z^  für  «  =  0  verstanden.  Die 
Substitution  des  hieraus  zu  entnehmenden  Ausdrucks  von  I^  als  Function 
von  r  in  Gl.  (6)  liefert: 

dT  dT  ds 


T-  To'+^(To-  T)' 
and  daraus  durch  Integration: 


(1  ±li)T—  To'  +  (iT^ 


a 


In 


(1  +  (i)T 


T. 


1 1\  u 


T.')r^'-< 


(8). 


Ist  die  äussere  Flüssigkeit  nicht  in  strömender  Bewegung,  oder  ist 
sie  von  so  überwiegender  Masse,  dass 

gesetzt  werden  kann,  so  ist  ^  =  0,  also 

T  —  T' 


Cmst  =  Tq' 


In 


0 


T=  T'  -{-  (Tq—    T") 


e 


s 
a 

s 
u 


(9). 


40^ 
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Nachdem  so  T  als  Function  von  %  gefanden  ist,  sind  die  Gl^ichnngen 
(1)  nnd  (2)  noch  zur  Bestimmung  von  f  und  u  reep.  H  disponibeL    A«s 

Gl.  (1)  folgt 

T  T 

p  =  Const.  -  =  Const.  —p=^ 

dp  _dT        dH 
^  ~  ~T  ^  2H 

und  damit  durch  Substitution  in  Gl.  (2): 

•      dH-\-  RdT  —    -    dH=  ieos'^  —  X  —  )ds 
dRfRT  '      \  dT    ,  S 

Durch  diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (8)  oder  (9)  ist  JS  bestimmt 

RT 

Wenn,  wie  gewöhnlich,  ohne  wesentlichen  Fehler  1  gegen  -— .vemach- 

lässigt  werden  kann,  hat  sie  die  Form 

^^  +  TIf{»)  +  E*^{i)  =  0 


mit 


ds 

dT    .  \         ..  21 


2   /  dj  \ 

Ihr  Integral  ist  dann: 

wobei  die  Constante  durch  J3"  =  Äq  für  «  =  0  bestimmt  und,  unter  #, 
eine  willkürlich  wählbare  Constante  verstanden, 

8 

ist.    Mit  T  und  u  =  Y^gH  findet  man  endlich  p  aus  Gl.  (1). 

Zum  praktischen  Gebrauch  ist  diese  Lösung  nicht  geeignet  Eise 
Vereinfachung  kann  aber  gewöhnlich  durch  die  Bemerkung  begrftndet 
werden,  dass  die  Geschwindigkeitsänderung  hier,  in  weit  höherem  Grade 
durch  die  Temperatur  — ,  als  durch  die  Pressungsänderung  bedingt  wirl 
besonders  wenn  letztere  an  sich  nur  klein  ist  Setzt  man  dann  oach 
Gl.  (1)  näheraugsweise  u  proportional  T,  also  H  proportional  T^^  somit 
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H=H,(^^y,     dH=^-^TdT, 


so  folgt  aas  Gl.  (2) 

_dp  _     2Ä. 
P 


^=r^^dT  +     X'^  (  — I    —  COi^>    -„- 


und  daraus,  wenn  j?  =  p^  für  «  =  0  ist, 


1» 


e 


Nach  GL  (8)  ist  aber 


<T,  -  r,') 


(1  ±  i.)fTä*  =  (r;±  ^r,).  +  "^^'^  1  -  r^^-"'^] 

(1  +  ft)d$ 


T) 


Mz 


8 

=  •/- 


(2« 


(!  +  »•)  4 


o(n'±/'n)  **'"'""  +  ^0-  n' 


n'  ±  /«n 


In 


I  8 


(1  +  (i)T^ 


T   0^/*) 


^ 


8 

a 


0  ^^0 


n'  ±  fiT, 


(1  ±/')»+«^«^l 

Ja  J 


nnd  somit  endlich 


P         Ä2'o 


^        ^0'  ±  li^o   *    _,_  ("2  _        ■^        "^   ^ 


1  ±(i  T, 

~  R{T,'  +  (iT~) 


1  i  i^ 


(1  +  n)8  +  u/n 


nJ 


(12). 


Im  Falle   l'  =  Coiut.  =  T^\   also  ^  =  0,   geht  diese  Gleichung 
über  in: 
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>i-M{^-^w-^:-\ 


Ist  die  Pressungsändcrung  so  klein,  dass,  wenn 

^-  =  1  -  d 
Po 

gesetzt  wird,  d*  gegen  1  vernachlässigt  werden  kann,  so  iät 

ln^  =  —  /»(l  —  (J)  =  d. 
P 

Durch  Tund  p  ist  schliesslich  auch  u  nach  Gl.(l)  bestimmt 


3.  Permanente  Bewegung  der  Dämpfe. 

§.  110.  Fnndamentalgleiehungen. 

Es  sind  hier  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  der  JDampf  unge- 
sättigt oder  gesättigt,  letzteren  Falls  im  Allgemeinen  zugleich  feucht,  d.  h. 
mit  Flüssigkeit  von  derselben  Art  gemischt  ist. 

1)  Für  ungesättigten  Dampf  ist  nach  §.39,  Gl.  (16)  die  Zustaüds- 
gleichung: 


pv  =  R{T  —  F)  mit  F  =  ßp  ** ;i 

und  nach  §.  40,  Gl.  (4)  die  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens: 

dlT=  — —  d{pv) '2. 

Dabei  sind  n,  i^,  ß  Constante,  die  von  der  Art  des  Dampfes  abhängen; 

4 

insbesondere  für  Wasserdampf  kann  nach  §.  39  gesetzt  werden:  >>  =  « 

und,  wenn  p  in  Atmosphären  ausgedrückt  wird, 

4 

R  =  0,004924   und  F  =  37,7741^, 
also,  wenn  p  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  wird, 

4  _ 

E  =  50,88    und   F  =  3,7465Vi?. 

Diese  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  Verbindung  mit  den  allgenicistfl 


i 


§.  110.  FUNDAMENT  ALOLBIGHUNOBN.  631 

Gleichungen  in  §.  75,  nämlich  mit  Gl.  (1)  und  irgend  zwei  der  Gleichungen 
(2),  (3),  (4)  daselbst,  bestimmen  unter  übrigens  gegebenen  Umständen  die 
5  Grössen  p,  v,  T^  U^u  als  Functionen  von  s,  also  für  jeden  Querschnitt  F. 
Da  die  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  hier  dieselbe  Form  hat 
wie  für  Luft  (für  Gase),  so  ergiebt  sich  auch  durch  Elimination  von  U 

ebenso  wie  in  §.  99,  wenn  wieder  iT  die  Geschwindigkeitshöhe  =  --  be- 

deutet,  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

dff  -^  vdp  =  dM  —  dB    (3), 

die  Wärmegleichnng: 

d(pv)  +  pdv  =  WdQ  +  dB (4) 

w  —  1 

und  die  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

dH  H ~d{pv)  =  dM  -^  WdQ (5). 

n  —  1 

Irgend  zwei  dieser  drei  Gleichungen,  von  denen  jede  aus  den  beiden  an- 
deren folgt,  bestimmen  in  Verbindung  mit  der  Continuitätsgleichung  (§.  75, 

G1.1) 

Fu=  Gv (6) 

und  der  obigen  Zustandsgieichung  (1)  die  Grössen  ^,  t?,  T  und  u  resp.  H 
unter  übrigens  gegebenen  Umständen. 

2)  Für  ein  Gemisch  von  gesättigtem  Dampf  und  gleich- 
artiger Flüssigkeit  werden  die  Zustandsgieichung  und  die  Gleichung 
des  inneren  Arbeitsvermögens  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  in'§.  30: 

V  -^  w  -\-  yA (7), 

dU=^  Wd{q  +  yp) (8) 

vertreten,  in  welchen  w  das  specif.  Volumen  der  Flüssigkeit,  A  den  Ueber- 
schuss  des  specil  Volumens  des  gesättigten  Dampfes  über  das  der  Flüssig- 
keit, q  (entsprechend  der  Annahme:  w  =  Comt.)  die  specif.  Flüssigkeits- 
wärme, Q  die  innere  specif.  Verdampfungswärme  und  y  die  specif.  Dampf- 
menge,  d.  h.  das  Gewicht  des  Dampfes  in  1  Kgr.  des  Gemisches  (also 
1  —  y  das  Gewicht  der  Flüssigkeit)  bedeuten.  Obschon  diese  Grösse  y 
zar  Charakterisirung  ,de8  inneren  Zustandes  hier  als  weiteres  Element 
hinzukommt,  genügen  doch  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  zur  Ergänzung  der 
allgemeinen  Gleichungen  in  §.  75,  weil  die  Temperatur  und  J,  ^,  q  durch 
die  Pressung  p  bestimmt  sind.  Indem  nach  Gl.  (7)  und  (8)  und  mit  Ein- 
führung der  specif.  Verdampfungswäfme 
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r  =  Q  +  ApA    (§.27,  Gl.  7) 

dU  +  d{pv)  =  Wd{q  +  yo)  +  wdp  +  d{pyÄ) 

V     =  f^d[q  +  y{Q  +  .4^/1)]  +  «?efp  =  Wd{q  +  yr)  +  wif 

ist,  crgiebt  sich  nach  §.  75,  Gl.  (4)  als  Gleichung  des  Arbeitsvermögens: 

dH  +  Wd{q  +  yr)  +  m;(^;?  =  dM  +  WdQ [%r 

Hieraus  und  aus  der  Gleichung  der  lobendigen  Kraft 

dE  -{-  vdp  =  dM  —  dB (3 

N 

folgt  durch  Subtraction  mit  Hücksicht  auf  Gl.  (7)  die  Wärmegleichung: 

Wd{q  +  yr)  —  yAdp  =  WdQ  +  dB 

oder  auch  bei  Multiplication  mit  u4  =  ^^  und   weil   nach  der  auf  dei 

Fr 

Uebergang  aus  einer  in  eine  andere  Aggregatform  bezüglichen  allgemeineQ 
Gleichung 

AAdp  =  ^^dT   (§.  24,  Gl.  3) 

diyr)  -  AyAdp  =  d(yr)  -  '{dT  =  ^(^Ü^ZLE^  =  Td^^ 
ist,  in  einfacherer  Form:  * 

H  4-  ^^^  =  <?ö  +  AdB m\ 

Irgend  zwei  dieser  Gleichungen  (9),  (3),  (10)  in  Verbindung  mit  der  Con- 
tinuitätsgleichung  (6)  und  der  Zustandsgieichung  (7)  bestimmen  hier  die 
Grössen  p^  r,  y  und  u  resp.  H  mit  Rücksicht  darauf,  dass  T,  J,  y,  r  (ins- 
besondere für  Wasserdampf  nach  der  Tabelle  in  §.  29)  durch  p  bestimmt 
sind.  — 

In  Betreff  der  Arbeit  dM.  der  Massenkräfte,  der  Widerstandsarbeit 
dB  und  der  mitgetheilten  Wärme  dQ  pro  1  Kgr.  Dampf  auf  dem  Wege 
d^  gilt  das  in  §.99  bezüglich  auf  die  entsprechenden  Fundamental- 
.gleichungen  für  Luft  Gesagte. 

Uebrigens  kann  es  der  Fall  sein,  dass  der  Anfangs  ungesättigte 
Dampf  von  einer  gewissen  Stelle  an  gesättigt  und  demnächst  durch  tbeii- 
weise  Condensation  feucht  wird  oder  umgekehrt,  erkennbar  im  ersteo 
Falle  daran,  dass  für  «?  oder  T  sich  Werthe  ergeben,  die  kleiner  sind,  ab 
diejenigen,  welche  der  betreffenden  Pressung  p  gesättigten  trockenen 
Dampfes  entsprechen,  im  zweiten  Falle  daran,  dass  y  >^  1  gefunden  wird 
Dann  müssten  auf  einem  Theil  des  Weges  die  P'ormeln  unter  1),  auf  dea 
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anderen  die  Formeln  unter  2)  Anwendung  finden,  und  würde  die  Ermit- 
telung der  Uebergangsstelle  von  dem  einen  in  den  anderen  Zustand  und 
die  Bestimmung  des  betreffenden  Grenzzustandes  selbst  eine  besondere 
Untersuchung  erfordern.  — 

Während  dem  Obigen  zufolge  die  Fundamentalgleichungen  für  unge- 
sättigte Dämpfe,  folglich  auch  die  unter  gleichen  Umständen  daraus  abzu- 
leitenden Gleichungen  von  derselben  Form  sind  wie  für  Gase,  insoweit  es 
sich  nur  um  ^,  t?,  u  handelt,  die  Temperatur  aber  n^cht  in  Betracht 
kommt,  sind  die  Gleichungen  für  Dampf-  und  Flüssigkeitsgemische  von 
wesentlich  anderer  Form.  Ob,  wie  es  wünschenswerth  wäre,  auch  bei  den 
auf  letztere  bezüglichen  Aufgaben,  insoweit  es  sich  nur  um  die  Grössen  ^, 
«,  u  handelt  und  abgesehen  vom  Zahlenwerth  der  Constanten  n,  wenigstens 
näherungsweise  Gleichungen  von  denselben  Formen  benutzt  werden 
können,  wie  bei  Gasen  und  ungesättigten  Dämpfen,  hängt  davon  ab,  ob 
aucli  bei  solchen  Gemischen  von  gesättigtem  Dampf  und  gleichartiger 
FltLssigkeit  wenigstens  mit  hinlänglicher  Annäherung  dieselbe  Form 

dU  =  -^-  d(pv) (2) 

n  —  1 

der  Gleichung  des  inneren  Arbeitsvermögens  zu  Grunde  gelegt  werden 
kann.  Wäre  es  der  Fall,  so  wäre  die  angenäherte  Differentialgleichung 
der  adiabatischen  Curvo  (§.  13): 

0  =  dir  -^  pdv  =  P^i__^^  _|_  pdv 

n  —  1 

dv        dp 

0  =  npd^  +  f)dp  =  n 1-  --, 

V  p 

also  die  Gleichung  selbst  : 

pv*'  =  Cmsi ai). 

In  §.  35  wurde  aber  für  ein  Gemisch  von  Wasserdampf  und  Wasser,  in 
welchem  der  Dampf  überwiegend  {y  >  0,7)  ist,  nachgewiesen,  dass  durch 
diese  Gleichung  in  der  That  bei  angemessener  Wahl  des  Exponenten  n 
(dort  mit  m  bezeichnet)  das  Aenderungsgesotz  von  p  und  v  bei  einer 
Zastandsänderung  ohne  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  mit  ge- 
nügender Annäherung  darstellbar  ist,  und  kann  daraus  umgekehrt  ge- 
schlossen werden,  dass  mit  entsprechender  Annäherung  auch  Gl.  (2)  in 
solchen  Fällen  zu  Grunde  zu  legen  ist,  in  welchen  eine  bedeutende  Mit^ 
theilung  oder  Entziehung  von  Wärme  von  aussen  her  oder  eine  bedeu- 
tende Wärmeerzeugung  im  Inneren  durch  die  Bewegungswiderstände  nicht 
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stattfindet,  das  Aendernngsgesetz  von  p  and  v  folglich  von  dem  dmd 

Gl.  (11)  dargestellten  nicht  erheblich  abweicht. 

Wenn  also  unter  solchen  Umständen  die  früher  fQr  die  Bewegn^ 

der  Luft  entwickelten  Gleichungen  im  Folgenden  auch  für  Dämpfe  voi 

beiderlei  Zuständen  Anwendung  finden,  so  ist  nur  der  Werth  von  n  des 

jedesmaligen  Falle  entsprechend  zu  wählen.  Insbesondere  für  Wasserdai^f 

4 
ist,  wenn  ungesättigt,  n  =  — ,  anderenfalls  n  nach  §.  35  .zu  bestimmen. 


a.   Ausfluss  der  Dämpfe  aus  Gefassen. 
§.  111.  Theoretische  Formeln. 

Der  Ausfluss  aus  Gefässmündungen  ist  ein  solcher  Fall,  in  welcbea 
nicht  nur  für  ungesättigten,  sondern  auch  für  gesättigten  Dampf,  dessei 
Flüssigkeitsgehalt  eine  gewisse  Grenze  nicht  übersteigt,  die  früher  fiir 
Luft  gefundenen  Gleichungen  anwendbar  sind,  wenn  ^er  innere  Zustand 
durch  Pressung  und  specifisches  Volumen  charakterisirt,  und  wenn  nBf 
dem  in  jenen  Gleichungen  vorkommenden  Coefficienteu  n  ein  entsprechend 
anderer  Werth  beigelegt  wird  wie  dort.  Dabei  werde,  wie  in  §.  101  ßr 
den  Ausfluss  der  Luft,  auch  hier  die  Annahme  zu  Grunde  gelegt,  dass 
bis  zum  Ausflussquerschnitte  sich  die  Pressung  des  DaDipft"^ 
einer  gewissen,  der  m^^^  Potenz  des  specif.  Volumens  umgekehrt 
proportional  ändert,  wo  dann  wie  dort  für  ein  so  grosses  Ge^ss,  dass 
die  Geschwindigkeit  in  demselben  =  Null  gesetzt  werden  kann,  dieser  so- 
genannte Ausflussexponent  m  zum  Widerstandscoefficientcn  ^der 
Mündung  resp.  des  Mundstücks  in  der  Beziehung  steht: 

n  —  m  n(l  -\-  Q      m  —  1  - n  —  1 

^~  Mrn  —  ly    ^"~    1  +  «g"'  m        ~»(lrf-'g)"       ' 

während  unter  dem  Ausflnssquerschnitte,  hier  mit  F  bezeichnet,  de^ 
jenige  Querschnitt  des  Dampfstroms  ausserhalb  der  Mündung  verstaadea 
wird,  in  welchem  zuerst  die  Bahnen  der  Dampftheilchen  hinlänglich  gerade 
geworden  sind,  um  darin  einen  gleichförmigen  Zustand,  insbesondere  eiiK 
gleichförmige  Pressung  =  derjenigen  des  äusseren  Baumes  voraussetaei 
zu  dürfen  (§.  100).  Ist  dann  femer 
A  die  Ausflussöffnung, 
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a  der  Contractionscoefficient,  also  aA  der  kleinste  Querschnitt  des  con- 

trahirten  Strahls, 
Pq  die  Pressung,  Vq  das  specif.  Yolamen  im  Inneren  des  Gef&sses, 
p  die  Pressung  im  äusseren  Räume,  also  auch  im  Ausflussquerschnitte, 
V  das  specif.  Volumen  des  Dampfs  in  demselben, 
M)  gelten  nach  §.  101  die  folgenden  Gesetze: 

Die  Ausflussgeschwindigkeit,  verstanden  als  die  Geschwindig- 
keit im  Ausflussquerschnitte,  ist  allgemein: 


"^K^^^^o^o  ['-(£) 


m— J. 
m 


^Po- 
wachsend  bei  abnehmender  äusserer  Pressung  bis 


(2), 


max.  u  =  I  /  2g PqVq  für  p  =  0. 


Uebrigens  sind  zwei  Fälle  wesentlich  zu  unterscheiden,  ob  nämlich 
< 


p  ^  p'  ist,  unter  p'  eine  durch  die  Gleichung 


m 


^i  =  /'_?_y-i (3) 

Po         \fn  +  1/ 

bestimmte  Pressung  verstanden.  Ist  p  ^  p\  so  ist  der  Ausflussquerschnitt 
Fmit  dem  kleinsten  Querschnitte  aÄ  identisch,  und  die  Ausflussmenge 
(Kgr.  pro  See.) 

'f.)»'.,  f^.)  "•"     (4). 


f  n 1    t?n 


Ist  aber  p  <C  p\  so  ist  p  die  mittlere  Pressung  im  kleinsten  Querschnitt 
oi,  dieser  also  näher  an  der  Mündung  und  kleiner  als  F\  die  mittlere 
Geschwindigkeit  =  u  in  ihm  und  die  Ausflussmenge  ergeben  sich  aus 
GL  (2)  und  (4)  mit  p  =  p  nach  Gl.  (3): 


f  fi  —  1  ^  _|_  1  \j^t  _|-.  1/         t^^ 


1  +  cw  +  iy      v. 


(6), 
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sind  abo  saaUiiagig  tod  der  äusseren  PreasiiBg,  sofem  Bkbt  etv&  c  ni 
r,  also  anch  m  mit  ihr  sich  etwas  Indem.  Ist  t  das  mittiere  speaL  T*- 
Imnc-n  im  kleinsten  Qaersdinitte,  also 

J^o«"«"  =  fV-  =  f»- H 

so  folgt  f&r  den  Ansflnssqaerschnitt  F  ans  der  Continnilätsgieichniig 

^       Fu        aJu 
G  =  —  =  —^ 

V  V 

mit  Räcksicht  anf  GL  ^2\  (3\   5  >  nnd  H  : 

F  r  «  Ip\^\   fm  —  1  1 

/    T-^ 


V    u         ^V^     \ 


aÄ        V    u         \pj     I     »»  +  1    1  / 


'■  ■  -  .4i8)  ■ 


V 


m  —  1 


<- + "©'  -  ^Gr 


f8v 


unendlich  wachsend,  wenn  p  bis  Noll  abnimmt 

Insbesondere  fQr  Wasserdampf  kann  in  diesen  Gleichungen  gesetit 

werden: 

4 
1)  »  =  -  ,  wenn  er  im  Inneren  des  Geftsses  ungesättigt  ist  an^ 

ö 

auch  bis  zum  Ausflnssquerschnitte  ungesättigt  bleibt,  was  daran  erkaurt 
wird,  dass 


-••fö) 


1 

m 


noch  grösser  ist,  als  das  specif.  Volumen  gesättigten  Wasserdampfes  f= 
A  +  0,001  nach  §.  29)  für  die  Pressung  p, 

2)  »  =  1,035  +  0,1  yo  nach  §.  35,  Gl.  (11),  wenn  er  im  Innerea 
des  Gefässes  gesättigt,  im  Allgemeinen  feucht  und  y^  (>  0,7)  seine 
specif.  Dampfinenge  ist,  vorausgesetzt  dass  er  auch  bis  zum  Ausflussqaer- 
schnitte  gesättigt  bleibt,  daran  erkennbar,  dass  nach  Gl.  (7)  im  vongeo  i 

1 


V  —  w 

y  =  — Ä— 


3  ['•  (7)' -»•<*'. 


< 


1 


gefunden  wird. 

3)  Ergiebt  sich  aber  mit  dem  auf  solche  Weise  vorläufig  angenoo- 
menen  Werth  von  n  der  Dampf  im  Ausflussquerschnitte  im  ersten  Faße 
feucht,  im  zweiten  ungesättigt,  so  ist  n  anfangs,  nämlich  bis  zu  demjenigen 
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aerschnitt,  in  welchem  (bei  einer  gewissen  Pressung  p^  und  dem  ent- 
»rechenden  specif.  Volumen  v^)  der  Dampf  gerade  gesättigt,  aber  trocken 
i,  im  ersten  Falle  =  ^/j,  im  zweiten  =  1,135,  allgemein  =  iiq,  später 
1  ersten  Falle  ==  1,135,  im  zweiten  =  ^/s,  allgemein  =  i»^  zu  setzen. 
»ann  ist  auch 


^0 

-0- 

mit 

Wq  

«od  +  S) 
1    +  ««g    ' 

^1 

f-?v.' 

mit. 

•M        

«i(i  +  Ö 

V       \pj  1  +  »i£ 

a  setzen,  und  ergiebt  sich,  wenn  p^  bekannt  ist,  der  rcsultirende  Aus- 
lussexponent  m  aus 


\PoJ  V  V^    V  \pj      \pj 


1 
»I, 


-     ig    —   —  ig      -   -|-   —  lg  — C") 

^       Po  ^^0        Po  »»1        Pl 

md  dann  der  resultirende  Mittelwerth  yon  n  aus  Gl.  (1).  Zur  Bestimmung 
von  Pl  hat  man  aber,  wenn  nach  §.  28,  Gl.  (4) 

1 

'         aPi^ 
gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

p^  1  —  finiQ 


Po^o"^  =  PlVi'^  = 


1 


Pl  =  [?o(«^o)*^r"'*'^ (10). 

Dabei  ist,  wenn  die  Pressungen  in  Atmosphären  ausgedrückt  werden, 

a  =  0,6058     und     fi  =  0,9393. 

Ist  der  Wasserdampf  im  GefUsse  trocken,  aber  gesättigt,  so  findet 
man  nach  Gl.(l)  und  Gl.  (3)  mit  n  =  1,135  beispielsweise 

ftlr    g  ==       0  0,05  0,1  0,25  0,5  1 

m  =r    1,135       1,1278     1,1212     1,1052     1,0861      1,0632 

l-  =  0,5774     0,5789     0,5803     0,5835     0,5875     0,5925. 
Po 

Bei   der  Expansion   solchen  Wasserdampfes    ohne  Mittheilung   von 

Wärme   findet   eine    theilweise   Gondensation  desselben  zu  Wasser  statt 

($.35),  und  muss  er  also  auch  hier  im  Ausflussquerschnitte  feucht  sein,  so 
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lange  g  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet,  während  bei 
Widerstände  und  entsprechender  Wärmeerzeugung  die  CondensatioD  Te^ 
hindert  und  der  Dampf  überhitzt  werden  kann.  £r  wird  im  Aosfias8qne^ 
schnitte  gerade  gesättigt  und  trocken  sein,  wenn  das  Torausgesetzte 
Aenderungsgesetz  von  p  und  v. 

pv^  =  Const 

mit  der  Beziehung  zwischen  p  und  r  für  gesättigten  trockenen  Wasse^ 
dampf  identisch,  wenn  also  nach  der  empirischen  Formel  (4)  in  §.  28 

ist.  Im  letzten  der  obigen  Fälle  (g  =  1)  war  diese  Grenze  schon  flbo^ 
schritten,  somit  für  n  ein  Werth  etwas  >►  1,135  zu  setzen,  der  bei  gege- 
benen Werthen  von  p  und  Pq  nach  Gl.  (9)  und  (10)  berechnet  werdei 
kann.    Z.  B.  für  p  =  1  Atm.  und  p^  =  4  Atm.  ergiebt  sich: 

Pi  =  1,648;     m  =  1,0906;     n  =  1,199. 

Von  technischem  Interesse  ist  besonders  der  Ausfluss  höher  ge- 
spannten gesättigten  Wasserdampfes  in  die  Atmosphäre,  z.  B.  die  Aus- 
strömung desselben  durch  das  geöffnete  Sicherheitsventil  eines  Dampf- 
kessels. Indem  dabei  ^  <<  p'  zu  sein  pflegt,  hat  mau  nach  Gl.  ^6),  wenn 
Pq  in  Atm.  ausgedrückt  ist  und  dem  Obigen  zufolge 

^  =:  0,6058 ?>o^'^^^^ 

V 

bei  Voraussetzung  trockenen  Dampfed  im  Kessel  gesetzt  wird,  mit 


K  9,81. 0,605^ 
l  +  C' 


w  +  l 

6058  w/     2 


-l      :—)'""■'.  10333 


+  £      V^'  + 1- 

G  =  aACpQ^^^^^^^ - (11^ 

Mit  obigen  Werthen  von  w  ergiebt  sich 

für  g  =      0  0,05  0,1  0,25  0,5 

C  =  157,50     153,36     149,51     139,53     126,50 

und  wenn  p^  in  Gl.  (11)  in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  wäre, 

C  =  0,02018     0,01965     0,01915     0,01788     0,01621. 


j 
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§.112.  Tersuehe. 

Versuche  über  den  Ausfluss  des  Wasserdampfes  sind  bisher  nicht  in 
solchem  Umfange  und  in  solcher  Weise  angestellt  worden,  dass  daraus  die 
den  CoefQcienten  a  und  g  in  den  Formeln  des  vorigen  §.  für  verschiedene 
Fälle  beizulegenden  Werthe  mit  genügender  Zuverlässigkeit  abgeleitet 
werden  könnten.  Zum  Theil  aber  können  jene  Versuche  wenigstens  inso- 
fern zur  Prüfung  der  Formeln  dienen,  als  sich  annehmen  lässt,  dass  die 
Coefficienten  a  und  g  bei  derselben  Mündungsart  nur  wenig  mit  ihrer 
Grösse  und  mit  den  Pressungen  unter  sonst  gleichen  Umständen  verän- 
derlich sind,  so  dass  eine  Bestätigung  jener  Formeln  darin  gefunden 
werden  kann,  wenn  sie  unter  solchen  Umständen  mit  wenig  verschiedenen 
Werthen  von  a,  C,  den  Versuchen  sich  anpassen  lassen.  Von  solcher  Art 
sind 

1)  die  Versuche  von  Thremery*  deren  Resultate  der  französischen 
Verordnung  über  die  Dimensionen  der  Sicherheitsventile  von  Dampf- 
kesseln zu  Grunde  gelegt  wurden.  Aus  einem  möglichst  gleichmässig  ge- 
heizten Dampfkessel  Hess  man  dabei  den  Dampf  durch  regulirbare  recht- 
eckige Mündungen  in  dünner  Wand  ausströmen  und  beobachtete  deren 
Grösse  =  A  sowie  die  Dampfspannung  im  Kessel  =  p^  für  den  Behar- 
rungszustand, bei  welchem  also  gleichzeitig  ebenso  viel  Dampf  ausströmte 

P 
wie  durch  die  Feuerung  entwickelt  wurde.    Meistens  war       kleiner,  als 

Po 
der  durch  Gl.  (3)  des  vorigen  §.  bestimmte  Grenzwerth,  so  dass  die  Aus- 
flussmenge nach  Gl.  (6)  daselbst  zu  beurtheilen  ist.    Wird  etwa  £  =:^  0,05 
und  n=  1,125  angenommen,  entsprechend  10^°  Wassergehalt  des  Dampfes 

im  Kessel,  so  ist  m  =  1,118  nach  Gl.(l)  und  -   =  0,581  nach  Gl.  (3), 

Po 
so  dass  bei  Voraussetzung  des  normalen  Atmosphärendrucks  ausserhalb  der 

Mündung  die  Anwendbarkeit  von  Gl.  (6)  an  die  Bedingung 

Po  >    "T^v  9  ^'  ^  Po  ^  1308  Millim.  Quecksilbersäule 
0,581 

gebunden  wäre.  Wird  nun  m  für  die  verschiedenen  Versuche  constant 
gesetzt,  so  folgt  aus  jener  Gleichung  (6)  bei  gleich  intensiver  Feuerung, 
also  gleichen  Ausflussmengen  O  im  Beharrungszustande: 


.       1    1  1  /^o 
a  proportional  —  ■/     - 

Af    Po 


*  Annales  des  mines,  Tome  XX,  1841. 
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nnd  ergiebt  sich  insbesondere  aus  den  Versuchen,  wenn  bei  gr^sstcf 
Pressung  Pq  und  kleinster  Oeffnung  A  der  Proportionalwerth  von  c  =  l 
gesetzt  wird: 


A  —  255,10  2^9,59  204,08 

Pq  ==    1418        1554  1731 

a  proportional  0,740  0,752  0,762 

A  =  153,06  127,55  102,04 

Pq  =    2183  2509  2959 

a  proportional  0,811  0,851  0,906 


178,57  Quadratmülim. 
1931    Millimeter. 
0,783 

76,53    Qnadratmülim. 
3596    MilUmeter. 
1 


Die  Verschiedenlieit  dieser  Proportionalwerthe  von  a  erscheint  za 
gesetzmässig,  als  dass  sie  durch  zufällige  Intensitätsschwankungen  der 
Feuerung  erklärt  werden  könnte.  Wenn  aber  solche  in  merklichem  Grade 
nicht  vorkamen,  so  mussten  die  Heizgase  mit  um  so  höherer  Temperatur 
entweichen,  um  ^o  weniger  Wärme  folglich  an  den  Eesselinhalt  abgebeo. 
und  musste  ferner  dieselbe  Wärmemenge  um  so  weniger  Dampf  im  Kesel 
bilden  (§.  27,  Gl.  4),  je  höher  die  Pressung  und  die  Temperatur  im  Kessel 
waren,  so  dass,  unter  C  und  ß  positive  Constante  verstanden,  besser 


aA 


V 


=  C(l  -  ßp,). 


folglich  a  proportional  -;  1/  -^(1  —  ßPo) 

Ar    Po 

gesetzt  worden  wäre.  Durch  den  hinzugekommenen  Factor  (1  —  ßf^\ 
werden  die  Proportionalwerthe  von  a  für  die  grösseren  Pressungen  f# 
mehr,  als  für  die  kleineren,  vermindert;  und  wenn  somit  hierdurch  die 
oben  gefundenen  Unterschiede  von  «  zum  Theil  wenigstens  ihre  Erklftraog 
finden,  worauf  auch  schon  Kolster  *  aufmerksam  machte,  erscheinen  sie 
nicht  mehr  zu  gross,  um  sie  übrigens  als  den  Ausdruck  einer  gesetzmis- 
sigen  Abhängigkeit  der  Coefficienten  a,  m  von  den  Grössen  A^  p^  baltt'B 
zu  dürfen. 

2)  Minary  und  R^sal  **  Hessen  den  Dampf  durch  verschiedene 
Mtlndungen  am  Ende  eines  Zuflnssrohrs  von  0,015  Mtr.  Weite  in  eine 
Kammer  ausströmen,  von  welcher  ein  trichterförmig  sich  erweiterndes 
Rohr  nach  einem  Gefässe  mit  kaltem  Wasser  führte,  so  dass,  indem  der 
Hand  des  Trichters  in  das  Wasser  eintauchte,  der  ausgeströmte  Damp^ 


*   Ueber   das  Ausströmen   von  Dampf  und  Laft  aus  GefössmündimgeD 
Zeitschr.  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1867,  S.  711. 


** 


Civilingenieur,  1862,  S.  101  und  1866,  S.  361. 
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condensirt  wurde  und  die  Ausflussmenge  in  einer  gewissen  Zeit  (von  10 
bis  30  Minuten)  aus  der  Gewichtszunahme  des  Wassergefässes  gefunden 
werden  konnte.  In  Folge  der  Schnelligkeit,  womit  diese  Condensation  er- 
folgte, sank  die  Pressung  p  ausserhalb  der  Mündung  in  der  vorgenannten 
Kammer  unter  den  Atmosphärendruck  und  wurde  durch  ein  Manometer 
gemessen,  während  die  Pressung  p^  im  Zuflussrohr  0,5  Mtr.  von  der  Mün- 
dung entfernt  beobachtet  wurde.  Das  Zuflussrohr  des  Dampfes  war  theils 
durch  Dampf  von  aussen  so  erwärmt,  theils  durch  Umhüllung  so  gegen 
Abkühlung  geschützt,  dass  an  der  Stelle,  wo  die  Pressung  f^  gemessen 
wurde,  der  Zustand  des  Dampfes  (nach  Ansicht  der  Experimentatoren) 
stets  nur  wenig  vom  Zustande  trockener  Sättigung  entfernt  sein  konnte. 
Folgende  Tabelle  enthält  die  so  gefundenen  Werthe  von  p  (Atm.)  und  O 
(resp.  1200  (r,  nämlich  die  Ausflussmenge  in  Kgr.  in  20  Minuten)  bei  ver- 
schiedenen Werthen  von  p^  (Atm.)  nebst  den  der  Tabelle  in  §.  29  zu  ent- 
nehmenden Werthen  von  Vq  =  —    für   eine  Kreismündung   in  dünner 

Wand  von  4  Millim.  Durchmesser  und  für  ein  conisches  Mundstück  von 
3,5  Millim.  Mündungsweite,  mit  wdchem  die  15  Millim.  weite  Zuflussröhre 
bei  allmähliger  Verjüngung  auf  einer  Länge  von  42  Millim.  endigte. 


Po 

Yo 

Kreismündung  in  dünner 
Wand. 

Conisches  Mundstück. 

P 

1200  ö 

a 

P 

12006^ 

a 

1,39 

.  0,8260 

0,964 

2,650 

0,840 

0,967 

2,500 

1,037 

1,95 

1,1556 

0,955 

4,300 

0,939 

0,908 

3,650 

1,041 

2,51 

1,4397 

0,816 

5,500 

0,948 

0,855 

4,600 

1,036 

3,04 

1,7235 

0,743 

6,817 

0,976 

1  0,789 

-  5,600 

1,047 

3,60 

2,0203 

0,724 

7,800 

0,948 

0,737 

6,500. 

1,032 

4,20 

2,3349 

0,671 

6,067 

0,949 

0,711 

7,500 

1,025 

4,79 

2,6415 

0,645 

10,200 

0,940 

0,671 

8,400 

1,011 

5,37 

2,9406 

0,618 

11,233 

0,926  1 

0,671 

9,375 

1,010 

Mittel  = 

-  0,933 

Mittel  = 

=  1,030 

Der  Umstand,  dass  der  Dampf  an  der  Stelle,  wo  p^  gemessen  wurde, 
schob  eine  gewisse  Geschwindigkeit  Uq  besass,  nämlich,  unter  F  den  Quer- 
schnitt des  Zuflussrohrs  verstanden, 

G 

Mo  =  —_,  =  15  bis  18  Mtr.  pro  See, 

könnte  dadurch  näherungsweise  berücksichtigt  werden,  dass  p^  um 

6  r  a  I  h  0  f ,  theoret.  Maselüiieiilelu-e.    I.  41 
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10333         10333   2g 

vergrössert  wird;  doch  liegt  diese  Corrcction,  die  in  den  verschiedeneD 
Fällen  nur  =  0,001  bis  0,005  Atm.  gefunden  wird,  vermuthlich  inner- 
halb der  Grenzen  des  wahrscheinlichen  Fehlers  der  (durch  ein  gesdüo?- 
senes  Quecksilbermanometer)  beobachteten  Werthe  von  p^.  Der  Witlc-r- 
standscoefficient  g  betrifft  hier  theils  den  durch  die  Mündung  resp.  dis 
Mundstück  selbst  verursachten  kleinen  Widerstand,  theils  denjenigen  des 
0,5  Mtr.  langen  Stücks  der  Zuleitungsröhre  von  der  Messungsstelle  der 
Pressung  p^  bis  zur  Mündung.  Der  diesem  letzteren  entsprechende  VTider- 
standscoefficient  ist,  wenn  wie  für  Luft  nach  §.  106,  Gl.  (10)  mit  u  =  16, 
d  =^  0,015 

^'■^^^  +  0,01 

X  =  0,01355  H ' =  0,0366 

4 

gesetzt  wird,  bezogen  auf  die  Geschwindigkeit  im  Zuflussrohr 

=  0,0366  ^    r-r:    1,22 

15 

und  ergiebt  sich  danach  bezogen  auf  die  viel  grössere  Geschwindigkeit  in 
Ausiiussquerschnitte,  d.  h.  als  Bestandtheil  von  £  so  klein,  dass  der  g^ 
sammte  Bewegungswiderstand  >)hne  erheblichen  P'ehler  als  aufgewogei 
durch  die  lebendige  Kraft  betrachtet  werden  kann,  die  der  Dampf  an  der 
Stelle,  wo  Pq  gemessen  wurde,  schon  besass.  Wenn  sonach  bei  uncorri- 
girten  Werthen  von  Pq 

g  =r  0    und    m  =  n  =  1,135 

gesetzt  wird,  so  ist  nach  Gl.  (3)  im  vorigen  §. 

-^-  =  0,5774 
Po 

und  nur  bei  den  ersten  der  obigen  je  8  Versuche  p  >-  p\  also  a  nack 
Gl.  (4)  im  vorigen  §.  zu  berechnen,  während  in  allen  übrigen  F&llen  die 
Gl.  (6)  zu  Grunde  zu  legen  ist.  Auf  diese  Weise  sind  die  Werthe  von  ß 
in  obiger  Tabelle  berechnet  worden.  Ihre  geringe  Verschiedenheit  für  die 
verschiedenen  Fälle  bei  jeder  von  beiden  Versuchsreihen  kann  als  Besti- 
tigung  der  benutzten  Formeln  betrachtet  werden,  doch  sind  die  Mittel- 
werthe  =  0,933  und  1,03  offenbar  zu  gross,  und  bleibt  es  ungewiss,  iß- 
wieweit  die  Mcssungsfehler  von  pQ^  p  und  A  sowie  die  Voraussetzung  des 
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Zustandes  trockener  Sättigung  in  Betreff  des  der  Mündung  zuströmenden 
Dampfes  jene  Werthe  störend  beeinflusst  haben  mögen. 

3)  Napier*  stellte  Versuche  über  den  Ausfluss  gesättigten  Wasser- 
dampfes auch  in  der  Weise  an,  dass  er  den  Dampf  in  eine  Vorlage  aus- 
strömen Hess,  von  welcher  er  durch  ein  Bohr  in  Wasser  geleitet  und  da- 
durch condensirt  wurde.  Die  Gewichtsmeuge  des  in  einer  gewissen  Zeit 
ausgeflossenen  Dampfes  wurde  aber  nicht  aus  der  Gewichtszunahme,  sou* 
dem  aus  der  Temperaturerhöhung  dieses  Wassers  und  des  dasselbe  ent- 
haltenden eisernen  Gefässes  abgeleitet,  während  die  Pressung  theils  vor 
der  Mflndung  im  Zuflussrohre  (vielfach  zugleich  in  verschiedenen  Entfer- 
nungen von  der  Mündung),  theils  unmittelbar  hinter  derselben  in  der  Vor- 
lage gemessen  wurde;  letztere  (=  p)  konnte  zwischen  weiten  Grenzen 
variirt  werden  durch  entsprechende  Wahl  der  Weite  des  zum  Wasserge- 
fässe  leitenden  Abflussrohrs. 

Auf  Grund  gewisser  theoretischer  Betrachtungen,  die  übrigens  nicht 
als  streng  wissenschaftlich  bezeichnet  werden  können,  setzt  Napier: 


V 


G=CAl/^^'-~^^^- (1), 


unter  C  eine  Constante  verstanden.    Indem  aber  dieser  Ausdruck  bei  ge- 
gebenen Werthen  von  p^  und  v^  für  p  =   -p^  ein  Maximum  wird,  wäh- 

rend  es  undenkbar  ist,  dass  bei  weiter  abnehmender  Grösse  der  äusseren 

Pressung  unter  sonst  gleich  bleibenden  Umständen  die  Ausflussmenge  ab- 

P         1 
nehmen  sollte,  betrachtet  Napier  jene  Gleichung  (1)  nur  für  —  >  « 

Po         2 

P  1 

süs  zutreffend,  und  setzt  dagegen  f ür  -    <C  ^  die  Ausflussmenge  beständig 

Po         2 

P  1 

so  gross  wie  für   -  =  — ,  also  unabhängig  von  p,  nämlich: 

Po        2 


^=-^^7^1/^0 


y^-'    (2). 

Mit  seinen  Versuchen  findet  er  diese  Formeln  in  sehr  befriedigender 
üebereinstimmung,  wenn  unter  der  Voraussetzung,  dass  G  in  Kgr.  pro 
See,  A  in  Quadratm.,  p  und .  Pq  in  Atm.  und  die  specif.  Volumina  in 
Cubikm.  pro  Kgr.  ausgedrückt  sind, 


*  „On  the  velocity  of  steam  and  other  gases,  and  the  true  principles  of 
the  discharge  of  fluids,"  theilweise  bearbeitet  von  Prof  A.  Fliegner  im 
„Civilingenieur",  Bd.  XVII  (1871). 
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für  eine  kurze  cylindrische  Ansat^röhre  mit  gut  abgerundetem  iimereB 

lUnde:   C  =  420, 
für  eine  Ereismündung  in  dünner  Wand:   C  =  382 

gesetzt  wird.  Sofern  dem  Widerstandscoefficienten  g  in  beiden  Fallen  eia 
nahe  gleicher  kleiner  Werth  beizulegen,  der  Contractionscoefficient  a  ab^ 
im  ersten  Falle  =  1  zu  setzen  ist,  wäre  derselbe  hiernach  im  zweiten 
Falle  unge&hr: 

«  =  4-2Ö  =  ^'^^- 

Aus  der  Beschreibung  der  Versuche  geht  dabei  übrigens  nicht  dentlick 
hervor,  in  welchem  Grade  die  Contraction  etwa  nur  unvollkommen  war  in 
Folge  eines  nicht  sehr  kleineu  Verhältnisses  der  Mündungsweite  zor 
Weite  des  Zuilussrohrs. 

P         1 
Die  meisten  Versuche  entsprachen  dem  Falle:        <C  ö  ?  ^^  welchen 

Po         2 

Gl.  (2)  mit  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  von  einerlei  Form  ist.  Setzt  man  in  der 
letzteren  für  das  cylindrische  abgerundete  Mundstück  «  =  1,  g  =  0,05 
und  n  =  1,135  gemäss  der  auch  von  Napier  zu  Grunde  gelegten  An- 
nahme, dass  im  Inneren  der  Dampf  zwar  gesättigt,  aber  trocken  war,  so 
wäre  m  =  1,1278  und 

C=  2  1/2^  _^-  '^M  ,)'^'  •  10333  =  394; 
f  n  —  l»*-|-l\m+l/ 

auch  mit  g  =  0  ergäbe  sich  C  noch  etwas  <C  420.  Durch  die  mangel- 
hafte Bestimmungsweise  von  O  aus  den  Versuchen  ist  diese  Differenz  nicbt 
zu  erklären,  da  Fliegner  auf  Grund  einer  genaueren  Bestimmung  den 
Coefficienten  C  noch  grösser  findet,  als  Napier;  dagegen  kann  es  der 
Fall  sein,  dass  der  Dampf  schon  vor  dem  Ausflusse  feucht  war.  ^ 

Andere  Versuche  Napier 's  bezweckten  die  Bestimmung  der  Dnick- 
änderung  in  einem  mit  voller  Weite  ausmündenden  cylindrischen  Aosflnss- 
röhre,  indem  verschiedene  Stellen  desselben  durch  abgezweigte  engere 
Seitenröhren  mit  Manometern  verbunden  wurden.  Waren  auch  die  be-. 
nutzten  Ausflussröhren  zu  kurz,  als  dass  mit  einiger  Zuverlässigkeit  aof 
das  Gesetz  des  Leituugswiderstaiides  von  Wasserdampf  in  Rohren  au? 
diesen  Versuchen  geschlossen  werden  könnte,  so  sind  sie  doch  von  Interes»* 
namentlich  als  unmittelbare  Bestätigung  der  Annahme,  da$s  die  Pressafi^ 
p  im  kleinsten  Querschnitte,  der  hier  mit  dem  Mündungsquerscbnitte* 
identisch  war,  nicht  kleiner,  als  ungeföhr  0,5po  werden  kann,  wie  sehr 

I 

j 
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auch  die  äussere  Pressung  p  kleiner,  als  die  innere  Pressung  Pq  sein  mag. 
Bei  Versuchen  mit  der  innen  gut  abgerundeten  kurzen  cylindrischen  An- 
satzröhre von  14,3  Millim.  Weite  z.  B.  ergab  sich  die  Pressung  p'  im  In- 
neren der  Röhre,  wenige  Millimeter  von  der  Mündung  entfernt,  also  auch 
nahezu  die  Pressung  in  dieser  selbst  f ür  p  =  1  Atm.  und 

p^  =  1,933     2,000     2,067     4,000  Atm. 
p  =  1,025     1,067     1,100     2,200     „ 

-  =  0,530     0,533     0,532     0,550. 
Po 

p 
In  anderen  Fällen  wurde  —  <C  0,5  gefunden,  stets  aber  wenig  ver- 

schieden  trotz  sehr  verschiedener  Werthe  von  p^  bei  gleichen  Werthen 
von  p  <C[  0,5  Po  oder  sehr  verschiedener  Werthe  von  p  bei  gleichen 
Werthen  von  Pq'^  2p,  z.  B.  bei  einem  Rohr  von  762  Millim.  Länge  und 
11,3  Millim.  Weite  für  p  =  1  Atm.  und 

Po=    2V8        2%  3  31/3        3%  4      Atm. 

p  =  1,033     1,133     l,23i3     1,333     1,417     1,500     „ 

t  =:  0,443     0,425     0,411     0,400     0,386     0,375 
Po 

und  bei  einem  Rohr  von  95  Millim.  Länge  und  14,3  Millim.  Weite  bei 
Pq=  4:  Atm.  und 

p  =  1,800     1,000   .0,667  Atm. 
p   =  1,767      1,767      1,783     „ 

—  =  0,442     0,422     0,446. 
Po 

P 
Im  ersteren  dieser  beiden  Fälle  nimmt  zwar     -   merklich  ab  mit  dem 

P 
Verhältnisse  — ,  jedoch  in  viel  geringerem  Grade,  als  dieses.    Flieg ner 

Po 
a.  a.  0.  macht  übrigens  auf  verschiedene  Umstände  aufmerksam,  wodurch 

aach  die  Zuverlässigkeit  der  Napier' sehen  Versuche  beeinträchtigt  wird» 


1' 


^         \  T  '         / 
h\ -X \h 

1  0,  I 

I 
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§.  113.   Sieherheitsfentile  Ton  Bampfkesseln. 

Für  das  Sicherheitsventil  eines  Dampfkessels  mit  verticalcr  Axe  ud 
im  Allgemeinen  conischer  Sitzfläche  (Fig.  45)  sei 

Flg.  45.  q>  der  halbe  Oeffnungswinkel  dieser  Kegel- 

fläche, 
d  der  Durchmesser  des  Yentilrohrs  '==  « 
=  «?,  Fig.  45)  =  dem  Durchmesser  *• 
der  unteren  ebenen  Yentilfläche, 

i^  =     —  der  entsprechende  QaerscfanitL, 
4 

/  die  Horizontalprojection  der  Sitzfläche^ 

a?^: h  =  nc  die  Hubhöhe,  wenn 

'  Pq  die  Pressung  im  Inneren  des  Kessels, 

p  die  äussere  atmosphärische  Pressung, 
P  die  Belastung  incl.  Eigengewicht  des  Ventils  ist 

Ist  nm  =  hsing)  das  Perpendikel  von  einem  Punkte  der  Kreisliiiie 
nn  auf  den  Ventilsitz,  so  ist  die  Kegelfläche,  welche  durch  Drehung  Ton 
nm  um  die  VQntilaxe  erzeugt  wird,  als  der  kleinste  Querschnitt  (==  oÄ) 
des  ausfliessenden  Dampfstroms  anzunehmen,  der  überhaupt  von  seinen 
Eintritt  in  das  Vontilrohr  bis  zu  jener  SteHo  die  Form  eines  Umdrchnn^ 
körpers  hat  etwa  wie  deijenigo,  dessen  Meridianschnitt  die  Fläc^ 
ahemnonmcha  (Fig. 45)  ist.  Unter  der  Voraussetzung  vollkommener  Trocken- 
heit des  gesäftigtcn  Dampfes  imr  Kessel  an  der  Stelle  des  Ventils  und  bei 
Vernachlässigung  der  Bewegungswiderstände  bis  zum  kleinsten  Querschnittr 

aA  =  Jt(d  +  h  8%n(p  Cö8q))h9ing>  =  4^  ( 1  +  -^  ^^9  eosfp)  -  sinq: 

ist  dann  die  Pressung  in  diesem  nach  §.111: 

P'=  0,5774^0, 

wenn  p  <  p\  also  p^  >  5-^^  =  1,732p 

ist,  und  die  Ausfiussmenge  im  Beharrungszustande  nach  GL  (11),  §.111: 

G  ^  aACpQ^^^^^^^^  mit  C  =  157,5, 

wenn  p^  in  Atm.  ausgedrückt  wird,  also  mit  Rücksicht  auf  obigen  Ausdruck 
von  aA  und  mit  Hinzufügung  eines  erfahrungsmässig  zu  bestimmenden 
Correctionscoefficienten  ft: 

Q  =  ^^OfiFil  +  -^9in(peoa(p\-%%nip.pQ^^^^ (1^ 
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ind  insbesondere  bei  ebener  Sitzfltlche  (^  = 


..w-' 


■C2) 


Egr.  pro  Sec^  vorausgesetet  dass  F  in  Quadratmetern  ausgedrttckt  ist.  Die 
Vfeithe  Ton 

können  der  folgenden  Tabelle  entnommen  werden  event.  durch  Interpola- 
tion mit  Hülfe  der  darin  gleichfoUs  angegebenen  Diffcreuzou  fUr  eine 
Pressnngsdifferenz  von  0,1  Atm. 


[Pu) 

= 

1.Ö 

1,4816 

4,5 

4,2991 

0,U»1« 
0,09» 

D,D9I0 

0,0915 

7.5 

7,0550 

U,W13 

2 
2,6 

1,9584 
2,4315 
2,9016 
3,3694 

0,09« 
0,DMO 
0.0»»8 
O.OSSI 

5 
5,5 

6 
6,5 

4,7616 
5,2226 

5,6824 
6,1410 

8 

8,5 
9 
9,5 

7,5107 
7,9654 
8*4194 
8.8725 

0.0W9 
0.0906 
0.090« 
0.090S 

1  4 

3,8302 

7 

6,5986 

10 

9,3250 

Ans  Versuchen  von  Kolster  *  deren  einzelne  Resultate  freilich  sehr 
bedeutend  von  einander  abweichen  (besonders  ohne  Zweifel  infolge  der 
Fehler,  welche  den  schwierig  zu  meBsenden  sehr  kloincu  Hubhöhen  h  des 
schwebenden  Ventils  anhaften)  orgab  sich  im  Mittel 

fUr  ein  Ventil  mit  ebener  Sitz&äche  fi  ^^  0,98 
„     „        „        „   conischcr     „         ^  ^^  0,89. 
Wenn  bei  wachsender  Dampfepaunung  im  Eessol  das  Sicherheitsventil 
abzublasen  anßlngt,  ist  seine  Hubhöhe  h  Anfangs  nur  verschwindend  kloin, 
nimmt  aber  allmahÜg  mehr  und  mehr  zu,  wenn  die  Dampfspannung  p^  zu 
Vficheen  fortfährt;  mit  p^  und  h  wfii^hat  gleichzeitig  die  Ausflussmenge  6. 
Wird  nun  vom  SichcrhcitsvL'util  vorlangt, 
1)  dass  es  abzublasen  anfange,  wenn  die  Pressung  im  Kessel  einen  ge- 
gebenen Werth  Pi  erreicht  hat, 
3)  dass  es  eiue  gegebene  Danipfmouge  ^=  O  Kgr.  pro  8ec.  entweichen 
lasse,   wenn   die  Pressung   im   Kessel   oinon  gleichfalls  gegebenen 
Werth  p„  {>  pi)  erreicht  hat, 
w  daas  diese  letztere  Pressung  p^  als  Maximum  constant  bleibt,  wenn  G 

*  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1867,  S.  443. 
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die  Dampfmenge  bedeutet,  welche  pro  See.  mehr  im  Kessel  entwickelt  afe 
ihm  anderweitig  entzogen  wird,  so  können  durch  diese  zwei  Bedingungti 
zwei  Grössen  bestimmt  werden,  insbesondere  die  Grösse  des  Ventils  ^def 
Querschnitt  des  Ventilrohrs  =  F  Quadratm.)  und  die  Ventilbelastung  = 
P  Kgr.,  wenn  femer  gegeben  sind:  die  äussere  Pressung  =  p^  die  Fora 
der  Sitzfläche  (der  Winkel  9))  und  ihre  Grösse  =  /  Quadratm.  (afasoid 
oder  im  Verhältniss  zu  -F),  vorausgesetzt  dass  die  Pressung  =r  p^,  weldw 
im  Augenblicke  der  Erhebung  des  Ventils  in  der  Sitzfläche  stattfindet,  aid 
die  Hubhöhe  h  als  Functionen  der  übrigen  Grössen  bekannt  resp.  be- 
stimmbar sind. 

Der   ersten  obiger  Forderungen  entspricht,    wenn  die   Dampfspan- 
nungen in  Kgr.  pro  Quadratm.  ausgedrückt  sind,  die  Gleichung: 

P  =F(j>,  -p)  +  f(p,  -p)  =  iF  +  q>f)(p,  —  p)    ...  [$, 


X 


mit      ip==l' 1^,     ^^=^  +  ^^_(l_9,) -41 

Pi  —  P      Pi  Pi 

Die  Verhältnisszahl  q)  kann  nur  erfahrungsmässig  bestimmt  werdeo 
durch  Versuche  mit  Ventilen,  defen  Sitzflächen  nicht  sehr  klein  sind.  Voi 
den  beiden  Ventilen,  welche  Ko Ister  bei  seinen  oben  erwähnten  Versuchea 

benutzte,  ist  das  mit  der  ebenen  Sitzfläche  wegen  zu  kleinen  Verhältnisse» 

/• 

■     (^=  0,0816)  zu  diesem  Zwecke  nicht  geeignet;  aus  den  Versuchen  mit 

I' 

dem  conischen  Ventil  von 

2-  schwed.  Zoll  (50,25  Millim.)  inuej^em  Durchmesser, 

23^       „  „     (58,0        „      )  äusserem  „ 

1 


16  " 


„     (1,55        „      )  Höhe 


der  Sitzfläche  ( j^  =  0,308]  ist  zu  entnehmen: 


w  =  ^*—  ^  =  0,32  und  ^  =  0,49  für  ^=4. 
Pi  —  P  Pi  P 

Aus  6  Versuchen  von  A.  v.  Burg*  mit  einem  Ventil  von 

21  oestr.  Linien  (46,1  Millim.)  innerem, 

24      „  „       (52,7      „      )  äusserem  Durchmesser 


*  Sitzungsberichte  der  math.  naturw.  Cl.  der  k.  Akademie  der  "Wisso- 
schaften  zu  Wien,  ^d.  XLV,  Abth.  H,  S.  285. 


S-   113.  BICHEBHEITSYENTILK  VON  DAMPFKESSELN.  649 

acr  ebenen  Sitzfläche  (also  ''^  =  --  =  0,306)  bei  ^  =  1,6  bis  5,7  er- 

i'         49  p 

giebt  sich  im  Mittel 

9>  =  J^  =  0,72 
Vi  —  P 

ohne    ersichtliche    Abhängigkeit    der    übrigens    bedeutend    differircnden 

P\ 
£inzelwerthe  g)  von  jenem  Vorhältnisse  -  .    Im  Mittel  ergiebt  sich 

V 

^»  =  0,80   für   ^^  =  3,6. 
Vi  V 

Das  Abhängigkeitsgesetz  der  Hubhöhe  A,  wovon  die  Erfüllung  der' 
zweiten  obiger  Forderungen  abhängt,  kann  man  auf  folgende  Weise  zu  be- 
stimmen  suchen   unter  der  Voraussetzung,   dass  es  einen  gewissen  zur 
Ventilaxe  senkrechten  ebenen  Querschnitt  hh  (Fig.  45)  des  Dampf stronis 
im  Ventilrohr  giebt,  in  dessen  Durchschnittspunkten  mit  den  Bahnen  der 
Dampfbheilchen   letztere   als   geradlinig    zu  betrachten  sind.     In  diesem 
Querschnitte,  dessen  Grösse  mit  kF  bezeichnet  sei,  herrscht  dann  eine 
gleichförmige  Pressung  =  x'p^  und   Geschwindigkeit  =  y,  und  dieselbe 
Pressung  x'p^  herrscht  in  dem  ringförmigen  Raum  mit  dem  Querschnitt 
ohea^  welcher,  mit  ruhendem  oder  wenigstens  nicht  strömendem  Dampf  er- 
füllt, den  Dampfstrom  im  Ventilrohr  rings  umgiebt.    In  dem  gleichfalls 
von  nicht  strömendem  Dampf  erfüllten  Raum  tmno  (Fig.  45)  zwischen  der 
Unterfläche  des  schwebenden  Ventils  und  dem  Dampfstrom  sei  die  Pres- 
sung =:  af^,    Sie  ist,  wenn  in  dem  ganzen  schmalen  ringförmigen  Raum, 
den  die  Sitzfläche  des  Ventils  bei  seiner  Erhebung  beschreibt,  die  Pres- 
sung näherungsweise  =  ^'  =  der  Pressung  im  kleinsten  Querschnitte  aA 
gesetzt  wird,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

also  nach  Gl.  (3):  ap^  =  p^  oder 

a  =  ?^  .  : (5), 

wenn  p^  =  p'  oder  h.  ^l   ^1  ^  ^AT1±     d.  h.  ^^    etwas  >  0,5774 

Pi         Po  Pi  a  ^      p^ 

gesetzt  wird,  was  den  obigen  Angaben  zufolge  besonders  bei  Ventilen  mit 
ebener  Sitzfläche  nahe  zutreffend  zu  sein  scheint,  bei  sehr  schmaler  Sitz- 
fläche aber  stets  nur  mit  sehr  kleinem  Fehler  verhupden  sein  kann. 

Bezeichnet  nun  u  die  Geschwindigkeit  im  kleinsten  Querschnitte  aÄ^ 
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SO  ist  bei  Abstraction  von  Bewegungswiderständen  bis  zu  diesem  Quer- 
schnitte (entsprechend  w  =  «  =  1,135)  nach  §.  111,  Gl.  (5)  und  (6): 


^/  n      »  —  1 

2»  ;r^  r+-i  '■•' 


^  „i.  /(.) = }=-!  {^y-^ 


G  =  aA\/ 2g  -^  ^-U{n) 
f  n  —  1  «7q 


[iS 


ferner  nach  §.111,  Gl.  (2)  und  (4),  vorausgesetzt  dass  a?  >       ,  d.  h.  *> 

Po 
0,5774  ist, 


t^  =  \/'^^~riPo^< 


n  —  l 


(1    —  X    ^    ) {^\ 


f  u  —  Ivq 


ft  — 1 


G  =  kFx»  1/  2ff ""  (1  —  «  •*  ) (91 

Die  Gloichsetzung    beider  Ausdrücke  von   G  nach   GL  (7)  und  ''9') 
liefert: 


aA           (         h                 \  k                   ^        -  \  /  ^— 

——  =4(1  +  *,  *^^^  ^ö«^ )     si'ntp  =  -    X**  i/  1  —  X  H    (10. 

F  \  d  Ja  V/ (^) 

Eine  zweite  Relation  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Zu- 
wachs an  Bewegungsgrösse,  den  die  zwischen  den  Querschnitten  kF  und 
aA  enthaltene  Dampfmassc  (mit  dem  Meridianschnitt  bcmnanmcb  in  Fig.  451 
im  Sinne  der  Ventilaxo  im  Zcitelement  dt  erfährt,  d.  i.  für  den  voranag^ 
setzton  Beharrungszustand  der  dem  üebergange  vom  Querschnitt  kF  mm 
Querschnitt  aA  entsprechende  Zuwachs  an  Bewegungsgrösse  der  Hasse 

G 

—  dt  im  Sinne  der  Ventilaxe,  =  ist  dem  Antrieb  der  äusseren.  Kräfte. 

9 

d.  h.  bei  Abstraction  von  der  hier  ganz  unwesentlichen  äusseren  Massen- 
kraft (Schwerkraft)  =  der  mit  dt  multiplicirten  algebraischen  Summe  der 
Kräfte,  welche  auf  die  Oberfläche  jener  zwischen  kF  und  oA  enthalteneB 
strömenden  Dampfmasse  im  Sinne  der  Ventilaxe  ausgeübt  werden.  Darais 
folgt  nach  Division  mit  dt  und  mit  Rücksicht  auf  die  Annahme  einer 
gleichförmigen  Pressung  =  p  in  der  durch  Umdrehung  der  gebrocheaea 
Linie  cmn  entstehenden  Doppelkegelfläche: 


§.113. 
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—■(ucosg)  —  y)  =  Fix  —  a)p^ (11) 

9 

und  nach  Substitution  der  Ausdrücke  von  u\  y  und  G  nach  Gl.  (6),  (8) 
und  (9): 


2nh      ~ 


a  =  X  -\- 


11/      'Liif     i/,r=T    1/      "-Ä 

-x^y   1  —  X  **    [eosq)  ■/   — -r-r  —  f    1  —  ^  **    j  =  a?  —  a 

2nk      i-r  *^1  1/n-  1,,  ^1 
-a;**    1  —  a;   ♦*    —  cö«©  ■/   — --    (1  —  x  **  ) 

—  IL  f     n  -f-  1 


Hierdurch  ist  x  und  dann  durch  Gl.  (10)  auch  ---  resp.  -  als  Function 

^  d 

von  a,  Je  und  q>  bestimmt  Dem  Augenblick  der  Erhebung  des  Ventils  von 
seinem  Sitze,  für  welchen  Pq  ^=  Pit  also  ä  =  1  ist,  entsprechen  die 
Werthe  x  =  1  und  ä  =  0  unabhängig  von  h  und  go,  wie  es  sein  muss. 
Ist  Pq  nui*  wenig  >  p^^  also  a  nur  wenig  <<  1,  so  wird  auch  x  nur  wenig 
<  1  und,  wenn 

n-l 


1  —  a:   «   =  g 

gesetzt  wird,  g  ein  kleiner  Bruch  sein;  behufs  einer  ersten  Annäherung 
kann  dann 


a:=(l  -  g)»-^=  1  — 


71 


n  —  1 


g;    x-=  1 


»— 1 


gesetzt  werden  und  somit  nach  Gl.  (12); 


«g        ,       2nk    f^  g     \  r>  I A  —  1  >" 

"  =  ^  -  n---i  +  «-^1  (^  -  -n---l)  [^  -  ^'^Vn  +1  ^. 

oder  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  g,  als 
der  ersten^ 


ö  =  1  — 


n 


»—  1 


JA  — ~3~w     « —  1  1  —  fl 
»  +  1  *  n       1  —  2>fc 


(13). 


Der  durch  diese  ^  Gleichung  bestimmte  Werth  von  g  liefert  einen  Nähe- 

h 
rungswerth  von  -  nach  Gl.  (10): 
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—  stnw  (  1  +  ^  sinw  eosw  )  =  — ^—~_  f  i i ]  i/c 

d       ^\  d       ^         J         4y/(n)  \  n  —  \)^^ 

4  r       f{n)      \  n—lJVn  —  l 

Insbesondero  für  ein  Ventil  mit  ebener  Sitzfläche  («w^p  =^\ 
für  welchen  Fall  k  <1  0,5  sein  muss,  damit 


n  —  11  —  «^^ 


sei,  ergiebt  sich: 


r      f(n)    \  n    1  —  2kJf     n  1  —  2k 


d      ^r    /{ 

Die  allgemeine  Form  dieser  Gleichung  ist: 

h 


=  c(i-Lr-_«\l/L-« 

\  m      )  f         m 


d 
deren  Coefficienten  C  und  ;/i,  obgleich  sie  wogen 

/  f(n)  n  —  m 


(16; 


k~=  4C 


l 


n  —  1  2» 

mit  n  =  1,135  in  der  Beziehung 

3,83(7  +  w  =  1,135 

stehen  sollten,  doch  besser  unabhängig  von  einander  erfahrungsmässig  21 
bestimmen  wären,  um  die  Mängel  der  Formel  bis  zu  gewissem  Grade  da- 
durch zu  beseitigen. ' 

Dass  übrigens  Gl.  (15)  bei  Voraussetzung  eines  constanten  Coeffi- 
cienten h  (ebenso  die  etwas  allgemeinere  Gleichung  (16)  bei  Vorwi^ 
Setzung  constanter  Coefficienten  C  und  m)  nicht  auf  beliebig  kleine  Werlhe 
von  a  ausgedehnt  werden  kann,  ist  daraus  zu  entnehmen,  dass  ihr  eis 
Maximum  von  h  entsprechen  würde: 

Ä  *     1/«— 1    ^        1     \  -    a  1 


'V3  f      /(«)  n   1  —  2;l-         '3  ' 

insbesondere  mit  n  =  1,135: 

max,—  =  0,228)fe    für    a  =  0,622  +  0,756ib, 

so  dass  bei  weiter  abnehmender  Grösse  von  0,  also  bei  w^eiter  raneh- 
mender  Pressung  Pq  die  Hubhöhe  h  wieder  abnehmen  würde,  was  offen!»'' 
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^ 


unmöglich  ist     Unter  diesen  Umständen  und  weil  auch  k  nach  einem 
übrigens    nur    empirisch    bestimmbaren  Gesetze  mit  a  veränderlich  sein 

kann,  mag  mit  Eolster^  für  das  Yerhältniss       eine  Gleichung  von  der 

d 

Form 

-^-sin(p  =  c(l  —  \/~\    mit   A=    ^   =^' (17) 

d  \  K    AJ  \^         Pi 

angenommen  werden,  welcher  h  =  0  für  Pq=  p^  und 


<:-) 


C       1 


dA  28%n(p     A 

A'' 

entspricht,  so  dass  danach,  wenn  p^  oder  A  ohne  Ende  wächst  {a  bis  Null 

abnimmt),  auch  die  Hubhöhe  beständig  wächst,  indem  sie  mit  abnehmender 

C 
Schnelligkeit  sich  der  Grenze  — —  d  nähert,  wie  es  offenbar  den  thatsäch- 

8tn(p 

liehen  Verhältnissen  entsprechend  ist,  wenn  der  Constanten  C  ein  Werth 
nahe  =  0,25  beigelogt  wird  entsprechend  einem  kleinsten  Querschnitte 
zwischen  Ventilsitz  und  Ventil  =  dem  Querschnitte  F  des  Ventilrohrs. 

Aus  Versuchen  von  v.  Burg  (am  oben  angeführten  Orte  beschrieben) 
mit  einem  Ventil  von  ebener  Sitzfläche  (innerer  Durchm.  =  46,1  Millim., 
äusserer  =  52,7  Millim.)  bei  Pressungen  bis  5  Atm.  und  bis  etwa  Vs  ein- 
nehmenden Werthen  von  a  leitete  K  ölst  er  die  Formel  ab: 


^'K^ ""  1/1) = ^'^  ^^  ^'^""^^ 


h  _ 

~d  ~ 

welche  mit  Rücksicht  auch  auf  conische  Sitzflächen  verallgemeinert  werden 
mag  zu: 

•      -  sintp  =  0,3(1  —  y^ ) (18). 

d 

Auch  K^olster's  eigene  Versuche  mit  einem  ebenen  und  einem  conischen 
Ventil,  bei  denen  aber  a  stets  nur  wenig  <]  1  war  {a  >  0,92),  ent- 
sprechen dieser  Formel  insoweit,  als  bei  dem  weniger  genauen  Messungs- 
verfahren  der  kleinen  Hubhöhen  Ä  erwartet  werden  kann.  — 

Um  nun  den  beiden  oben  genannten  Forderungen  zu  genügen,  dass 
das  Ventil  bei  der  Pressung  p^  angehoben  werden  und  bei  der 
grösseren  Pressung  p^  so  weit  gehoben  sein  soll,  dass  es  G  Kgr. 


*  Zeitschr.  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1867,  S.  722. 
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Dampf  pro  See.  entweichen  lässt,  hat  man  nach  GL(1),  worin  oloi 
wesentlichen  Fehler  immer 

1  -| — —  stng>  costp  =  1 
d 

gesetzt  werden  kann,  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (18)  und  mit  a  =  —  die  er- 

forderliche   Grösse   der   vom   inneren  Rande   der  Sitzfläche   umgrenztes 
Kreisfläche: 

F  = r Quadratmeter 

55  G 

Quadratcentimeter (19> 


.  (i-y«)/ö^o) 

entsprechend  (i  =  0,962;  der  Werth  von  fip^)  ist  dabei  obiger  Tabelk 
zu  entnehmen.  Wird  dann  die  Breite  der  Sitzfläche,  also  /  entsprecbeod 
angenommen,  so  ergiebt  sich  die  nöthige  Ventilbelastung  P  (incl.  Eifes- 
gewicht)  aus  Gl.  (3)  mit  einem  angenommenen  Werth  von  9,'  etwa  g)=  0,6. 
Die  Unsicherheit  dieses  Coefficienten  gp  macht  eine  möglichst  schüttle 
Sitzfläche  zweckmässig. 

Wenn  man  vom  Sicherheitsventil  verlangt,  dass  es  bei  der  Maximal- 
pressung  p^  die  ganze  im  Kessel  entwickelte  Dampf  menge  entweichen 
lasse,  wenn  man  also  in  Gl.  (19) 

G  =  mH 

setzt,  unter  H  die  Heizfläche  (feuerberührte  Fläche)  des  Kessels  ia 
Quadratm.  und  unter  m  die  pro  See.  und  Quadratm.  Heizfläche  verdampft« 
Wassermenge  in  Kgr.  verstanden,  so  muss  für  jene  Pressung  p^  ein  we- 
sentlich grösserer  Werth  zugelassen  werden,  als  für  diejenige  =  |»j^  bei 
welcher  das  Ventil  abzublasen  anfangen  soll,  widrigenfalls  letzteres  übe^ 
massig  gross  gemacht  werden  müsste.  Macht  man  z.  B.  nach  einer  Formel, 
welche,  auf  den  im  vorigen  §.  besprochenen  Thr 6m ery 'sehen  Versochea 
beruhend,  seitdem  in  die  Dampfkesselregulative  mehrerer  Staaten  Qbergiog: 


''®  Vn-öM^ 


Centim., 


,412 
worin  p^  in  Atm.  ausgedrückt  vorausgesetzt  ist,  also 

F  = =  TT^rTT:  Quadratcentmi., 

4  Po  —  0,412  ^ 
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w>  folgt  ans  der  Yergleichung  mit  dem  Ansdrucke  (19),  wenn  darin  G  = 
nS  gesetzt  wird, 


1  — 


V7  =  1  - 1 A  =  -^^  p^zlJ^MI  ....  (20). 

^  y  p,         1,69  jr        f(j>,) 


Der  Coefficient  m  (bei  forcirter  Heizung  und  massig  grosser  Heizfläche  bis 
anf  etwa  0,025  zu  steigern)  kann  für  gewöhnliche  stationäre  Dampfkessel 
and  Schiffs -Röhrenkessel  durchschnittlich  =  0,009,  für  Locomotivkessel 
==  0,015,  für  Schiffskessel  mit  weiten  Feuerzügen  =  einem  dazwischen 
Hegenden  Werthe  gesetzt  werden,  und  man  findet  aus  01.(20)  beispiels- 
weise 


a 


für  ^0—     2 

4 

8    Atm. 

—  ?«-  —  1,17 
Pi 

1,24 

1,20 

1,22  mit  m  —  0,009 

1,Ö8 

1,31     „     w  —  0,012 

—  1,31 

1,37 

1,41      „     m        0,015. 

Um  die  Rücksicht  auf  Verhinderung  der  Möglichkeit  einer  über- 
mässig grossen  Dampfspannung  mit  der  Rücksicht  auf  praktisch  angemes- 
sene Dimensionen  des  Sicherheitsventils  zu  vereinigen,  ist  in  Gl.  (19)  für 
a  ein  solcher  Werth  anzunehmen,  welcher  zur  Folge  hat,  dass  Pq  stets 
noch  etwas  kleiner  bleibt,  als  die  Pressung  bei  der  gesetzlichen  Druck- 
probe des  Kessels.  Nach  den  allgemeinen  Bestimmungen  über  die  Anlage 
von  Dampfkesseln  für  das  Deutsche  Reich  v.  29.  Mai  1871,  §.11,  hat 
diese  Druckprobe  mit  einem  Ueberdrucke  zu  geschehen,  welcher,  jenach- 
dem  der  beabsichtigte,  d.  h.  derjenige  Ueberdruck,  bei  dem  das  Sicherheits- 
ventil sich  heben  soll,  ^  5  Atm.  ist,  das  doppelte  desselben  resp.  um 
5  Atm.  grösser  als  derselbe  ist.    Wird  also  etwa  mit  Kolster 

^  =  A=  1,25   oder    a  =  0,8 
Pi 

angenommen,  nach  Gl.  (19)  also 

j,  ^  55g    ,        ^     521  g     ^21) 

■  (1— yö;8)/(Po)    /(i'25^i) 

Quadratcentimeter  festgesetzt,  unter  G  Kgr.  die  ganze  pro  See.  im  Kessel 
entwickelte  Dampfinenge  verstanden,  so  wäre  der  grösstmögliche  Ueber- 
druck im  Betriebe 
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für  Pi —    2 

4 

6 

8 

10    Atm. 

1,25/1,  -  1         1,5 

4 

6,5 

9 

11,5     „ 

der  Probe-Üeberdruck          2 

6 

10 

12 

14       „ 

fc^glich  um         0,5 

2 

3,5 

3 

2,5       „ 

grösser.  Zu  noch  grösserer  Sicherheit  und  zur  Yermeidung  nnnöthigen 
Dampfverlustes  bleibt  es  immerhin  rathsam,  den  Kesselwärter  dahin  zu  in- 
struiren,  dass  er  das  Feuer  zu  massigen  hat,  sobald  das  Ventil  abzublasen 
anfängt,  dieses  also  in  erster  Reihe  lediglich  als  eine  Signalvorrichtong  zi 
betrachten. 


ß.   Bewegung  der  Dämpfe  in  Röhren. 

§.  114.   Bewegung  in  einer  RSliTe,  dureh  deren  Wand  eine  nur  uiweBent- 

liche  Wftrmeleitnng  stattfindet. 

Die  Rühre  habe  einen  constanten  Querschnitt  =  /',  ihr  innerer 
Durchmesser  (event.  ihr  mittlerer  Durchmesser  =  dem  vierfachen  Inhalt 
dividirt  durch  den  Umfang  des  Querschnitts)  sei  =  rf,  und  '^  der  gleich- 
falls als  constant  vorausgesetzte  Winkel,  den  die  im  Sinne  der  Bewegung 
genommene  Mittellinie  der  Rohre  mit  der  Richtung  der  Schwere  bildet,  G 
das  Gewicht  des  pro  See.  durch  jeden  Querschnitt  strömenden  Dampfes. 
Ferner  seien  die  Pressung,  das  specif.  Volumen,  die  absolute  Temperatur, 
die  Geschwindigkeit  und  die  Geschwindigkeitshöhe  im  Anfangsquerschnitte 
=  Pq^  f7Q,  Tq^  «0,  J/q,  iif  der  längs  der  Mittellinie  gemessenen  £ntfemiiiif 
8  von  demselben  =^  p,  v,  T,  t<,  ff^  und  im  Falle  gesättigten  Dampfes,  d.  h. 
im  Allgemeinen  eines  Gemisches  von  solchem  und  gleichartiger  Flüssig- 
keit: f/Q  und  y  die  entsprechenden  specif.  Dampf  mengen  (Egr.  in  1  Kgr. 
des  Gemisches). 

Die  Gleichungen,  welche  in  §.  105  für  die  Bewegung  von  Luft  iß 
Röhren  entwickelt  wurden,  sind  hier  nicht  brauchbar,  weil  sie  u.  A.  aof 
der  hier  nicht  zutreffenden  Zustandsgieichung  pv  =  RT  beruhen;  insbe- 
sondere die  dort  zur  Vereinfachung  gemachte  Annahme  einer  constanten 
Temperatur  wtirde,  wenn  sie  auch  für  ungesättigte  Dämpfe  mit  ähnlicher 
Annäherung  wie  dort  zulässig  wäre,  doch  der  abweichenden  Zustaads- 
gleichung  wegen  nicht  die  gleiche  Vereinfachung  der  Formeln  bewirken, 
während  sie  für  gesättigte  Dämpfe  die  unzulässige  Voraussetzung  con- 
stanter  Pressung  einschliessen  würde. 
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Nach  §.  110  gilt  nun  für  ungesättigte  wie  für  gesättigte  Dämpfe 
ausser  der  Continuitätsgleichung: 

Fu=  Qv (1) 

auch  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  in  einerlei  Form: 

X 

dH  +  vdp  =:  dM  —  dB  =  costpds  —  -  Hds (2) 

d 

mit  Rücksicht  auf  die  Ausdrücke  von  dM  und  dB  nach  §.  104,  während 
im  üebrigen  streng  genommen  jene  zwei  Fälle  gesättigten  und  ungesät- 
tigten Dampfes  unterschieden  werden  müssten.  Wenn  aber  in  beiden 
Fällen  näherungsweise  wie  in  §.111,  unter  m  eine  Constante  verstanden, 

pv^  =  p^Vq^ (3) 

gesetzt  wird,  so  kann  die  Aufgabe  zunächst  darauf  beschränkt  werden,  die 
drei  Grössen  jp,  v  und  u  resp.  H  unter  übrigens  gegebenen  Umständen  als 
Functionen  von  s  zu  bestimmen,  was  in  beiden  Fällen  gleicher  Weise  mit 
Hülfe  der  Gleichungen  (1) — (3)  geschehen  kann.  Die  Voraussetzung 
dieser  GL  (3)  ist  dabei  um  so  mehr  gerechtfertigt,   und  kann  ausserdem 

um  so  eher 

4 
jw  =  «,  nämlich  =  —  resp.  =  1,035  +  0,1  yo 

3 

für  beständig  ungesättigten  oder  gesättigten  Dampf  gesetzt  werden,  mit  je 
geringerem  Fehler  die  massige  Wärmeentwickelung  durch  den  Leitungs- 
widerstand als  aufgewogen  zu  betrachten  ist  durch  einen  massigen  Wärme- 
verlust nach  aussen  in  Folge  des  inneren  Temperaturüberschusses  und  der 
(auch  bei  Umhüllung  mit  schlechten  Wärmeleitern)*  nie  ganz  vermeidlichen 
Wärmeleitung  der  Kohrwand.  Es.  wäre  m  etwas  kleiner  zu  setzen  bei 
überwiegender  Grösse  des  Leitungswiderstandes,  etwas  grösser  bei  über- 
wiegendem Wärmeverlust  durch  die  Rohrwand. 
Nach  Gl.  (1)  und  (3)  ist  nun 


«^0 


u,     r  J7/  Po     U/      \ir. 


(4), 


und  die  Substitution  des  entsprechenden  Werthes  von 


w»        .       __  m 


.^=.,|/_-.p„--(^-^J  dj^=l^P0^0yj^J  jp 


Orashof,  theoret.  Mascbinenlelire.    I.  42 
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in  Gl.  (2)  liefert: 

_     m+l  "  _ 

Mit  einem  erfahrungsmässig  angenommeneu  constanten  Mittelverth 
von  X  ist  durch  Integration  dieser  Gleichung  %  als  Function  von  J7,  folg- 
lich K  als  Function  von  «  bestimmt,  dann  auch  y  und  v  durch  GL  14» 
Nach  §.110,  Gl.(l)  oder  (7)  findet  man  endlich  Tim  Falle  ungesättigUr 
Dämpfe  resp.  y  im  Falle  eines  Gemisches  von  gesättigtem  Dampf  ofid. 
gleichartiger  Flüssigkeit. 

Die  Differentialgleichung  (5)  wird,  wenn  darin  m  =  1  und  f^u 
=  BT  gesetzt  wird,  identisch  mit  Gl.  (7),  §.  105 ,  wie  es  sein  mnss;  om 
aber  ihr  Integral,  dessen  Berechnung  bei  beliebigen  Werthen  von  m  eise 
angenäherte  Quadratur  fOr  jeden  speciellen  Fall  erfordeni  wOrde,  allge- 
mein und  in  endlicher  Form  zu  erhalten,  werde  der  Einfluss  der  Sdiwere 
bei  geneigter  Lage  der  Röhre  insofern  nur  näherungsweise  berücksichtigt 
als  nach  Division  der  Gleichung  mit  IT  in  dem  Gliede  mit  eoitp  statt  dieser 
Veränderlichen  K  ein  constanter  Mittelwerth  H*  gesetzt  werden  mag.  Dfr 
durch  geht  die  Gleichung  über  in: 

m\-i-^H  _  dB 


\d      "IT )  '      2  J2o  \n: 


^0  ^ 


und  liefert  durch  Integration,  wenn  wie  in  §.  105  mit 

Ä   =    —    SCOHtp 

die  (positive  oder  negative)  Ansteigung  der  Röhre  für  die  Länge  ^ 
t)ezeichnet  wird, 


3 1    4_  A  —  _^*  _  ?o«'o  ' 
d   '^  11'        m  +  l   i/o 


-(§n-'"i 


.  .  .  (6 , 


für  Ä  =  0  nach   obigen  Substitutionen  {m  =  \^  p^v^r^  B.T)  flbereii- 
stimmend  mit  Gl.  (10)  in  §.105.    Auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  r6)  ist 

übrigens  das  zweite  Glied  [in       j  in  der  Regel  sehr  klein  im  Vergleich 

mit  dem  ersten;  z.  B.  für  m  =  1,135,  Po  =  2. 10333,  r^  ==  0,8599  (i29 
und  Bq=  20  (Mo=  19,3)  findet  man  das  Verhältniss  des  ersten  nun 
zweiten  Gliede 
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=    449        404        356 
für  -§-  =   1,25         1,5  2 

P 


Po 


=  (^\  '  =  0,881     0,794     0,675. 


TT 

Bei  Yernachlftssigang  von  In  —-  folgt  ans  Gl.  (6): 

-"0 

(^\=^=  1  _.  !L+J  ^fi*    +    M (7), 

tOr  B.'  ^  iTg   and   obige  Substitutionen   flbereinstimmend   mit  §.  105, 

GL  (12).    Wenn  indessen  h  gross  ist,  kann  Torlftufig  mit  2r=  JTq  ein 

S  A-  Jff 
Näherungswerth  H^  von  ü,  dann  mit  ir=     ^  "^ — ^  ein  corrigirter 

Werth  von  K  berechnet  werden. 

Sind  die   Geschwindigkeits-  nnd  Pressungsändernngen  in 
der  Röhre  sehr  klein,  so  kann  ans  Gl. (7)  gefolgert  werden: 

^  =  ^  +  ;^(^T^o  +  ä) (8) 

und  daraas  nach  Gl.  (4): 

f  =  ^  +  ;^(^T^o  +  *)  •  • (9)' 


(10). 


Was  den  dem  Coefficienten  X  in  diesen  Gleichungen  beizulegenden 
Werth  betrifft,  so  wird  es  am  angemessensten  sein,  denselben  in  Erman- 
gelung specieller  Versuche  einstweilen  wie  für  Luft  (§.  106,  Gl.  10)  anzu- 
nehmen. — 

Der  Einfluss  besonderer  Widerstände  kann  nach  den  Formeln  in 
§.  108  beurtheilt  worden,  insoweit  die  Temperatur  in  denselben  nicht  vor- 
kommt und  vorbehaltlich  der  dem  Coefficienten  n  beizulegenden  ent- 
sprechend anderen  Zahlenwerthe.  Die  Widerstandscoefficienten  g,  übrigens 
auch  für  die  Bewegung  der  Luft  nur  sehr  mangelhaft  durch  wenige  Ver- 
suche geprüft,  können  auch  hier  nach  Analogie  derselben  angenommen 
werden,  um  so  mehr,  als  sie  nicht  allzu  verschieden  zu  sein  scheinen  von 
den  besser  bekannten  Werthen  dieser  Coefficienten,  die  für  die  Bewegung 
des  Wassers  unter  übrigens  gleichen  Umständen  gelten.  — 

42* 
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Beispiel.  —  Einer  unterirdischen  Wasserhaltungsmaschine  soll  der 
Dampf  von  den  über  Tage  befindlichen  Kesseln  dul'ch  eine  180  Mtr.  lan^r 
Rohrleitung  zugeführt  werden,  welche  30  Mtr.  weit  horizontal  bis  nt 
Schachtmündung  fortgeführt  ist  und  dann  vortical  in  den  150  Mtr.  tiefes 
Schacht  hinabgeht.  Beim  Eintritt  in  die  Leitung  habe  der  gesättigte 
Dampf  eine  Pressung  von  3  Atm.,  also  bei  Voraussetzung  vollkommener 
Trockenheit    (j/^  =  1)    ein  specif.   Volumen  v^  =  0,5875   (§.  29).     Die 

Weite  d  =  0,18  Mtr.  der  Leitung,  resp.  ihr  Querschnitt  F  =  —  = 

4 

0,02545  Quadratm.  sei  so  gewählt,  dass'  die  anfängliche  Geschwindigkeits- 
höhe IIq=  20  Mtr.  oder  die  Anfangsgeschwindigkeit  Uq  =  "^^2. 9,8 1.20 
=  19,8  Mtr.  pro  See.  ist,  entsprechend  einer  geleiteten  Dampfinenge 

G=  -^  ^  =z  0,858  Kgr.  pro  See. 
Nach  §.  106,  Gl.  (10)  wäre  für  Luft  unter  gleichen  Umständen: 

X  =  0,01355  +  2:00123^^^221«  =  o,0173; 

0,18yi9,8 

wird  also  hier  X  =  0,018  angenommen  und  bei  Ausschluss  anderer 
Widerstände  eine  so  sorgfältige  Umhüllung  der  Röhre  mit  schlechten 
Wärmeleitern  vorausgesetzt,  dass  der  Wärmeverlust  durch  die  Rohrwand 
von  der  Wärmeentwickelung  durch  den  Leitungswiderstand  gerade  aufge- 
wogen wird,  so  ist  nach  Gl.  (7)  mit  m  =  1,135,  A  =  —  150  and  II' 
=  H^  =  20: 


20X1,0676^      ^  2^135      20 /^0  018  ^^^   —  ^- 

h)        ~      ~  i7l35  3  .  10333  .0>875  \  '        0,18  2 


^  =  1,02075  ;     H  ==  20,415 

und  damit  nach  Gl.  (4): 

p  —  3.1,02075-0.56*"^=  2,965  Atm., 

entsprechend  einer  Druckabnahme  =  0,035  Atm.  Ist  aber  am  betref- 
fenden Orte  der  mittlere  Barometerstand  =  0,74  Mtr.,  die  mittlere  Lflft- 
temperatur  =  20®,  also  das  mittlere  specif.  Gewicht  der  äusseren  Lnfl 

=  10333  ^^1  :  29,4.293  =  1,168  Kgr., 

so  nimmt  der  Barometerstand  längs  der  Dampfleitung  bis  zur  Scliacbt- 
sohle  um 
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150.1,168 


13596 


=  0,013  Mtr. 


oder  der  Luftdruck  um  -  *         =  0,017  Atm.  zu,  der  Ueberdruck  des 
Dampfis  also  vom  Anfang  bis  zum  Ende  der  Leitung  um 

0,035  +  0,017  =  0,052  Atm. 

ab,  80  dass  er,  am  Anfange  derselben 

0  74 
3  —  ;7'^  =  2,026  Atm. 
0,76  ' 

betragend,  am  Ende  nur  noch 

2,026  —  0,052  =  1,974  Atm. 

beträgt.    Nach  Gl.  (4)  ist  das  specif.  Volumen  im  Endzustande: 

V  =  0,5875  yi^ÖTÖ  =  0,5936 

und  die  specif.  Dampf  menge  mit  A  =  0,5931  nach  §.29: 

V  —  0,001 
y  = ;^ —  =  0,9991. 

Die  theilweise  Condensation  in  Folge  der  Expansion  des  Dampfes  ist  also 
so  geringfügig,  dass  sie  im  Vergleich  mit  dem  Einflüsse  einer  etwa  über- 
schüssigen Abkühlung  durch  die  Wärmeleitung  der  Rohrwand  nicht  in 
Betracht  kommt. 

Auch  erkennt  man  aus  diesem  Beispiele,  dass  für  praktische  Zwecke 
die  angenäherten  Gleichungen  (8) — (10)  in  den  meisten  Fällen  aus- 
reichende Genauigkeit  gewähren;  Gl.  (10)  liefert  hier  auf  3  Decimalstellen 
denselben  Werth  von  p  wie  Gl.  (4)  in  Verbindung  mit  Gl.  (7),  nämlich  p 
=  2,965  Atm. 


§.  115.  Bewegrung  der  Dämpfe  in  BOhren  mit  Rücksicht  auf  die  Wärme- 
leitung der  Rohrwände* 

Wenn  es  sich  um  ungesättigten  Dampf  handelt,  ergeben  sich 
durch  Substitution  des  der  Zustandsgieichung  (1),  §.110,  zu  entnehmenden 
Ausdrucks  von  v  in  den  Gleichungen  (6),  (3)  und  (5)  daselbst,  und  wenn 
ausserdem,  wie  im  vorigen  §. 

dM  ==  costp  ds  und    dB  =  X  ~j  da 

d 
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gesetzt  wird,  zur  Bestimmung  von  p,  T  und  «  resp.  K  als  Functionen  des 

längs  der  Mittellinie  gemessenen  Abstandes  t  vom  Anfangsquerschnitte  dif^ 

Gleichungen: 

Fu        R{T—P)  ,,. 

'     G                p 
dH  +  -^^^"^^ ^^(^^^  _  xE\  ds (2,v 

dH  -\ ^Rd{T—P)  =  cosipds  +  WdQ (31 

n  —  1 

Sie  unterscheiden  sich  von  den  Gleichungen  (1)  —  (3)  in  §,109  für  da 
analogen  Fall  der  Bewegung  von  Luft  bei  gleicher  Bedeutung  der  Buch- 
staben nur  dadurch,  dass  der  abweichenden  Zustandsgieichung  entsprechend 
T — F  an  die  Stelle  von  T  getreten  ist.    Uebrigens  ist  in  denselben  wie 

dort: 

kP' 
dQ  =  —(r-T)ds (4, 

unter  P'  den  Umfang  des  Rohrquerschnitts  i''  resp.  den  Theil  desselbcB, 
an  welchem  die  Wärmeübertragung  stattfindet,  unter  k  den  Wärmetiand- 
missions-Coefficienten  und  unter  T'  die  äussere  absolute  Temperatur  an 
dieser  Stelle  verstanden;  auch  kann  nach  §.39,  Gl.  (10),  gesetzt  werden: 

-^—  E  =  jrc. (5 , 

w  —  1 

wenn  c^  die  (constant  vorausgesetzte)  specif.  Wärme  bei  constanter  Pres- 
sung bedeutet. 

Wenn  nun  auch  hier,  wie  in  §.109,  vom  Einflüsse  der  Geschwindig- 
keitsänderung  und  der  Schwere  auf  die  Temperaturänderung  abgesehen 
wird,  also  die  ersten  Glieder  auf  beiden  Seiten  von  GL  (3)  vernachlässigt 
werden,  ergiebt  sich 

d{T—P)  ds  Oe. 

T—'t  a  kP 

4 

Sofern  aber  p,  und  um  so  mehr  P  (proportional  y^)  nur  wenig  veränder- 
lich ist,  besonders  im  Vergleich  mit  der  Veränderlichkeit  von  7*,  kann  hier 
endlich  noch  mit  sehr  kleiner^  Fehler  P  constant  gesetzt  werden  (der  an- 
fänglichen oder  besser  einer  mittleren  Pressung  in  der  betrachteten  Rohr- 
strecke entsprechend).  Dann  ist  d{T —  P)  =  dT^  jene  Gleichung  also 
mit  Gl.  (6)  in  §.109  identisch,  so  dass  sich  auch  durch  Integration  di^ 
selben  Gleichungen  für  T  ergeben  wie  dort,  insbesondere 
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» 

wenn  T"  constant  ist,  1=2^+  (Tq—  7^)e~ "« (6). 

Durch  Combination  dieser  Gleichung  mit  Grl.  (1)  und  (2)  analog  dem 
in  §.  109  angewendeten  Näheningaverfahren  wäre  nun  p  als  Function  von 
s  und  T,  somit  als  mittelbare  Function  von  8  zu  bestimmen.  Weil  aber, 
nnter  P  wieder  eine  Constante  vorstanden,  Gl.  (6)  unverändert  bleibt, 
wenn  darin  diese  Grösse  F  von  Tq,  T  und  7^  subtrahirt  wird,  und  ebenso 
die  obigen  Gleichungen  (1)  und  (2)  aus  den  entsprechenden  in  §.  109 
hervorgingen,  kann  das  Resultat  der  Rechnung  durch  dieselbe  Aenderung 
ohne  Weiteres  aus  den  dort  resultireuden  Formeln  abgeleitet  werden,  so 
dai^  sich  insbesondere  im  Falle  2^=  Const,  aus  Gl.  (13)  daselbst  ergiebt: 

Po '  ^^ 


In 


p         E{T,-  F) 


^T,-F  d  ^    V       ^  djT,-F. 
eostp        (  T — P' 


•+"'^) ">• 


R{r—  F) 

Setzt  man  hier  vorläufig  F  =  Fq  (entsprechend  Pq\  so  würde  mit  dem  so 
gefundenen  Werthe  von  p  der  zugehörige  Werth  von  F  berechnet  werden 

und,  indem  dann  -^-— statt  P  gesetzt  wird,  ein  corrigirter  Werth  von 

p  gefunden  werden  können,  der  indessen  von  dem  zuerst  gefundenen  in 
allen  praktischen  Fällen  so  wenig  verschieden  sein  würde,  dass  die  frag- 
liche Correction  als  überflüssig  erschiene.  Durch  T  und  p  ist  schliesslich 
auch  u  nach  Gl.  (1)  bestimmt. 

WiBnn  T*  <C  T  ist  und  somit  T  im  Sinne  der  Bewegung  abnimmt, 
gelten  obige  Gleichungen  natürlich  nur  so  lange,  als  T  noch  wenigstens 
=  der  absoluten  Sättigungstemperatur  ist,  die  der  betreffenden  Pressung 
p  entspricht.  Darüber  hinaus  hat  man  es  mit  einem  Gemisch  von  ge- 
sättigtem Dampf  und  gleichartiger  Flüssigkeit  zu  thun,  für 
welches  nach  §.110  und  mit  Rücksicht  auf  obige  Ausdrücke  von  dM,  dB 
und  dQ  die  Gleichungen,  welche  den  Gl.  (1) — (3)  des  vorigen  Falles  ent- 
sprechen  (die  Continuitätsgleichung  und  die  Gleichungen  der  lebendigen 
Kraft  und  des  Arbeitsvermögens)  folgende  Formen  haben: 

^~  =  w  +  t,A (8), 

dJI  +  («;  +  yA)dp  =  ico8\p  —  ^-.)  de (9), 

kF' 
dH  +  Wd{q  +  yr)  '\-  wdp  =  oo8}i)ds  +  W        (T'—  T)ds  (10). 

(jr 
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Sie  bestimmen  p,  y  und  u  resp.  H  für  jeden  Werth  von  s  mit  RQckskM 
darauf,  dass  T,  g,  r,  J  bekannte  Functionen  von  p  sind,  freilich  ?ui 
solchem  Charakter,  dass  die  allgemeine  Ausführung  der  Entwickelang  ver- 
schiedene vereinfacheude  Annahmen,  auch  hier  wieder  nöthig  macht  Dnrcfe 
die  Mittheilung  oder  Entziehung  von  Wärme  wird  hier  vorzugsweise  y  ge- 
ändert (Flüssigkeit  vordampft  oder  Dampf  condensirt),  während  die  Tenh 
peratur,  bedingt  durch  die  Pressung,  verhältuissmässig  wenig  veräiiderlici 
ist.  Wenn  dann  analog  dem  Früheren  auch  hier  wieder  die  ersten  Glieder 
auf  beiden  Seiten  von  Gl.  (10)  vernachlässigt  und  für  p  sowie  die  von  f 
abhängigen  Grössen  constante  Mittelwerthe  (behufs  einer  ersten,  zumeist 
indessen  genügenden  Annäherung  =^  ihren  Anfangs werthen)  gesetzt  werdesk 

ergiebt  sich 

kP' 
rdy  =  -^  {r—  T)ds 


yo-y    mit    h  =  -^r^^,—-^-^ 


(11-. 


Aus  Gl.  (8)  folgt  ferner  nähcruugsweise  mit  Rücksicht  darauf,  dass  « 
sehr  klein  gegen  yJ,  und  /i  sehr  wenig  im  Vergleich  mit  y  veränder- 
lich ist: 


«0      Va  ^yj 


2Ä. 


yo 


8 


yrfy; 


und  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  von  H  und  dH  nebst  d^ 
in  Gl.  (9)  giebt  bei  Vernachlässigung  von  w  gegen  yJ: 


lA 


—  -ydy  <4-  yAdp  =  — h 


cos 


^-^'m 


dy 


Hieraus  kann,  wenn  p  nicht  nur  in  Vergleich  mit  y,  sondern  auch  an  mid 
für*  sich  nur  sehr  wenig  veränderlich  ist,  mit  einem  constanten  Mittclwerth 
von  A  (behufs  einer  ersten  Annäherung  =  dem  Anfangswerth  zu  setzcBi 
durch  Integration  gefolgert  werden: 


rp^-p)A=.^l 


2(y  — yo) 


-f-  hco9tpin 


yo 


IT, 


s 


yoH    d 


yo 


8 

2b. 


—  2 


8 


hh 


ln(l 


8 


h 


yj 


(un 


unter  ä  =  —  scostp  wieder  die  Ansteigung  der  Röhre  für  die  Länge  i 
verstanden. 
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Ist  aber  p  in  höherem  Grade  veränderlich,  so  kann  mit  Rücksicht 
auf  Gl.  (4),  §.28  gesetzt  werden: 

und  also  statt  {p^ — p)J  auf  der  linken  Seite  von  Gl.  (12): 

m 

insbesondere  für  Wasserdampf  mit 

1  10333^'*^^ 

=  ~~-'-       =  9732,6   und  u  =  0,9393 
a  0,6058  '  ^ 

—  JAdp  =  1 60340  Oo'^**^^'^^  —  /'^''^^^) (13)- 

Wenn  übrigens  auf  der  linken  Seite  von  Gl.  (12)  für  A  das  arith- 
metische Mittel  der  Werthe  gesetzt  wird,  welche  Pq  und  p  entsprechen,  so 
mfisste  p  schon  erheblich  <C  Po  sein,  wenn  nach  beiden  Rechnungsweisen 
wesentlich  verschiedene  Werthe  gefunden  werden  sollen.    So  ist  z.  B.  für 

Pq=  S,  10333  und 

p  =    2,8    2,6    2,4  X  10333 

^0  —  P)-^^-  =   1253  2599  4061 
—  ßddp  =  V26S     2596  4039. 

Po 

Durch  y  und  p  ist  endlich  u  nach  Gl.  (8)  bestimmt.  Wenn  T' '^  T^ 
also  b  negativ  ist  und  y  wächst,  gelten  diese  Gleichungen  natürlich  nur  so 
lange  als  y  höchstens  ==  l  gefunden  wird;  darüber  hinaus  wird  der  Dampf 
ungesättigt,  und  kommen  die  für  diesen  Fall  oben  aufgestellton  Gleichungen 
zur  Geltung. 

Wenn  aber  ^  <  T  ist,  also  y  abnimmt,  wird  diese  Abnahme  doch 
nur  bis  zu  einem  gewissen  Minimum  yj  stattfinden  können,  weil  der  Dampf 
dauernd  nur  ein  gewisses  Maximum  von  Flüssigkeit  in  fein  vertheiltem 
Zustande  schwebend  mit  sich  fortführen  kann,  während  ein  etwaiger  Ueber- 
sehuss,  an  der  Rohrwand  haften  bleibend,  allmählig  zu  einer  grösseren 
Flüssigkeitsmasso  sich  vereinigt  und  unabhängig  von  dem  weiter  strömenden, 
an  Masse  stetig  abnehmenden  feuchten  Dampf  im  Sinne  des  Abfalls  der 
Röhre  unter  dem  alleinigen  Einfluss  der  Schwere  und  der  Reibung  resp. 
Adhäsion  an  der  Röhre  nach  den  tiefsten  Stellen  derselben  abfliesst.    Von 
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jenem  Zustande  an  gerechnet,  für  welchen  als  nenen  AnfangsznsfaBd  d» 

Grössen 

p     V     T    u     M    mit     Pi     «?!      Ti     u^     H^ 

bezeichnet  seien,  nimmt  also  G  stetig  ab  und  sei  in  der  Entfernung  t  tob 
jener  Stelle  =  G .  Diese  Grösse  G^  ist  jetzt  diejenige,  welche  statt  1 
in  Gl.  (6)  oder  statt  y  in  Gl.  (11)  durch  die  Wärmeleitung  der  Rohnrsai 
vorzugsweise  verändert  wird,  und  ihre  Abnahme  =  —  dG^  für  das  Längen 
element  ds  der  Röhre  ist 

r  r 

woraus  näherungsweisc  mit  constanton  Mittelwerthen  von  T  und  r  and  mit 
Beibehaltung  der  Bedeutung  von  h  nach  Gl.  (11)  folgt: 

0-G,=  ^-^{T-r),;     -|-  =  ,=  l_-i.....l4- 

Indem  femer  die  Geschwindigkeitsänderung  jetzt  vorzugsweise  durch  die 
Aendernng  von  G^  bedingt  wird,  ist  nach  Gl.  (8)  näherungsweise 

**=-^  =  «;     ff=mz^',     dII=2H^zdz, 
«j  G 

und  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  von  H  und  dH  nebst  ds  =  —  ü 
in  Gl.  (9)  giebt 

2H^»dz  +  (^  +  yi^)^  =  —  *  (cosjp  —  X  ~  z^j  dz 

—  (w'  +  tfi^)^P  =  ^1  (28  —  X   --«*  j(/a  +  ^co9^)dz 
und  daraus  näherungsweise  mit  einem  constanten  Mittelwerthe  von  A: 


(w  +  ifiA)(Pi—p)  =  H^ 


h      1—8 


3 


L^7-3-— ^^-'*^. 


—  heasfpiX  — a) 


^  b 


V    d\  h    ^  3  h^J  ^  h. 


+    Ä   .   .  ,    llo). 


Durch  Gg  und  p  ist  endlich  wieder  u  nach  GL  (8)  bestimmt,  wenn  dann 
Gg  statt  G  und  y  =  y^  gesetzt  wird.  — 

Wenn  bei  dem  Beispiel  im  vorigen  §.  eine  Rohrleitung  vorausgesetzt 
wird,  welche  nicht  oder  nur  mangelhaft  gegen  Abkühlung  geschützt  ist 
findet  man  mit 
d  =  0,18 ,     P'=i  :jtd  —  0,5655 ,     G  =  0,858 ,     Pq=  S.  10333, 
also  nach  §.  20 :     Tq  —  406,9 ,     r^  =  51 2,35 ,     4  =  0,5865 , 
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ferner  mit  y^  =  1»  -^o  =  20,  T'  =  293 

1 

und  wenn  k  =  --  (auf  die  Stunde  als  Zeiteinheit  bezogen  =12)  an- 
genommen wird,  nach  Gl.  (11): 

^  0,858.512,36.300  ^ 

0,5655.113,9  ' 

also  für  das  Ende,  der  180  Mtr.  langen  IRöhre: 

f  =  ^  =  0,088   und  y  =  0,912. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Dampf  eine  schwebende  Wassermenge 
bis  zu  0,088  Gewichtsprocentcn  der  ganzen  Masse  dauernd  mitführen 
könne,  folgt  dann  für  die  Pressungsabnahme  in  der  ganzen  Röhre  aus 
Gl.  U2)  mit  X  =  0,018  und  ä  =  — 150  Mtr. 

0,6SQb(p^—p)  =  20[18(1— 0,044)— 0,176]  +  ?^^^^/»0,912 

Po— p  =  312,8  Kgr.  pro  Quadratm.  =  0,030  Atm. 

Weil  übrigens  die  Abkühlung  und  Condensation  an  der  Rohrwand 
stattfindet  und  das  an  dieser  gebildete  Condcnsationswasser  keine  Gelegen- 
heit findet,  von  der  Wand  sich  wieder  zu  entfernen,  ist  es  ohne  Zweifel 
richtiger  anzunehmen,  dass  der  anfangs  trockene  Dampf  beständig  trocken 
bleibt,  indem  alles  durch  die  Condensation  gebildete  Wasser  unabhängig 
von  dem  übrig  bleibenden  und  in  der  Röhre  strömenden  Dampf  an  den 
tiefsten  Stellen  sich  sammelt.  Nach  Gl.  (14)  beträgt  diese  Wassermenge 
für  die  ganze  Röhre 

G  —  Os=[o  =  0,088 . 0,858  =  0,0755  Kgr.  pro  See. 

0 

oder  271,8  Kgr.  pro  Stunde.  Die  Druckabnahme  ergiebt  sich  fast  ebenso 
gross  wie  unter  der  vorigen  Voraussetzung;  man  findet  nach  Gl.  (15)  mit 
y^  =r=  1 ,  pj  =  Po »  -^1  =  -^0  ^^^  wenn  auch  für  ^4  der  Anfangswerth  Jq 
gesetzt  wird, 

0,5875  (Po— P)  =  20.0,088  [204,7  (0,912  +  0,0026)  —1,913]  -^  150 

Po —  p  =  299,8  Kgr.  pro  Quadratm.  =  0,029  Atm. 

Dass  in  beiden  Fällen  sich  die  Druckabnahme  unter  dem  Einflasse 
der  Abkühlung  kleiner  ergiebt,  als  sie  ohne  dieselbe  im  vorigen  §.  ge- 
funden wurde  (=  0,035  Atm.),  ist  dadurch  begründet,  dass  mit  der  zu- 
nehmenden Feuchtigkeit  und  Dichtigkeit  resp.  der  abnehmenden  Gewichts- 
menge des  strömenden  Dampfes  auch  eine  abnehmende  und  durchschnitt- 
lich kleinere  Geschwindigkeit  desselben  verbunden  ist. 


\ 
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b.   Veränderlicher  Ausfluss  aus  Gefässen. 

1.   des  Wassers. 

Die  strenge  mathematische  Untersuch ang  einer  veränderlichen  Bewe- 
gung, wenn  auch  vereinfacht  durch  die  in  §.74  erklärte  Voraussetzw 
einer  schichtenweison  Bewegung,  wie  sie  den  im  Vorhorgeheodrt 
behandelten  Problemen  der  permanenten  Bewegung  im  AUgcmeinen  if 
Grunde  lag  und  um  so  mehr  im  Folgenden  beibehalten  w^ird,  ist  mit  gri^ 
seren  analytischen  Schwierigkeiten  verbunden  und  führt  zu  compHcirteita 
Formeln,  als  der  technische  Gebrauch  zulässt.  Behufs  einer  weiter» 
Vereinfachung  wird  deshalb  allgemein  die  Annahme  zu  Grunde  gelc^ 
dass  der  augenblickliche  Zustand  der  Flüssigkeit  an  irg<^Dd 
einer  Stelle  ohne  merklichen  Fehler  demjenigen  gleich  gesellt 
werden  könne,  welcher  unter  übrigens  gleichen  und  unveräa* 
dort  bleibenden  Umständen  bei  permanenter  Bewegung  daselb^t 
stattfinden  würde.  Um  aber  die  Berechtigung  dieser  Annahme  a 
prüfen  durch  Verglcicliung  der  ihr  entsprechenden  Rechnungsresultate  mit 
denjenigen  einer  strengen  Entwickeluug,  ist  es  von  Interesse,  letzten» 
wenigstens  für  einen  einfachen  Fall  durchzuführen,  wie  im  folgend<*ii  §. 
geschehen  soll.  Dabei  wird,  wie  im  Folgendeif  immer,  sofern  das  Go?(ii- 
theil  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird,  ein  (bezüglich  auf  die  Eni»' 
ruhendes  oder  geradlinig  und  gleichförmig  bewegtes  Gefi*s 
vorausgesetzt,  so  dass  die  Schwere  die  einzige  äussere  Massenkraft 
ist  und  die  freie  Oberfläche  des  Wassers  im  Gefäss  eine  hori- 
zontale  Ebene  bildet. 


§.  116.   Ausfluss  des  Wassers  aus  einem  GefSsse,  welches  keiaea 

Zufluss  hat. 

Der  äussere  Druck  sei  an  der  freien  Oberfläche  des  Wassers  im  Gt- 
fasse  =  Po^  an  der  Mündung  =  p\  letzterer  ist  =  der  Pressung  i» 
kleinsten  Querschnitte  des  contrahirteu  Strahls,  der  hier  vorJäuiig  mit  J 
bezeichnet  sei  und  ebenso  wie  Pq  und  p  als  constaut  vorausgesetzt  winL 
entsprechend  feinem  constanten  Contractionscoefficienten.  Ferner  sei  zir 
Zeit  t,  von  einem  gewissen  Anfangszustando  an  gerechnet .- 

h  die  Höbe   der   freien  Wasseroberfläche  über  dem   Schwerpuakto  **^ 

von  A^ 
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F  die  Grösse  dieser  Oberfläche,  also  des  horizontalen  Querschnitts  des 

Gefässes  in  der  Höhe  h  über  Ä, 
u  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  kleinsten  Querschnitte  A^  also  die 

augenblickliche  Ausflussgeschwindigkeit. 
Diese  Grössen  Ä,  J*,  «  sind  Functionen  von  <,  F  mittelbar  insofern  als 
dieser  Querschnitt  eine  durch  die  gegebene  Gestalt  des  Gefässes  bestimmte 
Function  von  Ä  ist.  Allgemein  sei  X  der  Inhalt  des  horizontalen  Gefäss- 
querschnittes  in  der  Höhe  x  über  dem  SchwerpunKte  S  von  A,  Unter  der 
Voraussetzung  endlich,  dass  a?  ^  A  ist  und  die  Geschwindigkeiten  im 
Querschnitte  X  vertical  gerichtet  vorausgesetzt  werden  können,  sei  y  die 
mittlere  Geschwindigkeit,  z  die  mittlere  Pressung  in  demselben;  y  und  2 
sind  Functionen  von  x  und  t. 

Unter  diesen  Umständen  ist  in  der  ersten  der  Gleichungen  (3)  in 
§.  72,  wenn  sie  auf  die  Aenderung  des  mittleren  Zustandes  einer  unend- 
lich dünnen  horizontalen  Wasserschicht  in  einem  Zeitelement  bezogen  wird, 

d,  =  —dx,     u  =  y,     p  =  z/K,  =  g 

und   bei  vorläufiger  Abstraction  von  Bewegungswiderständen  Ä^  =  0  zu 
setzen;  somit  ist 

1  bz I  ^ ^y 

ft  hx  ~        ^  '^  hi'^  ^bx 

oder  nach  Substitution  der  aus  der  Continuitätsgleichung 

Xy  =-  Au 
zu  folgernden  Ausdrücke: 

hy A  du         hy         Au    —  Au  dX  A^u^  dX 

ht~  X  dt'     '^hx^  ~X' ~i2"~  ^  =  x^'  djc 

~iihx~  ~  ^  '^  X  Jt  ^  ~X^'  dx' 

Durch  Integration  nach  x  von  x  bis  A,  also  von  X  bis  F  und  von  z  bis  Pq 
folgt  daraus: 


h 


^■(Po-«)  = 


Die  Ausdehnung  dieser  Gleichung  auf  abnehmende  Wertho  von  x  bis  x 
=  0  (bei  Voraussetzung  eines  Ausflusses  in  die  ffeie  Luft)  ist  zwar  nicht 
streng  zulässig,  weil,  je  kleiner  a;,  desto  weniger  die  Annahme  einer  ver- 
ticalen  Geschwindigkeitsrichtung  in  allen  Punkten  des  entsprechenden 
Horizontalschnitts  X  zulässig  ist,  während,  wenn  die  Querschnitte  im  Sinne 
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von  §.72  verstanden  werden  als  Flächen,  welche  die  Bahnen  der  Wasso- 
theilchen  rechtwinkelig  schneiden,  die  augenblicklichen  Geschwindigkeita 
in  denselben  nahe  dem  kleinsten  Querschnitte  ^  um  so  ungleichförmigv 
vertheilt  sind,  je  grösser  dieser  und  je  mehr  seine  Ebene  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  ist  Vorbehaltlich  entsprechender  Bestimmung  eines  oh 
pirischen  Coefficienten  (Geschwindigkeitscoefificienten),  durch  welchen  ohne- 
hin schon  mit  Rücksicht  auf  Bewegungswiderstände  das  Resultat  >derBe€ii- 
nung  schliesslich  corrigift  werden  muss,  kann  aber  immerhin  nähenng»- 
weise  mit  um  so  kleinerem  Fehler,  je  grösser  h  und  je  kleiner  die  fiöbe  | 

der  Verticalprojection  von  Ä  in  Vergleich  mit  h  oder  vielmehr  mit  —  ist,  i 

2f      i 

durch  die  Substitutionen 

und  wenn  ausserdem  iig  =  y  =  dem  specifischen  Gewicht  des  Wassen 
gesetzt  wird,  aus  Gl.  (1)  gefolgert  werden: 

h 


y(Ä+^-v^W^^!/S+/i-4!^';; 


/ 


i2'i 


7     /  dtjX'K         FV  2 

0 

Im  Grenzfalle  des  Beharrungszustandes,  also  eines  constanten  Werthes  tob 
M,  folgt  daraus: 

/" 


(3) 


in  Uebereinstimmnng  mit  Gl.  (2),  §.79  mit  Rücksicht  auf  die  hier  ge- 
wählten Bezeichnungen  und  die  einstweilige  Abstraction  von  einem  Ge- 
schwindigkeitscoefficienten.  Vorbehaltlich  entsprechender  Bestimmung  des . 
letzteren  kann  übrigens  auch  hier  in  obiger  Gl.  (2)  ebenso  wie  dort  die 
Bedeutung  von  h  insofern  nachträglich  modificirt  werden,  als  die  Hori- 
zontalebene,  von  welcher  aus  x  und  h  gerechnet  werden,  dnrch  den 
Schwerpunkt  der  Mündung  selbst  gelegt  wird  anstatt  durch  den  S€hwe^ 
punkt  des  kleinsten  Querschnittes  nahe  ausserhalb  der  Mündung. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  es  die  Aufgabe,  zwei  Gleichungen  in  end- 
licher Form  zwischen  A,  «,  t  und  den  gegebenen  Grössen  herzustellen,  is^ 
besondere  mit  Rücksicht  auf  den  gegebenen  Anfangszustand  (A  =  A^  nnd 
M  =  Uq  für  t  =^  0)  wo  möglich  u  und  t  als  Functionen  von  k  zu  est" 
wickeln,  also  die  Ausflussgeschwindigkeit  zu  berechnen,  welche 
irgend  einer  augenblicklichen  Wasserstandshöhe  h  entspricht« 
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lud  die  Zeit,  in  welcher  die  anfängliche  Wasserstandshöhe  Aq 
n  h  abergeht.  Dazu  mass  Gl. (2)  mit  einer  anderen  verbunden  werden, 
lie  vom  Gesetze  des  Wasserzuflnsses  zum  Ausflussgefässe  abhängt.  Wenn 
an  solcher  Zufluss,  wie  hier  vorausgesetzt  wird,  nicht  stattfindet,  so  ist 
las  in  einem  Zeitelemente  dt  durch  den  kleinsten  Querschnitt  A  ausflies- 
lende  Wasservolumen  =  demjenigen,  welches  von  der  niedergehenden 
freien  Oberfläche  F  beschrieben  wird,  also 

Audi  =  —  Fdh (4). 

Daraus  folgt  mit  der  Bezeichnung:   JST  =  — 

du  A  udu  A  dH 


=  —  9 


dt  F   dh  "^  F  dh' 

und  die  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  Gl.  (2)  liefert  mit  den  abge- 
kürzten Bezeichnungen 

h 


7     '  7  i 


0 


7ä 


1        F  /  \  1  \  F 

r  -  -j\j*  -  Yt)^+  jTi^^  +  0  =  0-....  (5). 


Die  Integration  dieser  Gleichung,  in  welcher  F  und  /  bekannte  Func- 
tionen von  h  sind,  mit  Berücksichtigung  des  gegebenen  Anfangszustandes 

ergiebt  JT,  somit  auch  «  =  V 2yii  als  Function  von  h  resp.  w  =  9)  \2gJl 
bei  nachträglicher  Correction  durch  einen  Geschwindigkeitscoefficicnten; 
dann  ist  nach  GL  (4): 

*0 


Aju 


t=~\~dh (6). 


h 

Die  61.(5)  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  nämlich 
von  der  Form: 

.  mit  m  =  -  "^Q-,  -  f.);     9{K)  =  ^(Ä  +  .•). 
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Ihr  allgemeines  Integral  ist  mit  tp  (h) 


-f/{h)dh 


=  m  {c  -fl 


ir=^(h)(c—  i^dh] i7^ 


wobei  die  unteren  Grenzen  der  Integrationen  in  dieser  G]J7)  und  im 
Ausdrucke  von  tl>{h)  willkürlich  gewählt  werden  können  vorbehaltlich  ent- 
sprechender Bestimmung  der  Constanten  C. 

Hier  soll  nun  die  weitere  Ausführung  durch  die  Voraussetzungrt 
vereinfacht  werden,  dass  der  äussere  Druck  an  der  freien  Ober- 
fläche des  Wassers  im  Gefäss  und  ausserhalb  der  Mündang 
gleich  gross,  und  dass  der  Horizontalschnitt  des  Gefässes  cod- 
stant,  also 

Po=  p,   X  =  Const.  =  F,  folglich   t  =  0,   l  ^=   - 


ist.    Daraus  folgt  mit  der  Bezeichnung:  --^  =  w 


m  =  -  l-j{m  -  1)  =  -  '^;    (p{h)  =  m 


m 


m  —  2  A«-^ 
und  somit  nach  Gl.  (7): 


oder  nach  Elimination  von  C  mit  Rücksicht  auf  die  Anfangswerthe  ^  =  4«. 


M  =  H^i 


r 

h  Äo  \hj        "^  w  —  2  L  \hj        J 


m 


,    f:^__^VAr-* rr„ 

^  \A..  m~-'2)\hj 


m  —  2  \"o         '•'  —  "/    v"o. 


.Während  im  Beharrungszustande  nach  Gl.  (3) 
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*  u^  H  1  m 

2gh  h  1  m  —  1 

m 

wäre,   ist   hier   dieses  Verhältniss   in  stetiger  Aenderung  begriffen  und 
nähert  sich  der  Grenze 

Hm,    -  =         -  ^    ^ür   h  —.  0. 
I         h  m  —  2 

Dabei  sind  in  Betreff  des  Anfangszustandes,  von  welchem  der  Umfang 
jener  Aenderung  abhängt,  zwei  Specialfälle  bemerkenswerth. 

1)  Wenn  anfangs  ein  permanenter  Ausfluss  stattfand  in 
Folge  eines  den  Ausfluss  in  jedem  Zeiteleraent  compensirenden  Zuflusses 
von  Wasser  zum  Gefässe,  der  aber  plötzlich  (zur  Zeit  t  =  0)  gehemmt 
wird,  so  ist  nach  Gl.  (8) 


Äjj  m  H  m 

mit      - 


An  m  —  1         h  m  —  2 


m 1    \Än/ 


m  — 2n 

.  .  (9), 


und  es  nimmt  also  -     von bis stetig  zu.    Von  dieser  Aen- 

h  m  —  1         m  —  2  ^ 

dernng  darf  aber  mit  ähnlichem  Recht  abstrahirt  werden,  womit  für  den 
Beharrungszustand  II  =  h  gesetzt  zu  werden  pflegt,  was  mit  Rücksicht 
auf  die  Correction  durch  einen  Geschwindigkeitscoefficienten  immer  ge- 
schehen kann,  sofern  nur,  wie  gewöhnlich,  F  ]>  10-4,  also  m  "^  100  ist 
'§.  79). 

2)  Wenn  eine  anfangs  geschlossene  Mündung  plötzlich  (zur 
Zeit  ^  ==  0)  geöffnet  wird,  also  Hq=  0  ist,  so  nimmt 


R  m      r .        f  n 


h         ni  —  2 


Ä\»»- 


) 


(10) 


m  ....  ^       m 


von  0  bis  -    stetig  zu,  ist  also  anfangs  wesentlich  < ,  so  dass 

m  —  2  7n  —  1 

in  diesem  Falle  die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  Äq  bis  h 

V 

abnimmt,  allerdings  wesentlich  fehlerhaft  gefunden  werden  kann,  wenn 

TT  ^jj, 

dabei  -'  beständig  = gesetzt  wird  und  wenn  h  nur  wenig  <C  Ki 

h  m  —  1 

insbesondere  wenn  ä  >  A^  ist,  unter  h^  diejenige  Wasserstandshöhe  ver- 

TT  ^^ 

standen,  für  welche  gtreng  genommen  -     = ,  und  welche  also  nach 

h         m  —  1 

Gl.  (10)  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung: 

'*»V"  =  1  _  '^-J-  =  -J- (11). 

\J  m  —  1  m — 1 

Gmahof,  theoret.  Haschiii entehre.    I.  43 
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Wenn  übrigens  m  >  100,  ist  ihr  zufolge  ä^  >>  0,954  A^,   also  stets 

//  n 

wenig  <C  Äq,  dass  auch  in  diesem  Falle  die  Voraussetzung  —  =  -  — 

bei  der  hier  vorzugsweise  in  Betracht  kommenden  Berechnung  der  Zeit  t 
in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  A^  bis  h  abnimmt,  Toru^ 
sichtlich  nur  mit  einem  kleinen  Fehler  gewöhnlich  verbunden  sein  «iii 
wenn  nämlich  h  wesentlich  <<  Äq,  insbesondere  wenn  ä  =  0  ist,  d.  lulif 
Entleerungszeit  des  Gefässes  gesucht  wird. 

Zur  näheren  Prüfung  jenes  Fehlers  hat  man  nach  Gl.  (6) 


^fm  ^  Vi '4\  fl  H  -  Vi *«/i /[ 

h  H 

mit  %  =   - ,  also  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  (10)  von  — : 
Aq  A" 

t=y^\[ .  _A.__ (ii\ 


TT  ^j 

während  diese  Zeit  unter  der  Voraussetzung:  -    =  — ^—  berechnet  urf 

A         m  —  1 

dann  zum  Unterschied  mit  i  bezeichnet, 

, '  ■ I 


wäre.    Daraus  folgt 

1 

t  11  /m  —  2  1  /  az  ,^ii. 


1 
1  1  /m  —  2  1  r  dz 


ein  Ausdruck,  dessen  Werth  sich  offenbar  um  so  mehr  der  Einheit  nähert, 
je  grösser  m  und  je  kleiner  z  ist.  Behufs  einer  angenäherten  BerechBiof 
des  darin  vorkommenden  Integrals  kann  man  dieses  in  Tbeile  zerleget 
durch  Zerlegung  des  Unterschiedes  =1  —  z  seiner  Grenzen  in  Int£*rvaile 
=  1  —  »1,  Zj  —  «j,  z^  —  z^  ...  Zu  —  z  von  zunehmender  Grosso,  vsi 
dann  bei  jedem  Theilintegrale  für  z  in  dem  Factor  (1  — z'""^)  einen  cot- 
stauten  Mittelwerth  nehmen,  also  etwa 
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1 


+ 


V 


--.;  +  •••  + 


V'n    -V^ 


m  —  S 


\ 


2-7  ^^^-l"2- 


setzen.     Werden   dabei   die  Zwischenwerthe,   welche  die  Intervalle  von 
(1  —  z)  begrenzen,  nämlich 


% 


23 


z. 


*5  *6  ^  *8 


=  0,99     0,98     0,96     0,94     0,9     0,8     0,6     0,4 

genommen,  so  findet  man  beispielsweise  für  m  =  100  die  folgenden  zu- 

t 
sammengehörigen  Werthe  von  z  und   -,: 


z 

«:*' 

z 

t:t' 

z 

t:t' 

1,013 
1,006 

0,999 

i 

0,99 
0,98 
0,96 

1,596 
1,363 
1,191 

0,94 

0,9 

0,8 

1,126 
1,073 
1,033 

0,6 
0,4 
0,0 

Sie  lassen  erkennen,  dass  die  in  Rede  stehende  Zeit  nach  Gl.  (13) 
allerdings  erheblich  zn  klein'  gefunden  werden  kann,  wenn  h  nur  wenig 
<1  ^0  ^^^9  weshalb  dieser  Fall  ausgeschlossen  werden  mnss,  wenn  die 
augenblickliche  Ausflussgeschwindigkeit  u,  wie  im  Folgenden 
stets  geschehen  soll,  derjenigen  gleich  gesetzt  wird,  welche 
unter  übrigens  gleichen  und  gleich  bleibenden  Umständen,  also 
im  Beharrungszustande  stattfinden  würde.  Uebrigens  wird  der 
Fehler  dieser  Voraussetzung  entsprechend  kleiner,  als  er  oben  beispiels- 
weise gefunden  wurde,  wenn  wie  gewöhnlich  F  >  10-4,  also  m  >  100 
ist  In^ner  wird  dabei  m  so  gross  vorausgesetzt,  dass  (bei  entsprechender 
Wahl  des  Geschwindigkeitscoefficienten  tp)  1  gegen  m  vernachlässigt 
werden,  und  somit  im  Falle  Pq  =  p  die  der  augenblicklichen  Höhe  x  der 
freien  Wasseroberfläche  über  dem  Schwerpunkte  S  der  Mündung  ent- 
sprechende Ausflussgeschwindigkeit 

=  ^  y2gx 


u 


gesetzt  werden  kann.    Wird   dann  jetzt  mit  Ä  die  Grösse  der  Ausfluss- 
öffnung selbst,  der  kleinste  Querschnitt  mit  aÄ^  und  mit  fi  =  aip  der 
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Ausflusscoefficifent  bezeichnet,  der  HorizoDtalschnitt  X  des  Gefässes  in  drr 
Höhe  X  über  S  aber  im  Allgemeinen  als  Fanction  von  x  vorausgesetzt.  » 
ist  das  Wasservolum eu,  welches  in  einem  Zeiteleraent  dt  ausfliesst, 

—  Xdx  =  fiA  y2^gx .  dt 
und  folgt  daraus  die  Zeit,  in  welcher  x  von  h^  bis  h  abnimmt. 


Xdx 

\/x 


~    Ti/o    /    ■-=  =  ^'^—  ^ '^^^ 


h 


y 


unter  Tq  und  T  die  den  anfänglichen  Wasserstandshöhen  Hq  und  h  ent- 
sprechenden Entleerungszeiten: 


1         fxdx       ^  1         fXdx  ,fi 


0       '  '  0 


des  Gefässes,  d.  h.  die  Zeiten  verstanden,  in  welchen  die  freie  Wasser- 
oberfläche von  jenen  anfänglichen  Höhen  bis  zur  Höhe  des  Schwerpunkt<b 
der  Mündung  niedersinken  würde.  Die  Berechnung  dieser  einzelnen 
Zeiten  nach  Gl.  (16)  kann  zwar,  wenn  die  Mündung  in  der  Seitenwand  dö 
Gefässes  sich  befindet,  wegen  der  veränderten  Umstände  fehlerhaft  seiiu 
welche  eintreten,  sobald  die  niedergehende  Wasseroberfläche  den  höchsten 
Punkt  der  Mündung  erreicht  hat,  doch  gleichen  diese  Fehler  in  der  Dif- 
ferenz =  Tq —  T  (Gl.  15)  sich  aus,  wenn  nur  h  grösser  ist,  als  die  Höhe 
jenes  höchsten  Punktes  über  dem  Schw^erpunkte  der  Mündung. 

Jene  Fehlerhaftigkeit  der  Formeln  findet  nicht  statt,  wenn  es  sick 
um  einen  Ausfluss  unter  Wasser,  nämlich  in  ein  anderes  Gefäss  handell, 
in  welchem  die  freie  Wasseroberfläche  höher  liegt,  als  der  höchste  Punkt 
der  Mündung,  und  infolge  entsprechenden  Abflusses  oder  sehr  grosser  Di- 
mensionen dieses  Gefässes  auf  constanter  Höhe  erhalten  wird.  Die  Höhen 
Ä,  A  und  Äq  in  den  Gleichungen  (15)  und  (16)  sind  dann  von  dieser  ins- 
seren  Wasseroberfläche  aus  zu  rechnen,  wenn  das  Gefäss  als  entleert  be- 
trachtet wird,  sobald  die  Oberfläche  des  Wassers  in  ihm  bis  zu  gleicher 
Höhe  mit  dem  äusseren  Wasser  gesunken  ist 
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§.  117.  Besondere  Fälle. 

1)  Wenn  der  Horizontalschnitt  des  Gcfässcs  constant  ist 
-XT  =  Cotist,  =  F)^  so  folgt  aus  GL  (15)  die  Zeit  des  Niedersinkens  der 
Wasseroberfläche  von  der  Höhe  h^^  zur  Höhe  h  (über  dem  Schwerpunkt 
ier  Mündung  oder  über  der  äusseren  Wasseroberfläche,  jenachdem  es  sich 
um  einen  Ausfluss  in  die  freie  Luft  oder  unter  Wasser  handelt): 


Die   der  anfänglichen  Wasserstandshöhe  h  entsprechende  Entleerungszeit 

y._.^.|/^Ä___2^Ä (2) 

(lAr    ff 


2Fh 
fjA  y  2yÄ 


ist  doppelt  so  gross  wie  die  Zeit,  in  welcher  bei  constanter  Wasserstands- 
höhe h  dasselbe  Wasserv'olumen  Fh  ausfliesscu  würde. 

2)  Wenn  4er  Horizontalschnitt  des  Gefässes  eine  ganze 
algebraische  Function  2*®**  Grades  des  Abstandes  von  irgend 
einer,  also  von  jeder  bestimmten  Horizontalebene  ist,  d.  h. 

X  =  F  +  px  -{-  qx\ 

unter  jP,  p^  q  Constante  verstanden,  unter  F  insbesondere  den  Inhalt  des 
Horizontalschnittes  für  a?  =  0,  so  folgt  aus  Gl.  (16)  im  vorigen  §. 


HFx    -  +  v^^  -\-  qx^  jfix 


mW  H" + 3  "*■' + ^' 


1    1  /2Ä/^    ,1,1. 


2 


oder  auch,  wenn  G  und  H  die  Horizontalschnitte  des  Geßlsses  für  x  =  -- 
resp.  a?  =  Ä  bedeuten,  durch  Substitution  der  aus  den  Gleichungen 

G^  F  +  j)^^    4-  y^*';     JI=  F  +  ph  +  qh^ 

% 
sich  ergebenden  Werthe  von  ph  und  qh^: 
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T^' 


* ,  [/     ^*  \f  +  \  (~  *dF  +  4.G  —  H)  +  \{F  —  2G  -^  ITi' 
fixl  ^      ff    \_  o  -  5  ^ 

_  ^F  +  SG  +  H\/'2h  .3- 

15^^  r      g 

DurauB  folgt  die  Zeit  t^  in  welcher  die  Wasserstandshöho  von  h^  bis  Ä  ab- 

iL 
uimnit,  wenn  Gq  und  ^q  die  Horizontalschnitte  des  GefÜsses  für  jp  =  ^ 

rcHj).  r  =  Äq  bedeuten, 


HA\  15        '       r      ^  15  '  r      yi 

Der  Voraussetzung:  X  =  F  -\-  px  -\-  qx^^  auf  welcher  diese  For- 
meln beruhen,  entsprechen  insbesondere  zweierlei  Arten  von  Gefiss- 
fornion;  bei  der  ersten  kann  die  Gefässwand  durch  Drehung  einer  Linie 
zweiten  Grades  um  eine  verticale  Hauptaxe  entstanden  gedacht  werdes, 
bei  der  anderen  durch  Bewegung  eines  ebenen  und  beständig  horizontalei 
Polygons  der  Art,  dass  infolge  entsprechender  stetiger  Aendernng  seiner 
Gestalt  und  Grösse  seine  Eckpunkte  auf  beliebigen  geraden  Linien  bleiben. 
In  specielleren  Fällen  können  dabei  die  Horizontalschnitte  G  und  G^  dordi 
F  und  H  resp.  durch  F  und  H^  bestimmt  sein,  so  dass  sie  nicht  besondeis 
gegeben  oder  durch  Messung  ermittelt  zu  werden  brauchen.  Im  Falle 
eines  prismoidischen  Gefässes  z.  B.,  dessen  Wandfläche  durch  jene 
Bewegung  eines  ebenen  Polygons  entstanden  zu  denken  ist  sind  die  beides 
Specialfälle  eines  obeliskförmigen  und  eines  pyramidalen  Gedssts 
bemerkenswerth;  sind  bei  jenem  ä,  h  und  a\  h'  die  Seiten  der  rechteckigen 
Horizontalschnitte  F  und  7/  (a  parallel  a\  l  parallel  h'\  so  ist: 

G  =  ^—  *  ^-   ;    6i^  +  HG  -\-  H^SF  +  2{ab'  -\- ah)  +  3Ä 
während  bei  dem  pyramidalen  Gefösse 

Yg  =  l^--^-y--^  also  62^  +  8<?  +  iT  =  8i?'  +  ^.YfH  +  ZEH. 

tu 

3)  Von  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  kann  zuweilen  auch  als  Nihe- 
rungs formein  Gebrauch  gemacht  werden  bei  Gefässen  von  complicirter 
oder  solcher  Gestalt,  die  geometrisch  nicht  definirbar  oder  nur  unToD* 
kommen  bekannt  ist.  Wenn  es  sich  z.  B.  um  die  Zeit  t  handelt,  in  welcher 
die  Wasserstandshöhe  eines  theilweise  abzulassenden  Teichs  (einer 
Wasseransammlung  in  muldenförmiger  Bodenvertiefung)  von  \  bis  h  ge- 
rechnet vom  Schwerpunkte  der  Mündung  resp.  vom  äusseren  oder  Unte^ 
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Wasserspiegel,  jenachdem  der  Ausfluss  frei  iu  die  Luft  oder  unter  Wasser 
stattfindet)  abnehmen  wird,  dabei  aber  nur  die  anßlngliche  Grösse  =  H^ 
der  freien  Wasseroberfläche  des  Teichs  und  die  grösste  Tiefe  =  a  -\-  h^ 
desselben  bekannt  ist,  so  wird  es  in  der  Regel  zugleich  am  einfachsten 
und  möglichst  wonig  fehlerhaft  sein,  aUo  Horizontalschnitte  ihren  Höhen 
über  dem  tiefsten  Punkte  proportional  zu  setzen  (wie  wenn  das  Teichbett 
ein  Umdrehungsparaboloid  mit  verticaler  Axe  bildete),  also 

^  +  2 
F=      n-A-^o    und    ÖT,^  /Zo, 


somit   6F  +  8(?o  +  Jh  = r-r    ^  ^0. 


a-\-  Hq 


ebenso   ^F  +  86^  +  H  =  --  ,i-,— ZT— -^--— Hq 

a  -\-  h  a  -\-  h^ 

zu  setzen,  folglich  nach  Gl.  (4) 


«  +  *"./.„■     "+' 


II A  \a  - 


K^     9         «  -l  -  K  ^    9  / 


§.  118.   Ausfluss  des  Wassers  aus  einem  Gefässe  mit  eonstantem  Zufluss. 

Ist  wieder  X  der  Horizontalschnitt  des  Gefässes  in  der  Höhe  x  über 
dem  Schwerpunkte  der  Mündung  Ä  oder  über  dem  (constant  erhaltenen) 
Unterwasserspicgel,  jenachdem  es  sich  um  einen  Ausfluss  in  die  freie  Luft 
oder  unter  Wasser  handelt,  so  ist,  wenn  das  Gefäss  einen  constauten  Zu- 
fluss =  V  Cubikm.  pro  See.  hat,  die  Abnahme  seines  Wassergehaltes  bei 
der  augenblicklichen  Wasserstandshöhe  x  im  nächstfolgenden  Zeitelement  di: 

—  Xdx  =  {iiAy2gx  —  V)dt 

und  folglich  die  Zeit,  in  welcher  die  Wasserstandshöhe  von  h^^  in  h  über- 
geht, 

1          /       Xdx             .     ,/-               ^  r'i\ 

l  r=r -—  I mit    ya  = ,  — \^)') 

fu  V2.7  JVx  —  y«  fiA  y2ff 

h 

d.  h.  unter  a  die  constante  Wasserstandshöhe  vorstanden,  bei  welcher  V 
Cubikm.  Wasser  pro  See.  ausfliessen  würden. 
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§.1) 


Ist  X  constant  =  F^  so  folgt  aus  Gl.(l): 

An         1 


t 


oder  wegen 
1 


dx 


2 


dx 


1     dx 

yx  —  y«     y^r  y«  —  y« 


=  rfVa:    +  y«   .  dl7i(Yx   —  V"«] 


-  ([/«•:  ^  j/f  + 


^ui 


V 


2«  ^^  Vä,  -_V« 

ff    y  A  —  v« 


)■■ 


im  Falle  F=  0,  also  a  =  0,  übereinstimmend  mit  GL  (1)  im  vorigen 
Ist  aber  V  nicht  =  0,  so  nähert  sich  die  Wasserstandshöhe  h  bei  ni 
lieh  wachsender  Zeit  mehr  und  mehr  der  Grenze  a  abnehmend  oder 

nehmend,   jcnachdem   a  ^  Äq,  also  V  ^^  iLA\j1gh^  ist;  nach  GL  (2}  ist 
nämlich  ^  =  oo  für  ä  =  «. 


§.  119.   Commanicirende  GeflUse. 

Gr  und  Cr'  seien  zwei  Wasser  enthaltende  Gefässe,  welche  darch  ein« 
Oeffnung  in  einer  gemeinschaftlichen  Wand  oder  durch  ein  Kohr  unter 
Wasser  communiciren;  Ä  sei  die  Grösse  jener  Oeffnung  rosp.  der  Quer- 
schnitt des  Verbindungsrohrs  bei  der  Einmündung  in  das  Geföss  €f\  felk 
die  Bewegung  des  Wassers,  wie  hier  vorausgesetzt  wird,  von  Cf  nach  ^ 
stattfindet.  In  irgend  einem  Augenblicke  dieser  Bewegung  seien  X  nnd 
Z"  die  Grössen  der  horizontalen  freien  Wasseroberflächen  in  Cf  resp.  6^. 
welche  Grössen  vermöge  der  gegebenen  Formen  beider  Gefässe  bekannte 
Functionen  der  Höhen  x  und  x'  jener  Oberflä^en  über  einer  gewissen 
festen  Horizoutalebene  sind ;  .r  =  ar'  —  x'  sei  die  augenblickliche  Höhen- 
differenz beider  Oberflächen. 

Wenn  keines  von  beiden  Gefässen  einen  Zu-  oder  Abflnss 
hat  ausser  demjenigen,  der  durch  die  Communication  zwischen 
ihnen  bedingt  wird,  so  ist,  unter  dx^  dx'  und  dx  sich  entspreckemle, 
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L  h.  in  demselben  Zeitelement  dt  stattfindende  Aenderungen  von  x^  x  ^  x 
rerstanden, 

X'dx  -^  X"dx"'=  0   und   dx  —  dx* •=  dx^ 

also    dx' :  —  dx' :  —  dx  =  X' :  X"  :  X'  -\-  X" 

and  bei  Voraussetzung  eines  gleichen  äusseren  Drucks  an  den 
freien  Wasseroberflächen  in  beiden  Gefässen  das  im  Zeitolcmcnt 
tU  aus  G'  in  G"  einfliessende  Wasservolumen: 

X'X" 

liA'^2gx.dt  =  —  X'dx' =^  —  V~i — v'' ^^* 

X   -f-  X 

Daraus  folgt  die  Zeit  ^,  in  welcher  die  Höhendifferenz  x  der  Wasserober- 
flächen von  Aq  bis  h  abnimmt: 

K 

X         I     X'X"        dx  (\\ 


1        I   X'X" 


Zur  Ausführung  der  Integration  sind  in  den  als  Functionen  von  x'  resp. 
»"  gegebenen  Grössen  X\  X"  zuvor  x  und  x'  durch  x  auszudrücken  ver- 
mittels der  Gleichungen: 


x" 


iX'dx  -|-  lx"dx"==  0,     x' —  x"  =  «, 

h'  h" 

unter  ä'  und  ä"  irgend  zwei  sich  entsprechende,  z.  B.  die  Anfangswerthe 
von  x'  und  x"  verstanden. 

Sind  die  Horizontalschnitte  beider  Gefässe  constant: 

X'  =  Const.  =  F\     X"  =  Const.  =  F'\ 

so  folgt  aus  Gl.  (1): 


i'  -rttt 


vf  -  r 


,=  !_££"/'/?».._  /«^ (2). 


liA  F'  +  F"  \j      g  f      9  / 

Hätte  das  zweite  Gefäss  G"  einen  Abfluss  der  Art,  dass  die 
Wasserstandshöhe  in  ihm  unverändert  bleibt,  so  würde  der  Erfolg 
offenbar  derselbe  sein,  als  ob  ohne  solchen  Abfluss  JP"  unendlich  gross 
wäre-,  nach  Gl.  (2)  ist  dann,  weil  F'  als  Summand  neben  F"  verschwindet, 

ttbereinstimmend  mit  §.  117,  GL(1). 
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Bei  unveränderter  Wasserstaudshöhe  im  ersten  Gefässc  ^ 
infolge  entsprechenden  Zuflusses  zu  demselben  oder  wegen  unendlicfaer 
Grösse  seines  Horizontalschnittes  F'  geht  Gl.  (2}  über  in: 


§.  120.   Fttllangrs-  und  Entleeranj^szeit  von  Sehleusenkammeni. 

fl 

Eine  Schifffahrtsschleuse  ist  eine  in  einem  Schifffahrtscanal  an- 
geordnete, die  Contiuuität  desselben  örtlich  unterbrechende  Kammer, 
welche  durch  verticale,  mit  schliessbaren  Schutzöffnungen  versehene  Thore, 
ein  Ober-  und  ein  Unterthor  beziehungsweise  gegen  das  Ober-  resp. 
Unterwasser  hin  abgesperrt  werden  kann,  um  das  der  Schifffahrt  hinder- 
liche Gefälle  h  einer  gewissen  Canalstrecke  örtlich  zu  coucentriren,  näm- 
lich ein  Schiff,  welches  bei  geschlossenem  Oberthor  durch  das  geöffnete 
Unterthor  in  die  Schleusenkammer  eingefahren  ist,  bei  wieder  geschlos- 
senem Unterthor  durch  Ocffnung  der  Schützen  im  Oberthor  auf  die  Höbe 
h  mit  dem  steigenden  Wasserspiegel  in  der  Kammer  zu  heben  und  dana 
durch  das  geöffnete  Oberthor  nach  dem  Oberwasser  hin  zu  entlassen,  oder 
umgekehrt  ein  Sthiff,  welches  bei  geschlossenem  Unterthor  durch  das  ge- 
öffnete Oberthor  in  die  Kammer  einfuhr,  nach  Schliessung  des  letzteren 
durch  Oeffnung  der  Schützen  im  Unterthor  von  der  Höhe  h  nieder-  niid 
durch  das  geöffnete  Unterthor  nach  dem  Unterwasser  hin  zu  entJassen. 
Zur  Beurtheilung  der  Zeit,  die  zu  diesen  Operationen  erforderlich  ist, 
handelt  es  sich  im  ersten  Falle  um  die  Füllungszeit,  im  zweiten  um  die 
Entleerungszeit  der  Kammer. 

Bei  doppelten  oder  gekuppelten  Schleusen,  bestehend  ans  einer  oberen 
und  einer  unteren  Kammer,  die  gegen  einander  durch  ein  drittes,  «Us 
Mittelthor  abgesperrt  werden  können,  und  die  aus  praktischen  Gründen 
statt  jener  einfachen  Schleusen  dann  Anwendung  finden,  wenn  das  Gefälle 
so  gross  ist,  dass  eine  Yerthejlung  der  ganzen  Hebung  oder  Senkung  auf 
zwei  Kammern  zweckmässig  ist,  handelt  es  sich  ausser  der  FttUongszeit 
der  oberen  Kammer  durch  die  Schutzöffnungen  im  Oberthor  und  der  Ent- 
leerungszeit der  unteren  Kammer  durch  die  Schutzöffnnngen  im  Unterthor 
noch  um  die  Ausgleichungszeit  des  Wasserstandes  in  den  zwei  commoiii- 
cirende  Gefässe  bildenden  Kammern,  nämlich  um  die  Zeit,  in  welchen 
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enn  bei  geschlossenen  Thorcn  das  Wasser  anfangs  in  der  oberen  Kammer 
i>lier  stand,  als  in  der  unteren,  dieser  Höhenunterschied  bis  Null  abnimmt, 
achdem  die  Schützen  des  Mittelthors  geöffnet  wurden. 

Zur  Berechnung  dieser  verschiedenen  Zeiten  dienen  die  Formeln  (2), 
5)  und  (4)  dos  vorigen  §.,  sofern  die  Seiteuwände  der  Kammern  vertical 
der  nur  so  wenig  geneigt  sind,  dass  ihre  Uorizontalschnitte  mit  constanten 
fittelwerthen  in  Rechnung  gebracht  werden  können. 

1)  Füllungszeit  einer  Schleusenkammer  (einer  einfachen 
Schleuse  oder  der  oberen  Kammer  einer  doppelten  Schleuse)  vom  Ober- 
rasser  aus,  dessen  freie  Oberfläche  dabei  ihrer  sehr  bedeutenden  Grösse 
regen  als  auf  constanter  Höhe  bleibend  vorauszusetzen  ist. 

Fig.  46.  ^  sei  der  Horizontalschnitt  der  Kam- 

mer, 
A  die  gesammte  Grösse  der  Oeffnung 

im  Oberthor, 
a  die  Höhe  dieser  rechteckigen  Oeff- 
nung mit  horizontalen  und  verti- 
calen  Seiten, 
h  die  anfangliche  Höhendifferenz  des 
Oberwasserspiegels  und  der  freien 
Wasseroberfläche  in  der  Kammer,  welche  durch  die  Horizontalebene 
des  Schwerpunktes  von  A  in  einen  unteren  und  oberen  Theil  =  \ 
und  Aj  getheilt  werde  (Fig.  46,  worin  die  Schütze  im  ünterthor  ge- 
schlossen zu  denken  ist). 

Im  Allgemeinen  wäre  nun  die  Füllungszeit  t  streng  genommen  in 
drei  einzelne,  besonders  zu  berechnende  Zeiten  zu  zerlegen,  entsprechend 
einer  Zerlegung  der  ganzen  Steighöhe  h  der  inneren  Wasseroberfläche  in 

die  Bestandtheile: 

a  a 

^1  —   2  '   '''   ^2  ""    2  * 

In  der  ersten  dieser  Zeiten  findet  durch  A  ein  freier  Ausfluss  statt  unter 
der  (mittleren)  wirksamen  Druckhöhe  h^\  in  der  zweiten  theilt  die  stei- 
gende Wasseroberfläche  die  Mündung  A  in  einen  oberen  Theil  von  der 
Höhe  X  und  einen  unteren  von  der  Höhe  a-^x^  und  findet,  während  x 

von  a  bis  0  veränderlich  ist,  durch  jenen  ein  freier  Ausfluss  mit  wirksamer 

a  X 

Druckhöhe  =  K  —  7r  +    t  ?   durch  diesen  ein  Ausfluss  unter  Wasser 

mit  wirksamer  Druckhöhe  =  h^ *7  ~f~  ^  statt;  in  der  dritten  endlich 
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a 
erfolgt  der  Ausfluss  unter  Wasser  bei  einer  von  h^ bis  O  stetijr  ah- 

nehmenden  Dmckhöhe. 

Die  umständliche  Berechnung  der  zweiten  dieser  drei  Zeiten  ent- 
spricht indessen  kaum  der  Unsicherheit  des  Ausflusscoefficienten  und  den 
überhaupt  hier  zu  beanspruchenden  Genauigkeitsgrade;  es  ist  deshalb  vor- 
zuziehen, die  ganze  Füllungszeit  t  in  nur  zwei  Theile  t^  und  t^  zu  theiknu 
während  welcher  die  Wasseroberfläche  iu  der  Kammer  um  A,  rosp.  A, 
steigt,  und  bei  ihrer  Berechnung  die  wirksame  Druckhöhe  beziehungsveiäc 
constant  =  h^  resp.  =  der  veränderlichen  Höhendifferenz  der  äusseren 
und  inneren  Wasseroberfläche  zu  setzen.  Sie  wird  dann  zwar  in  Betrcf  /, 
zu  Ende,  in  Betreff  t^  zu  Anfang  etwas  zu  gross  gesetzt,  doch  kann  der 
dadurch  verursachte  Fehler  durch  entsprechend  kleinere  Annahme  von  u 
genügend  ausgeglichen  worden,  wenn  a  hinlänglich  klein  im  Vergleich  mit 
h  ist. 


Hiernach  ist  nun 


und  nach  Gl.  (4)  im  vorigen  §.  (mit  F" -—  F^  h^^=  h^^  h  ^=  ^\, 

ILAf       g  fiA'^2gh^ 

Streng  genommen  ist  zwar  [i  in  beiden  Formeln  nicht  ganz  gleich;  mit 
einem  constanten  Mittelwerth  aber  ergiebt  sich 

F   L  +  2/*.  ,, 

^^      y2gh, 

2)    Zur    Berechnung    der    Entleeruugszeit    einer    Schleusen- 
kammer (einer  einfachen  Schleuse  oder  der  unteren  Kammer  einer  dop- 
pelten  Schleuse),   d.   h.  der   Zeit  ihrer  Entleerung  in  das  Unterwasser. 
dessen  freie   Oberfläche   dabei   ihrer  bedeutenden  Grösse   wegen   als  aof 
constanter  Höhe  bleibend  vorauszusetzen  ist,  sei 
F  der  Horizontalschnitt  der  Kammer, 
A  die  gesammte  Grösse  der  Oeffnuug  im  Uuterthor, 
Ä  die   anfängliche  Höhendifferenz   der  freien  Wasseroberfläche   in  der 
Kammer  und  des  Unterwasserspiegels  (Fig.  46,  worin  die  Schütze  im 
Oberthor  geschlossen  zu  denken  ist). 
Es  sind  hier  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 
a)  Wenn  die  Schutzöffnung  sich  ganz  unter  dem  Unterwasserspiegel 
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!>eiiiidet,  wie  Fig.  46  andeutet,  ist  nach  Gl.  (3)  im  vorigen  §.  (mit  1^=  F, 
h^=h,h  =  0): 


i^    "-]/'' (2)- 

M^  ¥     9 


b)  Wenn  die  Schutzoffnung,  deren  gesammte  Breite  =  J  sei,  nur 
theil weise  unter  Wasser  liegt,  nämlich  durch  die  Ebene  des  Unterwasser- 
spiegels in  einen  unteren  Theil  von  der  Höhe  a^  und  einen  oberen  von 
der  Hohe  a^  getheilt  wird,  so  findet  durch  jenen  ein  Ausfiuss  unter 
Wasser  mit  von  h  bis  0  abnehmender  Druckhöhe,  durch  diesen  ein  freier 
xVustluss  statt,  der  anderen  Gesetzen  folgt,  sobald  die  mittlere  Druckhöhe 

bis  ^  abgenommen,   nämlich   die   sinkende  Wasseroberfläche   den   oberen 

Band  der  Mündung  erreicht  hat.  Indem  aber  die  Umständlichkeit  eines 
diesen  Umständen  vollkommen  entsprechenden  Rechnungsverfahrens  mit 
der  nur  in  beschränktem  Grade  beanspruchten  Genauigkeit  des  Resultates 
und  der  Unzuverlässigkeit  der  empirischen  Coefficienten  nicht  in  Verhält- 
niss  stände,  kann  man  n^erungsweise  annehmen,  dass  das  in  Gl.  (2)  lie- 
gende Gesetz,  demzufolge  die  Entleerungszeit 

2Fh 
HA  ^/2gh 

doppelt  so  gross  ist,  als  die  Zeit,  in  welcher  bei  unverändert  bleibender 
an&nglicher  Höhendifferenz  =  h  des  Ober-  und  Unterwasserspiegels  das- 
selbe Wasservolumen  =  Fh  ausfliessen  würde,  auch  hier  anwendbar  ist, 
und  somit  setzen: 

2Fh  /ON 


fib 


tf,  y2yA  +  a^  y  2gU  — 


a./r 


2 


Der  Umstand,  dass  dadurch  t  etwas  zu  klein  gesetzt  wird  (um  so  mehr,  je 
grösser  a^  im  Vergleich  mit  a^  ist),  kann  wieder  durch  entsprechend  klei- 
nere Annahme  des  Coefficienten  ^  unschädlich  gemacht  werden. 

3)  Ausgleichungszeit  des  Wasserstandes  in  den  beiden 
Kammern  einer  doppelten  Schleuse  bei  geöffneten  Schützen  im 
Mittelthor,  während  das  Ober-  und  Unterthor  nebst  ihren  Schützen  ge- 
schlossen sind.    Es  sei  (Fig.  47) 

F^    der  Horizontalschnittt  der  unteren, 

F^   der  Horizontalschnitt  der  oberen  Kammer, 

A  die  Grösse  der  Oeffnung  im  Mittelthor, 
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^*^'  *^-  Aj  die  anfibigliche  Höhe  des  Scliwer- 

panktes  von  A  über  der  Wasser* 
Oberfläche  in  der  unteren  Kau- 
mer, 
h^  die  an&nglicheHöhe  der  Wasser- 
oberfläche in  der  oberen  Kammer 
fiber  dem  Schwerpunkte  tod  A 
Bei  einer  ähnlich  angenäherten  Rechnungsweise  wie  in  den  vorigen 
Fällen  und  unter  der  Voraussetzung: 

kann  die  ganze  Ausgleichnngszeit  t  aus  zwei  Theilen  t^  und  t^  bestehend 
betrachtet  werden,  so  dass  in  der  ersten  Zeit  ^,  die  Wasseroberfläche  in 
der  unteren  Kammer  um  Aj  steigt,  in  der  oberen  bis  zur  Höhe  x  über 
dem  Schwerpunkte  von  A  sinkt,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 


F^(h^—  x)  =  F^h^',     x  = 


F. 


(4; 


2 


während  in  der  zweiten  Zeit  t^  die  Höhendifferenz  beider  Wasserober- 
flächen von  X  bis  0  abnimmt,  und  kann  gesetzt  werden  nach  GL  (3)  in 
vorigen  §.: 


F.  /I  /2Ä, 


i 


fiA 


\ 


/2ar^ 
9 


und  nach  Grl.  (2)  daselbst: 


h  = 


F,F,     |/2i 


'' 


(iAF,-\-  F^r      g 
also  mit  einem  erfahrungsmässig  zn  bestimmenden  Mittelwerth  ron  //: 

F. 


t==t^  +  ti  = 


(lA 


iV 


/2h^    _        F, 
F  ergiebt  sich 


1-1^) 


id . 


6». 


Insbesondere  im  Falle:  F^  =  F^  - 

Was  den  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Coefficienten  //  betritt 
so  ist  derselbe  am  besten  aus  Beobachtungen  der  betreffenden  Zeiten  i  ai 
Schleusen  von  genau  bekannten  Dimensionen  abzuleiten  um  so  mehr*  als 
er  zugleich  durch  die  Fehler  der  den  Formeln  zu  Grunde  liegejidea 
Voraussetzungen  bedingt  wird.  Zuverlässige  solche  Beobachtungen  sind 
nicht  zahlreich  bekannt  geworden.    Erwähnenswerth  sind  die  von  Eytel* 
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wein  als  sorgfältig  bezeichneten  Beobachtangen  (1799)  des  Baninspector 
Kypke,  betreffend  die  Füllungszeiten  einer  Schleusenkammer  des  Brom- 
berger  Ganais.*  Indem  man  dabei  die  Schleusenkammer  erst  so  weit  sich 
füllen  Hess,  dass  die  Schutzöffhung  bei  Beginn  der  Zeitmessung  schon  ganz 
unter  dem  Wasserspiegel  in  der  Kammer  sich  befand,  ist  die  von  diesem 
Augenblicke  an  gerechnete  Füllnngszeit  ^,  unter  F  den  Horizontalschnitt 
der  Kammer,  A  die  Schutzöffnung  und  h  die  anfängliche  Höhendifferenz 
der  Wasserspiegel  verstanden,  nach  Gl.  (4)  im  vorigen  §. 

F  \/2h       ,  Fl /2h 

Bei  zwei  verschiedenen  Versuchen  war  in  rheinischem  Fussmaass  ausser 
F  ==  4284  Quadratfuss: 

'  A  =   l  und  ^l  Quadratfuss, 

Ä  =  7  ^  und  7  Fuss, 

t  =  1763  und  1236  Secunden. 

Daraus  folgt  mit  g  (=  9,81  Mtr.)  =  31,256  Fuss  pro  See. 

^  =  0,613  und  =  0,647,  im  Mittel  (i  =  0,63. 

In  den  Formeln  (1),  (3)  und  (6)  muss  übrigens,  wie  oben  schon  an- 
gedeutet wurde,  fi  kleiner  gesetzt  werden,  und  ausserdem  können  andere 
Umstände  nach  Maassgabe  von  §.  84  einen  merklichen  Einfluss  auf  diesen 
Coefficienten  ausüben;  ün  Durchschnitt  wird  die  Annalime:  (i  ==  0,6  der 
Wahrheit  nahe  kommen. 


2.    Veränderlicher  Ausfluss  von  Luft  und  Dampfaus  Gefässen. 

Wenn  in  Betreff  des  Aenderungsgesetzes  des  inneren  Zustandes  die 
Pressung  p  einer  bestimmten  Potenz  des  specifischeu  Volumens  v  propor- 
tional gesetzt  wird: 

was  nach  früheren  Erörterungen  um  so  eher  geschehen  kann,  je  weniger 
Wärme  von  aussen  niitgetheilt  resp.  entzogen  oder  durch  innere  Wider- 
stände erzeugt  wird,  und  je  weniger  im  Falle  von  Dampf  derselbe  feucht 

*  Eytelwein*s  Handbuch  der  Mechanik  fester  Körper  und  der  Hy- 
draulik, 3t*  Aufl.,  1842,  S.  129. 
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ist,  besonders  aber  (bei  entsprechender  Bestimmung  des  Exponenten  m  je 
nach  den  betreffenden  Umständen)  dann  gerechtfertigt  ist,  wenn  es  sieb 
nicht  sowohl,  wie  bei  längeren  Röhren,  um  die  Ermittelung  der  succesaiven 
Zustandsänderungen  im  ganzen  Verlaufe  der  Bewegung,  sondern  nur,  wie 
beim  Ausfluss  aus  Gefässen,  um  die  Darstellung  der  Gesetzmässigkeit  einer 
resultirenden  Zustands^nderung  (mit  Abstraction  von  dem  effectiven  Gesetze 
der  Zwischenzustände)  handelt,  so  sind  zufolge  den  früheren  Untersuchungen 
über  die  permanente  strömende  Bewegung  die  betreffenden  Gleichungen 
für  Luft  und  für  Dampf  von  einerlei  Form,  insoweit  die  Temperatur  dabei 
ausser  Betracht  bleibt,  der  innere  oder  Wärmezustand  also  durch  p  und  w 
charakterisirt  wird,  indem  dann  auch  die  Gleichung  des  inneren  Arbeits- 
vermögens für  Gase  und  ungesättigte  Dämpfe: 

n — 1 

abgesehen  von  den  verschiedenen  Zahlenwerthen  der  Constanten  n  nähe- 
rungsweise selbst  bei  feuchten  \  Dämpfen  zu  Grunde  gelegt  werden  kann 
(§.  110).  Im  Folgenden  werden  deshalb  diese  verschiedenen  Fälle  um  so 
mehr  gemeinschaftlich  behandelt,  als  mit  zunehmender  Complication  der 
thatsächlichcn  Verhältnisse  nothgedrungen  der  Anspruch  auf  Genauigkeit 
bei  der  Lösung  specieller  hierher  gehöriger  Aufgaben  mehr  und  mehr 
erniedrigt  werden  muss.  Jedenfalls  wird  auch  hier  die  wesentlich  verein- 
fachende Voraussetzung  gemacht,  dass  der  augenblickliche  Zustand 
an  irgend  einer  Stelle  mit  genügender  Annäherung  demjenigen 
gleich  gesetzt  werden  könne,  welcher  unter  übrigens  gleichen 
und  unverändert  bleibenden  Umständen  bei  permanenter  Be- 
wegung daselbst  stattfinden  würde,  eine  Annahme,  welche  fanalog 
ihrer  Prüfung  für  die  Bewegung  des  Wassers  in  §.  1 1 6)  ohne  Zweifel  auch 
hier  um  so  weniger  fehlerhaft  sein  wird,  je  länger  die  veränderliche  Be- 
wegung schon  gedauert  hat  bis  zu  dem  Augenblicke,  für  welchen  der  Zu- 
stand resp.  die  verflossene  Zeit  gesucht  wird. 


§.121.   Communicirende  Oefllsse. 

Ebenso  wie  früher  (§.  119)  aus  dem  Falle  des  Aus-  und  Einfliessens 
von  Wasser  aus  einem  in  das  andere  von  zwei  communicirenden  GefiLssen 
die  Gesetze  des  Ausflusses  aus  einem  Gefässe  ohne  Zufluss  in  einen  Raum 
von  constanter  Wasserstandshöhe  resp.  Pressung,  sowie  des  Einflusses  aus 
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einem  solchen  Räume  in  ein  Geföss  ohne  Abfinss  als  Special&Ue  abgeleitet 
werden  konnten,  yerh&lt  es  sich  offenbar  auch  hier,  wenn  nur  anstatt  des 
Horizontalschnitta  hier  das  Volumen  des  einen  oder  andern  der  beiden 
Ge&sse  unendlich  gross  gesetzt  wird,  und  soll  deshalb  hier  die  Discussion 
des  allgemeineren  Falles  vorangestellt  werden* 

Fund  7F seien  die  Volumina  der  beiden  GeflU»e,  welche,  gleichartige 
Inftförmige  FlQssigkeiten  enthaltend,  zunächst  von  einander  abgesperrt  sind; 
dabei  seien  die  Pressung  und  das  specifische  Volumen  im  ersteren  Gefässe 
=  p^^  Vq,  im  anderen  =  g^,  w^  gegeben,  und  zwar  ^o  ^  9o*  Wenn  dann 
in  irgend  einem  Augenblicke,  von  welchem  an  die  Zeit  t  gerechnet  wird, 
die  Communication  zwischen  beiden  Gefässen  hergestellt  wird,  und  A  die 
Grösse  der  Mündung  ist,  durch  welche  die  Flüssigkeit  in  das  Gefäss  TT 
einfiiesst,  so  ist  es  die  Aufgabe:  die  Zeit  t  zu  finden,  in  welcher  O  Kgr. 
der  Flüssigkeit  (Luft  oder  Dampf)  aus  V  nach  JF  überfliessen,  resp.  in 
welcher  die  Pressung  in  V  von  p^  bis  p  abnimmt  oder  in  W  von  j-q  bis 
q  zunimmt,  sowie  die  inneren  Zustände  (p,  v)  und  (q^  w\  welche  dann  in 
den  beiden  Gefässen  stattfinden,  vorausgesetzt  dass  diese  Ge fasse  gross 
genugsind,  um  vonderBewegüng  in  den  weitaus  grösstenTheilen 
ihrer  Käume  abstrahiren  zu  dürfen,  dass  also  die  lebendige  Kraft 
der  in  der  That  heftig  bewegten  Flüssigkeit  diesseits  und  jenseits  der  Mün- 
dung A  doch  einer  verschwindend  kleinen  Geschwindigkeit  entsprechen 
würde,  wenn  sie  auf  die  ganze  Masse  in  beiden  Gefässen  gleichförmig  ver- 
theilt  wird.  Wenn  dann  ausserdem,  wie  es  hier  geschehen  soll,  von  einer 
etwaigen  Wärmetransmission  durch  die  Gefässwände  abgesehen 
wird,'  so  kann  das  Aenderungsgesetz  des  inneren  Zustandes  im  Gefässe 
V  durch  die  Gleichung: 

^''=Po^o'' (1) 


ausgedrückt  werden,  in  welcher  der  Exponent  n  insbesondere  für  atmo- 

4 
sphärische  Luft  =  1,41    und  für  ungesättigten  Wasserdampf  =     -  zu 

setzen,  bei  gesättigtem  Dampf  aber  kleiner  und  von  den  Umständen,  ins- 
besondere vom  Flüssigkeitsgehalt  abhängig  ist.  Das  Aenderungsgesetz  des 
Znstandes  im  Geßlsse  W  ist  bedingt  durch  die  continuirliche  Mischung 
der  in  ihr  befindlichen  mit  der  aus  V  her  einströmenden  und  in  W  zur 


*  Eine  mehr  in  die  Einzelheiten  eingehende  Untersuchung  desselben  bei 
Abstraction  von  Widerständen  enthalten  verschiedene  Aufsätze  von  J.  Bau- 
schinger  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  von  Schlömilch, 
Kabl  und  Cantor,  Jahrgang  1863. 

G  r  a  H  h  o  f ,  tbeoret.  Uaüclünenlehro.    I.  44 
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Ruhe  gelangenden  Flüssigkeit,  nnd  zwar  sind  q  und  w  durch  j»,  «,  ^  be- 
stimmt mit  Rücksicht  darauf,  dass  in  ii^gend  einer  Zeit  t  die  Zuiahme  des 
Flüssigkeitsgewichtes  in  ^  =  der  Abnahme  desselben  in  F^  femer  aneh 
die  Zunahme  des  inneren  Arbeitsyermögens  der  Flüssigkeit  ia  F^  =  der 
Abnahme  desselben  in  V  ist,  welcher  letztere  Umstand  unter  den  hier  n 
Grunde  liegenden  Voraussetzungen  und  bei  Abstraction  Tom  Einflüsse  der 
Schwerkraft  aus  der  allgemeinen  Gleichung  des  Arbeitsvermögens  hier 
offenbar  ebenso  zu  folgern  ist  wie  bei  der  in  §.  36  firüher  behandetten 
Aufgabe  die  dortige  zweite  Gleichung.  Der  erstere  Umstand  wird  aus- 
gedrückt durch: 

W('-±)^V('   -')=0 (2. 

Was  den  anderen  betrifft,  so  sei  das  specifische  innere  ArbeitsTermögen 
der  betreffenden  Flüssigkeit: 

unter  C  und  »  Constante  verstanden,  von  denen  letztere  die  oben  ange- 
führte Bedeutung  hat.  Im  Falle  gesättigten,  mehr  oder  weniger  feuchten 
Dampfes  sind  fireilich  streng  genommen  diesen  Cbnstanten  verschiedene 
Wcrthe  beizulegen  bezüglich  auf  die  Flüssigkeiten  in  den  beiden  Gefissen. 
besonders  wenn  etwa  im  einen  oder  anderen  derselben  ein  Uebergang  aus 
dem  Zustande  der  Sättigung  in  den  der  Ueberhitzung  stattfindet;  wenn 
aber  dieser  Fall  ausgeschlossen,  vielmehr  der  gesättigte  Dampf  als  beständig 
in  beiden  Gefässen  gesättigt  vorausgesetzt  wird,  so  können  die  zweierlei 
Werthe  von  C  und  n  wenigstens  mit  meistens  genügender  Näherung  durch 
gleiche  Mittelwerthe  ersetzt  werden,  und  folgt  dann  aus  der  fraglichen 
Gleichheit  der  in  entgegengesetztem  Sinne  stattfindenden  Aenderungen  des 
inneren  Arbeitsvermögens  in  beiden  Gelassen  die  Gleichung: 

W/^    .       qw    \         W 


C+  -' 


w  \  n  —  1  /         w^ 


(-+^!?t)- 


»oV     ^n  —  1/         v\     ^  n  —  \! 
oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2): 

w{<i-i,)  =  r(Po-p) (s:«- 

Durch  die  4  Gleichungen  (1)  —  (3)  sind  im  Allgemeinen  je  4  der  Grössen 
Pj  *^5  9i  ^y  ^  durch  die  fünfte  bestimmt. 

Was  nun  die  Zeit  t  betrifft,  in  welcher  die  fragliche  Zustandsänderung 
seit  Herstellung  der  Communication  zwischen  beiden  GeBUsen  erfolgt,  so 
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sei  g  der  Widerstandscoefficient  fttr  die  Bewegung  bis  zum  AusfluBsquer- 
schnitte  (bezogen  auf  die  Geschwindigkeit  in  demselben),  d.  h.  bis  zu  dem 
Querschnitte,  in  welchem  die  Pressung  des  Luft-  oder  Dampfstroms  zuerst 
=  9  geworden  ist  (das  specif.  Volumen  aber  noch  nicht  =  w);  dann  ist 
nach  §.  101  und  §.111  mit 

«»  =  -rzr~.7  ¥'•>  ^  +  S  =  - 1 (4) 

1  -\-  n  L,  n       m  —  1 

und  wenn  zunächst 

?o  >/  _2      \,-:i (5) 

vorausgesetzt  wird,  so  dass  um  so  mehr  zu  jeder  folgenden  Zeit  ~  grösser 

als  jener  Grenzwerth  und  somit  der  kleinste  Querschnitt  aA  (unter  a  einen 
äusseren  Contractionscoefficienten  verstanden)  mit  dem  Ausflussquerschnitte 
identisch  ist,  die  Luft-  oder  Dampfmenge  in  Kgr.,  welche  zur  Zeit  t  bei 
gleich  bleibenden  Umständen  in  1  See.  überströmen  würde, 


dG 
~di 


Daraus  folgt  die  Zeit,  in  welcher  die  Pressung  im  Gefässe  V  von  Pq  bis  p 
abnimmt,  resp.  in  W  von  q^  bis  q  zunimmt,  resp.  6J  Kgr.  der  luftförmigen 
Flüssigkeit  vom  ersten  in  das  zweite  Geßlss  überströmen, 

i  =  Jf(p)dp  =j(p{q)dq  =  Jtp(G)dG (7), 

Po  »0  0 

jenachdem  in  Gl.  (6)  durch  p^  q  oder  G  die  Übrigen  der  Grössen  ^,  r,  q^  G 
vermittels  der  Gleichungen  (1) — (3)  ausgedrückt  werden.   . 


m 


Ist  aber  ^«  <  (~^—Y~' (8), 

Pq         \m  -f-  1/ 

so  seien  p'  und  q'  diejenigen  correspondirenden  Werthe  von  p  und  q, 
welche  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (3)  der  Gleichung  entsprechen: 


p                Wp  W        \w+l 

d.h.   ^'=  _^o+Wq, _Vp.±Wq,_    (,3 


^+n.Ur      ri^'Vr-'+^ 


'w  +  lV,»- 
44* 
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Dann  ist,  so  lange  p  ^  p   oder  q  <i  q  ist,  nach  §.111,  Gl.  (6)  zu  setzen: 


_V""'^- (101 

1/  V 


dt         y   i  +  gv»»  + 

und  somit,  jenachdem  die  Variablen  ausser  t  vermittels  der  Gleichangen 
(1)  —  (3)  durch  p^  q  oder  G  ausgedrückt  werden, 

/p                             q                            G 
F(p)dp  =  f^(q)dq  =  JV{G)dQ (111 

Po  7o  *> 

Ist  dagegen  p  <i  p  oder  q  ^  q\  so  ergiebt  sich,  unter  /,  qp,  ip  dieselben 
Functionen  wie  in  GL  (7)  und  unter  €^  den  Werth  von  O  Terstanden, 
welcher  p  ^  p   oder  q  =  q'  entspricht, 

t  =  fF(p)dp  +ff{p)dp 

Po  P' 

^-  J<P(q)dq  -{-  ßp{q)dq 


9o  g 

G'  O 


fW(G)dG  +  JtpiG)dG 


0  G' 


im 


Der  in  Rede  stehende  Vorgang  ist  als  beendigt  zu  betrachten,  wenn 
die  Pressung  in  beiden  Gefässen  gleich  gross  =  p^  =  ^^  geworden  ist, 
bestimmt  nach  Gl.  (3)  durch 

_  J^o+Zfo. (13:; 

wenigstens  kann  eine  weitere  Zustandsänderung,  ein  weiteres  Ueber- 
strömen  von  V  nach  JF  oder  eventuell  ein  theilweises  Zurückströmen  von 
JF  nach  F,  dann  nur  infolge  einer  viel  langsamer  stattfindenden  Aus- 
gleichung der  Temperaturen  zwischen  den  beiden  Gefössinhalten  und  dem 
äusseren  Medium,  wovon  hier  abstrahirt  wurde,  allmählig  erfolgen.  Die 
Zeit  ^1,  welche  zu  jener  Ausgleichung  der  Pressungen  erfordert  wird,  ist 
bei  Erfüllung  der  Bedingung  (5): 

h  =  JJ\p)dp^  ^  j<P{q)dq (14  , 

Pi)  Vo 

anderenfalls  dagegen,  d.  h.  wenn  die  Bedingung  (8)  erfüllt  und  weil  dann 
jedenfalls  auch  p^  <C  p   resp.  q^  >  q'  ist: 

h  =  jF{p)dp  +  J/{p)dp  =f^{q)dq  +  /(p(y)rf^  ...  (15. 

Po  'P'  qo  q' 


i 
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§.  122.  Besondere  Fälle. 


1)  Der  Ausfluss  erfolge  aus  einem  Gefässe  vom  Volumen  V, 
welches  keinen  Zufluss  hat  und  in  welchem  der  anfängliche 
Zustand  (pq,  Vq)  herrscht,  in  einen  Raum  von  constanter  Pres- 
sung q  <C  Po  (entsprechend  der  Voraussetzung  W  =z  oo  nach  Gl.  (3)  im 
vorigen  §.),  z.  B.  in  die  atmosphärische  Luft.  Dann  sind  nach  Gl.  (1)  und 
(2)  im  vorigen  §.  die  Ausflussmenge  =  G  Kgr.  und  das  specif.  Volumen 
V  im  Ge&sse  als  Functionen  der  ^abnehmenden  Pressung  p  in  demselben: 

\P/  ^qI  \Po^    . 

insbesondere  mit  p  =  q  ergeben  sich  daraus  die  Werthe  von  v  und  O  am 
Ende  der  Ausflusszeit  t^^  d.  h.  nachdem  die  Pressung  im  Gefässe  =  der 
Constanten  äusseren  Pressung  geworden  ist. 

Zur  Berechnung  dieser  Zeit  ^i,  und  zwar  zunächst  im  Falle 


.  (1); 


m 


Po 


> 


km— 1 


m 


1  +  ^s 


^m  -\-  1 
ergebt  sich  aus  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  durch  Substitution  von 

V 


(2) 


1_^_1    /^\h 
»  ^0  \Po/ 


dt  = 


und  dG  ^= 


—  Vp*"     ^  dp 


1 

n 


1 


r 

p*^        dp: 


^oPo  '* 


"---K^'.-i-i:©" 


q 

i\p 


•> 


m 


q 
p 


»i-f-i 


m 


—  Vdp 


V 


-     3 


naA  1/    '^^-^^^qP^^'p 


q  \m 

l\p 

Vdp 


m-fU 
q\    m 

p 


"-'K^'-^'-"(ä  "(;r'[ 


p) 


q  \  m 


oder  mit 


also 


qdp 


P 


2 


q  . 

Po  ' 
=  dx\ 


:  a?o  und  —  =  X 
P 

P^ 

dp  =  —    —  dx  - 


dx 

X" 


(3), 
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und  C  ^=~    — 7^      — r_ :rzrrrrr  -  ..........    .4; 

na. 


Cdx  Cdx 

dt  = 


1/7+"'  ''"'    1+'-      l/i+"^  +-^-   ^- 


^,  =  C  /-   .— -     -    -    -        .. ^ (V 

1 


J  f  X       "      '"  fa;' 


(a;*'» —  x) 

m 

Im  Falle  Xq  <<  a;'   mit   x'  =  {     ~ —  )"*""^ (^) 

\;w  -f-  1  / 

ist  dagegen,  so  lange  x  <i  x'  ist,  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §.  mit  obigen 
Substitutionen  für    -  und  dG : 

V 

—  Vp'^'^dp  Cdx 

dt  =  — 


+  S  «^0  Vo 


wenn  Cf  = 


1  fg^^n' 


m-rl       »1—1 


/      2-« 


-        c  a?'  '"  f       (w  —  l)a;'  "• 


=  C  1/       —"—t    .  =  01/ ^— (7. 

m 


gesetzt  wird,  also 


J\  x'^  ''  J  r  a;  "^  "  "^  *"  (a;'«  —  jr^; 

Wenn    die    anfängliche    Pressung   im    Gcfässe    nur    wenig 
grösser,  als  die  äussere  Pressung,  also 

|.=  l-;r,=  l-J- 9/ 
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und  allgemein  £  =  1  —  a?  =  1  —        ein  kleiner  Brach  ist,  so  ist  bei 

P 
Yemachlässigung  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung: 


i+^+i-  ' 


m 


«)  = 


'— als'l' 


1 

m. 


mit 


'^    n     '     2    w 


(10), 


also  nach  Gl.  (5)  wegen  dx  =  —  d§ 


oder  wegen 


^  ■  Im 


(1  -  «&i 


■~  _^z  =  —     are  co8{l  —  2a §) 


y« 


=  ^1/— ^i    ^    •  «««»1/20"^  "(2  —  2«go) 

oder,  mit  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  entwickelt 
nach  der  Reihe; 

aro ainx  =  X  -{-    - a:^  -f"  •  •  • » 

6 


oder  auch  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4)  im  vorigen  §.  und  auf  die  Bedeu^ 
tongen  von  C  und  a  nach  obigen  Gleichungen  (4)  und  (10): 
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,  _  2r-|  /        (1  +  £)§, 


naA 

•s, 

_2_ri/(T+ S)|o 

naA 


1/  (l+£)§o  /i.     1     c\ 

Es  sei  z.  B.  F  ==r  10  Cubikm..  uii  =  0,0001  Quadratm^  ^  =  1  Atm. 
j7jj  =  1,25  Atm.  (§0  =  0,2)  und  die  Anfangstemperatur  der  Luft  in 
Gefässe  =^17®,  also 

PqVq  =  ETq  =  29,4  .  290  =  8526. 

Dann  orgiebt  sich  nach  Gl.  (12)  mit  ^  =  9,81,  n  =  1,41,  g  =  I.W, 

also  m  =  1,388,  und  mit  a  =  0,65,  entsprechend  einer  Mandung  ifl 

dünner  Wand: 

ti=  273  Secunden. 

2)  Eine  luftförmige  Flüssigkeit  ströme  aus  einem  Raam 
von  constantem  Zustande  (p^v)  in  ein  Gefäss  vom  Volumen  Fi 
welches  eine  luftförmige  Flüssigkeit  von  derselben  Art  und 
dem  Anfangszustande  (^o)^o)  enthält,  so  dass  qo<i  p  ist  Dieflem 
Falle  entsprechen  die  Gleichungen  des  vorigen  §.  unter  der  Voraassetznii; 
F=  cx),  und  man  erhält  aus  Gl.  (2)  daselbst: 

1  =  1+  ^ (13; 

sowie  aus  Gl.  (3)  in  Verbindung  mit  Gl.  (2): 

.,  —  ^  -L.    ^  Po  —  p 

für  den  Grenzfall,  dass  p  und  v  =  p^  und  Vq  constant  sind.    Nach  Gl.(l 
im  vorigen  §.,  woraus 

V**  dp  -\-  npv**~^  dv  =  0'^     —  v^  —-  =  npv 

dv 

folgt,  ist  aber  jener  Grenzwerth 

dp 


hm,  -~-^^-         -          hm. 
110 

dt 
1 

^0        ? 

v^ 
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ilSO 


(14). 


Durch  diese  Gleichungen  (13)  und  (14)  sind  das  specifische  Volumen  w 
und  die  Pressung  q  bestimmt,  welche  im  Gefässe  stattfinden,  nachdem 
O  Kgr.  der  luftförmigen  Flüssigkeit  eingeströmt  sind;  man  findet  daraus 
G  und  w  als  Functionen  tou  t[\ 

'      —  —  npv 


G=W 


w 


Wr 


ftp  V  W  WQ 

insbesondere  mit  q  =  p  die  Einflussmenge  und  das  specifische  Volumen 
im  Gefässe  zu  Ende  der  Einflusszeit  t^ ,  d.  h.  nachdem  die  innere  =  der 
constanten  äusseren  Pressung  geworden  ist. 

Zur  Berechnung  dieser  Zeit  t^  sei  zunächst: 


p  —  \m  -j-  1. 


m 


m 


^1  +  fe) 

1  +  «g 


(16). 


Dann  ist  nach  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  mit  Rücksicht  auf  vorstehenden  Aus- 
druck (15)  von  G: 

Wdq 


dt  = 


np 


oder  mit 


^  =  Xa   und   —  =  X 


'0 


P 


dt  = 


Cdx 


1/1     L 


mit   C  = 


W 


) 


V- 


n 


naA  1/  2g  pv- 

n  —  1 


J  r  :r'^*f«'»—  X 


*0 


Im  Falle  Xq  <1  x'  mit  x'  = 


[in  —  1    . 


(17) 


.  .  .  (18), 


(19). 


.ni  +  1. 
X  ist,  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §.: 

Wdq 


ist  dagegen,  so  lauge  x  < 


dt  = 


np 


— x'   ** 

1  +  S 


=  (fdx, 


V 
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m  +  1  1/  «^L 


wenn         Cf  = .-=-^.,^-.   =  C  |  / ^   -  -  .  (JO» 


gesetzt  wird,  also 

1 

t^  =  (f(x  — 


'    J  f   x*^{x^ —  x) 


(211 


Wenn    die    anfängliche   Pressung   im    Gef&Bse   nur    weiif 
kleiner,  als  die  äussere  Pressung,  also 

ä,=  l_.,=  l_^'> .22 

P 

q 

und  allgemein  g=l  —  x  ^=  1  —  —  ein  kleiner  Bruch  ist,  so  ist,  wk 

P 

die  Vergleichung  von  Gl.  (5)  und  (19)  unmittelbar  erkennen  lasst,  ebenso 
wie  im  vorigen  Falle  nach  Gl.  (11): 


i^^^l/^-^iSoG+i^io), 


wenn  darin  jetzt  nur 

Ä  =r        —  statt  fl  =  1  +        +  ^-  - 
2    m  n  2    m 

gesetzt  wird,  also  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  zwischen  m,  * 
und  C,  nach  Gl.  (4)  im  vorigen  §.  und  auf  die  Bedeutung  von  C  nacb 
obiger  Gl.  (18):  

_  2jr  1  /[i  +  S)ä,"  A  _^  1    l_^\ (23, 

^        naA  y        2gpv       \    ^  4    m^J  ^ 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  das  Einströmen  atmosphärischer  Luft  in 
ein  verdünnte  Luft  enthaltendes  Gefäss  bis  zur  Ausgleichung  der  Pres- 
sungen innen  und  aussen,  und  ist  W  =  10  Cubikm.,  Ä  =  0,0001  Qna- 
dratm.,  p  =  1  Atm.,  q^  =  0,8  Atm.  {^  =  0,2),  die  lemperatur  dex 
äusseren  Luft  =  17®,  also 

pv  =  ET=  29,4.290  =  8526, 

so  ergiebt  sich  nach  Gl.  (23)  mit  g  =  9,81,  »  =  1,41,  g  =  1,04,  abo 
m  =  1,388,  und  mit  a  =  0,65,  entsprechend  einer  Mündung  in  ddnner 

Wand: 

tj^  =  252  Secuuden, 
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9twas  weniger,  als  bei  dem  analogen  Beispiel  im  vorigen  Fall,  und  zwar 
pvird  der  Unterschied  nur  bedingt  durch  die  verschiedenen  Coeffidenten 
eon  §0  in  den  untergeordneten  letzten  Factoren  der  AusdrAcke  (12)  nad 
^23);  die  Zahlenwerthe  dieser  Factoren  sind  hier  beziehungsweise  1,122 
and  1,036.  Bei  verschwindend  kleinen  Werthen  von  ^  entsprechen 
beiden  Fällen  unter  übrigens  gleichen  Umständen  auch  gleiche  Wertiie 
von  t^.  — 

Im   Anschlüsse    an    die   hier  behandelten   Aufgaben   mag   bemerkt 
werden,  dass  bei  gewissen  speciellen  Problemen  der  Maschinenlehre  sich 
noch  complicirtere  Fälle  darbieten,  in  denen  die  Veränderlichkeit  des  Zu- 
Standes  der  überströmenden  Inftförmigen  Flüssigkeit  durch  eine  gesetz- 
massige  YeränderMchkeit  der  Ausflussöffnung  A  und  der  Gefässräume  T, 
W  wesentlich  mit  bedingt  wird,  z.  B.  bei  dem  Einströmen  des  Wasser- 
damp^s  aus  dem  Kessel  in  den  Cylinder  einer  Dampfinaschine  und  beim 
Aasströmen  aus  diesem  in  die  äussere  Luft  oder  in  den  Condensator, 
während  dabei  der  Kolben  beweglich  und  die  Scbieberöffiiung  veiänderlich 
ist.    £s  lässt  sich  begreifen,  dass  in  solchen  Fällen,  wobei  es  sich  vorzugs- 
weise um  das  Gesetz  der  Pressungsänderung  im  Gefösse  (in  dem  verän- 
derlichen Cylinderraum  einerseits  vom  Kolben)  handelt,  die  Beschränkung 
auf  eine  nur  angenäherte  Lösung  in  noch  höherem  Grade  nöthig  wird. 
In  späteren  Theilen  dieses  Werkes  wird  sich  Gelegenheit  bieten,  spedeller 
darauf  zurückzukommen  und  dabei  die  hier  entwickelten  Formeln  weiter 
zu  verwerthen. 


lU.    Bewegung  des  Wassers  iu  Cauälen. 

§.  123.   Orundbegriffe  und  Bezeichnungen. 

Oben  offene  Leitungen,  in  denen  das  Wasser  mit  einer  theilweise 
fi*eien  Oberfläche  strömt,  sind  theils  natürliche,  theils  künstliche.  Im 
enteren  Falle  heisst  die  Leitung  sammt  dem  darin  fliessenden  Wasser  je 
nach  der  Grösse  und  der  Wassermenge  ein  Strom,  Fluss  oder  Bach, 
die  Leitung  aber  das  Bett  des  Stromes,  Flusses  oder  Baches.  Eine  künst- 
liche solche  Leitung  pflegt  je  nach  Grösse  und  Beschi^enheit  ein  Canal, 
Graben  oder  Gerinne  genannt  zu  werden,  bei  grösseren  Dimensionen 
insbesondere  ein  Canal,  bei  kleineren  ein  Graben  oder  Gerinne,  jenachdem 
die  Leitung  unmittelbar  im  Erdboden  ausgehoben  ist  oder  aber  die  Wände 
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von  Holz,  stein,  überhaupt  von  festen  Materialien  künstlich  gebildet  sind; 
zuweilen  werden  diese  Bezeichnungen  auch  auf  die  betreffenden  Leitungen 
sammt  dem  darin  fliessenden  Wasser  übertragen. 

Die  Art  der  Wasserbewegung  ist  in  allen  diesen  Fällen  im  Wesent- 
lichen dieselbe,  doch  pflegt  sie  bei  den  einfacher  und  regelmässiger  gestal- 
teten, auf  längere  Strecken  geradlin^  fortgeführten  künstlichen  Leitungen 
reiner  zur  Erscheinung  zu  kommen,  als  bei  natürlichen  Wasserläufen,  bei 
denen  durch  bedeutendere  Unebenheiten  und  sonstige  UnregeLonässigkeiten 
des  Bettes  vielfache  Geschwindigkeitsänderungen  bezüglich  auf  Grösse  und 
Richtung,  Wirbel,  Gegenströmungen  etc.  verursacht  werden,  wobei  dann 
überhaupt  von  einer  Theorie  oder  auch  nur  von  einer  empinsch  zuver- 
lässig ausdrückbaren  Gesetzmässigkeit  wenigstens  bei  dem  g^enwärtigeo 
Zustande  unserer  Kenntnisse  kaum  die  Rede  sein  kann.  Die  folgenden 
Untersuchungen  beziehen  sich  deshalb  vorwiegend  auf  solche  Leitongeu, 
deren  innere  Wandflächen  (abgesehen  von  geringeren  Unebenheiten,  einem 
verschiedenen  Rauhigkeitsgrade  entsprechend)  im  Ganzen  cylindrisdie 
Flächen  sind;  eine  solche  Leitung,  sei  sie  übrigens  natürlich  oder  künsl* 
lieh,  von  grossen  oder  kleinen  Dimensionen,  von  diesem  oder  jenem  Material 
gebildet,  ist  im  Folgenden  -gemeint,  wenn  ohne  nähere  Bestimmnng  vob 
einem  Canal  die  Rede  sein  wird.  Der  stets  sehr  kleine  Winkel,  unter 
welchem  eine  erzeugende  Gerade- jener  Cylindcrflächc  —  auch  Längen- 
profil  des  Canals  genannt  —  gegen  den  Horizont  geneigt  ist,  heisst  der 
Abhang  des  Canals,  die  Durchschnittslinie  der  Cylinderfläche  mit  einer 
zur  erzeugenden  Geraden  senkrechten  Ebene  (Querschnittsebene)  ein  Quer- 
profil des  Caifals. 

Unter  den  vorausgesetzten  Umständen  und  abgesehen  von  anderen 
Einflüssen,  als  denjenigen  der  Schwere  sowie  der  äusseren  und  inneren 
Reibung  (abgesehen  namentlich  von  dem  Wellen  bildenden  Einflüsse  des 
Windes)  ist  die  freie  Oberfläche  des  im  Canal  strömenden  Wassers  eine 
cylindrische  Fläche,  deren  erzeugende  Gerade  horizontal  und  rechtwinkelig 
gegen  das  Längenprofil  des  Canals  gerichtet  ist  Eine  Normalebene  des 
letzteren  (Querschnittsebene)  schneidet  also  das  Wasser  in  einem  Quer- 
schnitte, welcher  oben  von  einer  horizontalen  Geraden,  im  Uebrigen  von 
einem  Theile  des  Canalquerproflls  begrenzt  wird.  Jener  horizontale  und 
geradlinige  obere  Theil  des  Querschnittsumfanges  heiase  das  Qnerprofil 
des  Wassers,  seine  Länge  die  Wasserbreite;  der  andere  Theil  pflegt 
das  benetzte  Querprofil  des  Canals  oder  kurzweg  das  benetzte  Qner- 
profil genannt  zu  worden.  Eine  zu  den  Querschnitten  'senkrechte  Ter- 
tikalebene  schneidet  das  Wasser  in  einem  Längenscfanitt,   der  onten 
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Tom  Längenprofil  des  Canals,  oben  vom  Längenprofil  des  Wassers  be- 
grenzt wird;  letzteres  ist  im  Allgemeinen  eine  sehr  schwach  gekrümmte 
Cnrve. 

Der  Qnotient  aus  dem  Inhalte  darch  die  Wasserbreite  eines  Quer- 
schnitts heisst  die  mittlere  Tiefe  desselben,  wogegen  der  Quotient  aus 
jenem  Flächeninhalte  durch  das  benetzte  Querprofil  als  mittlerer  Radius 
(bei  halbkreisförmigem  Querschnitte  =  dem  halben  Radius)  oder  auch  als 
mittlere  hydraulische  Tiefe  bezeichnet  zu  werden  pflegt,  indem  diese 
Grösse,  ohne  von  der  kurzweg  so  genannten  mittleren  Tiefe  (bei  den  ge- 
wöhnlich viel  breiteren  als  tiefen  Querschnitten)  sehr  verschieden  zu  sein, 
doch  gerade  die  hier  in  Betracht  kommenden  hydraulischen  Gesetze  als 
vorzugsweise  bestimmend  erkannt  wird. 

Der  Höhenunterschied  zweier  Punkte  Ä  und  B  des  Längenprofils 
resp.^  der  entsprechenden  zwei  Querprofile  des  Wassers  heisst  das  Gefälle 
der  betreffenden  Strecke  des  Wasserlaufs;  die  Division  des  Gefälles  durch 
die  Länge  der  fraglichen  Strecke  liefert  das  mittlere  specifische  oder 
relative  Gefälle  derselben.  Wegen  der  Kleinheit  des  letzteren  ist  es 
hierbei  ganz  unwesentlich,  ob  die  Länge  der  betreff^enden  Strecke  als  die 
Bogenlänge  AB  oder  als  die  Sehnenlänge  AB  oder  als  die  Projection  von 
AB  entweder  auf  das  Längenprofil  des  Canals  oder  auf  die  Horizontal- 
ebene verstanden,  oder  endlich  ob  für  das  definirte  mittlere  relative  Ge^le 
der  (in  Bogenmaass  ausgedrückte)  Winkel  gesetzt  wird,  unter  welchem  die 
Gerade  AB  gegen  den  Horizont  geneigt  ist-,  denn  wenn  dieser  Winkel 
eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  sind  die  Unterschiede  bei  allen 
jenen  verschiedenen  Auffassungen  des  relativen  Gefälles  nur  kleine  Grössen 
dritter  Ordnung,  die  mit  Rücksicht  auf  die  viel  grösseren  wahrscheinlichen 
Fehler  einer  Gei^llsbestimmung  durch  Messung  (Nivellement)  nicht  in  Be- 
tracht kommen.  Ebenso  kann  unter  dem  specifischen  resp.  relativen 
Gefälle  an  einer  gewissen  Stelle  sowohl  der  Abhang  der  freien 
Wasseroberfläche  an  dieser  Stelle,  d.  h.  ihr  Neigungswinkel  daselbst 
gegen  den  Horizont,  als  auch  der  Sinus  oder  die  Tangente  dieses  Winkels 
verstanden  werden.  Ans  demselben  Grunde  ist  es  schliesslich  auch  un- 
wesentlich, wenn,  wie  üblich,  zur  Ausmessung  eines  Querprofils  des  Canals 
und  eines  Wasserquerschnitts  die  dazu  der  Definition  zufolge  dienende 
Querschnittsebene  (Normalebene  zum  Längenprofil  des  Canals)  thatsächlich 
durch  eine  Verticalebene  ersetzt  wird,  welche,  durch  das  Querprofil  des 
Wassers  gehend,  unter  einem  sehr  kleinen  Winkel  =  dem  Abhang  des 
Canals  gegen  die  Querschnittsebene  geneigt  ist,  so  dass  beliebige  Grössen 
(Strecken,  Winkel,  Flächen)  in  einer  dieser  beiden  Fbenen  von  ihren  Pro- 
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jectionen  aaf  die  andere  höchstens  um  sehr  kleine  Grössen  2^^  O] 
verschieden  sind. 

Wenn  das  Längenprofil  des  Wassers  nicht  eine  dem  Längenprofi] 
Canals  parallele  Gerade  ist,  so  können  zwar  streng  genommen  die 
schwindigkeiten  des  Wassers  nicht  in  allen  Punkten  eines  Quei 
normal  za  demselben  gerichtet  sein,  und  ist  also  letzterer  nicht  streng 
nommen  ein  Querschnitt  im  Sinne  der  betreffenden  Definition  in  §.72; 
indessen  sind  die  durch  jenen  Umstand  verursachten  Abweichungen  voi 
der  normalen  Richtung  thatsächlich  viel  kleiner,  als  solche,  welche  darch 
allerlei  unregelmässige  Mischungsbewegungen  im  Inneren  der  Wassermasse 
unter  allen  Umständen  mehr  oder  weniger  bedingt  werden.  Auf  GrBni 
der  Annahme  einer  zum  Querschnitte  durchweg  normalen  Geschwindigkeit^- 
richtung  wird  unter  der  mittleren  Geschwindigkeit  in  demselben  difr 
Quotient  aus  dem  pro  Secunde  ihn  durchströmenden  Wasservolumen  durck 
den  Inhalt  des  betreffenden  Querschnitts  verstanden.  Wenn  dabei  jesei 
Wasservolumen  selbst  mit  Hälfe  von  Geschwindigkeitsmessungen  an  ge- 
wissen Stellen  des  Querschnitts  bestimmt  werden  soll,  so  ergiebt  es  sick 
=z  der  Summe  der  Producte  aus  den  Inhalten  aller  Theile  des  Querschnitts 
und  den  ihnen  zugehörigen  Geschwindigkeiten.  Die  Theilung  des  Quer- 
schnitts erfolgt  zu  dem  Ende  gewöhnlich  durch  gerade  Linien  senkrecht 
zum  Querprofil  des  Wassers,  kurzweg  Senkrechte  genannt,  und  es  wird 
als  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  einem  von  zwei  solchen  Senkrechtes 
begrenzten  Theil  des  Querschnitts  diejenige  Geschwindigkeit  betrachtet 
welche  als  mittlere  Geschwindigkeit  in  einer  gewissen  Senkrechten  tob 
(nach  Schätzung  zu  wählender)  mittlerer  Lage  in  jenem  Flächentheil  ge- 
funden wird.  Um  aber  letztere,  d.  h.  die  mittlere  Geschwindigkeit 
in  einer  Senkrechten  zu  finden,  kann  man  die  in  gewissen  Pnnktini 
derselben  thatsächlich  gemessenen  Greschwindigkeiten  von  diesen  Punkten 
aus  als  entsprechende  Strecken  normal  zur  Senkrechten  in  dem  betref- 
fenden Längenschnitt  (resp.  der  ihn  vertretenden  Zeichnung)  anftragei 
und  die  Endpunkte  dieser  Strecken  durch  eine  stetige  Curve  verbinden; 
diese,  die  sogenannte  Geschwindigkeitscnrve,  begrenzt  dann  zusammen 
mit  der  Senkrechten  und  den  betreffenden  Längenprofilen  des  Canals  uvi 
des  Wassers  eine  ebene  Fläche,  deren  Inhalt  durch  die  Länge  jener  Senk 
rechten  zu  dividiren  ist,  um  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  ihr  zu  findei. 
Dabei  ist  es  im  vorliegenden  Falle  völlig  ausreichend^  zur  angenähertes 
Berechnung  des  Inhaltes  der  von  einer  empirischen  Curve  begrenztes 
ebenen  FJäche,  nämlich  hier  der  von  einer  Geschwindigkeitacnrve  be- 
grenzten Fläche  sowie  auch  des  Wasserquerschnitts  (insbesondere  bei  naiir- 
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KcbeB  Canftlen,  deren  Qa^profil  nur  empirisch  bestimmbar,  nicht  mathe- 
Enatidchdefinirfoar  ist),  die  allereinfachsten  der  zu  solchem  Zwecke  dienenden 
bekaimtea  Methoden  za  benutzen.  — 

Was    die   Buchstabenbezeichnungen   der   Torstehend   erklärten 
Grössen  betrifft,  so  soll  in  der  Regel  bedeuten: 

J^  den  Flächeninhalt  eines  Wasserquerschnitts, 

^  -{-  p  den  Um£Bing  desselben,  nämlich 

h  die  Wasserbreite, 

p  das  benetzte  Querprofil, 

F 

a  =  -     die  mittlere  Tiefe, 

0 

F 
r  =  —  den  mittleren  Eadius, 

f 

h  das  Gefälle  für  eine  gewisse  Canalstrecke  =  /, 

h 
€t  =  y  das  mittlere  relative  GefiUle  derselben  resp. 

dh 
a  =   ,    das  relative  Gefälle  an  einer  gewissen  Stelle, 
dl 

Q  das  Wasservolumen  (Wasserquantum),  welches  pro  See.  durch  einen 
Querschnitt  strömt,* 

«  =  -  -  die  entsprechende  mittlere  Geschwindigkeit  in  demselben, 

JT 

V  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  einer  Senkrechten, 

w  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte. 

Die  folgenden  Untersut^hungen  beziehen  sich  fast  ausschliesslich  auf 
die  permanente  Bewegung  (den  Beharrungsznstand)  des  Wassers  in 
einer  gewissen  Canalstrecke,  welche  dadurch  charakterisirt  wird,  dass  für 
jeden  «iazelnen  Querschnitt  dieser  Strecke  die  Grössen  F  und  u^  folglich 
auch   Q  =  Fu  constant  sind.    Das  Wasservolumen  Q  ist  dann  auch  für 


*  Wenn  in  dem  von  der  strömenden  Bewegung  beliebiger  Flüssigkeiten 
in  Gefägsen  und  Röhren  handelnden  vorigen  Abschnitte  das  pro  See.  durch 
einen  Querschnitt  strömende  Flüssigkeitsvolumen  mit  V  bezeichnet  wurde,  so 
geschah  es  mit  Rücksicht  darauf,  dass  bei  Gasen  und  Dämpfen  das  Quantum 
derselben  auch  häufig  als  Gewicht  =  6?  in  Rechnung  gebracht  wird,  zur  deut- 
lichen Unterscheidung  beider  Arten  von  Quantitäten.  Hier  aber  und  in  spä- 
teren Fällen,  wo  es  sich  nur  um  Wasser  handelt  (oder  überhaupt  um  eine 
tropfbare  Flüssigkeit,  deren  specif.  Volumen  constant  gesetzt  wird),  soll  zur 
Bezeichnung  eines  stets  als  Volumen  verstandenen  Wasserquantums  der  dazu 
allgemein  übliche  Buchstabe  Q  um  so  mehr  benutzt  werden,  als  er  zur  sonst 
auch  üblichen  Bezeichnung  von  Wärmemengen  in  solchen  Fällen  keine  Ver- 
wendung findet. 
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alle  QuenchniUe  gleich  gross,  wenn  nicht  durch  NebenleituigeD  (z.  E 
durch  seitlichen  Zufloss  von  Regenwasser,  Quellen,  durdi  Einsickenaig  toi 
Wasser  in  den  Boden,  durch  wässerige  Niederschläge  oder  YerduBStong  ai 
der  freien  Oberfläche  etc.)  eine  Veränderung  von  Q  ULngs  der  b^refendeo 
Canalstrecke  verursacht  wird,  wie  es  unbeschadet  des  Beharrungsnutaodef 
geschehen  kann. 

Im  Folgenden  wird  von  dergleichen  Nebenleitungen  abgesehen,  sofrn 
nicht  das  Geg^ntheil  ausdrücklich  bemerkt  wird,  und  es  ist  dann  also  in 
Beharrungszustande  auch  das  Product  Fu  f&r  alle  Querschnitte  f^oA 
wobei  jedoch  die  f&r  -die  einzelnen  Querschnitte  constanten  Factoren  F 
und  u  far  die  verschiedenen  Querschnitte  verschieden  gross  sein  könnea, 
wenn  sie  nur  einander  umgekehrt  proportional  sind.  Danach  sind  zwei 
Fälle  des  Beharrungszustandes  zu  unterscheiden,  die  gleichförmige  und 
ungleichförmige  permanente  Bewegung,  jenachdem  F  und  «  in  dea 
verschiedenen  Querschnitten  gleich  gross  sind  oder  nicht  Das  Uaigen- 
profil  des  Wassers  ist  im  ersten  Falle  eine  dem  Längenprofil  des  Canab 
parallele  Gerade,  im  zweiten  dage^n  nicht  und  zwar  im  Allgemeinen  eine 
Curve;  das  relative  Gefälle  ist  im  ersten  Falle  ffir  aUe  Querschnitte  gleieh 
und  =  dem  Abhang  des  Canals,  im  zweiten  sowohl  von  diesem  als  aadi 
im  Allgemeinen  für  die  verschiedenen  Querschnitte  verschieden.  — 

Die  Gesetze  der  Bewegung  des  Wassers  in  Canälen,  insoweit  sie  tob 
technischem  Interesse  sind,  betreffen  vorzugsweise: 

1)  das  Aenderungsgesetz  der  Geschwindigkeit  von  Punkt  zu  Punkt  io 
einem  Querschnitte, 

2)  die  Beziehung  zwischen  der  mittleren  Geschwindigkeit,  dem  rela- 
tiven Gefälle  und  den  Dimensionen  eines  Querschnitts, 

3)  die  Gestalt  des  Längenprofils  des  Wassers  im  Falle  einer  ungleich- 
förmigen Bewegung, 

4)  die  Gesetze  des  Aufstaues,  d.  h.  der  Erhebung  der  freien  Wasser- 
oberfläche durch  örtliche  Verkleinerung  des  Querschnitts,  wie  solche  be- 
sonders bei  natürlichen  Wasserläufen  zu  technischen  Zwecken  (zum  Betriebe 
hydraulischer  Kraftmaschinen),  zu  Yerkehrszwecken  oder  behufs  der  Strom- 
regulirung  durch  Wehre,  Brückenpfeiler  und  sonstige  Strombauten  bewirkt 
werden,  und  wobei  es  sich  namentlich  um  die  Beziehung  handelt,  welcbe 
zwischen  der  Stauhöhe,  den  Dimensionen  des  verkleinerten  Quersehoitts 
und  dem  pro  See.  hindurch  fliessenden  Wasservolumen  stattfindet 
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a.  Beziehungen  zwischen  den  Geschwindigkeiten  in  verschiedenen 
Punkten  eines  Querschnitts  hei  permanenter  Bewegung.  . 

§.  124.   Theoretiselie  Entwickelang. 

Um  zur  Ableitung  des  Gesetzes,  nach  welchem  sich  die  Geschwindig- 
keit tp  von  Punkt  zu  Punkt  in  einem  Querschnitte  ändert,  an  die  allge- 
meinen Gleichungen  in  §.  72  (worin  nur  w  an  die  Stelle  von  u  zu  setzen 
ist)  anzuknüpfen,  ist  auch  dieser  Querschnitt  (unbeschadet  seiner  prak- 
tischen Behandlung  als  ebener  Schnitt  gemäss  vorigem  §.)  hier  im  Sinne 
von  §.72  als  eine  Fläche  vorzustellen,  welche  die  von  den  materieUen 
Punkten  durchlaufenen  BahniBn  rechtwinkelig  schneidet.  Indem  dann  letz- 
tere (bei  Abstraction  von  aUen  solchen  Einflüssen,  die  sich  einer  theo- 
retischen Berücksichtigung  entziehen)  als  ebene  Cnrven  in  den  Längen- 
schnitten vorausgesetzt  werden,  welche  von  oben  nach  unten  bei  stetiger 
KrfimmuDgsabnahmA  allmählig  von  den  Längenprofilen  des  Wassers  in  die 
geraden  Längenprofile  des  Canals  übergehen,  ist  jeder  Querschnitt  eine 
Cylinderfläche,  welche  von  den  Längenschnitten  in  den  Erümmnngscurven 
(§.  72)  geschnitten  wird,  während  die  darauf  senkrechten  Normalcurven  hier 
horizontale  Gerade  sind,  den  verschiedenen  Lagen  der  erzeugenden  Ge- 
raden des  cylindrischen  Querschnitts  entsprechend.  Auf  eine  Berührungs- 
ebene des  letzteren  projiciren  sich  indessen  auch  seine  Erönmiungscurven 

1  1 

als  parallele  Gerade,  so  dass  die  in  §.  72  mit  —  und  -jj  bezeichneten 

r  r 

Krümmungen  hier  beide  =  0  sind.  Von  den  Krümmungen  der  Normal- 
schnitte des  Querschnitts,  welche  in  irgend  einem  Punkte  desselben  die 
betreffende  Krümmung»-  und  Normalcurve  berühren,  in  §.72  beziehungs- 
weise mit  —  und  -77  bezeichnet,  ist  zwar  streng  genommen  nur  die  letz- 
te Q 

tere  =  0,  indessen  ist  auch  erstere  klein  genug,  um  sie  wenigstens  zur 
Gewinnung  hinlänglich  angenäherter  Ausdrücke  für  die  Componenten  der 
inneren  Reibung  =  Null  setzen  zu  dürfen.  Wird  dann  zu  diesem  Zweck 
schliesslich  auch  noch  die  sehr  kleine  Krümmung  der  Bahnen  selbst,  also 

—  =  0  gesetzt  und  berücksichtigt,  dass  mit  —j  =  -jj=0  nach  der  hier 
Q  9         9 

gültigen  Gleichung  (4,  a)  in  §.72  auch  -^  =  0  ist,  so  ergeben  sich  nach 

O  r  a  B  h  0  f ,  theoret.  Masclujienleliro.    I.  45 
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Gl.  (1)  daselbst  die  Componenten  der  inneren  Reibung  pro  Yolameneiiiheit 
im  Sinne  der  Bahn,  der  Krümmungscurve  und  der  Nonnalcurve: 

/b^«?        h^w\     7,  7>         ^  M\ 

Mg  —  M  (  -j- — r  -f-    ^   a  ]  5    -Äy  -^-^  ^x  ^-^  ö (1  •• 

Dabei  ist  E  eine  erfahrungsmässig  zu  bestimmende  Constante.  Ist  ferner 
(p  der  Winkel,  unter  welchem  die  Bahn  in  irgend  einem  Punkte  eins 
Querschnitts  gegen  den  Horizont  geneigt  ist  (enthalten  zwischen  dem  Ah- 
hang  =  a  der  freien  Wasseroberfläche  an  der  Stelle  des  betreffendei 
Querschnitts  und  dem  Abhang  =  ß  des  Canals),  so  sind  bei  Yemaclüftssi- 
gung  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung  die  Componenten  der  bc^chleiai- 
genden  Massenkraft  nach  den  drei  Goordinatenrichtungen: 

K,  =  g(p',  Ky  =  gs  iT,  =  0 (2> 

Dabei  ist  der  Bogen  y  einer  Krümmungscurve  im  Sinne  Yon  oben  nach 
unten  wachsend  vorausgesetzt,  so  dass  mit  Bücksicht  auf  Fig.  27,  S.  399 
und  die  zugehörigen  Festsetzungen  daselbst  hier  der  Krümmungshalbmesser 
Q  einer  Bahn  positiv  oder  negativ  genommen  werden  muss,  jenachdem  die 
Bahn  nach  unten  oder  nach  oben  concav  gekrümmt  ist,  während  ein  posi- 
tiver Werth  des  Krümmungshalbmessers  q  der  Krümmungscurve  einer 
stromabwärts  concaven  Krümmung  derselben  entspricht.  In  den  Funda- 
mentalgleichungen (3),  §.  72  und  in  der  Continuitätsgleichung  (4,  a)  daselbst 
sind  diese  Krümmungshalbmesser  q  und  q  nicht  auch  ohne  Weiteres  un- 
endlich  gross  zu  setzen,  wie  es  oben  zunächst  nur  zur  Gewinnung  ange- 
näherter Ausdrücke  von  i2«,  R^  und  R^  geschah;  es  ist  also  nach  der  Con- 
tinuitätsgleichung : 

i:  ^  —  _i 

und  nach  den  Fundamentalgleichungen  mit  Rücksicht  auf  obige  Ausdrfleke 
(1)  und  (2),  sowie  mit  -.-  =  0  entsprechend  der  Voraussetzung  einer  per- 
manenten Bewegung,  und  wenn  statt  der  speoifisehen  Masse  fi  das  sped- 
fische  Gewicht  y  =  gfi  eingeführt  wird: 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  hinsichtlich  des  Aenderangs- 
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gesetzes  der  Pressimg  in  einem  Querschnitte  mit  RQcksicht  daraof,  dass 
—  stets  ein  sehr  kleiner,  nehen  1  zu  yemachlässiffender  Bruch  ist: 

p  =  Po  +7y W, 

wenn  y  von  der  freien  Wasseroberfläche  an  gerechnet  und  mit  p^  die 

äussere  Pressung   an  dieser  bezeichnet  wird.     Wegen  Gleichheit  dieser 

hp 
Pressung  p^  für  alle  Querschnitte  ist  dann  auch  -^  ds,  d.  Yl  die  Pressungs- 
änderung längs  dem  Bogenelement  AA^  =  ds  einer  Bahn  =  /  (y^ — y), 
unter  y  und  y^  die  längs  den  betreffenden  Krümmungscurven  gemessenen 
Entfernungen  der  Punkte  A  und  A^  von  der  freien  Oberfläche  verstanden, 
also  auch  wegen  y^  —  y  =  (<g>  —  a)  dsi 

—  =  7(9)  —  a);     yip  —  ^:=Ya (5) 

und  somit  nach  Ol.  (3): 

In  dieser  Gleichung  kann  nicht  mit  demselben  Rechte  — ;  gegen  a 

9Q 

vernachlässigt  werden  wie  oben  —  gegen  1,  weil  a  selbst  ein  sehr  kleiner 

9Q 

Bruch  ist-,  bedeutet  a  die  mittlere  Wassertiefe  und  ß  den  Abhang  des 
Canals,  so  ist  mit  den  Mittelwerthen 

1        a  —  ß  «?*        «* 

w  =^  u    und    —  = im  Mittel:    — ?  =  -—  («  —  ß)  >  (7\ 

welche  Grösse  bei  bedeutender  Geschwindigkeit  und  massiger  Wassertiefe 
sehr  wohl  mit  dem  relativen  Gefälle  a  vergleichbar  sein  kann.  Das  durch 
Gl.  (6)  bedingte  Aenderungsgesetz  der  Geschwindigkeit  von  Punkt  zu  Punkt 
eines  Querschnitts  ist  also  wesentlich  abhängig  von  der  Convergenz  oder 
Divergenz  der  Bahnen,  kann  folglich  bei  ungleichförmiger  permanenter 
Bewegung  wesentlich  anders  sein  wie  bei  gleichförmiger.  Wird  aber  die 
weitere  Untersuchung  auf  letzteren,  also  auf  den  Fall  einer  gleichför- 
migen permanenten  Bewegung  beschränkt,  wobei  die  Bahnen  parallele 
Gerade,  die  Querschnitte  parallele  Ebenen  sind,  so  geht  mit  (>'  =  oo  die 
Differentialgleichung  (6)  über  in: 

V  ~^  "ST»  +  Ä  -  ^ ^^^' 

Ein  partikuläres  Integral  derselben  ist: 

45* 
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und  wenn  deshalb  allgemein 


BIB 

{ 

— — 

2B 

y* 

W 

«7 
iE 

y* 

+ 

w, 

gesetzt  wird,  ergiebt  sich  durch  Substitution  in  Gl.  (8)  für  w^  die  Be- 
dingungsgleichung : 

— =  0 

welcher,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Function 

Wy^=  <p{%  +  yi)  +  tp (2  —  yi)  mit    «  =  V —  1 

entspricht,  unter  <p  und  ip  die  Zeichen  beliebiger  Functionen  verstaiiden. 
Somit  ist: 

«^  =  -  H  y*  +  y(«  +  y»)  +  ip(«  -  yi) W- 

Die  Unbestimmtheit  der  Functionen  9)  und  ^  wird  beschrftnkt  dortb 
die  Bedingung,  dass 

—  =  —  -±  y  ^  up{%  -]-  yt)^  %Xf>{%  —  yi), 

wobei  zur  Abkürzung  (p  (x)  statt  und  tp  (a;)  statt    ^      gesetzt  wurde, 

für  y  =  0  verschwinden  muss,  sofern  wenigstens  von  verzögernden  oder 
beschleunigenden  Einflüssen  an  der  freien  Wasseroberfläche,  die  thatsächlich 
theils  von  der  Luft  herrühren,  theils  durch  die  abweichende  Molekalarbe- 
schaffenheit  der  Oberflächenschicht  des  Wassers  bedingt  werden  könnten 
(siehe  S.  323  u.  ff.),  abstrahirt  wird;  denn  dann  ist  die  innere  Reibung, 
welche  nach  §.72  in  irgend  einem  Punkte  einer  zur  y-Axe  senkrechten 
(der  fi"eien  Wasseroberfläche  parallelen)  Ebene  pro  Flächeneinheit  derselben 

=  +  Ä  -^~  ist,  an  der  freien  Oberfläche  selbst  =  Null    Hiemach  ist  abo: 
—      oy 

<p\%)  —  tp\z)  =  0 

für  jedes  s,  so  dass  die  Functionen  g)  und  y>  sich  nur  durch  eine  Const^nte 
C  unterscheiden  können  und 

t^  =  C  -  H  y«  +  <jp(«  +  yi)  +  9>(«  -  y*-) (10) 

zu  setzen  ist  Insbesondere  mit  y  =  0  ergiebt  sich  daraus  die  Geschwin- 
digkeit an  der  freien  Oberfläche  =  C  -\-  29(8),  und  wenn  dieselbe  mit 
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1  1 

f(%)  bezeichnet  wird,  so  ist  allgemein  q){%)  =  ~  f{z) (7,  insbesondere 

auch 

9?  (z  +  y%)  =  ~  /(z  +  yi)  —  ^  C 

und  somit  schliesslich* 

«  =  -  H  y*  +  -^/(«  +  yi)  +  \  /(«  -  yi).  ■  ■  ■  (n). 

Wäre  das  Aenderungsgesetz  der  Oberflächengeschwindigkeit  längs  dem 
Querprofil  des  Wassers,  also  die  Function  /  bekannt,  so  fände  man  ans 
GL  (11)  die  Geschwindigkeit  w  für  jeden  anderen  Punkt  des  Querschnitts. 
Insbesondere  für  den  Fall  eines  unendlich  breiten  Querschnitts  von  gleich- 
förmiger Tiefe,  entsprechend  einer  horizontalen  Geraden  von  unbegrenzter 
Länge  als  Querprofil  des  Canals,  wäre  die  Oberflächengeschwindigkeit  Wq^ 
also  die  Function  /  eine  Constante,  und 

«» =  «-o  -  H  y* (12). 

Im  Allgemeinen  ist  die  Function  /  von  der  äusseren  Reibung  (Rei- 
bung an  der  Canalwand)  und  von  der  Gestalt  des  benetzten  Querprofils 
abhängig,  nämlich  von  der  Grenzbedingüng  (5)  in  §.  72: 

hw  dz        hw  dy        E^ 

hyds+bi-ds+M  -^^ ^^^)' 

wenn  hier  ein  Längenelement  des  benetzten  Querprofils  mit  ds  und  die 
äussere  Reibung  pro  Flächeneinheit  mit  E^  bezeichnet  wird.  Weni|  diese 
Gleichung  (13)  längs  dem  benetzten  Querprofil  integrirt  und  berücksichtigt 

wird,  dass  r^  ds  =  der  äusseren  Reibung  an  dem  Theil  der  Canalwand, 

welcher  zwischen  zwei  um  die  Längeneinheit  von  einander  entfernten 
Querschnitten  enthalten  ist,  des  gleichförmigen  Beharrungszustandes  wegQu 
mit  der  nach  dem  Längenprofil  des  Canals  oder  des  Wassers  genommenen 
Componente  der  Schwerkraft  des  zwischen  jenen  Querschnitten  enthaltenen 
Wassers  im  Gleichgewicht,  also  =  cc/F  sein  muss,  so  erkennt  man,  dass 
die  fragliche  Grenzbedingung  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 


•i>'  +  ~  =  0. (14). 


Die  Function  /  muss  nun  so  beschaffen  sein,  dass  durch  Substitution  von  w 


Vergl.  Bresse,  Cours  de  m^canique  appliqu^e,  IL  partie,  p.  195. 
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aus  Gl.  (11)  diese  Gl.  (14)  erfüllt  wird,  wenn  unter  y  und  %  die  GoordiBatei 

des  benetzten  Qnerprofils  verstanden  und  die  Integrationen  über  seine 

ganze  Länge  ausgedehnt  werden.    In  dem  Falle  z.  B.,  auf  welchen  sieb 

Ouj  btt?  ccy 

Gl.  (12)  bezieht,  i8t^-:^0,v-  = —y,  insbesondere  für  das  be- 

08  oy  R 

bf<7  (XY 

netzte  Qqerprofil:  37-  = ^  ^?  wenn  a  die  gleichförmige  Tiefe  be- 

deutet;  die  Gleichung  (14)  findet  sich  also  erfüllt  mit  Bücksicht  daraoC 

dass  ajdsi  =  F  ist. 

Wenn  der  Querschnitt  in  Beziehung  auf  eine  Senkrechte 
symmetrisch  ist  und  diese  Symmetrieaxe  als  y-Aze,  das  Querprtifi] 
des  Wassers  nach  wie  vor  als  s-Axe  angenommen  wird,  so  ist  die  Ober- 
flächengeschwindigkeit =  /(%)  jedenfalls  eine  gerade  Function  Ton  s,  d.  h. 
/*(«)  =  /( — z\  und  wenn  ausserdem  die  Wassertiefe  von  der  Sym- 
metrieaxe  aus  nach  beiden  Seiten  stetig  abnimmt,  wenigstens 
nicht  stellenweise  zunimmt,  so  muss  /(«)  mit  wachsendem  Absolut- 
werthe  von  z  beständig  abnehmen.  Setzt  man  als  einfeu^hste  FunctioB, 
welche  diesen  Forderungen  entspricht, 

/"(«)  =  «^0  —  «»*» 
unter  n  eine  positive  Constante  und  unter  Wq  die  Maximalgeschwindigkeit 
in  der  Mitte  des  Wasserquerprofils  verstanden,  so  ist: 

/(«  +  yO  =  M^o  —  «  («*  +  2y«»  —  y*) 
/(2  —  yO  =  Wq  —  n  («*  —  2y«f  —  y^ 
also  nach  Gl.  (11): 

«^  =  «^0  —  H  y'  —  «  («*  —  yf) 

CCY 

w  =  ioq  —  wy*  —  ns*    mit    m  -^  n  =  -^ (l5). 

Diese  Lösung,  von  welcher  Gl.  (12)  ein  Specialfall  (entsprcdliend 
»  =  0)  ist,  genügt  der  Gronzbedingung  (14);  denn  wenn  diese  gemäss  der 
Symmetrie  des  Querschnitts  jetzt  nur  auf  die  Hälfte  des  benetzten  Quer- 
profils (auf  einer  Seite  der  y-Axe)  bezogen  und  somit  auch  --  J* statt/ 
gesetzt  wird,  so  wird  sie  mit 

^r-  =  —  2wy    und    -r-  =  —  2ns 
Oy  08 

—  2m   ydä  -  2nLdy  +  ^  =  0,    d.  h.    »»+«  =  §. 
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reil,  unter  y  und  %  die  Coordinaten  des  benetzten  Qnerprofils  verstanden, 

F  ist. 


lydz  ==^\%dy  =  - 


Vermittels  des  Ausdrucks  (15)  V4)n  w  ergiebt  sich  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit tt,  deren  möglichst  einfache  Bestimmung  vorzugsweise 
technisch  wichtig  ist: 

u  =  j^\lv)dyd%  =  ^//(«'o  —  *'*y*  —  n%^)dyd% 

bei  gegebener  symmetrischer  Querschnittsform  als  Function  der  Geschwin- 
digkeit Wf^  und  der  Constanten  m,  n,  welche  indessen  durch  Messung  von 
nodli  zwei  anderen  Geschwindigkeiten  bestimmt  werden  können.  Sind  ins- 
besondere dieselben  in  der  Mitte  und  an  den  Enden  dos  benetzten  Quer- 
profils beziehungsweise  :=:  to^  und  t^j,  und  wird  die  Wassertiefe  in  der 
Mitte  mit  a,  die  Wasserbreite  mit  2h  bezeichnet,  so  hat  man: 


w^  —  Wq  —  ma^\ 

^0          ^l 

m  —           j 

Wj         Wq  —  nh^\ 

h- 

(16). 


Ist  nun  z.  B.  der  Querschnitt  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  a  und 
2J,  so  ergiebt  sich: 

b       a 


«*  =  2^/  <?»/  («'o  —my^  —  ««*)  dy 


-b    0 


—  ^0  —  -^  nM""  —  —  »6*  = (17). 

Diese  mittlere  Geschwindigkeit  findet  statt  in  allen  Punkten  der  halben 
Ellipse,  deren  Gleichung 

my^  +  ««*  =  -r-  ma^  -f-  --  nb^ 

3  o 

ist,  von  welcher  zwei  Punkte  auch  ohne  Kenntniss  der  Constauten  «*,  n 
oder  irgend  einer  besonderen  Geschwindigkeit  sich  angeben  lassen,  nämlich 
die  Punkte: 

y  =  ay~   =  0,58a5    «=  +  ^|/     3  =  +  0,58^. 
An  einer  dieser  Stellen  brauchte  also  nur  die  Geschwindigkeit  gemessen 
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ZU  werden,  um  in  derselfai^n  zugleich  die  mittlere  Geschwindii^eit  u  n 
haben,  wenn  das  Aendemngsgesetz  von  w  der  Gleichung  (15)  in  der  Hat 
ganz  entsprechend  wäre. 

Ist  der  Querschnitt  ein  Parabelsegment  (grösste  Tiefe  oder  Pfeü- 
höhe  =  a,  Breite  oder  begrenzende  Sehne  =  2h\  so  findet  man 


6       a 


^         —6     0 


0-^ 


u  =  - —  /<&/(tOg — wy* — t«*)tfy 


und  diese  mittlere  Geschwindigkeit  findet  statt  in  allen  Punkten  der  halben 
£llipse,  deren  Gleichung 

8  1 

my*  -|-  »«*  =  —  ma*  -[-  -    nb* 

ist,  insbesondere  in  den  beiden  Punkten: 

Wenn,  wie  gewöhnlich,  der  Querschnitt  eines  natürlichen  oder  künslr 
liehen  Ganais  zwischen  einem  Rechteck  und  einem  Parabelsegment  tob 
gleichen  Dimensionen  0,  h  enthalten,  wenn  er  z.  B.  ein  Trapez  Ton  der 
Höhe  a  ist,  dessen  untere  horizontale  Seite  <  2i,  so  wird  die  Geschwiih 

digkeit  in  den  Punkten  y  =  -—  «,     £  =  -|-  -    i  voraussichtlich  nir 

wenig  von  der  mittleren  Geschwindigkeit  «  verschieden  sein.  — 

Im  Anschlüsse  an  die  unter  einer  gewissen  Voraussetzung  gefundene 
Gl.  (15)  kann  übrigens  für  einen  Querschnitt  von  beliebiger  Form 
die  Geschwindigkeit  to  in  irgend  einem  Punkte  einer  Senkrechten  (in  der 
Tiefe  y  unter  der  freien  Wasseroberfläche) 

io  =  Wq  —  «ly* (19\ 

gesetzt  werden,  unter  Wq  jetzt  die  Oberflächengeschwindigkeit  an  der 
SteUe  dieser  Senkrechten  verstanden,  während  m  eine  Constante  bedeutet 
welche  für  verschiedene  Senkrechte  verschiedene  Werthe  haben  und  durch 
Messung  von  noch  je  einer  zweiten  Geschwindigkeit  ausser  w^  bestimmt 
werden  kann.  Gemäss  dieser  Gl.  (19)  ist  die  im  vorigen  §.  so  genannte 
Geschwindigkeitscurve  eine  Parabel,  deren  Axe  in  dem  betreffenden  Läogeih 
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MTofil  des  Wassers  liegt  Ist  also  Wi  die  Geschwindigkeit  im  tie&ten  Punkte 
1er  Senkrechten,  so  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  derselben: 

2  2  1 

t;  =  m;^   4-  —  (tt^O  —  «?l)  =  —  «^0   +  -3   «^1 (20), 

and  mit  Hülfe  der  so  für  hinlänglich  viele  Senkrechte  bestimmten  Werthe 
von  V  findet  man  schliesslich  das  Wasserquantom  Q  nnd  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit u  des  ganzen  Querschnitts  auf  die  im  vorigen  §.  angegebene 
Weise.  — 

Einem  etwaigen  verzögernden  oder  beschleunigenden  Einflüsse  an  der 
freien  Oberfläche  des  Wassers  kann  schliesslich  dadurch  Rechnung  getragen 
werden,  dass  die  Axe  der  Geschwindigkeitsparabel  in  einen  gewissen  Ab- 
stand  jf  =  ÜQ  vom  Längenprofil  des  Wassers  verlegt  wird  (Fig.  48),  welcher 
bei  überwiegend  beschleunigendem  Einflüsse  (durch  einen  starken  strom- 
abwärts wehenden  Wind)  auch  negativ  sein  könnte.    Dadurch  wird 

Fig.  48.  u?  =  w—  w(y  —  öo)* (21), 

J_  ja 

I  *^ V  unter  to   das  Maximum  von  w  (für  ^  =  0^)  ver- 

j  ,    \n'  8^Q<^^^;  ^^  Bestimmung  der  Constanten  tD\  m, 

>  1  a^  wären  jetzt  drei  Geschwindigkeitsmessungen 

I  /  an  verschiedenen  Stellen  der  Senkrechten  nöthig. 

-I w_^  jgj.  ^jjyr^j^  ^^  ([jß  Entfcmung  der  Parabelaxe  vom 

— uf — ^  Längenprofil  des  Canals  und  a  die  Wassertiefe 

an  der  betreffenden  Stelle,  so  ist 

Wq  =  to'  —  w^Q*    und    w^  =  w  —  woj* 

beziehungsweise  die  Oberflächen-  und  Bodengoschwindigkcit,  ferner  nach 
Gl.  (20) 

—  «^  +  —  «>o    und     3^  «^  +  -3  «'i 

beziehungsweise  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  oberen  und  unteren 
Strecke  ÄÄ^^^=  a^  resp.  ÄÄ^  =  a^  (Fig.  48)  der  Senkrechten,  und 
schliesslich 

«,/2     ,  ^     1       \        a, /2     ,         1 

=  -3  •"  +  "3  7  "'•  +  ^  V  "'^  ^^^^ 

die  mittlere  Geschwindigkeit  in  der  ganzen  Senkrechten.  Die 
Substitution  der  obigen  Ausdrücke  von  fo^  und  w^  in  Gl.  (22)  ergiebt 
mit  <ii  =  0  —  «0 
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=  «,'_  fn\^—  a«  —  a^o  +  «o*j 


(35V 


Daraas  ist  mit  Rücksicht  aaf  Gl.  (21)  zu  entoehmen,  dass  diese  mittkn 
Geschwindigkeit  v  is  der  Tiefe 


=  «0  +  |/  -3  «*  —  «»0  +  <^o' 


(^) 


stattfindet,  sofern  sich  dieses  y  positiv  und  <^  a  ergiebt,  was  raift  itm  ' 
einen  oder  andern  oder  mit  beiden  Vorzeichen  der  Wnrzelgrösse  der  FaO 
sein  kann.    Die  Elimination  von  w'  zwischen  den  Gleichongeii  (21)  oi 
(23)  liefert  endlich  noch  9  in  der  folgenden  Form: 

V  =  w  -^  m\—  a^  —  a^  (a  —  2y)  —  y«j, 

welche  besonders  einfach  und  von  a^  unabhängig  wird  för  y  =  -—  «. 

n&mlich 

V  =  Ufa  —  — -  ma* (251 

2         12 

unter  w^  die  Geschwindigkeit  im  Mittelpunkt  der  Senkrechten  verstandeB. 


§.125.  Empirisohe  Gesetze* 

Die  Entwickelangen  im  yorigen  §.  beruhen  auf  der  Yoraassetzosg. 
dass  die  materiellen  Punkte  des  Wassers  in  einfach  gesetzmfissiger  Weise 
sehr  schwach  gekrümmte  Bahnen  durchlaufen,  welche  bei  gleichförmiger 
permanenter  Bewegung  in  parallele  Gerade  übergehen.  In  der  Thal  ist 
es  aber  unausbleiblich,  dass  die  längs  der  Ganalwand  hin  fliessenden  Wasser- 
thcilchen  durch  die  iq  verschiedenen  Graden  stets  vorhandenen  Hervor- 
ragungen dieser  Wand  vielfach  seitlich  abgelenkt  werden,  dass  also  Strö- 
mungen entstehen,  die  von  der  Ganalwand  nach  oben  und  nach  der  Mitte  hin 
gerichtet  sind,  und  welche  dann  nothwendig  wieder  andere,  entgegengesetit 
gerichtete  Strömungen  zur  Folge  haben.  Indem  diese  Mischungsbewegungen 
mit  der  Hauptströmung  des  Wassers  im  Canal  interferiren,  kann  dadordi 
das  Gesetz  der  Geschwindigkeitsänderung  von  Punkt  zu  Punkt  eines  Qae^ 
Schnitts  so  wesentlich  modificirt  werden,  dass  eis  mit  Zuverlässigkeit  nur 
auf  empirischem  Wege  durch  vielfache  Beobachtung  bestimmbar  ist  Aaek 
können  jene  seitlichen  Strömungen  durch  geringfügige  Umstände,  die  ach 
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der  Beobachtung  entziehen,  so  beeinflasst  werden,  dass  sie  selbst  bei  an- 
scheinend permanenter  Bewegung  an  derselben  Stelle  vielfach  veränderlich 
sind,  i^eshalb  dann  unter  der  Geschwindigkeit  in  einem  gewissen  Punkte 
diejenige  Geschwindigkeit  verstanden  werden  muss,  irelche  daselbst  unter 
den  obwaltenden  Umständen  im  Mittel  im  Sinne  des  Längenprofils  des 
Canals  oder  des  Wassers  stattfindet* 

Bei  den  ersten  Versuchen  zur  empirischen  Feststellung  der  in  Bede 
stehenden  Beziehungen,  herrührend  von  italiänischen  Gelehrten  und  Inge- 
nieuren besonders  aus  Veranlassung  der  Erscheinungen  am  Po,  glaubte 
man  aus  einer  vermeintlichen  Analogie  mit  den  Gesetzen  des  Ausflusses 
aus  Gefässöffhungen  auf  eine  Zunahme  der  Geschwindigkeit  mit  der  Tiefe 
schliessen  zu  müssen,  und  blieb  bei  dieser  irrthümlichen  Meinung  um  so  län- 
ger, als  sie  durch  fehlerhafte  Messnngsmethoden  bestätigt  zn  werden  schien.** 

■ 

Mario tte  wies  zu  Anfang  des  vorigen  Jahrhunderts  durch  Beobach- 
tungen nach,  dass  die  Geschwindigkeit,  wie  es  auch  durch  alle  späteren 
Beobachtungen  bestätigt  wurde,  mit  wachsender  Tiefe  abnimmt,  ausser  im 
Falle  eines  Auf^tan's  durch  plötzliche  Verengung  des  Querschnitts. 

Dubuat  suchte  besonders  eine  Beziehung  zwischen  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit u  und  der  Maximalgeschwindigkeit  Wq  an  der  freien  Ober- 
^fläche  festzustellen,  und  folgerte  aus  38  Beobachtungen  an  kleinen  künst- 
lichen Canälen  von  2  bis  10  Zoll  Tiefe  die  Formel: 

u  =  to^  — y^  +0,5 ,  .  .  .  (1) 

für  den  pariser  Zoll  als  Längeneinheit.  Prony***  fand  dieselben  Beob- 
achtungen in  besserer  Uebereinstimmung  mit  der  Formel: 

JL  =  !fo  +  J372     j^^.     j    =0,816 (2), 

Wq         Wq  +  3,153  '  ^  ^ 

wobei  das  Meter  als  Längeneinheit  vorausgesetzt  ist.  Bei  jenen  Dubuat'- 
schen  Beobachtungen  war  Wq  höchstens  =  1,3  Mtr.  pro  Secunde;  fUr 
grössere  Geschwindigkeiten,  wenigstens  für  Wq  ]>  1,5  Mtr.  ist  nach  Baum- 
garten**** besser  zu  setzen: 


*  Aus  dem  hier  erwähnten  Grunde  verdienen  zur  Messung  der  Geschwin- 
digkeit solche  Instrumente  den  Vorzug,  welche  dieselbe  nicht  sowohl  für  einen 
einzelnen  Augenblick,  als  vielmehr  im  Mittel  für  einen  gewissen  Zeitraum  an- 

_  « 

geben,  wie  z.  B.  Schwimmer  und  der  Woltman'sche  Flügel. 

♦•  Hagen,  Handbuch  der  Wasserbaukunst,  H.  Theil  (1844),  S.  279  u.  ff. 
***   Recherches  physico-math^matiques  sur  la  th^orie  des  eaux  courantes, 
Paris  1804. 

Annales  des  Ponts  et  Chauss^es,  1848. 
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^   =  0,8  «'<>  +  '^''' 


fv^  '     Wo  +  3,153 

Woltman*  folgerte  aus  11  Beobachtungsreihen  von  Brflnings  am 
Niederrhein  und  aas  einer  solchen  von  Ximenes  am  Arno,  dass  die  Ge- 
schwindigkeitscurve  für  irgend  eine  Senkrechte  als  Bogen  einer  Parabel 
mit  verticaler  Axe  betrachtet  werden  könne;  derselbe  wich  indessen  nir 
sehr  wenig  von  einer  geraden  Linie  ab. 

Eytelwein**,  von  der  Ansicht  ausgehend,  dass  die  Voraassetzang 
einer  Abweichung  der  Geschwindigkeitscurve  von  der  geraden  Linie  durcb 
das  vorhandene  Beobachtungsmaterial  nicht  hinreichend  motivirt  sei^  fand 
durch  Vergleichung  verschiedener  Messungen  für  den  preussischen  Fuss  als 
Längeneinheit: 

w  =(1 — 0,008  y)t^o,  insbesondere  v  =(1 — 0,004  a)«?^  .  .  (Il 

unter  a  die  Wassertiefe  und  unter  Wq  die  OberflAchengeschwindigkeit  für 
die  betrofifende  Senkrechte  verstanden. 

Woisbach  setzte  auf  Grund  der  Beobachtungen  von  Ximenes,  Brfl- 
nings und  Funk: 

=  fl  —  0,17  -JWq  ;     V  =  0,915  Wq (5, 

während  Lahmeyer***  zwar  auch  eine  geradlinige  Geschwindigkcitacurre 
annahm,  jedoch  den  Coefficientcn  m  der  Gleichung 

w  =:(1— wy)«^p, 

den  Eytelwein  constant,  Weisbach  umgekehrt  proportional  der  Wasser- 
tiefe  a  gesetzt  hatte,  als  aus  zwei  Theilen  bestehend  betrachtete,  von  denen 
der  eine  constant,  der  andere  umgekehrt  proportional  a  ist  Er  setzte 
nämlich  für  Metermaass: 


w 


w 


1  -  (o,0469  +  -'^)y\  ^0 '6- 


X.  t^  1 

Danach  wäre  mit  y  =    -  a: 

V  =(0,931  —  0,0235a)  «^0 ('^ 

Für  diese  mittlere  Geschwindigkeit  v  der  Lothrechten  empfahl  indessen 
Lahmeyer  ausserdem  die  empirische  Formel: 


*   Theorie  und  Gebrauch  des  hydrometrischen  Flügels.    Hamburg,  1791)- 
**  Handbuch  der  Mechanik  und  Hydraulik.  Berlin,  1801. 
♦♦•   Forst  er 's.Bauzeitung,  1852,  S.  158. 
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V  =(0,937  —  0,0252  M^o)«'© W, 

und  für  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  des  ganzen  Querschnitts  im  Mittel: 

u  =  0,75  w^ (9), 

unter  t^^  im  letzteren  Falle  das  Maximum  der  Oberflächengeschwindigkeit 
des  Wassers  yerstanden. 

Eine  parabolische  Geschwindigkeitscurve  mit  horizontaler 
Parabelaxe  (übereinstimmend  mit  den  Resultaten  der  theoretischen  Unter- 
suchung im  Yorigen  §.)  wurde,  wie  es  scheint,  zuerst  von  Defontaine* 
aus  seinen  Geschwindigkeitsmessungen  im  Rhein  abgeleitet  Besonders 
aber  folgerten  Humphreys  und  Abbot  dieses  Aenderungsgesetz  der  Ge- 
schwindigkeit aus  den  unter  ihrer  Leitung  ausgeführten,  sehr  ausgedehnten 
Messungen  am  Mississippi^  und  zwar  fanden  sie  den  Parameter  m  der 
entsprechenden  Gleichung  (21)  des  vorigen  §.  direct  der  Quadratwurzel  aus 
der  mittleren  Geschwindigkeit  u  und  indirect  dem  Quadrat  der  betrefifenden 
Wassertiefe  a  proportional,  setzten  nämlich  (siehe  Fig.  48  im  vorigen  §): 


w 


= w'-vht  {--^y (10)- 


Dabei  soll  der  Coefficient  k  für  die  verschiedenen  Senkrechten  desselben 
Querschnitts  gleich  gesetzt,  für  verschiedene  Flüsse  oder  für  verschiedene 
Wasserstände  und  verschiedene  Querschnitte  desselben  (im  Beharrungs- 
zustande befindlichen)  Flusses  aber  näherungsweise  bestimmt  werden  können 
durch  die  folgende  (auf  Metermaass  reducirte)  Formel: 

0,2844 

k  =  '      .-- (11), 

Vr  +  0,457  ^     ^' 

F 

unter  r  =  —  den  sogen,  mittleren  Radius  (§.  123)  verstanden.    Nach  dieser 

V 
Formel,  für  welche  übrigens  nur  ein  geringerer  Grad  von  Zuverlässigkeit 


*  Bresse,  (Jours  de  m^canique  appliquäe,  II.  partie,  p.  187. 
**  Ueber  diese  Beobachtungen  und  Messungen,  welche  sich  auch  auf 
andere  demnächst  zu  besprechende  Probleme  der  Hydraulik  bezogen  und  mit 
einigen  Unterbrechungen  den  Zeitraum  von  1850  bis  1860  umfassten,  berichtet 
das  im  Jahre  1861  erschienene  Werk :  ,,Report  upon  the  Physics  and  Hydrau- 
lics  of  the  MissiBsippi-River  etc.",  deutsch  bearbeitet  von  U.  Grebenau,  1867. 
Hauptzweck  der  im  Auftrage  des  Congresses  der  Vereinigten  Staaten  von  Nord- 
amerika ausgeführten  Untersuchung  war  die  Gewinnung  der  nöthigen  Grund- 
lagen für  Wasserbauten  zur  Regulirung  jenes  Flusses  mit  Rücksicht  auf  die 
Schifffahrt,  besonders  aber  zum  Schutze  der  an  20000  englische  Quadratmeilen 
umfassenden  Niederungen  gegen  die  Verwüstungen  durch  das  Hochwasser. 


718       GE8GHWINDIGKBITSVBBH.  DBB  WAS8BBQUBB8GHK.  EINES  OAKAI^.  §.  Ü 

in  Anspruch  genommen  wird  im  Vergleich  mit  dem  in  der  Gleidiiixig(l< 
enthaltenen  Gesetz  an  sich,  wäre  z.  B. 

k  =  0,338     0,291     0,236     0,181     0,135     0,098     0,070 
für  r  =   0,25        0,5  1  2  4  8  16     Mtr. 

Auffallend  sind  die  Angaben  Humphreys'  und  Abbot's  in  Belrc 
der  Höhenlage  der  Axe  der  Geschwindigkeitsparabel.  Während  fröfaeit 
Messungen  das  Maximum  der  Geschwindigkeit  zwar  auch  in  der  Regel  ah 
etwas  (bis  zu  etwa  0,5  Mtr.)  unter  der  Oberfläche  stattfindend  eiicenaet 
Hessen,  folgerten  sie  ans  den  Beobachtungen  am  Mississippi  eine  im  Dirdb^ 
schnitt  viel  tiefere,  von  der  Bichtung  und  Stärke  des  Windes  abhängige 
Lage  derselben  gemäss  der  empirischen  Formel: 

^  =  0,317  +  0,06/ (m 

unter  /  die  stromaufwärts  gerichtete  Componente  der  Windstärke  ver- 
standen, dieselbe  mit  einer  solchen  Einheit  gemessen,  dass  /  =  10  e 
stromaufwärts  wehenden  Orkan,  ein  negatives  /  aber  einem  stromabwärH 
wehenden  Winde  von  entsprechender  Stärke  entspricht.  Eine  grtaefv 
Genauigkeit  ist  freilich  dieser  empirischen  Formel  nicht  znznschreibeB, 
weil  die  Windstärke  /  =  1  nicht  näher  definirt  wird  (in  Metern  pro  Seti 
auch  die  zu  Grunde  liegenden  Beobachtungen  nur  Windslär^en  bis  zn  etwt 
f  =  4:  umfassen.  Dass  überhaupt  ein  stromaufwärts  wehender  Wind  die 
Curvenaxe  hinabdrückt,  ein  abwärts  wehender  sie  hebt,  ist  begreiflich;  d» 

aber  —  selbst  für  /  ==  0  einen  so  bedeutenden  Werth  haben  soll,  ist  ia 
a 

Widerspruch  mit  der  Gesammtheit  früherer  Beobachtungen  und  deshift 
einer  weiteren  Aufklärung  bedürftig.  Die  Reibung  zwischen  Lall  uvl 
Wasser  erklärt  die  vermeintliche  Thatsache  bei  weitem  nicht  allein;  dem 
dann  müsste  aQ=  0  sein  für  einen  stromabwärts  gerichteten  Wind,  desBSA 
Geschwindigkeit  der  Oberflächengeschwindigkeit  Wq  des  Wassers  gleich  ist, 
entsprechend  etwa  /  =  —  1  nach  obiger  Scala,  während  nach  GL  (12)  in 
diesem  Falle  Uq  =  0,257  a  wäre.  Die  hauptsächlichste  Ursache  könnt« 
vielmehr  nur  in  den  zu  Anfang  dieses  §.  erwähnten  seitlichen  Strömung^ 
gesucht  werden,  wenigstens  wenn  man  fände,  dass  unter  übrigens  gleidiea 
Umständen  a^  mit  der  Unebenheit  und  Bauhigkeit  des  Flussbettes  re^- 
der  Canalwand  zunimmt. 

Humphreys  und  Abbot  verwenden  nun  ihre  Gleichung  (10)  beson- 
ders zum  Zweck  einer  möglichst  einfachen  Bestimmung  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit in  einem  ganzen  Querschnitte.  Ebenso  nämlich  wie  im  voiigeo 
f.  aus  Gl.  (21)  die  Gl.  (25)  abgeleitet  wurde,  folgt  hier  ans  Gl.  (10): 
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t^  = «;,  -  i^  ysi (13) 

und  ist  also,  sofern  k  nach  Gl.  (11)  nur  von  den  Dimensionen  des  Quer- 
schnitts abhängt,  die  Geschwindigkeit  w^  in  der  Mitte  einer  Senkrechten 
dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  von  der  a  priori  unbekannten  Stelle  des 
Maximums  w'  der  Geschwindigkeit  unabhängig,  insbesondere  von  der  schwan- 
kenden Stärke  und  Richtung  des  Windes  nur  insoweit  abhängig  ist,  als  da- 
durch die  mittleren  Geschwindigkeiten  u  und  v  in  einem  gewissen,  übrigens 
ohne  Zweifel  nur  sehr  geringfügigen  Grade  bedingt  werden  können,  wenn 
Fälle  sehr  heftigen  Windes  bei  den  Beobachtungen  ausgeschlossen  werden. 
Theilt  man  nun  den  Querschnitt  F  durch  Senkrechte  in  Abtheilungen  =  JF 
und  bestimmt  die  Geschwindigkeiten  w^  in  den  Mittelpunkten  der  mittleren 
Senkrechten  dieser  Abtheilungen  (entweder  durch  unmittelbare  Messung 
oder  durch  Interpolation  vermittels  der  in  den  Mittelpunkten  anderer 
Senkrechten  gemessenen  Geschwindigkeiten),  so  ergiebt  sich  aus  Gl.  (13), 
wenn  die  mittleren  Geschwindigkeiten  in  den  Abtheilungen  AF  denjenigen 
==  V  ihrer  mittleren  Senkrechten  gleich  gesetzt  werden, 

Q  =  Fu  =  i:(v.AF)  =  s(w^.dF)  — -^  yii.F 

«  +  12^      ~  *    ™^*    "  ~ F (^*^' 

welches  u  als  ein  etwas  zu  grosser  Näherungswerth  von  u  zu  betrachten 
ist,  endlich 


"  =(J/"'  +  5^  -  |/S)'=  (V7TT  -V?)' 


.,    w  h  0,000494 

mit    k  =- 


(15) 
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gemäss  dem  Ausdrucke  (11)  von  k. 

Um  die/Ermittelnng  von  u  noch  weiter  zu  vereinfachen,  nämlich  die 
Ausmessung  der  einzelnen  Abtheilungen  AF  des  Querschnitts  und  die  Be- 
rechnung von  u  nach  Gl.  (14)  zu  ersparen,  empfehlen  Humphreys  und 
Abbot  das  folgende  Verfahren.    Ist 

(i^)  das  arithmetische  Mittel  aUer  Werthe  von  t^, 

fftr  gleichförmig  (in  gleichen  Abständen)  im  Querschnitt  vertheilte  Senk- 
rechte, so  ist  nach  Gl.  (13)  auch 
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und  dabei  u  =  -^IvdF  nm  so  mehr  >  (v),  je  mehr  die  Tiefe  von  beida 


i^  =  yj^ 


Seiten  gegen  eine  gewisse  mittlere  Stelle  (die  sogenannte  Stromrinie 
bei  natürlichen  Wasserläufen)  hin  zunimmt.    Setzt  man  allgemein 

unter  m  eine  erfahrnngsmässige  Yerhältnisszahl  verstanden,  die  bei  gleick- 
f[)rmiger  Wassertiefe  =  1  wäre,  dagegen  z.  B.  für  den  Mississippi  im 
Durchschnitt  =  1,08  gefunden  wurde,  so  kann  die  obige  Gleichung  ge- 
schrieben werden  in  der  Form: 


u  -\ -ym* hu  =  fn(iP^). 

Daraus  folgt,  analog  wie  oben  Gl.  (15)  aus  Gl.  (14)  gefolgert  wurde. 

Weil  übrigens  der  Werth  der  Yerhältnisszahl  m  offenbar  mit  der 
Querschnittsform  veränderlich  und  a  priori  in  irgend  einem  gegebenen  Falle 
unbekannt  ist,  so  wird  der  Zweck  ohne  Zweifel  besser  dadurch  erreidit 
werden,  dass  der  Querschnitt  durch  Senkrechte  in  eine  gewisse  Zahl  =  n 
solcher  Theile  =  JF  getheilt  wird,  welche  wenigstens  ^ungefähr  gleid 
gross  sind,  was  auch  bei  unregelmässig  gestalteten  Querprofilen  nattr- 
lieber  Wasserläufe  ohne  wirkliche  Ausrechnung  in  genügender  Weise  nadi 
Schätzung  geschehen  kann.  Wenn  dann  aus  den  in  den  Mittelpunkten 
gewisser  Senkrechten  thatsächlich  gemessenen  Geschwindigkeiten*  die- 
jenigen =  w^  für  die  Mittelpunkte  der  mittleren  (nach  Schätzung  durch 
ihre  Schwerpunkte  gezogenen)  Senkrechten  jener  n  Flächentheile  AF  dorck 
Interpolation  abgeleitet  werden,  falls  sie  nicht  etwa  unmittelbar  gemessen 
werden  konnten,  so  kann  das  arithmetische  Mittel  dieser  n  Geschwind^- 
keiten  w^  in  Gl.  (15)  für  u  gesetzt  werden;  denn  nach  Gl.  (14)  ist  im  vor- 
liegenden  Falle: 


*  Die  Methoden  solcher  Gescl^windigkeitsmeBSungen  (n.  A.  auch  das  tob 
Humphreys  und  Abbot  hierbei  angewendete  Verfahren)  werden  in  dem  roa 
den  mechanischen  Instrumenten  handelnden  Abschnitte  des  zweiten  Bandes 
dieses  Werkes  besprochen  werden. 
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Noch  ist  ztt  bemerken,  dass  auch  das  Aenderungsgesetz^  der  Ober- 
l&chengcschwindigkcit  Wq  längs  einem  Querprofil  des  Wassers  von  Hura- 
phreys  und  Abbot  in  genügender  Ucbereinstimmung  mit  Gl.  (15)  im 
rorigen  §.,  nämlich  für  den  Abstand  s  von  der  Stelle  des  Maximums  Wq' 
derselben  (vom  sogenannten  Stromstrich)  ausdrückbar  gefunden  wurde 
iurch  die  Gleichung: 

und  zwar  fanden  sie  n  direct  der  Quadratwurzel  aus  der  mittleren  Ge- 
schwindigkeit u  und  indirect  dem  Quadrat  der  Wasserbreite  b  propor- 
tional, somit 

«,„=«,/- VV«  (l)' (17), 

analog  der  obigen  Gleichung  (10)  für  die  Geschwindigkeitsänderung  nach 
der  Tiefe.  Uebrigens  war  das  Beobachtungsmaterial,  aus  welchem  diese 
GL  (17)  gefolgert  wurde,  weniger  umfassend,  als  das  der  Gl.  (10)  zu  Grunde 
liegende,  so  dass  auch  für  den  Coefficienten  ä^,  der  ebenso  wie  der  ent- 
sprechende k  in  Gl.  (10)  für  verschiedene  Flüsse  sowie  für  verschiedene 
Wasserstände  und  Querschnitte  desselben  Flusses  verschieden  sein  mag, 
ein  einigermaassen  zuverlässiger  Ausdruck  z.^  Z.  nicht  angegeben  werden 
kann.  Selbstverständlich  kann  Gl.  (17)  nur  in  solchen  Fällen  als  einiger- 
maassen zutreffend  erwartet  werden,  in  denen  der  Querschnitt  eine  ziemlich 
regehnässige  Form  hat,  insbesondere  das  benetzte  Querprofil  an  keiner 
Stelle  erheblich  convex  nach  oben  ist,  einer  Sandbank  oder  sonstigen  Un- 
tiefe inmitten  des  Stroms  entsprechend.  — 

Die  Geschwindigkeitsmessungen  im  Mississippi  und  die  daraus  ge- 
zogenen Folgerungen  sind  von  G.  Hagen*  einer  Kritik  unterworfen  wor- 
den, wobei  darauf  aufmerksam  gemacht  wird,  dass  von  den  6  verschiedenen 
Gruppen  jener  39  .Beobachtungsreihen  die  der  Zeitfolge  nach  späteren 
viel  regelmässigere  Geschwindigkeitscurven  ergeben  (vermuthlich  in  Folge 
der  von  den  Beobachtern  nach  .und  nach  erlangten  Uebung),  dass  aber  die 
von  Humphreys  und  Abbot  behauptete  Geschwindigkeitszunahme  mit 
der  Entfernung  von  der  Oberfläche  bis  zu  einer  gewissen  erheblichen  Tiefe 
Aq  gerade  bei  jenen  letzten  und  wahrscheinlich  zuverlässigeren  Beobach- 
tungsreihen  viel  weniger  und  seltener  sich  ausgesprochen  findet,  als  bei 


*  üeber  die  Bewegung  des  Wassers  in  Strömen.    Aus  den  Abhandlungen 
der  KOnigl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1868. 

G  T  a  0  h  0  f ,  theor«t.  Muchine&lehre.    I.  46 
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den  ersten,  ebenso  wie  auch  bei  den  117  Beobachtungsreilien,  welebeii 
den  Jahren  1790  bis  1792  von  Brünings  selbst  oder  nnter  seiner  Lei- 
tung am  Niederrhein,  an  der  Waal,  am  Leck  nnd  an  der  Tssel  m  des 
fraglichen  Zweck  angestellt  wurden  (wobei  die  Wassertiefen  freilich  nr 
höchstens  etwa  ^5  ^^  gross  waren  wie  im  Mississippi),  jene  Zunahme  der 
Geschwindigkeit  mit  der  Entfernung  von  der  Oberfläche  nur  in  geringere« 
Grade  und  bis  zu  geringerer  Tiefe  (üq  <  0,1 «)  beobachtet  wurde.  A« 
diesen  Messungen  von  Brünings  schlicsst  ferner  Hagen  auf  eine  solche 
Gcschwindigkcitscurve,  welche  nach  unten  gegen  den  Boden  hin  nicht  bot 
an  Neigung  gegen  die  Lothrechte,  sondern  auch  an  Krümmung  (an  Schnel- 
ligkeit der  Neigungszunahme  gegen  die  Lothrechte)  beständig  zunimmt, 
und  indem  er  demgemäss 

dw  m 

d{a  —  y)~(ß  —  yY 

setzt,  versucht  er  die  Annahmen  »  =  2,  «  =  1  und  n  =  -.    Die  letzte 

ergiebt  sich  sowohl  aus  allgemeinen  Gründen  als  die  angemessenste,  wie 
sie  auch  den  regelmässigeren  Beobachtungsreihen  am  Mississippi  und  den 
auf  die  grösseren  Wassertiefeu  bezüglichen  Messungen ,  von  Brünings  viel 
mehr  entsprechend  gefunden  wurde,  als  die  erste  Annahme,  und  wenigsten» 
ebenso  gut  wie  die  zweite.    Somit  empfiehlt  Hagen  zu  setzen: 

dw  m  r~ 

~ :  =  -Z^r"^^'^     w  r=w^  ■\-  mya  —  y (18> 

d{a  —  y)        2Ya  —  y 

Die  Geschwindigkeitscurve  wäre  danach  eine  Parabel  mit  verticaler  Aie, 
deren  Scheitel  am  Boden  (im  Längenprofil  des  Canals)  liegt;  sind  dann  xb 
irgend  einem  gegebenen  Falle  durch  zwei  Goschwindigkeitsmc^ungen  io 
einer  Senkrechten  die  Constanten  Wi  und  m  für'  dieselbe  mit  Rücksicht 
auf  Gl.  (18)  bestimmt  worden,  so  ergiebt  sich  daraus  auch  die  Oberflächen- 
geschwindigkeit Wq  mit  y  =  0  und  endlich  die  mittlere  Geschwindigkeit 

2  2  1  2         r 

«^  =  «'i  +  3  K  — •  «'i)  =  3  «'o  +  3  «'i  =  «'i  +  3  "•  V«  (!»'- 

üebrigens  würde  die  Ersetzung  der  aus  rationellen  Erwägungen  he^ 
vorgegangenen  und  durch  Erfahrungen  unterstützten  Gl.  (21)  im  vorigen  $^ 
welche  einer  parabolischen  Geschwindigkeitscurve  mit  horizontaler  Axe 
entspricht,  durch  eine  andere  Gleichung  dieser  Curve  von  lediglich  esi]N* 
rischem  Charakter  doch  wohl  nur  dann  gerechtfertigt  sein,  wenn  letxtere 
mit  der  Gesammtheit  aller  zuverlässigen  Messungen  entschieden  besser  hi 
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Einklang  zu  bringen  wäre,  als  jene.  Dies  ist  von  Hagen  nicht  nachge- 
wiesen worden,  weshalb  die  Grleichnng 

w  ^=  to  —  m{y  —  a^y 

einstweilen  vorzuziehen  ist.  Die  Bestimmungen  von  a^  und  m  durch  Hum- 
phreys  und  Abbot  bedürfen  freilich  der  Bestätigung  und  sind  besonders 
auf  solche  Fälle  nicht  ohne  Weiteres  übertragbar,  die  von  den  ausser- 
gewöhnlichen  Verhältnissen  des  Mississippi  erheblich  verschieden  sind.  Im 
Allgemeinen  muss  vielmehr  die  Bestimmung  von  a^^  m  und  tv  für  jeden 
gegebenen  Fall,  und  zwar  für  jede  einzelne  Senkrechte  eines  Querschnitts 
besonders  vorbehalten  werden,  wozu  die  Messung  dreier  Geschwindigkeiten 
in  verschiedenen  Punkten  derselben  nöthig  ist.  Sind  etwa  w^,  m^j,  w^  die 
in  den  Tiefen  y^^y^^  y^  gemessenen  Geschwindigkeiten,  so  findet  man  leicht: 

a  =~  (t^i  —  «^2)  (yi  ^  —  ys ')  —  iy>i  —  ^^)  (Vi '  —  y^ ')       .^o) 

0  2      (w^—  w^)  (yi  —  yj)  —  (w^  —  w^)  (y^  —y^)       '  '  ' 

«7«    tt?«  / 

"=(y,->»o)--(y.-aor'    -  =  -.+-(«'.-«.)*•  (21) 

ond  damit  dann  die  mittlere  Geschwindigkeit  v  nach  Gl.  (23)  im  vorigen  §. 
Die  Benutzung  von  Gl.  (20)  wird  erspart  und  die  Messung  von  zwei  Ge» 
seh  windigkeiten  ausreichend,  wenn  man  in  weniger  wichtigen  Fällen  für 
Oq  einen  ungeföhren  Werth  nach  erfahrungsmässiger  Schätzung  annimmt. 


b.  Gleichförmige  permanente  Bewegung  des  Wassers  in  Ganälen. 

§.  126.  Beziehung  zwischen  der  mittleren  Gesehwindigkeit,  dem  relativen 
Oelftlle  und  den  Dimensionen  eines  Quersebnitts. 

Der  gleichförmige  Beharrungszustand  des  in  einem  Canal  strömenden 
W^^^ei^  ist  an  die  Bedingung  beständigen  Gleichgewichtes  zwischen  be- 
wegender Kraft  und  Widerstand  für  jede  beliebig  kleine  Canalstrecke  ge- 
bunden oder,  was  dasselbe  ist,  an  die  Bedingung  gleicher  Arbeiten  von 
bewegender  Kraft  und  Widerstand.  Die  bewegende  Kraft  besteht  (abge- 
sehen von  etwaigem  Einflüsse  des  Windes)  nur  in  der  Schwere,  und  ihre 
Arbeit  ist  pro  1  Kgr.  Wasser  für  die  Längeneinheit  (1  Mtr.)  des  Ganais 
=  dem  relativen  GeföUe  a;  ist  also  die  Arbeit  des  Bewegungswiderstandes 
pro  1  Kgr.  Wasser,  die  sogen.  Widerstandshöhe  pro  1  Mtr.  Canallänge 
=  J^i,  so  ist  die  Bedingung  der  gleichförmigen  permanenten  Bewegung: 

B,=a (1). 

46* 
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Legt  man  nun  die  yor  der  relativen  Bewegung  der  Waasertheilckei 
gegen  einander  abstrahirende  Vorstellung  zu  Grunde,  dass  der  Widerstaed 
nur  in  der  äusseren  Heibung  zwischen  Canalwand  und  Wasser  besteht»  ni 
bezeichnet  dieselbe  pro  1  Quadratm.  Wandfiäche  mit  i^,  so  ist  auf  Qnmil 
der  in  §.  123  erklärten  Buchstabenbezeichnungen  ihre  Arbeit  pro  1  Mv. 
Canallänge  und  pro  Secunde  =  B!pu^  oder  pro  1  Mtr.  Länge  und  pro 
1  Kgr.  Wasser: 

_  R'pu  _li  f  _Ii  \ 

analog  Gl.  (2)  in  §.  89  für  die  Leitungswiderstandshöhe  einer  Röhre,  weia 
darin  1  statt  \  geset^  wird,  somit  ist  die  Bedingung  der  gleichartige, 
permanenten  Bewegung  auch: 

7  " 

Nach  Hagen*  waren  Brahms  (1753)  und  demnächst  Ch6zT  (1775 
die  ersten,  welche  auf  Grund  solcher  Vorstellungen  ein  ziemlich  zutref- 
fendes Abhängigkeitsgesetz  für  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  des  in  eineo 
Canal  gleichförmig  fliessenden  Wassers  aufstellten;  indem  sie  die  Reibiiog 
i2' proportional  u^  setzten,  folgte  für  u  die  Formel: 

u  =  kyrä (3> 

unter  k  eine  Constanto  verstanden,  deren  mehr  zuverlässige  Bestimmmtg 
freilich  erst  später  mit  Hülfe  zahlreicherer  Messungen  möglich  wurde. 
Solche  wurden  besonders  von  Dubuat  (1779)  theils  an  einem  kleinen  ans 
Holz  construirten  Canal,  theils  am  Canal  du  Jard  und  am  Haine-FIu^  a»- 
geführt.  Auf  Grund  derselben  gab  Dubuat  selbst  eine  sehr  complicirte 
Formel  für  die  mittlere  Geschwindigkeit,  doch  zeigte  Woltman  ihren 
nicht  weniger  befriedigenden  Anschluss  an  die  einfache  Gleichong  iB\ 
Dieselbe  Ansicht  theilte  Eytelwein  (1801),  indem  er  zugleich  aus  den 
36  Dubuat'schen  Beobachtungen  für  preussiscbes  (rheinläudisches)  Foss- 
maass  k  =  90,9  bestimmte,  ein  Werth,  mit  welchem  demnächst  die  GL  (3) 
zu  sehr  vielseitiger  Anerkennung  und  Anwendung  gelangte.  Für  Meter- 
maass  wäre  entsprechend  k  =  50,9  und  mit 

jß'  1 

—  =  flftt«    die  Constante    a  =  —  =  0,000386, 
7  k* 


Handbuch  der  Wasserbaukimst,  H.  Theil  (1844),  S.  294. 
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rofür  nach  dem  Vorgänge  Tadini's  auch  vielfach  in  runder  Zahl 

jfc  =  60  ;     a  =  0,0004 
ing^enommen  wurde. 

Prony  betrachtete  den  Widerstand  als  aus  zwei  Theilen  bestehend, 
ron  denen  der  eine  der  zweiten,  der  andere  der  ersten  Potenz  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  zu  setzen  sei,  legte  nämlich  ebenso  wie  seiner 
^hrcu Widerstandsformel  auch  hier  den  Ausdruck: 

—  =  Ätt«  +  hu     (§.  89,  Gl.  5) 

za   Grunde,  und  fand  aus  den  Beobachtungen  Dubuat's  in  Verbindung 
mit  einer  Messung  von  Ch^zy  am  Entwässerungsgraben  von  Courpalet: 

_  =r  0,000309  ««  4-  0,000044  u    (4). 

Etwas  später*  bestimmte  Eytelwein  aus  den  Messungen  von  Dubuat  in 
Verbindung  mit  solchen  von  Brünings,  Woltman  und  Funk: 

—  =  0,000366  t*2  +  0,000024  u    (5), 

nur  wenig  abweichend  von  der  Formel,  welche  noch  später  Lahmeyer 
(1845)  zugleich  mit  Rücksicht  auf  eine  grössere  Zahl  eigener  Beobachtungen 
auMellte: 

R' 

—  =  0,000378  ««  +  0,000022  u    (6). 

Dass  übrigens  die  Eytelwein'sche  Formel  (5)  zugleich  mit  seiner 
früheren  Annahme 

_  =  0,000386  t^ 

r 

80  auffallend  übereinstimmt,  trotzdem  dass  letztere  im  Wesentlichen  nur 
aus  den  Messungen  Dubuat's  an  seinem  sehr  kleinen  Versuchscanal  ab- 
geleitet war,  erklärte  Hagen**  in  überzeugender  Weise  durch  einen  ver- 
hängnissvollen Irrthum,  darin  bestehend,  dass  bei  den  Beobachtungen  von 
Brünings  und  Funk  die  GefBille  nicht  wirklich  gemessen,  sondern  von 
Letzterem  auf  Grund  der  früheren  Eytelwein'schen  Formel  in  der  Haupt- 


*  Abhandlungen  der  Könjgl.  Akad.  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1813 
und  1814. 

**  Grundzüge  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  1837,  §.37. 
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Baehe  aagenoBOWB  worden  wira.  Aach  g^gen  dio  tod  Ejtelwein  te- 
nntzten  Woltraan'scheii  Angaben  wniden  später  gegründete  Bedenkoi  ec^ 
boben,^  so  daas  sich  die  Beglaobigang  der  seitherigen  Fonnefai  im  Wesen- 
liehim  aaf  die  nnznreicbendea  Messongen  Dnbnat's  redndrt  fuid. 

Dem  unter  soldien  Umständen  sehr  l&hlbaren  Bedtirfiusse  neuer  ui 
in  grösserem  Maassstabe  angestellter  zoTerlässiger  Beobachtangen  wmde 
erst  vor  massig  hinger  Zeit  entsprochen  Üieils  dorch  die  nach  einer  Bii^ 
tong  hin  schon  im  Torigen  §.  besprochenen  Messungen,  die  in  den  Jahiei 
1850 — 1860  anter  Leitung  yon  Humphreys  und  Abbot  am  MIasiswpyi 
ausgef&hrt  wurden,  theils  durch  umfangreiche  Untersuchungen,  welche  ia 
Auftrage  der  französischen  B^erung  ¥on  1856 — 1864  an&ngs  H.  Darej 
und  später  nach  dessen  Tode  H.  Bazin  leitete.  Je  umfiuigreicher  das  da- 
durch gewonnene  neue  Yersuchsmaterial  ist,  desto  schwieriger  ist  es  fror 
lieh  zu  übersehen  und  rationell  zu  yerwerthen,  so  dass  in  Betreff  der  da^ 
raus  abzuleitenden  Gesetze  und  Formeln  einstweilen  die  Ansichten  der 
Fachmänner  noch  ziemlich  auseinander  gehen. 

Was  zunächst  die  amerikanischen  Messungen*  betrifft,  so  haben  , 
zwar  Humphreys  und  Abbot  der  von  ihnen  aufgesteUten  Formel  eine 
Art  von  rationeller  Ableitung  zu  geben  versucht,  wobei  sie  besonders  t<^ 
der  Annahme  ausgingen,  dass  zwischen  Luft  und  Wasser  (an  der  fiviei 
Oberfläche)  ein  Reibungswiderstand  von  ähnlicher  Art  und  Grösse  aaza- 
nehmcn  sei  wie  zwischen  Wasser  und  Flnssbett;  weil  aber  auch  abgesebei 
hier\'ou  erhebliche  Bedenken  gegen  jene  Ableitung  sich  geltend  madiefi 
lassen,  wie  der  Verf.  an  einem  anderen  Orte**  gezeigt  hat,  so  dass  den 
Resultat  der  fraglichen  Untersuchung  doch  nur  ein  rein  empirischer  Ch^ 
rakter  beizulegen  ist,  so  beschränkt  sich  das  Interesse  auf  die  resultireode 
Formel: 

Fya         /i  1      _\« 


=  ^-  +  -6^*«)  (n 


b  -^  p 

Darin  haben  F,  b,  p^  a,  t«  die  in  §.'  123  festgesetzten  Bedeutungen;  i  irt 
der  durch  die  empirische  Formel  (11)  im  vorigen  §.  ausgedrückte  Coef 
ficient,  m  die  gleichfalls  im  vorigen  §.  bei  Gl.  (16)  daselbst  erklärte  Vä^ 
hältnisszahl,  welche  etwas  >>  1  ist  und  far  den  Mississippi  im  Mittel  =  1,06 


*   Förster' s  Bauzeitung,  1852,  S.  151. 

♦*  Referat  über  Grebenau's  deutsche  Bearbeitung  des  Originalwerks 
von  Humphreys  und  Abbot  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  läge- 
nieure,  Bd.  XIU  (1869),  S.  289,  353  und  481. 


i 
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befanden  wurde,  endlich  n  eine  Coustante,  bestimmt  zu  59,4  nach  ausge- 
füirier  Beduction  auf  daa  Meter  als  hier  durchweg  zu  Grunde  gelegte 
Längeneinheit.  Der  Ausdruck  von  u  als  Function  der  übrigen  Grössen  er- 
fordert nach  Gl.  (7)  die  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung;  wie  der 
Verf.  a.  a.  0.  zeigte,  ist  es  aber  mit  Kücksicht  auf  die  untergeordnete  Be- 
leatung  des  Gliedes  mit  '^ku  vorzuziehen,  aus  jener  Gleichung  zu  folgern: 


u 


fnyn 


1  + 


m 


Vi 


Vm-ol/iys „ 


und  die  Werthe  des  Coefficienten 


C  = 


m 


V» 


1  + 


m 


v\ 


mit    Je  = 


0,2844 


Vr+  0,457 


(9) 


£&r  verschiedene  Werthe  von  r  und  u  tabellarisch  auszurechnen.  Man 
findet  z.  B.  mit  m  =  1,08  und  n  =  59,4  u.  A.  die  in  folgender  Tabelle 
cnthaltonen  Werthe  von  C. 


r  « 


u 
u 
u 
u 


0,5 

1 

1,5 

2 

2,5 


0,25 


7,25 
.7,53 
7,66 
7,75 

7,ao 


0,5 


7,31 
7,59 
7,71 

7,79 
7,84 


8 


16 


7,40 
7,65 
7,76 
7,84 
7,89 


7,50 
7,73 
7,83 
7,90 
7,94 


7,61 
7,80 
7,90 
7,95 
7,99 


7,70 
7,88 
7,95 
8,00 
8,04 


7,80 
7,94 
8,01 
8,05 
8,08 


Sie  sind,  wie  man  sieht,  so  wenig  verschieden,  dass  es  stets  genügen  wird, 
den  mit  einem  angenommenen  Näherungswerth  C^  des  fraglichen  Coeffi- 
cienten berechneten  Näherungswerth  «^  der  mittleren  Geschwindigkeit 
höchstens  ein  mal  zu  corrigiren,  indem  man 

C 


u 


a 


«1 


setzt,  unter  C  den  jetzt  für  r  und  u^  der  Tabelle  zu  entnehmenden  Werth 
des  Coefficienten  verstanden. 

Um  Gl.  (8)  dem  Einflüsse  der  ungenügend  begründeten  Voraussetzung 
eines  an  der  freien  Oberfläche  ebenso  wie  am  Flussbette  wirksamen  Wider- 
Standes  zu  entziehen,  welche  Annahme  zur  Folge  hatte,  dass  der  ganze 
Umfang  =  b  -{-  p  des  Querschnitts  anstatt  des  benetzten  Querprofils  p 
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allein  als  wesentliches  Element  in  der  Gleichung  Torkommt,  kann  man  ini 
Rücksicht  darauf^  dass  nach  den  Messungen  am  Mississippi  im  DorchscfaBitt 

p  =  1,015  h 

* 

war,  statt  GL (8)  auch  setzen:' 

«  = ~  ^  ^  1/  —Va  =  eV  rVa    (10 


-^-W'='^'^' 


\ 


c 

mit     e  —  .—    r  r—_^  zr^      =  0,71   C (11> 

1,015  "'"  ^ 
Von  der  bisher  üblichen  Gl.  (3)  unterscheidet  sich  dann  GL  (10)  immer 

noch  wesentlich  dadurch,  dass  ihrzufolge  u  nicht  Va,  sondern  V^  propor- 
tional wäre.  — 

Die  Beobachtungen  von  Bazin  (von  Darcy  hatten  bis  zu  seinem 
Tode  nur  die  ersten  Einrichtungen  und  Anordnungen  getroffen  werden 
können)  wurden  theils  an  vielen  bestehenden  kunstlichen  Canälen  von  ver- 
schiedenen Formen  und  Beschaffenheiten  angestellt,  theils  und  besonders 
an  einem  bei  Dijon  eigens  zu  diesem  Zwecke  angelegten  Yersuchscaoal 
von  596  Mtr.  Länge,  2  Mtr.  Breite  und  1  Mtr.  Tiefe,  welcher  sein  Was- 
ser aus  dem  Canal  de  Bourgogne  erhielt  und  in  den  Fluss  TOuche  ab- 
fliesscn  liess,  und  welcher  zudem  nach  und  nach  mit  veränderten  Quer- 
schnittsformen und  mit  Wandverkleidungen  aus  verschiedenen  Materialien 
von  thunlichster  Glätte  bis  zu  sehr  rauher  Oberfläche  und  mit  verschie- 
deneu relativen  Gefällen  (von  0,001  bis  0,009)  zum  Zweck  neuer  Be- 
obachtungsreihen hergestellt  wurde.*  Analog  der  Darcy'schen  Formel 
für  den  Leitungswiderstand  von  Röhren  (§.  89,  GL  12)  fand  Bazin  auch 
hier  den  Widerstand  ausdrückbar  durch  die  entsprechende  Formel: 

^    mit    r  =  — , 


={a+  -y 


r         \  rj  p 

also  nach  GL  (2)  die  mittlere  Geschwindigkeit: 


*  Sämmtliche  Messungsresultate  und  daraus  gezogene  Folgenuigeii  sind, 
nachdem  sie  von  der  französischen  Akademie  der  Wissenschaften  geprüft  und 
günstig  beurthellt  worden  waren,  im  Jahre  1865  publidrt  worden  in  dea 
Werke:  „Recherches  hydrauliques,  entreprises  par  Mr.  H.  Darcy,  Inspcctear 
g^n^ral  des  ponts  et  chauss^s,  continn^es  par  Mr.  H.  Basin.'* 
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(12), 


dabei  aber  die  Cocfficienten  a  und  h  ebenso  hier  wie  dort  in  hohem 
Grade  abhängig  von  der  Beschaffenheit  der  Canalwand.  Er  unterschied  in 
dieser  Hinsicht  4  Eategorieen  und  bestimmte  für  dieselben  a  und  h  im 
Mittel  wie  folgt. 

1)  Canäie  in  sorgfältig  gehobeltem  Holz  oder  in  Cement: 

a  =  0,00015     h  =  0,0000045 

2)  Canälo  in  behauenen  Quadersteinen,  in  Backsteinen  oder  ungeho- 
beltem Holz: 

a  =  0,00019     Ä  =  0,0000133  -•''•'" '"^"^ 

3)  Canäie  in  Mauerwerk  von  Bruchsteinen: 

a  =  0,00024     h  =  0,00006 

4)  Canälo  in  Erde:  -!^        *  i      / 

a  =  0,00028     h  =  0,00035 

Was  die  Vergleichung  der  amerikanischen  und  der  franzö- 
sischen  Messungsresultate  betrifft,  so  ist,  wenn  man  von  der  einfachen 
Gleichung  ^ 

u  =  kyi^ (3) 

ausgeht,  beziehungsweise  nach  jenen  und  diesen: 


/fe  =  ^    (Gl.  10)  resp.    k  =  — ^  ^  (Gl.  12). 


-j—    (Gl.  10)  resp.    *  =  — -= 

y^  1/« 


Wenn  nun  auch  der  Umstand,  dass  bei  den  Untersuchungen  am  Mississippi 
ein  Einfluss  der  Beschaffenheit  des  Bettes  auf  den  Coefficienten  c  =  0,71  C, 
also  auf  k  nicht  wahrgenommen  wurde,  durch  die  allzu  geringen  Verschie- 
denheiten erklärlich  ist,  welche  in  dieser  Hinsicht  an  den  verschiedenen 
Beobachtungsstellen  dort  stattfanden,  und  wenn  zwar  auch  nach  Gl.  (10) 
der  Coefficient  k  (wie  die  obige  Tabelle  der  Werthe  von  C  erkennen  lässt) 
zugleich  mit  r  und  zwar  in  demselben  Sinne  sich  et^^as  ändert,  so  ist  doch 
diese  Aenderung  weit  geringer,  als  nach  den  Erfahrungen  von  Bazin; 
besonders  aber  besteht  ein  Gegensatz  zwischen  den  beiderlei  Erfahrungen 
insofern,  als  nach  den  Messungen  am  Mississippi  sich  k  und  das  Gefölle  a 
in  umgekehrtem  Sinne  ändern,  während  Bazin  eine  gleichzeitige  Zu-  und 
Abnahme  von  k  und  a  beobachtete,  wenn  auch  nicht  in  so  bedeutendem 
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Grade,  dass  er  sich  zur  Beracksichtigung  dieser  Beziehung  in  seiner  For- 
mel veranlasst  gesehen  hätte.  Mit  Rücksicht  auf  die  grosse  Yersdiiedei- 
heit  der  Umstände,  unter  denen  die  amerikanischen  und  die  tnamömhen 
Messungen  ausgeführt  wurden,  braucht  indessen  jener  Gegensatz  der  ae 
ihnen  gezogenen  Folgerungen  nicht  einem  Widerspruch  gleich  geachtet  a 
werden;  vielmehr  mag  die  Formel  von  Humphreys  und  Ab  bot  tär  grosse 
Gewässer  mit  massigen  Gefällen  ebenso  zutreffend  sein  wie  die  Bazin'scbe 
Formel  für  kleine  Gewässer  mit  grösseren  GefäUen,  so  dass  diese  zweier- 
lei Beobachtungen  sich  gegenseitig  ergänzen  und  zusammen  berncksiditigt 
werden  müssen,  um  für  den  Coefßcienten  k  der  Gleichung 

u  =  Icyra 

einen  Ausdruck  abzuleiten,  der  allen  vorkommenden  Fällen  voraussiehtlid 
genügend  entspricht.  Dieser  Ausdruck  müsste  den  Einfluss  des  Bauhi^ 
keitsgrades  der  Canalwand  (des  Flussbettes),  des  benetzten  Qnerprofils  r 
(der  Dimensionen  des  Querschnitts)  und  des  Gefälles  a  enthalten,  ni^ 
zwar  in  der  Weise,  dass  k  mit  dem  Rauhigkeitsgrade  in  entgegei- 
gesetztcm  Sinne,  mit  r  in  gleichem  Sinne,  mit  a  aber  wenigstens 
bei  grösseren  Gewässern  in  entgegengesetztem  Sinne  sich  än- 
dert, während  bei  kleinen  Gewässern  diese  letztere  Beziehung  sich  mr 
zukehren  scheint. 

Der  Aufgabe  einer  solchen  Bestimmung  des  Coefficienten  l  haben  die 
Ingenieure  Ganguillet  und  Kutter  in  sehr  gründlicher  Weise  sich  unter- 
zogen*. Indem  sie  dabei  mit  Recht  die  Berücksichtigung  des  Rauhigkeits- 
grades durch  einen  einzigen  Coefficienten  n  vorzogen,  um  so  eine  mebr 
leichte  und  übersichtliche  Interpolation  für  beliebige  Abstufungen  der 
Rauhigkeit  zn  ermöglichen,  als  es  vermittels  der  Bazin'schen  Formel  (IS) 
in  Ermangelung  einer  Beziehung  zwischen  den  beiden  variablen  Coeffi- 
cienten a  und  h  geschehen  konnte,  fanden  sie  für  Metermaa^ 

1  +  23+^ 


^(23  +  0,00155)    » 


*  Versuch  zur  Aufstellung  einer  neuen  allgemeinen  Formel  für  die  gleich- 
förmige Bewegung  des  Wassers  in  Ganälen  und  Flüssen,  gestützt  auf  die  Re- 
sultate der  iu  Frankreich  vorgenommenen  umfangreichen  und  sorgfaltigen  U^te^ 
suchungen  und  der  in  Nordamerika  ausgeführten  grossartigen  StronunessoogeD 
Von  E.  Ganguillet  und  W.  R.  Kutter,  Ingenieure  in  Bern.  Zeitschrift  des 
österreichischen  Ingenieur-  und  Architekten- Vereins,  1869. 
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w^onach  in  der  That  h  und  n  stets  in  entgegengesetztem,  h  tund  r  in 
gleichem  Sinne  sich  ändern,  während  die  Aenderungen  von  h  und  a  in 
entg^engesetztem  oder  gleichem  Sinne  stattfinden,  jenachdem  r  ^  1  Mtr. 
oder  <C  1  Mtr.  ist  In  Betreff  des  Rauhigkeitsgrades  werden  6  Haupt- 
k&tegorieen  unterschieden  mit  den  folgenden  Mittelwerthen  von  n. 

1)  Canälo  von  sorgfältig  gehobeltem  Holz  oder  mit  glatter  Co^ientvcr-' 
kleidung:  n  =  0,010. 

2)  Canäle  von  gewöhnlichen  Brettern:  n  =  0,012. 

3)  Canäle  von  behauenen  Quadersteinen  oder  gut  gefügten  Backsteinen: 
n  =  0,013. 

4)  Canäle  von  Bruchsteinen:  n  =  0,017. 

5)  Canäle  in  Erde,  natürliche  Bäche  und  Flüsse:  n  ===  0,025. 

6)  Gewässer  mit  gröberen  Geschieben  oder  mit  Wasserpflanzen :  n = 0,030. 

Ganguiljet  und  Kutter  prüften  schliesslich  ihre  Formel  für  u  mit 
Hfüfe  von  210  verschiedenen  Messungsresultatcn  und  fanden,  dass  dabei 
die  Zahlen  der  Fälle,  in  denen  beziehungsweise  die  Formel  von  Hum- 
phroys  und  Abbot,  die  Bazin'sche  Formel  und  ihre  eigene  (bei  schick- 
licher Annahme  von  n  gemäss  obigen  Anhaltspunkten)  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit am  wenigsten  abweichend  von  der  Beobachtung  ergaben,  sich 
wie  9:  21:  70  verhielten,  während  die  absoluten  Werthe  der  Abweichungen 
im  Durchschnitt  resp.  90,  13  und  4  Procent  des  beobachteten  Werthes 
von  u  betrugen.  Selbst  die  Beobachtungen  am  Mississippi  werden  durch 
Gl.  (13)  beteer  ausgedrückt,  als  durch  die  Formel  von  Humphreys  und 
Abbot 

Zur  Erleichterung  des  Gebrauchs  von  Gl.  (13)  haben  Ganguillet 
und  Kutter  die  Werthe  von 

1    ,    „^    ,    0,00155        ^    ^        /  ^    ,    0,00155\ 

»  = h  23  +  — und    *  =  (  23  +  — ]n , 

«  a  \  a      J 

womit  dann 

*= ^T <!*) 

gefunden  wird,  für  verschiedene  Gefälle  und  die  den  obigen  6  Hauptkate- 
gofieen  entsprechenden  Werthe  von  n  in  Tabellen  zusammengestellt,  welche 
hier  auszugsweise  mitgetheilt  werden  mögen. 
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«     • 


a 


0,0001 

0,0002 

0,0003 

0,0004 

0,0005 

0,0006 

0,0007 

0,0008 

0,0009 

0,001 

0,002 

0,003 

0,004 

0,005 

0,006 

0,007 

0,008 

0,009 

0,01 

0,1 


n  =  0,010 


138,5 
130,7 
128,2 
126,9 
126,1 
125,6 
125,2 
124,9 
124,7 
124,5 
123,8 
123,5 
123,4 
123,3 
123,3 
123,2 
123,2 
123,2 
123,1 
123,0 


0,385 
0,307 
0,282 
0,269 
0,261 
0,256 
0,252 
0,249 
0,247 
0,245 
0,238 
0,235 
0,234 
0,233 
0,233 
0,232 
0,232 
0,232 
0,231 
0,230 


n  =-  0,012 


a 


121,8 
114,1 
111,5 
110,2 
109,4 
108,9 
108,5 
108,3 
108.0 
107,9 
107,1 
106,8 
106,7 
106,6 
106,6 
106,5 
106,5 
106,5 
106,5 
106,3 


0,462 
0,369 
0,338 
0,320 
0,313 
0,307 
0,302 
0,299 
0,297 
0,295 
0,285 
0,282 
0,281 
6,280 
0,279 
0,279 
0,278 
0,278 
0,278 
0,276 


n  =  0,013 


a 


0,017 


115,4 

0,500 

107,7 

0,400 

105,1 

0,366 

103,8 

0,349 

103,0 

0,339 

102,5 

0,332 

102,1 

0,328 

101,8 

0,324 

101,6 

0,321 

101,5 

0,319 

100,7 

0,309 

100,4 

0,306 

100,3 

0,304 

100,2 

0,303 

100,2 

0,302 

100,1 

0,301 

100,1 

0,301 

100,1 

0,301 

100,1 

0,301 

99,9 

0,299 

97,3 
89,6 
87,0 
85,7 
84,9 
84,4 
84,0 
83,8 
83,5 
83,4 
82,6 
82,3 
82,2 
82,1 
82,1 
82,0 
82,0 
82,0 
82,0 
81,8 


^    I 


0,654 

0,5:23 

0,4T9 

0.457 

0,444 

0,435  . 

0,428 

0,424 

0,420 

0,417 

0,404 

0,400 

0,398 

0,3% 

0,395 

0,395 

0,394 

0,394  . 

0,393 

0,391 


er 


n  =  0,025 


a 


0,00001 

0,000015 

0,00002 

0,000025 

0,00003 

0,000035 

0,00004 

0,00005 

0,00006 

0,00007 

0,00008 

0,00009 

0,0001 

0,00015 

0,0002 

0,0003 


218,0 

166,3 

140,5 

125,0 

114,7 

107,3 

101,7 

94,0 

88,8 

85,1 

82,4 

80,2 

78,5 

73,3 

70,7 

68,2 


n  =-  0,030 


4,450 
3,157 
2,512 
2,125 
1,867 
1,682 
1,544 
1,350 
1,221 
1,128 
1,059 
1,005 
0,962 
0,833 
0,769 
0,704 


a 


211,3 

159,7 

133,8 

118,3 

108,0 

100,6 

95,1 

87,3 

82,2 

78,5 

75,7 

73,6 

71,8 

66,7 

64,1 

61,5 


5,340 
3,790 
3,015 
2,550 
2,240 
2,019 
1,852 
1,620 
1,465 
1,354 
1,271 
1,206 
1,155 
1,000 
0,922 
0,845 


»  ^  0,025 


a 


n  =  0,030 


0,0004 

66,9 

0,0005 

66,1 

0,0006 

65,6 

0,0007 

65,2 

0,0008 

64,9 

0,0009 

64,7 

0,001 

64,5 

0,002 

63,8 

0,003 

63,5 

0,004 

63,4 

0,005 

63,3 

0,006 

63,3 

0,007 

63,2 

0,008 

63.2 

0,009 

63,2 

0,01 

63,1 

0,672 
0,652 
0,640 
0,630 
0,623 
0,618 
0,614 
0,594 
0,588 
0,585 
0,583 
0,581 
0,580 
0,580 
0,579 
0,579 


60,2 
59,4 
58,9 
58,5 
58,3 
58,0 
57,9 
57,1 
56,8 
56,7 
56,6 
56,6 
56,5 
56,5 
56,5 
56,5 


0,806 
0,783, 
0,767 
0,756 
0,748 , 
0,741  „ 
0,736 
0,713  • 
0,705 
0,702  > 
0,699 
0,698  il 
0,696. 
0,696  5 
0,695 1 
0,694' 
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Zu  einem  wesentlich  anderen,  mehr  an  Gl.  (10)  sich  anschliessenden, 
indessen  die  Abweichung  derselben  von  der  ursprünglichen  Ol.  (3)  nodi 
Ekbertreffenden  Resultat  gelangte  Hagen  in  der  schon  im  vorigen  §.  be- 
sprochenen Abhandlung*  Auf  Grund  einer  kritischen  Sichtung  des  vor- 
handenen Beobachtungsmaterials,  wobei  übrigens  nur  die  Messungen  an 
natürlichen  Flüssen  und  an  Canälen  mit  Erdwänden  berücksichtigt 
werden  (die  bedeutenden  Abweichungen  der  Messungen  an  Can&len  mit 
anders  gearteten  Wänden,  welche  von  Bazin  dem  Einflüsse  der  Ober- 
flächenbeschaffenheit zugeschrieben  wurden,  scheinen  Hagen  Veranlassung 
zn  geben,  diese  Messungen  fQr  weniger  zuverlässig  zu  halten),  legte  Hagen 
im  Ganzen  66  Beobachtungen  zusammengehöriger  Werthe  der  Grössen  r, 
a,  u  seiner  Untersuchung  zu  Grunde,  nämlich: 

A.  19  Beobachtungen  von  Humphreys  und  Abbot  in  amerikanischen 
Strömen  und  Canälen; 

B.  16  Beobachtungen,  angestellt  unter  Leitung,  von  Brünings  1790 — 92 
in  den  Niederlanden,  wobei  allerdings  die  Gefälle,  welche  bei  jenen 
im  Uebrigen  sehr  zuverlässig  erscheinenden  Beobachtungen  nicht  mit 
gemessen  wurden,  so  in  Bechnung  gebracht  worden  sind,  wie  sie  heu- 
tiges Tages  in  denselben  Stromstrecken  bei  gleichen  Wasserständen 
(nach  Mittheilungen  des  Chefs  des  niederländischen  Wasserbaues  Hrn. 
Conrad)  sich  darstellen; 

C.  11  Beobachtungen  an  der  Seine  in  Paris,  angestellt  unter  Leitung 
von  Poir6e; 

D.  20  Beobachtungen  an  den  Rigolen  Chazilly  und  Grosbois,  welche 
der  Scheitelstrecke  des  Canals  von  Bourgogne  das  Wasser  zufahren. 
Ausgehend  von  der  angenommenen  Formel 

setzte  Hagen  der  Keihe  nach  a:  =  ^j?  Va?  ^/a»  Vö»  ^/e?  V?»  Vs  ^^^  ^®" 
stimmte  jedesmal  und  für  jede  der  4  Beobachtungsgruppen  A,  B,  C,  D  den 
wahrscheinlichsten  Werth  des  Coefficienten  ä,  sowie  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Differenzen  zwischen  den  beobachteten  und  den  mit  jenem  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  h  nach  der  Formel  berechneten  Werthen  von  u. 
Diese  Fehlerquadratsummen  ergaben  sich  am  kleinsten 

im  FaUe  A     B     C     D 

fÖra;=    Vß    Vs    Ve    'U 


*  Ueber  die  Bewegung  des  Wassers  in  Strömen.    Aus  den  Abhandlungen 
der  Königl.  Akademie  der  WiBsenschaften  zu  Berlin,  1868. 
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Wenn  hiernach  der  wahrscheinlichste  Werth  von  x  =  ^1^  \n&  \n 
sein  schien,  so  mnssten  doch  auch  die  betreffenden  Werthe  \on  h  ¥» 
sichtlich  ihrer  mel^r  oder  weniger  guten  Uebereinstimmang  anter  sich  lir 
die  4  Fälle  A,  B,  G,  D  zugleich  berücksichtigt  werden.  Diese  Weitfae 
von  b  (bei  Voraussetzung  des  rheinländischen  Fnssmaasses  hinsichUidi  r 
und  u)  sind  für  x  =  ^/^  bis  V?  (^  =  Vs  ^^^  ^^^  ^  Falle  B  zngieiii 
versuchsweise  angenommen  worden)  in  der  folgenden  Zusammenstennuf 
enthalten. 


1/ 

125,7 

102,5 

94,80 

50,19 

1/ 

22,64 

22,75 

20,84 

14,52 

1/ 

9,79 

10,48 

9,94 

7,83 

1/ 

5,95 

jß,72 

6,36  ^ 

5,41 

1/ 

4,28 

4,96 

4,73 

4,23 

1/ 

3,39 

4,00 

3,81 

3,55 

0,344 
0,110 
0,046 
0,026 
0,018 
0,016 


Die  letzte  Colnmne  enthält  die  Summen  der  Quadrate  der  verbältaiss- 
massigen  Abweichungen  der  je  4  Werthe  h  von  ihrem  arithmetischen  Mit- 
tel J';  dieselbe  ist  zwar  für  a?  =  ^/^  am  kleinsten,  jedoch  ^t  x  =  V« 
nur  so  wenig  grösser,  dass  mit  Rücksicht  zugleich  auf  die  vorhergehende 
Bestimmung  des  relativ  wahrscheinlichsten  Werthes  von  x  nun  schliessiicb 

6 

gesetzt  werden  konnte.  Zur  endgültigen  Berechnung  des  Gcefficienten  i 
wurden  dann  alle  66  einzelnen  Beobachtungen  der  4  Gruppen  als  gleicfa- 
werthig  zu  Grunde  gelegt,  und  zwar  gemäss  der  Bedingung,  dass  die  Summe 
der  Quadrate  der  verhältnissmässigen  Fehler  ein  Minimum  sei.  So 
ergab  sich  für  rheinländisches  Fussmaass  h  =  4,329  mit  einem  wahr- 
scheinlichen Fehler  =  0,048,  entsprechend  einem  wahrscheinlichen  Fehler 
der  Geschwindigkeit  =  0,0896  ihres  wahren  Werthes.  Hiemach  wäre 
für  Metermaass  zu  setzen  : 


G 


u 


=  2,425  YrYa (16). 

Um  dieselben  66  Beobachtungen,  welche  dieser  Formel  zu  GmiKle 
liegen,  auch  mit  der  Formel  von  Ganguillet  und  Kutter  zu  vergleichen, 
d.  h.  den  wahrscheinlichen  Fehler  zu  bestimmen,  mit  welchem  Gl.  (13)  hei 
entsprechender  Wahl  des  Coeffidenten  n  jenen  66  Beobachtungen  ange- 
passt  werden  kann,  sei  zur  Abkürzung 
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0,00155      j_j«_.    ^_1 
SO  ist  nach  Gl.  (13) 

Setzt  man  nun  vorläufig  x  =  Xq  nach  Schätzung,  so  ist,  unter  m  ^=  QQ 
die  Zahl  der  Beobachtungen  verstanden, 

ein  schon  etwas  corrigirter  Werth  von  x,  und  wenn  die  demselben  nach 
Gl.  (16)  entsprechenden  Näherungswerthe  von  u  mit  «^  bezeichnet  werden, 
so  ist,  unter 

X  =  x^  +'g 

einen  weiter  corrigirten  Werth  von  x  verstanden,  mit  Rücksicht  auf  die 
Kleinheit  von  g  zu  setzen: 

Der  wahrscheinlichste  Werth  von  g,  verstanden  analog  der  Hagen' sehen 
Rechnung  als  derjenige,  durch  welchen  die  Summe  der  Quadrate  der  ver- 
hältnissmässigen  Fehler  möglichst  klein,  d.  h. 

fu  —  u^  —  ^v^y 
2ä  I ^  1    =  mtn. 

wird,  ist  nun  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

und  liefert  als  (angenähert)  wahrscheinlichsten  Werth: 

^  /«  -  «,  rA 


a?  =r  a?i  +  g  =  ÄJi  + 


fö) 


2 


du*  ,/ —     d    f      sr.  -X-  d\ 

(a  —  b)b 


1  + 


yra. 


Werden   dann  endlich  die  mit  dem  so  bestimmten  Werth  von  x  nach 
Gl.  (16)  berechneten  Werthe  von  «  mit  u  bezeichnet  zum  Unterschiede 
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von  den  Beobachtungswerihen  «,  so  ist  nach  den  Principien  der  Metiiote 
der  kleinsten  Quadrate  der  wahrscheinliche  verhältnissmässige  Fehler  r, 
womit  die  beobachteten  Werthe  von  u  =  u  gesetzt,  d,  h.  durch  GL  {\i\ 
ausgedrückt  werden  können: 


i/fM.'. 


r  =  0,6745    , 

m  —  1 

Auf  diese  Weise  und  indem  vorläufig  (entsprechend  »  =  0,025] 
x^  =  40  gesetzt  wurde,  ergab  sich  ar^  =  39,22,  dann  §  =  —  3,31,  abo 
x  =  39,22  —  3,31  =  35,91   (entsprechend  w  =  0,0278),  r  =  0,l23w 

u  —  u  -. 

Wären  die  66  verhältnissmässigen  Fehler  =  genau  nach  dem  Ge- 

setz  der  Wahrscheinlichkeit  vertheilt  gewesen,  so  hätten  absolut  genommeB 
33  derselben  <C  0,123  und  ebenso  viele  >  0,123  sein  müssen,  während 
thatsächlich  38  derselben  kleiner  und  nur  28  grösser  als  0,123  sich  e^ 
gaben  in  Folge  des  Umstandes,  dass  unter  den  66  Beobachtungen  sieb 
etwa  6  befinden,  deren  Abweichungen  von  GK(16)  vorzugsweise  gross  sind, 
so  dass  sie  den  resultirenden  wahrscheinlichen  Fehler  r  in  überwiegende» 
Grade  bedingen.  Bei  Ausschluss  dieser  vielleicht  weniger  zuvcrlässigea 
Beobachtungen,  wozu  eine  genügende  Rechtfertigung  freilich  nicht  T0^ 
liegt,  wäre  r  wesentlich  kleiner  gefunden  worden. 

Wenn  nun  auch  zuzugeben  ist,  dass  den  fraglichen  66  Beobachtungen 
die  Hagen'sche  Gleichung  (15)  besser  entspricht,  als  die  Gleichung  (I3i 
von  Ganguillet  und  Kutter  bei  angemessener  Wahl  von  n^  indem  der 
wahrscheinliche  Fehler  für  jene  nur  etwa  ^/^  so  gross  ist  wie  für  diese, 
so  muss  doch  berücksichtigt  werden,  dass  diese  letztere  Formel  eine  gaai 
allgemeine  Gültigkeit  beansprucht,  während  Hagen  seine  Formel  doch  nur 
der  oben  unter  5)  genannten  Hauptkatcgoric  (Canälc  in  Erde,  natürliche 
Bäche  und  Flüsse)  und  zwar  für  Gefälle  <  0,001  angepasst  hat  Bei  der- 
selben Einschränkung  wäre  die  Formel  von  Ganguillet  und  Kutter  in 
der  Form  zu  schreiben  gewesen: 


^  +  tf  +  — 


u  =  X 


•+(»+^)Ä 


^  V^  =  /(«.y,«) (17). 


unter  x^  =  35,91,  y^  =  23,  x^  =  0,00155  nur  angenäherte  Wertiic  m 

^  =  ^  +  S,    y=^yi  +  ^,    «  =  »!  +  £ 
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rerstanden,  und  wenn  dann  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Correc- 
üonen  g,  7/,  g  mit  u^  z=zf(x^^  Vu  h)  gemäss  der  Gleichung 

auf  Grund  jener  66  Beobachtungen  berechnet  würden,  so  ist  es  kaum 
fraglich,  dass  dadurch  ein  noch  besserer  Anschluss  derselben  an  Gl.  (17), 
als  an  Gl.  (15)  erzielt  würde.    Diese  zeitraubende  Rechnung  ist  hier  unter- 
lassen worden,  weil  mit  Bücksicht  auf  die  mannigfach  yerschiedenen  Wasser- 
leitungen zum  Betriebe  hydraulischer  Kraftmaschinen  eine  möglichst  all- 
gemeine, wenn  auch  im  Einzelnen  vielleicht  weniger  genau  zutreffende 
Gültigkeit  der  Formel  wichtig  ist.    Zu  diesem  Zwecke  scheint  einstweilen 
die  Formel  von  Ganguillet  und  Kutter  am  meisten  empfehlenswerth.  — 
Bei  der  Aehnlichkeit  der  Einflüsse,  denen  das  in  einer  Röhre  und 
das  in  einem  Canal  fliessende  Wasser  ausgesetzt  ist,  würde  es  am  nächsten 
liegen,  in  Betreff  der  allgemeinen  Form  des  in  Rede  stehenden  Abhängig- 
keitsgesetzes von  dem  Ausdrucke  der  specifischen  Leitungswiderstandshöhe 
B^  auszugehen,  welcher  nach  §.  90  sowohl  empirisch  wie  auch  theoretisch 
für  die  Bewegung  in  Röhren  sich  befriedigend  bewährt  hat,  indem  darin 
nur  der  mittlere  Halbmesser  r  an  die  Stelle  der  Röhrenweite  d^  also  nach 
§.  90,  Gl.(l) 

r  r^ 

gesetzt  wird,  unter  a  und  h  Coefficienten  verstanden,  von  denen  der  erstere 
besonders  mit  dem  Rauhigkeitsgrade  der  Canalwand  wächst.  Mit  Rücksicht 
anf  die  den  gleichförmigen  Beharrungszustand  charakterisirende  Gl.  (1): 
^1  =  «  würde  daraus  folgen: 

a  =[a  -\ I  — ;     u  = 

\  ur/   r 


oder    u  =  k  |/ra    mit    k  = 


\/^+ 


ur 

entsprechend  am  meisten  der  Bazin'schen  Formel  (12)  mit  der  Modifi- 
cation,  dass  dadurch  zugleich  die  von  Bazin  beobachtete  gleichzeitige  Zu- 
and  Abnahme  von  k  und  o,  also  auch  von  k  und  u  zum  Ausdruck  gebracht 
wäre.  Dass  aber  eine  solche  Beziehung  von  k  und  a  bei  grösseren  Ge- 
wässern (nach  Ganguillet  und  Kutter  fürr>>l  Mtr.)  in  umgekehrtem 

G  r  A  s  h  of ,  theoret.  HaschinenlelLre.    I.  47 
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Sinne  stattfindet,  wfirde  in  dieser  Formel  nicht  ausgedrackt  aeiii,  es  80 
denn  dass  dem  Coefficient  h  eine  theoretisch  kanm  zn  begründende  eit- 
sprechende  Abhängigkeit  von  r  und  a  zugeschrieben  wird.  — 

Bei  der  Benutzung  aller  hier  mitgetheilter  Formeln  moss  man  fthri- 
gens  stets  berücksichtigen,  dass  sie  aus  solchen  Beobachtungen  abgeleitet 
sind,  bei  denen  das  Querprofil  des  Canals  resp.  Flussbettes  eine  möglickst 
einfache  und  regelmässige  Form  hatte  der  Art,  dass  von  beiden  Seiten  itb 
gegen  eine  gewisse  mittlere  Stelle  hin  die  Wassertiefe  stetig  zunimmt  oder 
zuerst  zunimmt  und  dann  gleich  bleibt,  so  dass  einer  stetigen  Erbe- 
bung des  Wasserquerprofils  eine  stetige  Zunahme  nicht  nor 
des  Querschnittes  F^  sondern  auch  des  benetzten  Querprofilsf 
entspricht.  Letzteres  ist  z.  B.  nicht  der  Fall,  wenn  das  Qnerprofil  des 
Canals  eine  gebrochene  Linie  mit  verschiedenen  horizontalen  Streckefi 
ist;  Fig.  49  zeigt  die  Hälfte  eines  solchen  in  Beziehung  auf  die  mittlere 
Senkrechte  A^Bq  symmetrisch  vorausgesetzten  Querprofils.    Steigt  dabei 

Fiff.  49.  das  Wasser  über  die  Horizontale 

^v    f"" -^ :z>.  BBq^  so  dass  es  eben  an&ngt,  die 

^  ^- 'A  horizontalen  Strecken  BC  desCa- 

^j  ^^  nals  auf  beiden  Seiten  des  mitt- 

'^  l     leren  und  tieferen  Theils  xa  über 

fluthen,  so  nimmt,  während  F  nur  allmählig  zu  Vachsen  fortfiLhrt,  p  plötz- 
lich um  eine  endliche  Grösse  zu,  also  r  um  eine  endliche  Grosse  ab,  asd 
es  würden  alle  obige  Formeln  den  offenbar  unrichtigen  Schluss  ergeben, 
dass  auch  die  mittlere  Geschwindigkeit  u  und  die  Wassermenge  Q  =  jFW 
beim  Steigen  des  Wassers  über  BBq  hinaus  plötzlich  abnehmen,  wenn  man 
nämlich  nach  wie  vor  die  Formeln  auf  den  ganzen  Wasserqnerschnitt 
bezöge.  Letzteres  ist  deshalb  in  solchem  Falle  unzulässig,  und  moss  viel- 
mehr der  Querschnitt  in  gesondert  zu  betrachtende  Theile  zerlegt  werden 
durch  Senkrechte  an  den  Stellen,  wo  die  Stetigkeitsunterbrechung  des  be- 
netzten Querprofils  stattfindet,  bei  Fig.  49  durch  die  Senkrechten  BS^, 
wenn  I>Dq  das  Querprofil  des  Wassers  ist.    Setzt  man  dann  im  vorliegenden 

Specialfalle 

A^B,  =  AA'  =a,,     B^J),=  BB'  =  CfT  =  a^, 

A^A  =  Ä„     BC=  *a,     Winkel  BAA!  =  DCt^  =  ß, 

so  ist  Fi  =  2,AqABB'J)q=  a^(2hi  +  (^i^ffß)  +  '2a^ihi  +  a^t^ß' 

Pi=  2(^1  +  a^sfcß) 
'  F^=  2.  BCDB'  =  flj  (2^2  +  a^  ig  ß) 
Pi-^  2(^2  +  a^secß) 
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und 

man  findet: 

^1 

dazu  k  — 

■■h 

nach  61. 

.(14)  und 

«1- 

--K^fr,a 

Pi 

„  i- 

^ 

w 

51 

^^     -19 

«8  — 

hV^ia, 

endlich  die  WassenneDge  Q 

^1«! 

+ 

^»«», 

wogegen  Q  z=z  Fu  wesentlich  zu  klein  gefunden  würde,  wenn  man  dabei 

-F  =  -Fj  +  ^j,  I?  =  /?i  4^  ^j,  r  =  —    und    «  =  ^  l/rä  mit  k  ent- 

sprechend  r  nach  Gl.  (14)  setzen  wollte,  und  zwar  um  so  mehr  zu  klein, 
je  kleiner  a^  im  Vergleich  mit  a^  und  je  grösser  h^  im  Vergleich  mit  h^ 
ist,  weil  um  so  mehr  dann  diese  letztere  Berechnungsweise  einen  offenbar 
nnmöglichen  wesentlich  yerzögemden  Einfluss  des  über  den  Seitentheilen 
BC  des  Canalbodens  langsamer  fliessenden  auf  das  im  mittleren  Theile 
schneller  fliessende  Wasser  voraussetzen  würde.    Z.  B.  mit 

4  5 

^  =  1,5,     «8  =  0,3,     h^  =4,     h^=  10,     tgß  =   ^ ,     secß  =    - 

wäre  F^  =  18,6,    pj^  =  13,     r^  =  1,4308 

F^  =  6,12,     p^=  21,     rg  =  0,2914 

und  dazu  nach  Gl.  (13)  und  (14)  mit  a  =  0,0005  und  dem  Rauhigkeits- 
grade n  =  0,025: 

k^  =  42,78,    Wi  ::--:  1,144;     k^  ^  29,94,    u^  ^  0,361 

Q  rrrr   F^U^    ~\-    F^U^  r=.    21,28    +    2,21    rr=    23,49, 

wogegen  mit 

^=^1  +  ^2=24,72,    p=p,  +  Pi=M,     r  =  0,7271 

;t  =  87,46,     u'^  0,714,     0  =  2^1«^  17,66 

wesentlich  zu  klein  gefunden  würde.  Wäre  die  Höhe  ag  noch  kleiner,  als 
0,3  Mtr.  angenommen  worden,  so  hätte  sich  nach  der  letzteren  Rechnungs- 
weise- die  Wassermenge  Q  sogar  kleiner  ergeben  können,  als  für  a^  =  0, 
d.  h.  kleiner  als  die  Wassermenge  =  14,82  Cubikm.,  welche  durch  den 
bordvollen  mittleren  Theil  des  Canals  allein  bei  a  =  0,0005  pro  See. 
fiiessen  würde.  — 

Während  durch  den  hier  besprochenen  Umstand  die  Gültigkeit  der 
aufgestellten  Formeln  beschränkt  wird,  ist  jedoch  andererseits  ein  con- 
stantes  relatives  Gefälle  a  zur  Gültigkeit  derselben  nicht  unbedingt  nöthig. 
Sie  beruhen  nämlich  wesentlich  nur  auf  der  Voraussetzung  eines  gleich- 
fDnnigen  Beharrungszustandes,  charakterisirt  durch  die  Gl.  (1):  B^^  =  a. 
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wobei  F  nnd  u  f&r  alle  Qaeredmitte  der  betreffenden  Canabtreeke  ^toA 
sind.  Letzteres  ist  nun  freilich  bei  genan  cylindrischer  Form  des  Ciaik 
nnr  dann  mdglicb,  wenn  auch  p^  folglich  r  und  a  für  aDe  QnerschiifiSt 
gleich  sind;  bei  nicht  cylindrischer  Fonn  kann  dagegen  F  Obenül  ^€id 
sein  anch  ohne  Gleichheit  von  p,  also  r  nnd  a,  nnd  ist  dann  zur  GUA 
f5rmigkeit  der  permanenten  Bewegung,  also  znr  Gültigkeit  der  Fonodi 
(mit  der  obigen  im  Anschlüsse  an  Fig.  49  besprochenen  Einachr&Bknuii 
nur  eine  gleichzeitige  nnd  solche  Aendemng  Ton  p  nnd  o,  also  von  r  lai 
a  von  einem  zum  anderen  Querschnitte  erforderlich,  dass  /(r,a)  in  sDa 
denselben  Werth  hat,  unter  /(r,  d)  jene  Function  yon  r  und  a  Terstsndeib 
welche  gemäss  der  betreffenden  Formel  die  mittlere  Geschwindigkeit  ki 
gleichförmigem  Beharrungszustande  liefert. 

Wenn  freilich  die  ganze  im  Canal  fliessende  Wassermasse  nicht  ?» 
qrlindrischer  Gestalt  und  somit  die  Yerbindungslinie  des  Schwerpunktes  S 
irgend  eines  Querschnittes  F  mit  dem  Schwerpunkte  8^  des  in  der  ob- 
endlich  kleinen  Entfernung  ds  stromabwärts  gelegenen  Querschnittes  Fi 
gegen  den  Horizont  unter  einem  Winkel  ö  geneigt  ist,  der  von  dem  A^ 
hang  a  der  freien  Wasseroberfläche  an  dieser  Stelle  Terschieden  sein  kau. 
so  ist  die  von  der  Schwere  herrührende  bewegende  Kraft  der  zwischai 
F  und  Fl  enthaltenen  Wassermasse  =  yFds.ö^  also  dieselbe  pro  1  Kgr. 
Wasser  und  soi&it  auch  deren  Arbeit  für  die  Längeneinheit  des  Csails 
nicht  =  a,  sondern  =  o,  so  dass  es  zweifelhaft  erscheinen  könnte,  ok 
die  Gleichförmigkeit  des  Beharrungszustandes  nach  wie  vor  dorch  die 
Gleichung:  ^^  =  a  in  der  That  charakterisirt  ist.  Allein  in  einem  solebei 
Falle  wären  auch  die  Pressungen  in  den  Querschnitten  F  und  jP|  im  All- 
gemeinen nicht  einander  gleich,  und  würde  die  bewegende  Kraft  der  z^isckei 
F  und  F^  befindlichen  Wassermasse  nicht  nur  in  der  nach  SS^  gerichteten 
Componente  ihrer  Schwere,  sondern  ausserdem  in  dem  Ueberscfausse  der 
Pressung  in  F  über  dieselbe  in  JF\  bestehen.  Betrachtet  man  irgend  ein 
prismatisches  Element  dieser  Wassermasse,  welches  sich  vom  Fläcfaeih 
Clement  dF  des  Querschnitts  F  bis  zum  Querschnitte  F^  erstreckt  I&ogs 
dem  Bogenelemente  da  einer  Bahn,  die  an  dieser  Stelle  unter  dem  Winkel 
g)  gegen  den  Horizont  geneigt  sein  mag,  so  ist  die  nach  der  Bahn  gencb- 
tete  bewegende  Kraft  dieses  Wasserelementes,  bestehend  aus  der  betref- 
fenden Componente  der  Schwere  und  dem  Ueberschuss  der  Pressung  aif 
die  Hinterfläche  dF  über  dieselbe  auf  die  Vorderfläche  dF,  mit  Rücksicht 
auf  §.  124,  GL  (5) 


ydFdfi.fp  +  dF 


—  \P  +   A.   ^' 
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=  dFdsijg)  —  j^)=  ydFds.a^ 


Iso  doch  wieder  nur  bedingt  durch  den  Abhang  der  freien  Wasserober- 
lache.  Dämlich  pro  1  Kgr.  Wasser  allgemein  =  a. 

Diese  Bemerkung  ist  namentlich  auch  wichtig  für  die  spätere  Unter- 
^tichung  einer  ungleichförmigen  permanenten  Bewegung,  da  für  diese  die 
xl.  (5)  in  §.  124  und  folglich  auch  die  daraus  gezogene  Folgerung  in  glei- 
sher  Weise  gültig  ist 


§.  127.  Tersehiedene  Aufgaben. 

Wenn  das  Querprofil  eines  Canals  gegeben  ist,  so  sind  durch 

die  Höhenlage  des  Wasscrquorprofils  eines  Querschnitts  auch  der  Inhalt 

F 
=  -F,  das  benetzte  Querprofil  =  p  und  der  mittlere  Radius  r  =  —  des- 

P 

selben  bestimmt.    Nimmt  man  etwa  eine  gewisse  Horizontale  HqIIq=  ^^ 

(Fig.  50)  in  demselben  so  an,  dass  jedes  in  Betracht  kommende  Querprofil 

Fig.  60.  Kffdes  Wassers  höher  liegt, 

•^  jf' ir^     Xj  und  bezeichnet  mit  F^  den 

Inhalt,  mit  p^  das  benetzte 
Querprofil  des  unter  S^K^ 
j5^  liegenden    Querschnitts,    so 

kann  in  der  Regel  zur  Berechnung  des  Inhalts  =  F  und  des  benetzten 
Querprofils  =  f  eines  anderen  Querschnitts,  dessen  Wasserquerprofil  HK 
um  HqH*  =  h  höher  liegt,  als  SqSq^  das  beiderseits  hinzukommende 
Stack  H^H  des  benetzten  Querprofils  als  gerade  Linie  und  der  Neigungs- 
winkel KH^E*  derselben  gegen  die  Lothrechte  als  unabhängig  von  h  be- 
trachtet werden,  so  dass,  wenn  dieser  Winkel  (im  Mittel)  auf  der  einen 
Seite  =  ft ,  auf  der  anderen  =  jS,  ist, 

i^  =  i^o  4-  ^0  +  I  ^^{^9h  +  ^^2) 

ist    Indem  somit  F^  p,  r  durch  h  bestimmt  sind,  können  mit  Rücksicht 

auf  die  Gleichung 

Q  =  Fu (2) 

und  die  im  yorigen  §.  besprochene  Gleichung 

u  =  fir,a)    (3), 
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unter  /  ein  Fnnctionszeichen  verstanden,  6  Aufgaben  unterschieden  werden. 
jenachdem  nämlich  verschiedene  zwei  der  4  Grössen 

h     a     u     Q 

gegeben  sind  und  die  übrigen  gesucht  werden.    Wenn  gegeben  sind: 

1)  h  und  a,  so  findet  man  u  aus  (3),  dann  Q  aus  (2), 

2)  h  und  u,  so  findet  man  Q  aus  (2),  a  aus  (3), 

3)  h  und  Q,  so  findet  man  u  aus  (2),  dann  a  aus  (3), 

4)  a  und  t«,  so  findet  man  h  aus  (3),  dann  Q  aus  (2), 

5)  a  und  Q,  so  ergiebt  sich  h  aus  der  Gleichung: 

Q  =  Ff(r,a\ 
dann  u  aus  (2)  oder  (3), 

6)  u  und  Q,  so  findet  man  h  aus  (2),  dann  a  aus  (3). 

Die  meisten  dieser  Aufgaben  erfordern  eine  indirecte  Lösung  dorck 
successive  Näherung,  wenn  nach  Gl.  (13)  im  vorigen  §. 

i.  +  23  +  ?!?2i55 

gesetzt  wird.  —  Anstatt  an  ein  gegebenes  Querprofil  des  Canals  kann 
übrigens  auch  der  Querschnitt  an  gewisse  andere  Bedingungen  gcbundei 
sein.  Ist  z.  B.' die  Querschnittsform  gegeben,  so  sind  von  einer  ge- 
wissen Dimension  a  die  Grössen  F^  p,  r  in  der  Weise  abhängig,  dass 

F  =  ma^.     p  =  na.     r  =  —  a Ui 

■  n 

gesetzt  werden  kann,  unter  m  und  n  Verhältnisszahlen  verstanden,  dir 
durch  die  gegebene  Querschnittsform  bestinmit  sind.  Die  Aufgaben,  wetehc 
den  6  verschiedenen  Fällen  entsprochen,  dass  zwei  der  4  Grössen 

a     a     u     Q 

gegeben  sind,  können  analog  den  obigen  behandelt  werden  bei  Substitution 
von  a  für  h  und  der  Gleichungen  (4)  für  die  Gleichungen  (1). 

Beispiel.  —  Ein  Entwässerungscanal,  der  eine  veränderliche  Was- 
sermenge abzuführen  hat,  habe  ein  in  Beziehung  auf  die  mittlere  Senk- 
rechte symmetrisches  Querprofil  von  solcher  Form,  wie  es  in  Fig.  49  mt 
Hälfte  dargestellt  ist,  und  zwar  sei  (mit  Benutzung  der  dort  gebrauchtes 
Bezeichnungen)  zur  Zeit  der  grössten  Wassermenge 
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h^  =  2,25a,    *2=  6ä,    tgß  =  1,5,    al80    seeß  =  1,8028* 
I>aiiu  ist  ^1  =  Fg  =  13,5fl« 

p,  =  8,1056a,    r,  =  -^^  a  =  1,6655a 

13  5 
p,  =  15,6056«,    r,  =  J^^^  «  =  0,8654  a 

und,  wenn  a  =  0,0005187  gogobon  ist,  nach  der  betreffenden  Tabelle 
im  vorigen  §.  entsprechend  dem  Rauhigkeitscoefficienten  n  =  0,025: 

h  23  +  ^ =  66,1  —  0,187  (66,1  —  65,6)  =  66,0 

n  cc 


Us  +  2!2^^\»  =  0,652  —  0,187(0,652  —  0,640)=  0, 

fM=  — ^  vö;ööö5T877  =  _i52!i^_;. 

1  _|_  M^  0,65  +  Vr 

Vr 

•  1,940a  ^  1,398  a 

/(ri,  a)  = — -— ;     /(rg,  a)  = 


650 


0,5037  +  yä  0,6988  +  Va 

Ist  nun  die  vom  Canal  abzuführende  grösste  Wassermenge  Q  =  25  Cubikm. 
pro  See.  gegeben,  so  hat  man  mit  Rücksicht  auf  die  hier  nöthige  Zerlegung 
des  Querschnitts  in  die  beiden  Theile  F^  und  F2 : 

Q  =  i?',  ./(r„  «)  +  i^,  ./(r„  «) 

25  =  13,5a3f— il?12__  +  _J^\, 

\0,5037  +  yä        0,6988  +  Va/ 

Daraus  folgt 

a  =  0,952  Mtr., 
folglich 

b^  =  2,25a  =  2,142  Mtr.,    ft,  =  6a  =  5,712  Mtr. 
und  die  Wasserbreite 

*  =  2  (*i  +  Jj,  4-  3a)  =  2^1  +  3J2  =  21,42  Mtr.** 


*  Diese  Verhältnisse  gehören  einem  Profil  an,  welches  von  Prony  bei 
Gelegenheit  seiner  Arbeit  über  die  Pontinischeu  Sümpfe  mehrfach  angewendet 
wurde.  Description  hydrographique  et  hlBtorique  des  marais  pontins.  Paris 
1822,  p.  54  etc.    (Hydromechanik  von  Dr.  M.  Rühlmann,  S.  307.) 

**  Rühlmann  (Hydromechanik,  S.  309)  findet  für  dasselbe  Beispiel,  je- 
doch auf  Grund  der  Prony* sehen  Gleichung  (4)  im  vorigen  §.  und  indem  er 
den  Querschnitt  als  Ganzes  behandelt,  a  =  0,871  und  h  =  19,60  Mtr. 
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Wäre  nur  der  mittiere  Theil  des  Canals,  übrigens  ganz  mit  Wasser 
füllt,  so  wäre 

F  =  «(2*1  +  1,5a)  =  6a«  =  5,4378;     p  =p^  =  8,1056a 

6«  r.rrr..»  rf  x  l,50315r 

=  0,7047;    f{s,a)  =  -^ —  =  0,7112 


Q  =  F,f{r,a)  =  3,867  Cubikm. 

Wenn  die  gewöhnlich  abzuführende  Wassermenge  grösser  wäre,  so  kämir 
man  daraus  Veranlassung  nehmen,  den  mittleren  Theil  «des  Canals  breiti? 
oder  tiefer,  die  beiden  Seitentheile  entsprechend , schmaler  oder  fiadieT 
auszuführen. 


§.  128.  Tortheilhafteste  Quersehnittsformen« 

Bei  dem  Entwurf  eines  künstlichen  Canals  ist  zu  verlangen,  dass  der 
Zweck  desselben  unter  den  gegebenen  Umständen  mit  möglichst  geriofei 
Anlagekosten  (wachsend  vorzugsweise  mit  der  Grösse  des  Querschnitts  F> 
erreicht  werde,  wozu  in  manchen  Fällen  (namentlich  bei  Canälen  zur  Zs- 
oder  Abfahrung  dos  Betriebswassers  hydraulischer  Kraftmaschinen)  dk 
weitere  Forderung  hinzutritt,  dass  die  Bewegung  des  Wassers  in  dem  Caoai 
einen  möglichst  kleinen  Theil  des  disponiblen  Gefälles  in  Ansprach  nehmefi 
soll.  Wenn  das  Wasserquantum  Q  gegeben,  die  Grösse  des  Querschnitts  f 
aber  nicht  (mit  Rücksicht  auf  die  Schifffahrt  oder  auf  sonstige  umständet 
vorgezeichnet,  seine  Form  durch  gewisse  Bedingungen  höchstens  beschränkt, 
aber  nicht  bestimmt  ist,  so  werden  jene  beiden  Forderungen  durch  die 
Wahl  einer  solchen  Querschnittsform  erfüllt,  welche  unter  den  gegebenen 
Umständen  den  kleinsten  Widerstand  zur  Folge  hat,  für  welche  nämlicl 
bei  gegebenen  Werthen  von  F  und  a  die  mittlere  Geschwindigkeit  «,  folg- 
lich auch  das  Wasserquantum  Q  möglichst  gross  wäre,  indem  dann  umge- 
kehrt F  und  a  bei  gegebenem  Q  möglichst  klein  sind.  Nach  allen  für  » 
im  vorigen  §.  angeführten  Formeln  ist  aber  u  bei  gegebenem  a  um  so 
grösser,  je  grösser  r  ist,  und  kommt  somit  die  Aufgabe  darauf  hinaas,  mit 
Rücksicht  auf  die  sonst  gegebenen  Bedingungen  die  Form  des 
Querschnitts  so  zu  bestimmen,  dass  bei  gegebener  Grösse  / 
desselben  der  mittlere  Radius  r  möglichst  gross,  also  das  be- 
netzte Querprofil  p  möglichst  klein  sei. 

Wenn  insbesondere  das  benetzte  Querprofil  eine  aus  einer  gewissea 
Zahl  gerader  Strecken  von  gegebenen  Richtungen  bestehende  gebrochene 


i 
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Linie  sein  soll,  so  entspricht  es  der  Aufgabe  dann,  wenn  diese  Seiten  von 
gegebenen  Richtungen  einen  Halbkreis  berühren,  dessen  begrenzender 
Durchmesser  im  Wasserquerprofil  liegt;*  durch  den  Badius  a  des  Halb- 
kreises und  die  gegebenen  Bichtungswinkel  lassen  sich  F  und  p  so  aus- 
drücken, dass  die  in  den  Gleichungen  (4)  des  vorigen  §.  mit  m  und  n 
bezeichneten  Yerhältnisszahlen  nur  von  den  Richtungswinkeln  abhängen. 
Wäre  nur  die  Seitenzahl  gegeben,  so  würde  die  Hälfte  eines  regulären 
(also  auch  einem  Halbkreise  umschriebenen')  Polygons  der  Aufgabe  ent- 
sprechen, und  zwar  in  um  so  höherem  Grade,  je  grösser  die  Seitenzahl 
gegeben  wäre,  so  dass  sich  schliesslich  der  Halbkreis  selbst  als  diejenige 
Querschnittsform  ergiebt,  welcher  bei  gegebenem  Inhalt  das  absolut  kleinste 
benetzte  Querprofil  zukommt. 

Gewöhnlich  soll  der  Querschnitt  ein  Trapez,  das  benetzte  Querprofil 
eine  gebrochene  Linie  sein,  bestehend  aus  einer  horizontalen  Grundlinie 
nnd  zwei  geraden  Seitenlinien,  die  unter  gegebenen  Winkeln  ß^  und  ß^ 
gegen  die  Lothrechte  geneigt  sind.    Ist  dann 

a  die  Höhe  dieses  Trapezes  (die  Wassertiefe), 

h  die  obere  Breite  (Wasserbreite), 

'  Jj  die  untere  Breite  (Grundlinie  oder  Bodenbreite), 

80  ist  *  =^1  +  a  (tffßj^  +  tffß^) 


2 


F         ^tffßi  +  tgß. 


a  2 

und  derjenige  Werth  von  ö,  durch  welchen  p  bei  gegebenen  Werthen  von 
jP,  ßi  und  ß^  am  kleinsten  wird,  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

dp  F         tgßi+tgß^     ,  ...  P         ^F 

da  a*  2  !         »^i    i         t^»         ^  ^a  ' 

d*p  F 

weil  -    -  =  2  ~  positiv  ist,  entspricht  ihm  in  der  That  ein  Minimum. 


*  Indem  der  hier  in  Bede  stehende  Querschnitt  als  die  Hälfte  eines  in 
Beziehung  auf  einen  Durchmesser  symmetrischen  Querschnitts  betrachtet  werden 
kann,  ist  obige  Behauptung  in  dem  etwas  allgemeineren  geometrischen  Satz 
enthalten,  dass  von  allen  Polygonen,  deren  Winkel  in  bestimmter  Zahl  und 
Beihenfolge  gegeben  sind,  das  einem  Kreise  umschriebene  bei  gegebenem  Inhalt 
den  kleinsten  Umfang  oder  bei  gegebenem  Umfang  den  grössten  Inhalt  hat. 
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FOr  diese  relsdiv  vortheilhafteste  Querschnittsform  ist  also: 

JF|  _  1  p    _  2  —  sin  ß^  2  —  stnß^  _^  _^  /t. 

ö«  ~"  2  a  ^      2cMj9i       "*"      2eos ß^      '     *"  ~  ^  ~  2  '  "  '  '  ' 


Aus  F  =  Ä  ^"4^  =  T  ^o^gt  1»  =  ^  +  ^    '- 


uud  daraus  weiter 


b        p  —  Ä. 

—  =  —  —  =  secß*  -f-  seeß^ 

a  a  *  " 


'4* 


Dass  das  so  bestimmte  Trapez  gemäss  der  oben  angeführten  allge- 
meinen Regel  in  der  That  einem  Halbkreise  umschrieben  ist,  dessen  bc^ 
grenzender  Durchmesser  im  Wasserquerprofil  liegt,  erkennt  man  danio. 
dass  der  Badius  des  die  Grundlinie  und  die  zwei  Seitenlinien  des  Qver 
profils  berührenden  Kreises  =  a  ist.  Wird  nämlich  einstweilen  dieser 
Radius  mit  a  bezeichnet,  und  mit  F'  die  Summe  der  Inhalte  der  3  Drei- 
ecke, welche  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zur  gemeinschaftlichen  SpitiP 
und  die  3  geradlinigen  Strecken  des  benetzton  Querprofils  zu  Grundlinien 
haben,  so  ist 

F=—,    F-F=—^— 

und  weil  F* —  F  als  Inhalt  eines  Dreiecks  mit  der  Grundlinie  h  und  Höhe 

=  a  —  a  auch  = —      ist,  so  folgt  ä  =  a,  weil  h  und  p  versehiedei 

sind,  nämlich  Äj  =  |?  —  h  positiv  ist. 

Für  den  gewöhnlichen  Fall   eines  symmetrischen  Trapezes  {^x 

=  ß2=  ß)  Wird: 

F  _  1  p  _  2  —  9tnß 
a*         2  a  €08  ß 

*  ..       .       *i         «  1  —  stnß        ^^^   (3t       ß\ 

a  a  eosß  \4        2/ 

Wäre  ß  nicht  gegeben,  so  wäre  bei  gegebenem  Inhalt  F 

,F.  ,      2--'Stnß 

p  =  2  —  =  mtn,.  wenn  a  =  nuix,^  also -  =  min^ 

^  a  cosß 

d.  h.  /9  =  30®  oder  wenn  der  trapezförmige  Querschnitt  die  Hälfte  eines 
regulären  Sechsecks  wäre,  in  Uebereinstinmiung  mit  einem  anderen  der 
oben  angeführten  allgemeinen  Sätze. 
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Die  Anlagekosten  eines  Ganais  können  übrigens  auch  noch  von  an- 
deren Umständen,  als  von  der  Grösse  des  Querschnitts,  also  der  auszu- 
hebenden Erdmasse  abhängen,  z.  B.  von  der  Kostbarkeit  der  für  die  An- 
lage zu  verwendenden  Bodenfläche,  von  der  mit  der  Tiefe  vielleicht  va- 
riablen Beschaffenheit  des  Bodens,  überhaupt  von  mancherlei  Terrainver- 
hältnissen.  Auch  können  ausser  den  Anlagekosten  und  dem  nöthigen  Ge- 
Büle  noch  andere  Umstände  auf  die  Wahl  der  Dimensionsverhältnisse  be- 
stimmend einwirken,  z.  B.  bei  Zu-  oder  Ablcituugscanälen  hydraulischer 
Kraftmaschinen  die  Rücksicht  auf  Wasserverluste  durch  Einsickernng, 
wachsend  mit  der  Wassertiefe  und  der  Lockerheit  des  Bodens,  oder  die 
Rücksicht  auf  Störungen  durch  Eisbildung,  wachsend  umgekehrt  mit  ab- 
nehmender Tiefe.  In  vielen  Fällen  kann  es  daher  vorgezogen  werden, 
unter  Yerzichtleistung  auf  möglichste  Verkleinerung  des  Bewegungswider- 
standes von  einem  gewissen  Werth  des  Verhältnisses 

a 

auszugehen,  welches  im  Allgemeinen  um  so  grösser  anzunehmen  ist,  je 
grösser  F^  je  lockerer  der  Boden  und  je  weniger  kostbar  das  zum  Aus- 
werfen des  Canals  disponible  Terrain  ist;  meistens  wird  es  grösser  genom- 
men, als  der  durch  Gl.  (4)  resp.  Gl.  (6)  bestimmte  Werth.  Für  den  sym- 
metrischen trapezförmigen  Querschnitt  ist  dann 

-^  =  n  +  tgß',     ?-=n  +  28eeß',     -  =  n  +  2^^  .  .  (7). 
a*  a  a 

Hierher  gehört  auch  eine  Aufgabe  von  freilich  mehr  theoretischem, 
als  praktischem  Interesse,  welche  von  Weltmann  zuerst  aufgestellt  und 
gelöst  worden  zu  sein  scheint,*  die  Frage  nämlich,  welche  Gestalt  dem 
Querprofil  eines  Canals  gegeben  werden  müsse,  damit  bei  ge- 
gebenem Gefälle  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  gleichför- 
migen Beharrungszustandes  für  jeden  vorkommenden  Wasser- 
stand gleich  gross  sei.  Natürlich  kommt  dabei  nur  deijenige  Theil  des 
Canalquerprofils  in  Betracht,  welcher  oberhalb  des  Wasserquerprofils  H^H^ 
bei  kleinstem  Wasserstande  liegt;  und  wenn  bei  letzterem  die  Wasserbreite 
mit  2^,  der  mittlere  Radius  mit  r  bezeichnet  wird,  so  ist  die  in  der  Auf- 
gabe gestellte  Forderung  erfüllt,  wenn  auch  für  jeden  höheren  Wasser- 
stand, für  welchen  der  Querschnitt  des  Wassers  =  F^  das  benetzte  Quer- 
profil =  p  sei,  der  mittlei;e  Radius 


Hydromechanik  von  Dr.  M.  Bühl  mann,  S.  323. 
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F 

—  =  r  =  Consta    somit   pdF —  Fdp  =  0 

F 

dF  =       dp  ^=z  rdp 

V 
ist.  Hieraus  folgt,  wenn  der  Mittelpunkt  des  dem  kleinsten  WasserBtaixif 
entsprechenden  Wasserquerprofils  K^TI^  =  23  zum  Ursprünge  eines  recht- 
winkeligen Coordinatensystems  der  x^  y  im  Querschnitte  angenommen  winL 
und  zwar  die  «-Axo  senkrecht  zu  S^S^  und  positiv  nach  oben,  so  daai 
bei  Voraussetzung  eines  oberhalb  iT^jETQ  bezüglich  auf  die  jr-Axe 
symmetrisch  gestalteten  Querprofils 

dF=2ydx    und    dp  —  2  ydx^  +  dy^    ist, 
y^dx^  =  r\dx^  +  V);     dx  =    -J^^ 

X  =  rln{y  +  ypZJ^«)  4.  Const. 
oder  mit  Const.  =  —  a  —  rlnr^  unter  a  eine  andere  Constante  verstanden: 

a  +  x  =  rln  ^  "^  Vy*  —  r^ f^.^ 

r 

Wegen  y  =:  i  für  a:  =  0  ist 

«  =  .^«i±Vl!£? (9. 

r 

Aus  61.  (8)  folgt  auch,  wenn  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithioa 
bedeutet, 

~  ^y  +  Vy^^^^      ~^^^  r 

tf  '  +  ^""^j (lo;. 

Diese  Gleichung,  dem  auf  der  Seite  der  positiven  y-Axe  gelegenen  Zweige 
des  gesuchten  Canalquerprofils  angehörig,  ist  die  Gleichung  einer  Ketten- 
linie,  deren  horizontale  Syinmetrieaxe  in  der  Tiefe  a  unter  H^H^  ns^ 
deren  Scheitelpunkt  in  der  Entfernung  r  von  der  «»Axe  liegt 


§.  129.   Einfluss  von  Krttmmaiigen. 

Um  den  Einfluss  einer  Canalkrümmung  unter  solchen  Umständeo  n 
untersuchen,  dass  dadurch  die  Möglichkeit  eines  ganz  gleichförmigen  ße- 
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barrungazastandes  nicbt  ausgeschlossen  wird,  werde  angenommen,  die  Canal- 
vrandfläche  könne  entstanden  gedacht  werden  dnrch  Bewegung  einer  ebenen 
Cnrre  längs  einer  anf  einem  verticalen  Cylinder  (Radius  =  q)  liegenden 
Spirale  von  constantem  und  sehr  kleinem  Steigungswinkel  (p^  der  Art,  dass 
die  Ebene  jener  Curve  (die  Querschnittsebene  des  Canals)  von  der  spiral- 
förmigen Leitlinie  beständig  rechtwinkelig  geschnitten  wird  in  einem  Punkte 
W  von  fester  Lage  gegen  die  erzeugende  Curve  (das  Querprofil  des  ge- 
krümmten Canals).  Beispielsweise  sei  W  ein  Punkt  des  Canalquerprofils 
WPQ  (Fig.  51)  selbst,  und  zwar  der  innere  (auf  der  concaven  Seite  der 

Pig-  &i-  Canalkrümmung  gelegene)  Endpunkt  des 

Wasserquerprofils  VQy  d.  h.  der  Durch- 
y  Schnittslinie    zwischen   der  Querschnitts- 

"p ^  ebene  und  der  freien  Wasseroberfläche. 

^  Dieses   Wasserquerprofil    ist  jetzt   nicht 

eine  horizontale  Gerade,  seine  nähere  Bestimmung  bildet  vielmehr  einen 
Theil  der  vorliegenden  Aufgabe. 

Der  Querschnitt  werde  auf  ein  rechtwinkeliges  Axensystem  OF,  OZ 
in  seiner  Ebene  bezogen,  dessen  Ursprung  0  in  der  Axe  des  verticalen 
Cy linders  liegt;  die  ^-Axe  sei  horizontal  und  positiv  im  Sinne  gegen  den 
Querschnitt,  die  s-Axe  positiv  nach  unten.  Der  Krümmungsradius  der 
Leitlinie  des  Punktes  JF^  welcher  streng  genommen  =  (>  (1  -f-  tyVo)  ^^^ 
kann  wegen  Kleinheit  des  Winkels  q)Q  mit  demselben  Rechte  =  q  gesetzt 
werden,  womit  g>Q  als  OeföUe  in  der  Entfernung  (».von  der  Cylinderaxe 
dem  Sinus  oder  der  Tangente  dieses  Winkels  gleich  zu  setzen  ist;  ebenso 
kann  der  Krümmungsradius  irgend  einer  anderen  Bahn,  die  den  Quer- 
schnitt im  Punkte  (y,a)  trifft,  =  y  gesetzt  werden,  und  ihr  Neigungs- 
winkel gegen  den  Horizont,  insbesondere  also  auch  das  Gefälle,  d.  h. 
der  Abhang  der  freien  Wasseroberfläche  in  der  Cylinderfläche  mit  dem 
Radius  y: 

^  =  ^0    ^    (!)• 

Die  Ebene  der  erzeugenden  Curve  WFQ  ist  ein  Querschnitt  auch  im 
Sinne  von  §.72;  die  Krümmungs-  und  Normalcurven  in  demselben  sind 
zwei  Systeme  sich  rechtwinkelig  schneidender  Geraden,  erstere  parallel 
der  y-Axe,  letztere  der  2 -Axe,  also 

1  _    1   _   1  _    1   _ 

—  /  ff  - —  "  f   —  ~  //   —  u 

Q  Q  r  r 
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und  nach  §.  72,  GL  (6)*  mit  q  =  —  y  (wobei  das  entgegengesetite  Ti 
zeichen  dadurch  bedingt  ist,  dass  dort  y  wachsend  vorausgesetzt  wurde 
Sinne  von  der  Bahn  gegen  ihren  Krammungsmittelpunkt  hin,  hier  im  i 
gekehrten  Sinne):  ^ 

^'-^{W'-^^^JW  ^  =  ^'  =  «- 

Hiemach  und  wenn  in  den  Gleichungen  (3),  §.72  ausserdem 

if 
femer  mit  Rücksicht  auf  den  vorausgesetzten  gleichförmigen  BeharruniiS' 
zustand 

b^  =  «'  ö^  =  ^'  S  =  ^' 

V 

endlich  ft  ^  --  and  wieder  Q  =  —  y  gesetzt  wird,  ei^ebt  sich: 

9 

^  j_  ^  _i_  1  ^  _l_  Z?«)   P  —  O                        *i 
hy*  ^  bz»  ^  Sf  i^  -B     tf  ~      

^  =  Z^,     -^=y (3> 

Off        g   !f        6z 

Die  Gleichungen  (3)  bestimmen  das  Aenderungsgesetz  der  Pres- 
sung im  Querschnitte  und  dadurch  auch  die  Gestalt  des  Wasser- 
querprofils JFQ.  Wenn  man  behufs  einer  ersten  Annäherung  fOr  di« 
Geschwindigkeit  w  ihren  Mittelwerth  u  setzt,  so  folgt  aus  diesen  Glei- 
chungen einzeln: 

9 
also  aus  beiden  zusammen: 

p  =:  C  -\-  y%  -\-  -' —  Iny 

9 

und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  im  Punkte  W^(y  =  p,  a  =  0}  die  Pres- 
sung =  Pq=  dem  Atmosphärendruck  ist, 


*  A.  a.  0.  wurde  diese  Gleichung  irrtbümlicher  Weise  auf  den  Fall  be- 
schränkty  dass  die  ebenen  Querschnitte  alle  derselben  Geraden  parallel  sind, 
eine  Voraussetzung,  welche  thatsächlich  nur  zur  Folge  hat,  dass  die  gei*^' 
linigen  ^ormalcorven  für  alle  Querschnitte  parallel  sind. 
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Das  Wasserquerprofil  ist  dadurch  bestimmt,  dass  in  allen  seinen  Punkten 
p  =  Pq  ist;  seine  Gleichung  ist  also: 

2  _i In  ^-  =  0 (5). 

9         Q 

Ist  die  Wasserbreite  =  ^,  so  ist  insbesondere  die  Erhebung  des  Punktes 

Q  über  den  Punkt  Wi 

-  /n  ( 1  +  - 
9        \  Q 


'  =  T*"('  +  i) ""• 


h 

z.  B.  für    -  =  0,1         0,2         0,4 
Q 

q  =  0,010     0,019     0,034  Mtr.    für    u=  \  Mtr. 
q  z=  0,039     0,074     0,137  Mtr.      „     u  =  2  Mtr. 

Die  Gleichung  (2)  bedingt  das  Aenderungsgesetz  der  Geschwin- 
digkeit im  Querschnitte.  Ist  z.  B.  letzterer  von  nahe  gleichförmiger 
Tiefe  und  verhältnissmässig  grosser  Breite,  so  dass  nach  §.  124,  Gl.  (12) 
für  einen  geraden  Canal  bei  dem  relativen  Gefälle  q) 

^      2R 

gesetzt  werden  könnte  mit  einer  constanten  Oberflächengeschwindigkeit  w^^ 
so  könnte  für  den  gekrümmten  Canal,  wenn  behufs  einer  ersten  Annähe- 
rung hier  ebenso  von  der  Erhebung  des  Wasserquerprofils  von  W  bis  Q 
abstrahirt  wird,  wie  so  eben  bei  der  angenäherten  Bestimmung  dieser  Er- 
hebung von  den  Geschwindigkeitsdifferenzen  abgesehen  wurde, 

u>-f-~^%^-f-m^z^    mit    ^-^ 

gesetÄ  werden,  unter  /  jetzt  die  Oberflächengeschwindigkeit  verstanden, 
die  als  Function  von  y  nach  Gl.  (2)  zu  bestimmen  wäre.  Zu  dem  Ende 
hat  man 

^w         df  Q      ^ 

—  =  —  -4-  in    ~    2^ 
hy         dy  y'^ 

by^  -  dy^       ^^  y«  '  '     ös^  "       ^'''  y  ' 
also  nach  Gl.  (2)  mit  ^  =  2m: 


y  dy         dy-         y^  dy\      dy) 


PI  —  s 
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dy  dy        y^ 

wenn  w^  jetzt  die  Oberflächengeschwindigkeit  im  Punkte  W  bezei 
endlich  ist 

'         \Q       y)         y 

In  Folge  der  Abnahme  des  relativen  Gefälles  von  TT  bis  Q  ist  die  C 
stante  h  ohne  Zweifel  negativ. 

Ein  weiteres  Eingehen  auf  diese  Verhältnisse  wäre  übrigens 
deshalb  nicht  von  erheblichem  technischem  Interesse,  weil  die  der  ü 
Buchung  zu  Grunde  liegende  Voraussetzung  ungestörten  Fortbestehens  ^ 
gleichförmigen  Beharrungszustandes  sich  nur  bei  einer  solchen  C&nalk# 
mung,  die  sich  auf  eine  grosse  Länge  erstreckt,  also  bei  gegebenem  firMj 
mungshalbmesser  q  einen  grossen  Erümmungswinkel  umfasst,  gegen  fil 
Mitte  der  Canalkrttmmung  hin  genügend  erfüllt  fände;  am  Anfang  de^ 
selben  würde  das  Querprofil  des  Wassers  nur  allmählig  ans  eiaer  iKfi* 
zontaleu  Geraden  in  jene  dem  gleichförmigen  Beharrungszustande  in  dff 
Krümmung  entsprechende,  durch  Gl.  (5)  annähernd  bestimmte  Curve  fiber 
gehen,  sowie  am  Ende  aus  dieser  Curve  in  jene  horizontale  Gerade.  9 
dass  gewöhnlich,  nämlich  bei  gekrümmten  Canalstrecken  von  xxAssi^ 
Länge,  kaum  überhaupt  ein  gleichförmiger  Beharrungszustand  streng  g^ 
nommen  eintreten  kann. 

Um  so  mehr  muss  auf  eine  rationelle  Schätzung  des  durch  Canal' 
krümmungen  verursachten  zusätzlichenBewegungswiderstandes 
verzichtet  werden,  welcher  hier  ebenso  wie  bei  Leitungsrohren,  die  »rf 
eine  grössere  Länge  gekrümmt  sind  (§.91),  im  Wesentlichen  als  auf  eiB(f 
Vermehrung  der  inneren  Reibung  durch  nicht  weiter  analysirbare  relatire 
Bewegungen  des  Wassers  beruhend  zu  erachten  ist.  Von  dem  Gefälle  A 
des  Wassers  für  die  ganze  (längs  der  Mittellinie  gemessene)  Länge  l^ 
gekrümmten  Canals  muss  ein  gewisser  Theil  \  zur  Bewältigung  j^^ 
Krümmungswiderstandes  verbraucht  werden,  so  dass  der  Werth  von  fl, 
welcher  in  den  Formeln  des  §.  126  als  relatives  Gefälle  hier  einzusetseo 
wäre,  nur 

ist.    Für  das  Partialgefälle  h^  mag  dabei  in  Ermangelung  sonstiger  \ß^ 
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länglich  bewährter  Festsetzungen  einstweilen  aaf  Dubnat's  Empfehlung 
dieselbe  Formel  zu  Grrunde  gelegt  werden,  die  den  Erttmmungswiderstand 
Ton  Röhren  ihm  zufolge  annähernd  darstellt,  nämlich  nach  §.91,  Gl.  (4) 
und  (5): 

h,=  C2.rn>^.^ (8), 

wobei  die  Terschiedenen  Winkel  g)  nach  Analogie  der  Vorschrift  in  §.  91 
für  jeden  einzelnen  Fall  zu  bestimmen  sind,  indem  nur  die  Mittellinie  der 
freien  Wasseroberfläche  an  die  Stelle  der  Rohrmittellinie  gesetzt  wird,  und 
insbesondere  bei  constantero  Krümmungshalbmesser  q  des  inneren  Randes 
der  CanaUarümmung: 

,     1  ^ 
h,  =  C  -     sin^       . -A-      mit    cos        = t-t- (9), 

unter  ^  den  ganzen  Krümmungs-  oder  Ablenkungswinkel  und  unter  h  die 
Wasserbreite  verstanden.  Für  den  Coefficienten  C,  dessen  Werth  zudem 
abhängig  von  der  Querschnittsform  und  von  anderen  Umständen  sein  kann, 
fehlt  es  an  ausreichenden  Bestimmungen;  insbesondere  ist  es  zweifelhaft, 
ob  die  Dubuat'scbe  Angabe: 

C 
--  =  0,0123 

hier  ebenso  angenähert  zutreffe  wie  bei  Röhren  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte. 


c.  Ungleichförmige  permanente  Bewegung  des  Wassers  in  Can&len. 

§.  130.   Fundamentiilgleiehang. 

Die  für  jeden  einzelnen  Querschnitt  nach  wie  vor  constanten  Grössen 
J* (Inhalt)  und  «(mittlere  Geschwindigkeit)  sind  jetzt  für  die  verschiedenen 
Qnerschnitte  in  solcher  Weise  verschieden,  dass  nur  das  Product  i^«  =  Q 
für  alle  Querschnitte  gleich  ist.  Wenn  dabei  auch  die  Canalwand  im  All- 
gemeinen nicht  eine  vollkommene  Cylinderfläche  sein  mag,  so  werden  doch 
die  Profiländerungen  längs  derselben  als  stetig  und  so  allmählig  statt- 
findend vorausgesetzt,  dass  ohne  allzu  grossen  Fehler  alle  Bahnen  als 
schwach  gekrümmte  und  von  den  ebenen  Querschnitten  fast  senkrecht  ge- 
schnittene Curven  angenommen  werden  können. 

Crash of,  theoret.  Maschinenlehre.    I.  48 
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Das  relative  Gefälle,  welches  längs  dem  Canal  im  Allgemeinen 
bei  ist,  sei  hier  mit  (p  l)ezeichnet;  dasselbe,  nach  der  Bemerkung  zu 
von  §.126  allgemein  auch  gleich  der  bewegenden  Kraft  pro  1  Egr.  Wi 
im  Sinne  der  Strömung,  ist  jetzt  als  Summe  von  zwei  Bestandtheflei 
betrachten,  von  welchen  der  eine  (jedenfalls  positive)  =  q>  znr  Bei 
gung  der  Bewegungswiderstände,  der  andere  (positive  oder  negative, 
Geschwindigkeitsändemng  dient  Ist  also  m  die  Masse  einer  Ws 
zwischen  zwei  unendlich  nahen  Querschnitten,  so  ist  die  Aenderong 
lebendigen  Kraft  längs  dem  Längenelemont  ds  des  Canals: 

d  -y-  =  mg{ip  —  q))ds. 

Daraus  folgt,  wenn  dy  =  q>ds  das  Gefälle  für  die  Länge  ds  bedeatet, 

tidu  , 
=^  dy  —  q>  ds 


und,  sofern  (p  =  ^>{r^  u)  nach  §.126  eine  gewisse  Function  von  r  = 

und  von  u  ist, 

udu 
dy  = [-  tp  (r,  u)d9 : 


Durch  Integration  ergiebt  sich  daraus  das  Gefalle  von  einem  gei 
Querschnitte  Fq  bis  zu  einem  stromabwärts  in  der  Entfernung  *  davon 
legenen  anderen  Querschnitte  F:    ' 


u 


2 


u. 


2^ 


• 

0 


öV  1 


- 


2g  \F^ 


F  2 


■*-/' 


0 


Wären  Q  und  ausser  den  Querschnitten  Fq,  F  auch  noch  hin- 
länglich viele  dazwischen  liegende  Querschnitte  ihrer  Gestalt 
und  Grösse  nach  bekannt,  so  könnte  das  Integral  näherungsweise  b^ 
rechnet  und  so  y  gefunden  werden.  Nur  in  dieser  Absicht  würde  na» 
fireilich  die  Gl.  (2)  kaum  benutzen,  weil  durch  Nivellement  das  Geßflc 
leichter  und  sicherer  zu  bestimmen  wäre;  indessen  könnte  die  Vergl«- 
chung  des  berechneten  und  des  gemessenen  Werthes  von  y  als  Controle 
der  Beziehung  u  =  /(r,  9>')  dienen,  aus  welcher  q>  =  rp  (r,«)  ^ 
geleitet  wurde. 

Wenu  ausser  den  fraglichen  Querschnitten  das  Gef4l'<^  ^ 
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bekannt  wäre,  so  könnte  GL  (2)  zur  Bestimmung  von  Q  dienen.    Setzte 
man  etwa 

u  =  kyr<p,    also    (p  =  -  —  =  --^^-  =  tp(^r,  -^ 

so  würde  folgen: 

Q^  = (3). 


V-i 


0 

Insofern  hier  auch  der  Coefficient  k  (insbesondere  nach  Gl.  (13)  in  §.126) 
streng  genommen  von  g>'  noch  abhängig  wäre,  würde  es  zwar  meist  ge- 
nügen, für  dieses  (p' einen  constanten  Mittolwerth  zu  setzen,  behufs  einer 

ersten  Annäherung  etwa  g)  =  —  und  dann  mit  dem  so  nach  Gl.  (3)  be- 

s 

rechneten  Näherungswerth  Q^  von  Q  nöthigenfalls 

,^  1  r  _  Qi« 

^         /  r         2^   \F^      Fq\ 

indessen  würde  auch  einer  solchen  Bestimmung  von  Q  die  directero  Methode 
durch  Geschwindigkeitsmessungen  in  einem  Querschnitte  an  einer  Stelle, 
wo  F  möglichst  wenig  veränderlich,  also  die  Bewegung  möglichst  gleich- 
formig  ist,  nach  Maassgabe  von  §.  125  vorzuziehen  sein. 

Von  grösserer  praktischer  Wichtigkeit  ist  die  in  den  folgenden  Para- 
graphen zu  behandelnde  Anwendung  obiger  Fundamentalgleichung  (1),  be- 
treffend die  angenäherte  Vorausbcstin^mung  der  Aenderung,  welche  die 
freie  Wasseroberfläche  eines  Flusses  in  Folge  eines  projectirten  Strom- 
baues erfahren  wird.  Wenn  insbesondere  mit  diesem  Bau  an  einer  ge- 
wissen Stelle  eine  Querschnittsverkleineruug  und  in  Folge  dessen  unmittel- 
bar oberhalb  derselben  eine  Erhebung  der  Wasseroberfläche  von  bekannter 
Grösse  verbunden  ist,  so  ist  es  wichtig,  im  Voraus  beurtheilen  zu  können, 
wie^  dieser  Aufstau  in  einer  gewissen  von  der  fraglichen  Stelle  aus  strom- 
aufwärts gelegenen  Flussstrecke  sich  geltend  machen  wird. 


§.  131.   Allgemeines  Verfahren  einer  angenäherten  Bestimmung  der  freien 

WasseroberflKche. 

Das  Bett  einer  gewissen  Flussstrecke  AB,  die  hinlänglich  gerade  ist, 

um  von  Krümmungswiderständen  abstrahiren  zu  dürfen,  sei  in  Betreff  seiner 

48* 
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§• 


Gestalt  und  Lage  gegen  den  Horizont  durch  Nivellement  und  dureh 
messung  gewisser  Querprofile:  P  an  der  Stelle  B^  P^  in  der  Entfemu^ 
stromaufwärts  von  P,  P^  in  der  Entfernung  J«^  stromaufwärts  von  Pj 
näherungsweise  hekannt;  ein  seitlicher  Zu-  oder  Abfluss  von  Wasser 
auf  der  ganzen  Strecke  nicht  statt,  so  dass  im  Beharrungszustande 
Wasserquantum  Q  pro  See.  durch  jeden  Querschnitt  hindurch  fli^sL 
gegebenem  Werth  von  Q  sei  auch  die  Lage  des  Wasserquerprofils  in 
Ebene  des  Flussquerprofils  P  (insbesondere  z.  B.  bedingt  durch  einen 
stromabwärts  der  Stelle  B  projectirten  Wehrbau,  BrQckenbau  etc.)  J 

somit  der  Inhalt  =  P,  das  benetzte  Querprofil  =  p^  der  mittlere  Baiüi 

F 

r  =  —   dieses  Querschnitts   gegeben.     Die   freie  Wasseroberfläche  to 

P 
Flussstrecke  AB  wird  dann  näherungsweisc  gefunden,   indem  die  Lagef] 

der  Wasserquerprofile  in  den  Ebenen  der  Flussprofile  P^,  P^ . .  der  Beäij 

nach  bestimmt  werden,  wozu  nur  nöthig  ist,  die  Gefälle  Jy,  Ay^ . , .  fftr  fe 

Flussstrecken  As^  As^ . . .  der  Reihe  nach  zu  berechnen.    Bezeichnet  iia 

F^  den  Inhalt  und  r^  den  mittleren  Radius  des  Querschnitts  bei  P,,  » 

kann  nach  Gl.  (2)  im  vorigen  §.,  sofern  nur  As  hinlänglich  klein  ist  ff^ 

setzt  werden: 


^y  =  2,[F^ 


~^N)+K''>)+^(''^'^)]t' 


wobei  zwar  F^  und  r^  erst  durch  die  gesuchte  Lage  des  Wasserquerprofife 
in  der  Querschnittsebene  P^,  also  durch  Ay  bestimmt  sind;  nimmt  bä 
aber  vorläufig  F^  und  r^  entsprechend  Ai/  =  0,  so  liefert  obige  Gleichai^ 
einen  Näherungswerth  von  Jy,  durch  welchen  corrigirte  Werthe  von  Fi 
und  r^  bestimmt  sind,  mit  denen  nach  der  Gleichung  ein  corrigirter  Wertb 
von  Ay  berechnet  werden  kann  u.  s.  f.,  bis  zwei  aufeinander  folgend  g^ 
fundene  Werthe  von  Atf  hinlänglich  wenig  verschieden  sind,  um  die  Beat 
nung  abschliessen  zu  dürfen.  Offenbar  ganz  ebenso  kann  dann  die  Lag? 
des  Wasserquerprofils  in  der  Querschnittsebene  P^  gefunden  werden,  be- 
stimmt durch 


^yi  = 


1 


-.,.+ 


F  -> 


."'('■"  D+^v'-^'^Ü 


As 
indem  als  erster  Näherungswerth  Jy^  =  -~  Ay  gesetzt  wird  u.  s.  f- 


.§.  132.  8TAÜCÜBVB  BEI  OTIina>BIBCH£K  FOBM  DES  CANALS.  757 


§.  132.   StaueuTTe  bei  Yoraussetzang  eines  cylindrlsehen  Canals. 

Behufe  einer  weiteren  und  erleichterten  Ausführung  der  im  vorigen  §. 
behandelten  Aufgabe  werde  die  Canalwand  (das  Flussbett)  als  eine  Cy- 
lindcrfläche  von  gegebenem  Querprofil  vorausgesetzt,  deren  erzeugende 
Geraden  unter  dem  Winkel  a  gegen  den  Horizont  geneigt  seien.  £ine  mit 
diesen  Erzeugenden  parallele  und  unter  demselben  Winkel  a  gegen  den 
Horizont  geneigte  Ebene  E  schneidet  alle  Querschnitte  in  homologen  Hori- 
zontalen J5rQfiQ(Fig.  50,  §.  127),  so  dass  für  jeden  Querschnitt  durch  die 
Höhe  A  seines  Wasserquerprofils  über  der  Horizontalen  S^K^  die  Lage 
dieses  Querprofils  (der  Wasserstand)  sowie  alle  Dimensionen,  insbesondere 
die  Grössen  F^  5,  ^,  r  (§.  123)  bestimmt  sind.  Irgend  ein  Längenschnitt 
schneidet  die  Ebene  E  in  einer  Neigungslinie  OS  (Fig.  52),  die  freie 
Wasseroberfläche  in  einem  Längenprofil,  das  hier  die  Stau  cur  ve  genannt 
werde,  und  die  Aufgabe  kommt  hinaus  auf  die  Bestimmung  dieser  Stau- 
curve  durch  eine  Gleichung  zwischen  ihren  rechtwinkeligen  Coordinaten 
«,  Ä  für  OS  als  Axe  der  «,  die  von  dem  willkürlichen  Anfangspunkte  0 
aus  stromabwärts  positiv  gerechnet    werde. 

Fig.  B2.  Ist  zu  dem  Ende  (Fig.  52)  mn  ein  Ele- 

\h  ment  der  Staucurve,  m^  parallel  OS  und  mq^ 

/      horizontal,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

nq  =  ^t[ — pn 

mit  Rücksicht  darauf,  dass  a  ein  sehr  kleiner 
^r  Winkel  ist: 

dy  =  arf«  —  dh (1), 

femer  aus  Fu  =  Q  =  einer  gegebenen  Constanten: 

udF            üb 
Fdu  +  udF  =  0;     du  = =  — —  dh (2), 

und  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  von  dt/  und  du  in  der  Fundamental- 
gleichung (1),  §.  130,  giebt: 

b   u^ 
ads  —  dh  =  —  --  —  dh  -\-  xp  (r,  w)  ds 

^    9 
b   u^ 

ds  ==  -7-A:  dh  =  Rdh (3) 

«  —  ip  (r,  w) 


758  UKGLEIGHFÖBM.  PEBMAN.  BBW.  DSS  WASSSBS  IK  OAlTÄIiBN.     %V 

ff 

als  Differentialgleichung  der  Staucurve,  indem  i^,  h,  r  und  ^^  f 

gegebene  Functionen  von  h  sind,  somit  auch  R  je  nach  der  Anaahs':'  a 
Betreff  der  Function  ip  eine  bekannte  Function  von  h  ist  Der  recipruk 
Werth  von  H  ist  =  dem  Ucberschuss  des  Abhangs  des  Canals  über  ^ 
relative  Gefälle  an  der  botreffenden  Stelle,  nämlich  nach  Gl.  (1)  und  (3 : 

J^ dh^ ^  _  ,-. 

~n:~  T8~  ^     Tß  ~  ^^^ ' 

Im  Allgemeinen  ist  S  nicht  auf  einfache  Weise  oder  überhaupt  nkÜ 
mathematisch  (nur  empirisch)  durch  h  ausdrückbar,  so  dass  die  Integratiet 
von  GL  (3),  zur  Berechnung  der  Strecke 


f„  —  «  =  /  JTdh , 


«« 


fftr  welche  die  Wasserstandshöhe  eine  gegebene  Aeuderung  von  h  bis  Ä, 
cr^hrt,  nur  näherungsweiso  ausgeführt  worden  kann,  etwa  nach  der 
Simpson'schen  Formel: 

unter  n  eine  gerade  Zahl  und  unter  J^i,  JT^--  die  Werthe  von  JTfar 

Äi  =  Ä  +  -(Ä„-A),    Ä,=  Ä  +  ~(Ä„-A)... 
n  n 

verstanden.  Indem  man  so  «  für  verschiedene  Werthe  von  h  berechnet 
erhält  man  ebenso  viele  Punkte  der  Staucurve  ausser  dem  gegebeDes 
Punkte  («„,  Ä„)  unmittelbar  oberhalb  der  Stelle,  wo  der  Aufstau  ver- 
ursacht wird. 

Die  Berechnung  der  verschiedenen  Werthe  von  H  wird  wescntlicJi 
erschwert  durch  die  Ausrechnung  der  betreffenden  Functionswerthe  ^>(r,  »> 
besonders  wenn  dabei  nach  Gl.  (13),  §.126 

I  +  23  +  ?i2?J55 

gesetzt  wird,  wonach  die  Berechnung  von  (p  =  y?(r,u)  die  Auflösung 
einer  Gleichung  dritten  Grades  mit  der  Wurzel  Y^'  erfordern  würde. 
Setzt  man  aber 


j 
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,  1    u^  p    U^ 

b    u» 

dt  F  ~ä 

also   -  =  Jl= ^ (6), 

ah  p   u^ 

so  kann  mau  sich  mit  einer  angenäherten  Bestimmung  des  in  dem  Aus- 
drucke von  k  noch  vorkommenden  tp'  begnügen,  entsprechend  einer  ein- 
fachen Annahme  in  Betreff  der  Gestalt  der  Staucurve.  Wird  etwa  die- 
selbe vorläufig  als  Kreisbogen  angenommen,  der  das  mit  der  Axe  OS 
(Fig.  52)  parallele  Längenprofil  Aq  W^  (Fig.  53)  des  ungestauten,  d.  h.  des 
in   gleicher  Menge  in  demselben  Ganal  gleichförmig  fliessenden  Wassers 

Fig.  53.  in  Aq  berührt,  und  sind  -4,  A^  die 

Punkte  dieses  Kreisbogens,  denen 
^ ^     die  Abscissen  «,  «„  mit  Bezug  auf 

Fig.  52  entsprechen,  so  dass  in  Fig.  53 

^r=Ä  — V    A^W^=K  —  h^ 

ist,  unter  A^  den  constanten  Werth  von  A  für  das  ungestaute  Wasser  ver- 
standen, so  ist,  wenn  AT  und  -4,»jr„  den  Kreisbogen  beziehungsweise  in 
A  und  A^  berühren  und  die  Winkel  gp,  q>^  mit  dem  Horizont  bilden 
=  den  relativen  Gefällen  bei  A^  An, 

Winkel    ATW  =  a  —  g)-,     TAq=  TA=  TfF 

An  Tn  Wn  =  a  —  (pn\     T^  A^  =  TnAn  =  T^W^ 
a  —  <p     _      AWiTW       _     AW     T^  TF„  _     AW     A^W^ 

'a~-if^  ~     AnJTnllJFn    ~     Ä,Wn    ' TW~  "  'Jj^n      A^ 


An  Wn   y        AW  y       AnWn  [/    K  -  K 

—  AT 


v^ 


K 


(7). 


Aus  9)  ergiebt  sich  •  q)  vermittels  der  diese  letztere  Grösse  definirenden 

Gleichung: 

,  u^         udu 

^^        ^^  2^  ff    ' 

woraus  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (2)  und  (4)  folgt: 

,  u   üb  dh         h    u^  .  . 
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<P  =  9P  +  («  —  9>)  -^  -- (Ö). 

^    ff 

Weil  übrigens  für  g)^  in  Gl.  (7)  doch  nach  Schätzung  ein  sehr   kleinem 

Bruch  angenommen  werden  müsste,  so  kann  man  auch  mit  RQcksicht  auf 

den  nur  sehr  massigen  Grad  von  Annäherung,  den  diese  ganze  Rechnung 

beansprucht,  in  Gl.  (7)  für  g>  den  etwas  grösseren  Werth  9' setzen,  falls 

nur  q)n  etwas  reichlich,  etwa  =  0,1a  veranschlagt  wird.    Dadurch  erhält 

man  für  den  vorliegenden  Zweck  genau  genug: 


^■= «(•-».' i/^y (»> 


Schliesslich  ist  hervorzuheben,  dass  die  Anwendbarkeit  von  GL  (5) 
zur  angenäherten  Berechnung  des  Integrals  =  «h  —  '  ^^  zwei  Bedingungen 
geknüpft  ist  Wenn  insbesondere  für  einen  gewissen  zwischen  den  In- 
tegrationsgrenzen liegenden  Werth  der  Variablen  h  der  Nenner  des 

Ausdrucks  von  H  =  Null,  also  H  unendlich  würde,  nach  Gl. (6)  ent- 

dh 
sprechend  -=-  =  0,  d.  h.  der  gleichförmigen  Bewegung  des  gegebenen 
ds 

Wasserquantums  Q  in  dem  gegebenen  Canal,  so  würde  das  Integral  eine 
Theilung  und  eine  besondere  Untersuchung  beider  Theile  erfordern.  Wenn 
es  sich  andererseits  ereignen  sollte,  dass  für  einen  gewissen  Werth  von  h 

zwischen  den  Integrationsgrenzen  der  Zähler  des  Ausdrucks  von  if, 

dh 
folglich  //selbst  =  Null,  -i-  nach  Gl. (6)  unendlich  wird,  entsprechend 

ds 

einer  gegen  das  Längenprofil  des  Canals  senkrechten  Richtung  der  Wasser- 
oberfläche, so  würde  dieser  Umstand  das  Stattfinden  einer  unter  dem 
Namen  des  Wassersprunges  oder  der  Wasserschwelle  (ressaut  snper- 
ficiel)  bekannten,  zuerst  von  Bidone  beobachteten  Erscheinung  andeuten, 
welche  indessen  auch  eine  besondere  Untersuchung,  erfordert,  weil  die  obige 
Entwickelung  von  Gl.  (6)  auf  der  Voraussetzung  beruht,  dass  die  Bahnen 
der  Wassertheilchen  überall  nur  wenig  gegen  das  Längenprofil  des  Canals 
geneigt  sind. 

In  der  Regel  sind  die  Verhältnisse  von  solcher  Art,  dass  sowohl  der 
Zähler  als  der  Nenner  des  Ausdrucks  von  //  (Gl.  6)  beständig  positiv  ist. 
Der  Zähler  ist  nämlich  positiv,  wenn 

u<l/ff^ (10) 


V' 


h 


F 
ist,  z.  B.  für     -  =  0,25     0,5       1  2  4       Mtr. 

0 

u  <  1,57     2,21     3,13     4,43     6,26     „ 
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Sofern  ausserdem  mit  wachsendem  h 

h   u^  _   h    Q^  p  u^  _  p'  Q^ 

F  y  "~  F^  ~~g     "^^      F~h^  ~  F^  T« 

ohne  Ende  abnehmen,  indem  F^  schneller  wächst,  als  h  oder  p^  auch  l 

F 
mit  wachsendem  r  =  —  zunimmt,  ist  der  Nenner  des  Ausdrucks  von  JSf 

P 

positiv,  wenn  h  grösser  als  derjenige  Werth  Äq  ist,  für  welchen,  dem  un- 

gcstauten  oder  gleichförmig  fliessenden  Wasser  entsprechend,  jener  Nenner 

=  Null  ist. 

Unter  solchen  Umständen  ist  also  auch 


1       dh 

p   w* 

11         ds 

h      M« 

F  g 

positiv,  nimmt  folglich  h  mit  b  zu.    An  jener  Stelle,  wo  die  Staucurve  das 

dh 
Längenprofil  des  ungestauten  Wassers  berührt,  ist  --  =  0;  sofern  aber 

mit  wachsendem  h  oder  a 

b   u^        ^    p   u^ 

-  —   und     "  — - 

F   ff  F  k^ 

dh 
ohne  Ende  abnehmen,  nähert  sich  im  Sinne  der  Strömung  -  -  der  Grenze 

ds 

a,  nach  Gl.  (4)  folglich  9  der  Grenze  Null  um  so  mehr,  je  höher  das  Was- 

dh 
scr  gestaut  ist,  und  zwar        zunehmend,  g)  abnehmend,  entsprechend  einer 

ds 

nach  oben  concaven  Krümmung  der  Staucurve. 


§.  133.   Entwickelte  Oleiehung  der  Staaeurre. 

Das  Integral  der  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  kann  als  ein  geschlossener  Aus- 
druck erhalten  worden,  wenn  für  den  Coefficienten  k  ein  constan- 
ter  Werth  angenommen  wird,  und  wenn  das  Querprofil  des  Canals 
von  solcher  Gestalt  ist,  dass  i,  jp,  F  ganzen  Functionen  von  h  gleich 
zu  setzen  sind,  etwa  nach  §.  127 

P  =  Po  +  H'teßi  +  «wjS,) 


F=F^+hb,+  ^  h\tgß^  +  tgß^) 


(1) 
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mit  constanten  Mittelwcrthcn  von  ß^  und  jS^.  Bemorkenswerth  ist,  das« 
in  allen  solchen  Fällen  die  Staucnrve  sich  asymptotisch  den 
Längenprofil  des  gleichförmig  fliessonden  Wassers  anschliesst 
Indem  nämlich 


h 

wird,  unter /(Ä)  und  /^(ä)  ganze  Functionen  von  h  verstanden,  und  h  =  k^ 

dh 
(entsprechend     -  =  ü)  eine  Wurzel  der  Gleichung /^  (A)  =  0  ist,  voraus- 

gesetzt  dass  nicht  auch  f{h)  =  0,  enthält  das  entwickelte  Integral  (dem 
Partialbruch  mit  dem  Nenner  =  h  —  h^  entsprechend)  ein  Glied  mit  dem 
Factor  In  (h  —  A^),  welches  für  ä  =  Äq  unendlich  wird. 

Zur  Ausführung  der  Rechnung  ist  es  am  einfachsten,  die  im  vorigen  §. 
mit  E  bezeichnete  Ebene,  welche  die  Querschnitte  in  den  homologen  Hori- 
zontalen ^qSq  schneidet,  in  der  freien  Oberfläche  des  nngcstauten  f^bei 
gleicher  Menge  Q  in  gleichförmigem  Beharrungszustaude  fliessenden")  Was- 
sers anzunehmen,  so  dass  Ag  =  0  ist  und  h  die  Erhebung  der  Wasser- 
oberfläche an  irgend  einer  Stelle  in  Folge  des  Aufstaues  an  einer  gewissen 
stromabwärts  gelegenen  Stelle  bedeutet  In  den  obigen  Gleichungen  (Ij 
sind  dann  ^q,  ^q,  Fq  beziehungsweise  die  Wasserbreite,  das  benetzte  Quer- 
profil und  der  Querschnitt  des  ungestauten  Wassers.  Schreibt  man  nun 
Gl.  (6)  im  vorigen  §.  in  der  Form: 

da  _  F^   g 

dh  ~  y  Q^ ' 

^~  F^  l2 

dh 
so  folgt  mit  Bücksicht  darauf,  dass  für  ä  :^  0  auch   -    =^  0  ist,  auf  Gniod 

ds 

der  Annahme  eines  constanton  Coefiicienten  k  (vorausgesetzt  dass  der 

ds 
Zähler  dos  Ausdrucks  von  -yr-  nicht  =  0  wird): 

dh 

"        F,^   k^  —  ^'     «    —  «^      ^^     V. 


ds  ^  1  T"  yo"V>/    ^    1   W ^_Po 

dh     a    ._/ /^y       «    (£y   P 


Pq\F)  W       l'o 


(f 


(3> 
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Hierin  wären  b,  p,  F  9ila  Functionen  von  A,  z.  B.  nach  obigen  Glei- 
chungen (1)  einzusetzen.  Um  aber  ein  hinlänglich  einfaches,  praktisch 
brauchbares  Kesultat  zu  erhalten,  ist  eine  weitere  Vereinfachung  nöthig, 

und  zwar  werde  angenommen: 

1)  es  sei  die  Breite  so  überwiegend  ttber  die  Tiefe,  dass 

ohne  wesentlichen  Fehler 

P  =  ^j   Po'=  K 
gesetzt  werden  kann,  und 

2)  es  sei  die  Canalwand  oberhalb  der  freien  Wasserober- 
fläche des  ungestauten  Flusses  hinlänglich  wonig  gegen  die 
Lothrechte  geneigt,  um  ohne  erheblichen  Fehler  auch 

setzen  zu  dürfen,  was  unter  übrigens  gleichen  Umständen  um  so  eher  ge- 
schehen darf,  in  um  je  höherem  Grade  die  Voraussetzung  unter  1)  erfüllt 
ist.    Setzt  man  nun,  unter 

^  ^0  _  ^ 

die  mittlere  Tiefe  des  ungestauten  Wassers  vorstanden, 

F         a  -{-  h 

_-  = =  x^    also    dh  =  adx. 

so  geht  Gl.  (3)  über  in: 


a?» 


a 
ds  =  ~ 


a     x^ —  1 


'^  =  ^(*  +  ^n=T)'^ (*)• 


Bezeichnet  IT  das  gegebene  Maximum  der  Stauhöhe,  X  =  — * den 

a 

entsprochenden  Werth  von  (v\  und  z  die  Entfernung  vom  Orte  dieses  Maxi- 
mums stromaufwärts  bis  zu  der  Stelle,  wo  die  Stauhöhe  =  ä  <C  iZ'  ist, 
80  ist  ds  =  —  rfa,  und  orgiebt  sich  durch  Integration  von  Gl.  (4): 


mit  t  =  —  /     ,""  ^  ;     oder  auch: 


(5) 


-■=-/Ä> 


Bas  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  diejenige  Entfernung,  bis  zu 
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welcher  die  Stanhöho  von  J?  bis  A  abnehmen  würde,  wenn  die  Staacorre 
eine  horizontale  Gerade  wäre.  Was  die  mit  i  bezeichnete  Fanction  ron  s 
betrifft,  so  ist  wegen 

dx       ^/"^  Ä  +  2       \ 

— T  ~  3  \7— i'  ~  V^~^'x  +  ly 

_    1       dx      _    1     (2a?  +  l)dx  1  dx 

~  "3  J—i  *~    6   a;2  _|_  -j.  _j_  1  2     3 


x^ 


dx 


4 


+ (' + i) 


11  2  dx 

=       dln{x—l)^    -  dlnix^  +  -r  -f-  i)_  ^ 


3  '  '        6  '         '  '       '         3    ^     ,     /2;r  4-  1  ^i 


+ i"^-) 


1                 (x  —ly                1  2a?  +  1 

==  —  dln  — ä— , — rrr:  doTctg 


6         X-  -\-  X  -\-  1        y3  y3" 

l  2^  +  1 

.  ardg     —   -  - 

/3  V3 


/ 


wozu  eine  beliebige  Constante  gefügt  werden  kann,  etwa 

1     jr 

~~V3    2' 
SO  dass  schliesslich 

6        (a?-i)2         y3        ^    ys 

wird;  I  =:  i  mit  JC  statt  o?.    Hiernach  ist  für 

h  =  oo,  4J  =  oo  :  t  =  0 

Ä  =  0,    a?=l    :f  =  oo 

Die  letzteren  zusammengehörigen  Werthe  bestätigen  die  obige  allgemeiiie 
Bemerkung,  dass  die  Staucurvc  asymptotisch  in  das  Längenprofil  des  Was- 
sers für  die  gleichförmige  permanente  Bewegung  übergeht;  die  ersteren 
lassen  erkennen,  dass  das  zweite  Glied  im  Ausdrucke  (6)  von  z  mit  um  so 
geringerem  Fohler  vernachlässigt  werden  kann,  je  grösser  H  und  A  bei 
gegebenem  a  sind. 

Die  Werthe  von  i  für  beliebige  Werthe  von  x  zwischen  1  und  <», 

1 
also  von  —  zwischen  1  und  0,  können  der  folgenden  Tabelle*  entnom- 

X 

men  werden. 


*   M.  Bresse,  Cours  de  möcanique  appliqu^e,  IL  partie,  Paris  18(K). 
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1 

X 

• 

% 

1 

X 

• 

1 

X 

* 

1 

X 

• 

0,999 

2,1834 

0,94i 

0,8418 

0,800 

0,4198 

0,48 

0,1207 

0,998 

1,9523 

0,942 

0,8301 

0,795 

0,4117 

0,47 

0,1154 

0,997 

1,8172 

0,940 

0,8188 

0,7S0 

0,4039 

0,46 

0,1102 

0,996 

1,7213 

0,938 

0,8079 

0,785 

0,3962 

0,45 

0,1052 

0,995 

1,6469 

0,936 

0,7973 

0,780 

0,3886 

0,44 

0,1003 

0,994 

1,5861 

0,934 

0,7871 

0,775 

0,3813 

0,43 

0,0955 

0,993 

1,5348 

0,932 

0,7772 

0,770 

0,3741 

0,42 

0,0909 

• 

0,992 

1,4902 

0,930 

0,7675 

0,765 

0,3671 

0,41 

0,0865 

0,991 

1,4510 

0,928 

0,7581 

0,760 

0,3603 

0,40 

0,0821 

0,990 

1,4159 

0,926 

0,7490 

0,755 

0,3536 

0,39 

0,0779 

0,989 

1,3841 

0,924 

0,7401 

0,750 

0,3470 

0,38 

0,0738 

0,988 

1,3551 

0,922 

0,7315 

0,745 

0,3406 

0,37 

0,0699 

0,987 

1,3284 

0,920 

0,7231 

0,740 

0,3343 

0,36 

0,0660 

0,986 

1,3037 

0,918 

0,7149 

0,735 

0,3282 

0,35 

0,0623 

0,985 

1,2807 

0,916 

0,7069 

0,730 

0,3221 

0,34 

0,0587 

0,984 

1,2592 

0,914 

0,6990 

0,725 

0,3162 

0,33 

0,0553 

0,983 

1,2390 

0,912 

0,6914 

0,720 

0,3104 

0,32 

0,0519 

0,982 

1,2199 

0,910 

0,6839 

0,715 

0,3047 

0,31 

0,0486 

0,981 

1,2019 

0,908 

0,6766 

0,710 

0,2991 

0,30 

0,0455 

0,980 

1,1848 

0,906 

0,6695 

0,705 

0,2937 

0,29 

0,0425 

0,979 

1,1686 

0,904 

0,6625 

0,70 

0,2883 

0,28 

0,0395 

0,978 

1,1531 

0,902 

0,6556 

0,69 

0,2778 

0,27 

0,0367 

0,977 

1,1383 

0,900 

0,6489 

0,68 

0,2677 

0,26 

0,0340 

0,976 

1,1241 

0,895 

0,6327 

0,67 

0,2580 

0,25 

0,0314 

0,975 

1,1105 

0,890 

0,6173 

0,66 

0,2486 

0,24 

0,0290 

0,974 

1,0974 

0,885 

0,6025 

0,65 

0,2395 

0,23 

0,0266 

0,973 

1,0848 

0,880 

0,5884 

0,64 

0,2306 

0,22 

0,0243 

0,972 

1,0727 

0,875 

0,5749 

0,63 

0|2221 

0,21 

0,0221 

0,971 

1,0610 

0,870 

0,5619 

0,62 

0,2138 

0,20 

0,0201 

0,970 

1,0497 

0,865 

0,5494 

0,61 

0,2058 

0,19 

0,0181 

0,968 

1,0282 

0,860 

0,5374 

0,60 

0,1980 

0,18 

0,0162 

0,966 

1,0080 

0,855 

0,5258 

0,59 

0,1905 

0,17 

0,0145 

0,964 

0,9890 

0,850 

0,5146 

0,58 

0,1832 

0,16 

0,0128 

0,962 

0,9709 

0,845 

0,5037 

0,57 

0,1761 

0,15 

0,0113 

0,960 

0,9539 

0,840 

0,4932 

0,56 

0,1692 

0,14 

0,0098 

0,958 

0,9376 

0,835 

0,4831 

0,55 

0,1625 

0,13 

0,0085 

0,956 

0,9221 

0,830 

0,4733 ' 

0,54 

0,1560 

0,12 

0,0072 

0,954 

0,9073 

0,825 

0,4637 

0,53 

0,1497 

0,11 

0,0061 

0,952 

0,8931 

0,820 

0,4544 

0,52 

0,1435 

0,10 

0,0050 

0,950 

0,8795 

0,815 

0,4454 

0,51 

0,1376 

0,09 

0,0041 

0,948 

0,8665 

0,810 

0,4367 

0,50 

0,1318 

0,08 

0,0032 

0,946 

0,8539 

0,805 

0,4281 

0,49 

0,1262 

0,07 

0,0025 
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Was  den  in  GL  (6)  dem  Coefficienten  k  beizulegenden  Werth  betrÜt 
so  ist  zu  bemerken,  dass  er  durch  Gl.  (2)  demjenigen  =  k^  gleich  gesets 
wurde,  welcher  eigentlich  nur  dem  gleichförmigen  Beharrungszostande  des 
ungestauten  Wassers  entspricht: 


unter  u^  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  ungestanten  Wassers  verstaodeoL 
womit  Gl.  (6)  auch  geschrieben  werden  kann: 

z  =  -\H—h  4-la  —  ^^^](i—I)\ .91 


=M--*+(-T>-^ 


\.''  f 


Um  aber  ein  Urtheil  über  die  Grösse  des  Fehlers  zu  gewinnen,  der 
durch  die  Annahme  k  =  Const,  =  ^^  begangen  wurde,  ist  dieser  Coeffi- 
cient  k  für  irgend  eine  Stauhöhe  ä,  insbesondere  sein  Grenzwerth  l  =  K 
für  h  =:  R  auf  folgende  Weise  richtiger  zu  berechnen.  Zunächst  kum 
man  bemerken,  dass  für  den  Theil  (p  des  relativen  Gefälles  (p,  welcher  an 
der  Stelle  der  beliebigen  Stauhöhe  h  mit  den  Widerständen  im  Gleich- 
gewichte ist,  gemäss  der  Annahme  eines  constanten  Coefficienten  k  die 
Gleichung  gilt: 


u  a 


«Q         a  -\-  h 
Somit  ist  nach  §.  126,  Gl.  (13)  besser: 


Ka  -\-  h  Kp        (p    /      a      \3 1 
'  "iT      a'      ä  ~\J~+  Ä/  ^  ^ 


(lo:. 


^        .      1  +  23  +  "^^-^^« 

«        \  a         j  y«  +  h 

insbesondere  ifc  =  JT  für  ä  =rr  ^    a«  =  X,  wobei  für  —  der  Werth  ge- 

n 

setzt  werden  muss,  welcher  aus  der  Gleichung 

1     , 

,  «0  1       «     '  .,  „^    ,    0,00155 

Kq  =  — "  .  = mit    m  =r  23  H 

V««  w     1  w  a 

n  "^  y« 

/1\^,  ,.1  »«^0 


J 
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sich  ergiebt,  nämlich 


1 
n 


m 


2 


+ 


J/(- 


2'    J^  Ya 


(12). 


Beispiel.  —  Ein  Fluss,  dessen  relatives  Gefölle  a  im  gleichförmigen 
Beharrungszustande  =  0,000115  gemessen  wurde,  habe  eine  Breite  h  =  70 
Mtr.  und  bei  dem  Wasserquantum  Q  =  40  Cubikm.  die  mittlere  Tiefe 
4S  =  1,05  Mtr.  Wenn  derselbe  bei  dieser  Wassermenge  durch  ein  Wehr 
um  H  =  1,5  Mtr.  aufgestaut  würde,  so  soll  ermittelt  werden,  in  welchen 
£Intfemungen  vom  Wehr  stromaufwärts  die  Stauhöhe  noch 

h  =  0,6     0,4     0,2  Mtr. 
betragen  wird.    Hier  ist 


40 


u. 


u, 


^— --  =  0,5442;     a ®-  =  1,0198  Mtr. 

1,05.70  '  '  g 


mit  ff  =  9,81;  femer  nach  obiger  Tabelle 


für  A  ^=  l'~    =  0,412  :/  =r  0,0874 


X         2,55 

und  für  h  =  0,6 

,       1         1,05 

also       =  ,  .. 

X         1,65 


0,4 

1,05 
145 
0,724 


0,2 

1,05 
1,25 

0,840 


Mtr. 


( 


=r-.  0,636 
t  =  0,2272     0,3150     0,4932 

a  —  *^^-)  (t  —  /)  =  0,1426     0,2321     0,4138  Mtr., 


also  mit  JJ—  h  =±  0,9  1,1 

nach  Gl. (9):  %a  =  1,0426     1,3321 

2  =  9066        11583 
Weil  übrigens  nach  Gl.  (8) 

k^  =  49,52 
und  damit  nach  Gl.  (12) 

1 


1,3 

1,7138 

14902 


»1 


n 


n 


n 


=  49,01   entsprechend  n  =  0,0204 


gefanden  wird,  ergiebt  sich  nach  Gl.  (11)  für  A  =  Jff  und  a?  =  X: 

K  =  70,47  =  1,423  k^, 
wonach  sich  eine  grosse  Genauigkeit  des  zweiten  Bestandtheils  von  z  nicht 
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erwarten  lässt.    Derselbe  ist  zwar  ein  am  so  kleinerer  TheU  des  ganzes  i 
je  grösser  ä,  nämlich 

0,1426     0,2321      0,4138 


~  1,0426 
=  0,137 
für  h  =  0,6 


1,7138 

0,241 

0,2         Mtr., 


1,3321 

0,174 

0,4 

allein  je  grösser  A,  desto  mehr  ist  auch  der  wahre  Mittelwerth  des  Coe& 
cienten  h  für  die  betrachtete  Strecke  des  aufgestauten  Flusses  von  k^^  v^ 
schieden,  desto  fehlerhafter  folglich  die  obige  Berechnung  dieses  zweita 
Bestandtheils  von  s.  — 

Ein  richtigeres  Resultat,  als  nach  dieser  üblichen  Rechnungswebe, 
ist  zu  erwarten,  wenn  in  der  Gleichung 

ds  _  F^    g 

dh  ~         ~ 


a  — 


P    Q 

F^  k^~ 


2  ' 


von  der  die  vorstehende  Entwickelung  ausging,  dem  Coefficienten  i  ein 
zwar  auch  constanter,  aber  von  k^  verschiedener,  den  jedesmaligen  Uid* 
ständen  angepasster  Werth  beigelegt  wird,  etwa  gemäss  Gl.  (11): 


k  = 


n 


+  23  + 


0,00155 


a 


n 


a 


mit  A,  = ' und    Xy  =  —  — ' 

^  2  ^     ,  a 


(13). 


während  —  nach  Gl.  (12)  bestimmt  wird.    Mit 
n 

^0      ^0  Po 


erhält  dann  die  Gleichung  die  allgeraeincre  Form: 

0*0*  «  (KV         (Fy 

ds          1               ff     pXf)           1  \fJ 

9       Po 

"  °-G")";.(5)"   "©■- 

\i)   Po 

(3,«; 


-und  gemäss  den  obigen  Annahmen  unter  1)  und  2)  mit 


r.  133. 
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Po  = 


i      ^  — 

-^0 


a  +  h 


=  aj;     dh  =  adx 


a 
u 


ds=: 


X' 


ak,^ 


'"'0 


dx 


a 
a 


-1  + 


(*«)*_  f^»! 


«»— 


€t1d  9A 

Daraus  folgt  mit   ^-  =    -     nach  Gl.  (8)  und  wenn 

ff  9^ 

2_ 

gesetzt  wird,  durch  Integration  von  JT*  bis  A  resp.  JC  bis  ^b: 


dx  .  (4,  a). 


(14) 


^  a 


X  —  X  —  {  c 


s 


"iL 

ga  /i  X' 

X 


dx 


c^j 


oder  wegen 


X 

1      dx  1  I     dx'  %  ,        X 

=  i[^_Ä  +  (.-^!^)(.'-r)] (9,4 


s 

Dabei  >  können  »'  und  Z'  der  obigen  Tabelle  für  die  Argumente 

1  e  (jc  1  e  ac 

X  X 

entnommen  werden. 

Far  das  obige  Beispiel: 
a  =  1,05  ;     a  =  0,000115  ;     u^  =  0,5442  ;     H  =  1,5 


ac  1 


e 
X 


a  +  JI 


•  •••••  \^10J 


ist  ir 


49,52  und  —  =  49,01.     Damit  ergiebt  sich 
n 


für  h  =  0,6 
Äi=r  1,05 


0,4  0,2 

0,95  0,85 

xj^=    2      1,9048  1,8095 

k  =  63,28   61,72  60,20 

c  =  0,8492  0,8634  0,8779 

Qrasbof,  theoret.  MascUinenlelire.    I. 
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ae V  =  0,8498  0,8661  0,8826 

ff    c^ 

-r  =  0,540  0,625  0,737 

t"  =  0,1560  0,2180  0,3306 

-,=  0,350  0,356  0,361 

r  =  0,0623  0,0645  0,0664 

(ac—  ^  *\^  («•'—  /')  =  0,0776  0,1329  0,2332 

za  =:r  0,9776  1,2329  1,5332 

z=     8501      10721  13332      Mtr., 

also  um             565          862  1570 


kleiner,  als  nach  der  früheren  Rechnung.  — 

Bei  der  Anlage  eines  Wehrs  behufs  der  Concentration  eines 
möglichst  grossen  Theils  des  Gefälles  einer  gewissen  Fluss- 
strecke zum  Betriebe  hydraulischer  Kraftmaschinen  handelt  a 
sich  gewöhnlich  um  die  Bestimmung  der  Höhe  M,  um  welche  an  einer  ge- 
wissen Stelle  das  Wasser  höchstens  aufgestaut  werden  darf,  damit  die  da- 
durch bedingte  Erhebung  der  Wasseroberfläche  in  der  Entfernung  z  strom- 
aufwärts von  jener  Stelle  höchstens  =  h  sei.  Diese  Aufgabe  ist  durck 
successive  Näherung  zu  lösen.    Nach  Gl.  (9)  oder  (9,  d)  ist 

TT  <  aa  4-  Ä 

und  zwar  um  so  mehr  kleiner,  je  kleiner  h  ist  und  je  grösser  voranssicfat- 
lich  If  sich  ergeben  wird.  Ein  hiernach  versuchsweise  angenommener  Ni- 
herungswerth  von  H  ist  dann  zu  gross  oder  zu  klein,  jenachdem  der  damit 
zu  berechnende  Werth  von  z  grösser  oder  kleiner,  als  der  gegebene,  ge- 
funden wird.  Wenn  man  sich  zu  dieser  Rechnung  und  den  etwa  nothig 
werdenden  Wiederholungen  derselben  mit  corrigirten  Werthen  von  //der 
verbesserten  Gleichung  (9,  a)  bedient,  so  wird  es  doch  wenigstens  zulässig 
sein,  den  mit  einem  ersten  oder  zweiten  Näherungs werth  von  IT  nach 
Gl.  (13)  und  (14)  berechneten  Coefficieuten  c  endgültig  auch  bei  weiteren 
Correctionsrechnuugen  beizubehalten. 
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§.  134.   Tersehiedene  SpecialfttUe. 

Bei  den  Untersuchungen  in  den  zwei  vorigen  Paragraphen  wurde 
Bpeciell  der  Fall  ins  Auge  gcfasst,  dass  das  Längenprofil  des  im  ungleich- 
förmigen Beharrungszustande  fliessenden  Wassers  (als  Stauen rve  im  engeren 
Sinne)  eine  oberhalb  des  geradlinigen  Längenprofils  des  gleichförmig  flies- 
senden Wassers  gelegene,  nach  oben  schwach  concav  gekrümmte  Curve 
bildet,  deren  Neigung  gegen  den  Horizont  <C  «  ist.    Ausser  diesem  tech- 
nisch wichtigsten  Specialfalle  können  indessen  noch  mehrere  andere  statt- 
finden, die  sich  ihrem  allgemeinen  Character  nach  am  übersichtlichsten 
durch  eine  Discussion  der  unter  den  Voraussetzungen  des  vorigen  §.  ent- 
wickelten Gleichung  der  in  Hede  stehenden  Curve  erkennen  lassen.   Dabei 
mag,  da  die  durch  Gl.  (9,  a)  im  vorigen  §.  zum  Ausdruck  gebrachte  Cor- 
rection  nur  bei  der  Benutzung  eines  je  nach  den  Umständen  verschiedenen 
Stücks  der  fraglichen  Curve  von  wesentlicher  Bedeutung  ist,  hier  es  sich 
aber  um  die  ganze  Curve,  um  die   Gesammtheit  aller  möglichen  Fälle 
handelt,  von  der  einfacheren  Gl.  (5)  des  vorigen  §.  ausgegangen  werdon, 
die  darauf  beruht,  dass  der  Coefficient  Je  constant  =  demjenigen  Werth 
gesetzt  wurde,  welcher  eigentlich  nur  dem  gleichförmigen  Beharrungszu- 
stande der  in  dem  betreffenden  cylindrischen  Canal  flicssenden  betreffenden 
Wassermenge  entspricht.    Setzt  man  in  dieser  Gleichung,  übrigens  unter 
Beibehaltung  der  früheren  Buchstabenbezeichnungen, 

^  =  ^'  =  ^'-v (IX 

9  9^  ^ 

*  =  f{x) ,  /  =  /(^)  9  wnd  stellt  man  die  ursprüngliche  Richtung  der 
Abscissenaxe  (Axe  der  »,  positiv  stromabwärts)  wieder  her,  setzt  also 
z  =  S  —  «,  unter  S  die  Abscisse  des  Punktes  verstanden,  dessen  Ordinate 
h  =  M  ist,  so  kann  die  Gleichung  in  der  Form  geschrieben  werden: 

a 

oder  auch,  wenn  hier  mit  h  die  mittlere  Wassertiefe,  also  die  Höhe 
des  Wasserquerprofils  über  der  Ebene  bezeichnet  wird,  welche  der  freien 
Oberfläche  des  im  gleichförmigen  Beharrungszustande  fliessenden  Wassers 
im  Abstände  a  darunter  parallel  ist  und  die  Grund  ebene  genannt  werden 
mag  (bei  einem  Canal  mit  verticalen  Seitenwäudcn  und  ebenem  Boden  mit 
letzterem  zusammenfallend),  wenn  somit  h  =  ax^  J7=  aX  gesetzt  und 
die  «-Axe  in  einer  Neigungslinie  der  Grundebeue  liegend  angenommen  wird : 

49* 
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S  und  ff  können  nan  als  Coordinaten  irgend  eines  bestimmten,  ibn- 
gens  willkflrlich  zu  wählenden  Punktes  der  Cnrre  betrachtet  werden;  wird 
insbesondere  H  ==  0  gesetzt  und  der  Ursprang  der  Coordinaten  in  dieses 
Pnnkt  verlegt,  so  dass  auch  iS  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  als  Gieichmg  der 

Curve  wegen 

1  ,1  1     /:t  1  \         — .T 

nrcecftg——  =  — 


/(O)  =  - 


/:t 


jt 


mit  u  = 

Daraus  folgt  mit  Rficksicht  auf 


V3      "  yä"  -      yä  \2 

as  =  h-(l—X^\/(x)  +  fi]a 
=  0,6046. 


1  \ 
—  are  tg  -— =  )  = 


3V3 


(^^ 


/(*) 


dh 
1  —  X^ 


df{x)   dx 
'dsT  dh 


l—x' 


1—x^' 


ds 
dh 


1  X^ 


a   1  —  jf' 


dh 
dh* 


1 
a 


3  (1  —  2»)  a?2  1^  _  _      1—X^ 


a 


aa 


(i^^)"  ■ 


i3 


l4> 


ist  ~-  beständig  negativ,  die  Curve  also  überall  concav  stromaufwärts  ge- 


Fig.  54. 


(1  —  x^Y 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  X  kleiner  oder 
grösser  als  1  ist. 

/ —  9 

1)  Im  Falle:  i  <  1,  «^  <  yga,  cl  <^i 

d^s 
dJt 

rig.  ö4. 

krümmt:  Fig.  54*).    Im  Punkte 

A  {x  =  0)  beginnt  die   Curve 

dh         a 
D    mit  der  Neigung  ^  =  Tj  8^^ 


\^     die  «-Axe  und  mit  unendlich  schw»- 

eher  Krümmung  wegen  £^.  =  0, 

dh 

bei  wachsendem  x  bleibt  zunächst 


^ 


*)  Diese  Figur,  Brassens  M^canique  appliqu^e  entDommeu,  ist  für  A^  « 0,3» 
also  Wo  =  0,5477  "^ga  gezeichnet,  indem  dabei  für  die  Längen  z  der  Maassstab 
200  mal  so  klein  genommen  wurde,  wie  für  die  Höhen  \  so  dass  auch  a  und 
alle  Neigungswinkel  der  Curve  gegen  die  Horizontale  und  gegen  die  »-Aze  ent- 
sprechend zu  gross  erscheinen. 
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ah 

——  positiv  bis  im  Punkte  -S  für  a;  =  jl,  ä  =  iU,  jener  Differentialquotient 

unendlich,  die  Carve  rechtwinkelig  gegen  die  «-Axe  gerichtet  wird  und  nun 

dh 
im  Sinne  der  negativen  «-Axe  zu  verlaufen  anföngt,  indem  — -  negativ  wird 

ds 

£ür  X  '^  X.  Bemerkens werth  ist,  dass  die  Umkehruug  bei  B  mit  einem 
gegen  a  sehr  kleinen  Krümmungshalbmesser  q  stattfindet;  indem  nämlich 
für  X  =  X 


ds  dh  Z        X 

Tr  =  0;     .-7T  =  - 


8 


dh         ^'     dh^  aa  \—X^ 

ist,  crgiebt  sich  der  Absolutwerth 

/  ds^\^ 

,    V  +   dhV  a  l  —  X^ 

Q  =  ± ^ =3   -y,-  « 

dh^ 
oder  mit  =  X^  (Gl.  1) :  p  =  öfi  ^(1  —  ^*)  « 

g  OK 

höchstens  =  0,1575  f^  =  -^r^  a  für  A«  =  -, 

Ä*  K^  4 

insbesondere  z.  B.  p  =  0,000618  a  mit  dem  Mittelwerth  h  =  50. 

dh 
Für  «  =  1,  Ä  =  ö,  wird  --  =  0  und  «  =  —  oo  wegen /(l)  =  <». 

Die  Curve  nähert  sich  asymptotisch  dem  geradlinigen  Längenprofil  C  W  des 
im  gleichförmigen  Beharrungszustande  fliessenden  Wassers. 

dh  dh 

Für  a?  >►  1  wird  -—  wieder  positiv  und  wächst  bis  -j-  =  a  f  ür  a?  =  oo. 

ds  ds 

Der  entsprechende  Curvenzweig  CD  geht  asymptotisch  von  der  Geraden 
CJT  aus  und  nähert  sich,  je  mehr /(a?)  in  die  Grenze /(oo)  =  0  tibergeht, 
mehr  und  mehr  nach  Gl.  (2)  der  horizontalen  Geraden 

as  =  h  —  (1  —  X^)  (la 

als  zweiter  Asymptote.  Letztere  schneidet  die  Axe  AH^  im  Punkte  i?i, 
oberhalb  Ä,  für  welchen 

AH^  =  (1  —  A»)  (la 

ist,  und  die  Gerade  CW  im  Punkte  L  mit  der  Abscisse 

A^x  = ^  • 

*  a 
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2)  Im  Falle:   2  >  1 ,  «o  >  Vga,   a  > 


k^ 


d^s 


ist  -  ,-  beständig  positiv,  die  Curvc  also  überall  concav  stromabwärts  ge- 

^^'  Pig.  55. 

krümrat:  Fig.  55*).  Im 
Punkte  A  {x==  0)  beginnt 
die  Curve  wiedor  mit  der 

j^   Neigung  —  =  —  gegen 

die  «-Axe  und  mit  onend- 
'B      lieh  schwacher  KrOmniuDg. 

Bei  wachsendem  x  bleibt  — 


positiv  bis  x 


dh 
\^h  =  a\  indem  dann  —  =  0  wird  und  gleichzeitig  *  =  oo, 

ds 


nähert  sich  der  Curveuzweig  AB  asymptotisch  dem  geradlinigen  Längen- 

profil  WB  des  gleichförmig  fliessendon  Wassers. 

dh 
Wenn  x  über  1  hinaus  wächst,  wird  -^  negativ;  die  Curve  geht  von 

ds 

der  Geraden  WB  im  entgegengesetzten  Sinne  asymptotisch  aus  und  nähert 

/dh  N 

sich  mehr  und  mehr  der  zur  *-Axc  senkrechten  Richtung  (-—  =  ooj, 

welche  im  Scheitelpunkte  C  iiüT  x  =  X  erreicht  wird.    Der  Krammongs- 
radius  an  dieser  Stelle  crgiebt  sich  analog  dem  Obigen  absolut  genonunen: 

Er  kann  zwar  wesentlich  grösser  sein,  als  im  Scheitelpunkte  B  (Fig.  54), 
ist  indessen  meistens  auch  hier  ein  nur  kleiner  Theil  von  /i;  z.  B. 

für  ;i8  =^     4  9 


u. 


Q 


=     2 


ist  —  = 


15,57       54,42 
"1»  j^f- 


—    0,0062    0,0218   mit  k  =  50. 


*)  Gezeichnet  nach  Er  esse,  mdcanique  appliqu^e,  mit  A^s=»  2,  indem  da- 
bei unter  entsprechender  Yergrösserung  von  a  der  Maassstab  für  die  Längen  $ 
im  Verhältnisse  1  :  100  kleiner  genommen  wurde  wie  für  die  Höhen  h. 
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Für  X  '^  2,  wird  — -  wieder  positiv  und  nähert  sich  abnehmend  der 

OS 

Grenzo  «  für  ar  =  oo.    Die  Gleichung  der  Curve  geht  mehr  und  mehr  in 

as  =  h  -]-  (X^—l)  (4a 

über,  d.  i.  die  Gleichung  einer  horizontalen  Geraden,  welcher  sich  der 
Curvcnzweig  CD  asymptotisch  nähert.  Diese  Asymptote  schneidet  die  Axe 
^IJI  in  der  Entfernung 

ARi  =  (;i^— 1)  (la 
unterhalb  von  A,  und  die  Gerade  WB  im  Punkte  L  mit  der  Abscisse 

a 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  auf  der  Grenze  zwischen  beiden  be- 
sprochenen Fällen,  d.  h.  für 

die  Curve  in  die  durch  A  gehende  horizontale  Gerade:  h  =  as  übergeht, 
welche  in  der  That  die  Curven  der  Figuren  54  und  55  vollständig  trennt, 
so  dass  die  erste  ganz  darüber,  die  zweite  ganz  darunter  liegt.  Der  Verlust 
an  lebendiger  Kraft  des  Wassers  wird  in  diesem  Falle  für  jedes  Längen- 
element  des  Canals  gerade  verbraucht  durch  die  Arbeit  des  Bewegungs- 
Widerstandes.  — 

Alle  drei  Zweige  AB^  CB^  CD  der  Curven,  Fig.  54  und  55,  können 
von  thatsächlichcr  Bedeutung  sein  für  verschiedene  Aufgaben,  welche  die 
ungleichförmige  permanente  Bewegung  des  Wassers  in  einem  Canal  be- 
troflfen,  insoweit  wenigstens  jene  Curven  unter  nur  kleinen  Winkeln  gegen 
die  S'Axo  geneigt  sind,  was  aber  im  Falle  X  <C  1  (Fig.  54)'  wegen  der 
sehr  scharfen  Krümmung  bei  B  mit  Ausschluss  eines  nur  sehr  kleinen  Cur- 
venstücks  an  dieser  Stelle  in  der  That  der  Fall  ist,  ebenso  auch  für  il  ^  1 
(Fig.  55)  mit  Ausschluss  eines  nur  kleinen  Curvenstüeks  bei  C,  sofern  nicht 
etwa  X  ungewöhnlich  gross  ist. 

Es  handle  sich  z.  B.  um  den  Beharrungszustand  des  Wassers 
in  einem  Canal,  dem  dasselbe  am  oberen  Ende  aus  einer  Oeff- 
nung  in  der  Seitenwand  eines  Wasserbehälters  stetig  zufliesst, 
während  es  am  anderen  Ende  entweder  frei  oder  mehr  oder  we- 
niger durch  ein  Hinderniss  gehemmt  und  dadurch  entsprechend 
aufgestaut  abfliesst.  Der  cylindrische  Canal  entspreche  den  Voraus^ 
Setzungen,  auf  denen  die  obigen  Gleichungen  (1)  bis  (4)  beruhen,  d.  h.  es 
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sei  flberall  die  Wasserbreite  hinlänglich  gross  im  Vergleich  mit  der  mitt- 
leren Tiefe,  am  ohne  erheblichen  Fehler  p  =  h  setzen,  femer  inneriialb 
der  Grenzen,  zwischen  denen  das  Qnerprofil  des  Wassers  variabel  ist,  das 
Canalqnerprofil  hinlänglich  wenig  gegen  die  Lothrechte  geneigt,  um  aoch 
h  als  constant  yoranssetzen  zn  dürfen.  Der  Umfang  der  Oeffhung,  durdi 
welche  das  Wasser  in  den  Canal  sich  ergiesst,  bilde  oben  eine  horizontale 
Gerade  nnd  falle  im  Uebrigen  mit  dem  Qnerprofil  des  Canals  zusammen; 
nach  dem  Dnrchflnss  durch  diese  Oeffhung  kann  das  Wasser  zunächst  eine 
Contraction  erfahren,  und  wenn  F^  ■=  hh^^  der  kleinste  Querschnitt,  u^  die 
mittlere  Geschwindigkeit  in  demselben  ist,  so  sind  durch  Q  =  F^u^  and 
a  auch  a  and  Uq  bestimmt:   siehe  §.127,  Aufgabe  5). 

Ist  nun  jL  <^  1  und  h^  <i  Xa^  so  fliesst  das  Wasser  zunächst  mit 
stetig  wachsender  Tiefe  h  im  Canal  weiter,  indem  sein  Längenprofil,  ent- 
sprechend dem  Curvenzweige  AB  in  Fig.  54,  eine  nach  oben  concav  ge- 
krümmtQ  Curve  bildet  bis  h  fast  =  >U  geworden  ist;  dann  entsteht  ein 
Wassersprung,  indem  das  Längenprofil  sich  plötzlich  bis  zu  der  dem  gleich- 
förmigen Beharrungszustande  entsprechenden  Geraden  CfF  erhebt  Ist 
2a  <^  A^  <^  <7,  so  entsteht  dieser  Sprung  sogleich  nach  dem  Eintritt  des 
Wassers  in  den  Canal,  die  Oberfläche  CW  desselben  tritt  zurück  bis  zur 
Wand  des  Behälters  oberhalb  der  Mündung,  und  geht  der  Ausfluss  aus 
dieser  in  einen  sogenannten  Ausfluss  unter  Wasser  über.  Ist  andererseits 
2  >►  1,  so  fliesst  das  Wasser,  wenn  ä^  <1  ä  ist,  mit  stetig  wachsender,  wenn 
aber  «  <<  ä^  <  2a  ist,  mit  stetig  abnehmender  Tiefe  im  Canal  weiter,  in- 
dem das  Längenprofil,  asymptotisch  der  Geraden  WB  sich  nähernd,  im 
ersten  Falle  eine  nach  oben  convexe,  im  zweiten  eine  nach  oben  concave 
Curve  bildet,  entsprechend  den  Zweigen  AB  resp.  CB  in  Fig.  55.  —  Wenn 
das  Wasser  nicht  durch  eine  ringsnmschlossene  Mündung,  sondern  durch 
einen  oben  offenen  und  unten  bis  zum  Canalboden  sich  erstreckenden  Wand- 
einschnitt in  den  Canal  einflösse  aus  einem  Behälter,  in  welchem  die  Höhe 
der  horizontalen  freien  Wasseroberfläche  über  der  Grundebene  des  Canals 
an  dessen  oberem  Ende  ]>  a  ist,  so  würde  das  Wasser  in  dem  Wandein- 
schnitt einen  Ueberfall  bilden,  indem  seine  freie  Oberfläche  im  Falle  X<^1 
bis  zur  Geraden  CW^  Fig.  54,  im  Falle  2  >  1  bis  zum  Curvenzweige  Cfi, 
Fig.  55,  abfiele  und  dann  das  Wasser  im  ersten  Falle  mit  gleichförmiger 
Tiefe  a,  im  zweiten  Falle  mit  allmählig  bis  a  abnehmender  Tiefe  im  Canal 
weiter  flösse. 

Wenn  nach  eingetretenem  gleichförmigen  Beh^rrungszustande  das 
Wasser  am  Ende  des  Canals  (Gerinnes)  firei  abfliesst,  nach  dem  Abflüsse 
einen  parabolisch  niederfallenden  Strahl  bildend,  so  findet  im  Falle  X  <^l 
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schon  Torher  eine  stetige  Abnahme  der  Wassertiefe  im  Ganal  statt  gemäss 

dem  Cnrvenzweige  Cfi,  Fig.  54,  während  im  Falle  >l  >  1  das  Wasser  bis 

znm  £nde  des  Canals  mit  derselben  Tiefe  a  gleichförmig  fortfliesst,  d.  h« 

mit  dem  geradlinigen  Längenprofil  WB^  Fig.  55.    Ebenso  verhält  es  sich, 

wenn   der  Ganal  das  Wasser  in  einen  unteren  Behälter  abfliessen  lässt, 

dessen  freie  Wasseroberfläche  die  Querschnittsebene  am  Ende  des  Canals 

in  einer  gewissen  Höhe  über  der  Grundebene,  die  jedoch  <C  (^  ist,  schneidet; 

nur  dass,  je  mehr  diese  Höhe  der  Grenze  a  sich  nähert,  desto  mehr  im 

Falle  2  <C  1  die  Abnahme  der  Wassertiefc  gemäss  der  Gurve  Ci?,  Fig.  54, 

Terschwindet,  d.  h.  das  im  Längenprofil  des  Wassers  realisirte  Stück  dieses 

Curvenzweiges  sich  weniger  weit  gegen  B  hin  erstreckt.  —  Hat  der  Ganal 

eine  nur  massige  Länge,  so  kann  es  der  Fall  sein,  dass  ein  gleichförmiger 

Beharrungsznstand  selbst  nicht  angenähert  eintritt,  dass  vielmehr  im  Falle 

2  <C  1,  ^1  <C  >^  das  aufwärts  concave  Längenprofil  AB^  Fig.  54,  in  die 

aufwärts   convexe  Krümmung  des   Wasserabsturzes  am  Ende  des  Ganais 

abergeht  bevor  der  Sprung  von  B  bis  GW  sich  ausbilden  konnte,  oder  dass 

im  Falle  A  >  1  selbst  am  Ende  des  Ganais  die  Wassertiefe  noch  merklich 

<  a  oder  >  «  ist,  einem  Punkte  des  Gurvenzwoiges  AB  oder  CB^  Fig. 

55,  entsprechend  jenachdem  \  <!^a  oder  >  a  war. 

Wenn  aber  der  Abfluss  des  Wassers  aus  dem  Ganal  ein  solches  Hin- 
derniss  findet,  wodurch  es  aufgestaut  wird,  indem  z.  B.  der  Ganal  am  Ende 
darch  eine  Wand  gesperrt  ist,  über  deren  oberen  Rand  das  Wasser  hinweg 
fliessen  muss,  oder  indem  er  in  einen  Behälter  mündet,  dessen  freie  Was- 
seroberfläche die  Querschnittsebene  am  Ende  des  Ganais  in  einer  Höhe 
^  a  über  der  Grundebene  schneidet,  so  bildet  gegen  dieses  Ende  hin  das 
Längenprofil  des  Wassers  im  Falle  2  <C  1  eine  nach  oben  concave  Gurve 
(die  in  den  vorigen  Paragraphen  näher  besprochene  gewöhnliche  Staucurve) 
gemäss  dem  Zweige  Ci>,  Fig.  54,  dagegen  im  Falle  A  >  1  eine  nach  oben 
convexe  Gurve:  Ci>,  Fig.  55;  weil  aber  im  letzteren  Falle  die  Gerade  WC 
nicht  stetig  in  die  Gurve  CD  übergeht,  so  findet  bei  C  eine  sprungweise 
Erhebung  der  Wasseroberfläche  statt.  Die  Staucurve  wird  im  Sinne  CD 
zwar  mehr  und  mehr,  im  Ganal  selbst  jedoch  nie  vollständig  horizontal; 
wenn  also  der  Ganal  in  einen  grossen  Behälter  mündet,  in  dem  das  Wasser 
mit  horizontaler  Oberfläche  in  Ruhe  ist,  so  erfolgt  der  Uebergang  der 
Oberfläche  des  im  Ganal  fliessenden  Wassers  in  jene  Horizontalebene  mit 
einer  sehr  schnellen,  wenn  auch  sehr  kleinen  Richtungsändernng,  ent- 
sprechend einem  sehr  schnellen  Verlust  an  lebendiger  Kraft  des  in  den 
Behälter  einfliessenden  Wassers  durch  wirbeiförmige  Bewegungen.  — 
Wenn  endlich  der  Einfluss  des  Wassers  in  einen  Ganal  von  massiger  Länge, 
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Während  A^  <1  iU  im  Falle  X  <C  l  oder  Aj  <  ^  im  Falle  Jl  >*  1  ist,  T«r- 
banden  wäre  mit  behindertem  Abfloss  und  entsprechendem  Aa&taa  am  Ende, 
80  würde  das  Längenprofi]  sich  an  einer  gewissen  Stelle  vom  Curvenzveiff 
AB  sofort  bis  zum  Cur>'enzweige  CD  sprangweise  erheben. 

Beispiel.  —  In  einen  Canal  mit  ebenem  Boden  and  verticalei 
Seitenwänden  fliesse  das  Wasser  durch  eine  Poncelet*scbe  Möndu: 
(Fig.  35,  S.  462); 

if  sei  die  Höhe  des  Oberwasserspiegels    über  dem  Mittelpunkte  der 
Mündung, 

Aq  die  Höhe  der  letzteren  (viel  kleiner,  als  die  Breite), 

Aj  die  Höhe  (Tiefe)    des    von    oben    contrahirten   Wasserstroms  nahe 
ausserhalb  der  Mündung, 

u^  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  diesem  contrahirten  Querschnitt, 

^  der  Ausfluss-,  ip  der  Geschwindigkeits-,  also    —  der  Contractions- 
coefiicient. 

Dann  ist  Ai  =  —  A^ ,  w^  =  9)  "y/^gH 

und  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  gleichförmigen  Beharrungsznstandes: 


u^  ^  ^"L  ,   also   k  Yaa  ■-=  fi    ^  V^fflT 


/2gH 


kaV^  =  fih^  1/  ^^^ 


oder  mit  k  = —  (§.126,  Gl.  14) 


Ist  nun  z.  B.  a  =  0,05  und  nach  §.85,  entsprechend  einer  Neigung  der 
Schütze  von  ca.  30^  gegen  die  Lothrochte, 

u  =  0,75 ,  ^  =  0,8   also  ®  =  0,9375 , 
9> 

ferner  nach  §.  126  für  den  Rauhigkeitscoefficienten  n  =  0,013 

A  =  100,   B  ==  0,3 
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and  endlich  A^  =  0,277,  so  ergiobt  sich  mit  ff  =  9,81  .* 

Äi  =  0,1 6ir,  «1  =  4,153  Yh 

«0  =  -—  =  0,6645  — i— - 
a  a 

und  zur  Bestimmung  von  a: 

=  0,02972  EyR. 


0,3  +  V^ 

Hiemach 

findet  man  z. 

B. 

für  M 

—    0,75 

K 

—    0,15 

h 

—   0,12 

«*i 

—    3,596 

a 

—   0,110 

b 

«0 

;3         «o' 

—  3,924 

—  ^±  97 

1,25 

1,5 

0^5 

-0,30 

0,20 

0,24 

4,643 

5,086 

0,172 

0,202 

5,399 

6,043 

17,28 

18,43 

2,585 

2,642 

1 

0,20 

0,16 

4,153 

0,142 

4,680 

15,72 
ga 

X  =    2,425       2,505 

In  allen  Fällen  ist  hier  a  <^  h^  <i  Xa^  «öd  fliesst  also  das  Wasser  mit  ab- 
nehmender Tiefe,  asymptotisch  der  Grenze  a  sich  nähernd,  in  dem  Canale 
weiter  mit  einem  Längenprofil,  welches  dem  Curvenzweige  CB,  Fig.  55, 
angehört. 

Die  Annahmen  dieser  Beispiele  sind  den  Verhältnissen  angepasst,  wie 
sie  bei  der  Zuleitung  des  Wassers  zu  einem  Poncelet*schen  Bade  vor- 
kommen. Dabei  pflegt  indessen  die  Länge  dieses  Zuleitungsgerinnes  von 
der  Schütze  bis  zum  Rade  so  gering  zu  sein,  dass  die  Wassertiefe  nur 
höchstens  wenige  Millimeter  <^  h^  werden,  und  deshalb  mit  Rücksicht  auf 
die  nicht  sehr  grosse  Zuverlässigkeit  des  hier  =  0,8  angenommenen  Con- 
tractionscoefficienten  unbedenklich  auch  noch  an  der  Eintrittsstelle  des 
Wassers  in  das  Rad  seine  Strahldicke  =  h^  und  seine  Geschwindigkeit 
=  ttj  gesetzt  werden  kann.  Um  nämlich  die  Länge  =  s  —  s^  der  Canal- 
strecke  zu  berechnen,  für  welche  die  Wassertiefe  von  h^  bis  h  abnimmt, 
hat  man  nach  Gl.  (2) 

«(,-,,)  =  h-h,  +  (A3-l)|/(;r)-/(^,)]  a 

h  k, 

mit  a;  =  —  und  x^  =  ~ ,     So  findet  man  in  obigen  Fällen  für  h^  —  h 

=  0,002  Mtr.,  also 
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h  —  0,118       0,158       0,198       0,238 


§  ist 


X 
1 


=  0,9322     0,8987     0,8687     0,8487 


0,9167     0,8875     0,8600     0,8417 


f{x)  =  0,7782     0,6447     0,5586     0,5118 
f{x^)  =  0,7097     0,6099     0,5374     0,4968 
*— *i  =  l,96  1,41  1,15  1,02       Mtr. 

Die  Werthe  von/(a;)  und/(a?i)  konnten  hier  der  TabeUe  im  Tori|fn 
§.  durch  Interpolation  entnommen  werden.  Bei  anderen  Anfgaben,  ent- 
sprechend den  Curvenzweigen  AB^  CB^  Fig.  54  oder  AB^  Fig.  55  könsei 
indessen  auch  die  Werthe  von/(a:)  für  «  <  1  gebraucht  werden,  weldic 
gleichfalls  von  Bresse  (mecanique  appliqu^e)  tabeUarisch  berechnet,  nadh 


stehend  mitgetheilt  sind. 

X 

m 

X 

m 

X 

m 

X 

fyx)    • 

0,00 

—  0,6046 

0,44 

0,1547 

\    0,790 

0,3258 

0,944 

1  0,8226 

0,01 

—  0,5946 

0,45 

—  0,1438 

0,795 

0,3357 

0,946 

0,8354 

0,02 

—  0,5846 

0,46 

—  0,1327 

0,800 

0,3459 

0,948 

0,8487 

0,03 

—  0,5746 

0,47 

0,1216 

0,805 

0,3562 

0,950 

1  0,8624 

0,04 

—  0,5646 

0,48 

-  0,1104 

0,810 

0,3668 

0,952 

'  0,8767 

0,05 

—  0,5546 

0,49 

0,0991 

0,815 

0,3776 

0,954 

1  0,8916 

0,06 

-  0,5446 

0,50 

—  0,0878 

0,820 

0,3886 

0,956 

1  0,9071 

0,07 

-  0,5346 

0,51 

—  0,0763 

0,825 

0,3998 

0,958 

0,9233 

0,08 

—  0,5246 

0,52 

0,0647 

0,830 

0,4114 

0,960 

0,9402  . 

0,09 

—  0,5146 

0,53 

—  0,0530 

0,835 

0,4232 

0,962 

0,9580 

0,10 

0,5046 

0,54 

—  0,0412 

0,840 

0,4353 

0,964 

0,9767 

0,11 

0,4946 

0,55 

—  0,0293 

0,845 

0,4478 

0,966 

0,9965 

0,12 

0,4845 

0,56 

—  0,0172 

0,850 

0,4605 

0,968 

1,0174 

0,13 

-  0,4745 

0.57 

—  0,0050 

0,855 

0,4737 

0,970 

1,0396 

0,14 

0,4645 

0,58 

+  0,0074 

0,860 

0,4872 

0,971 

1,0512 

0,15 

0,4545 

0,59 

+  0,0199 

0,865 

0,5012 

0,972 

1,0632 

0,16 

—  0,4444 

0,60 

+  0,0325 

0,870 

0,5156 

0,973 

1,0757 

0,17 

0,4344 

0,61 

+  0,0454 

0,875 

0.5305 

0,974 

1,0886 

0,18 

—  0,4243 

0,62 

+  0,0584 

0,880 

0,5459 

0,975 

1,1020  1 

0,19 

0,4143 

0,63 

+  0,0716 

0,885 

0,5619 

0,976 

1,1160  ' 

0,20 

—  0,4042 

0,64 

+  0,0851 

0,890 

0,5785 

0,977 

1,1305  • 

0,21 

—  0,3941 

0,65 

+  0,0987 

0,895 

0,5958 

0,978 

1.1^7  ^ 

0,22 

—  0,3840 

0,66 

+  0,1127 

0,900 

0,6138 

0,979 

1,1615  , 

0,23 

0,3739 

0,67 

+  0,1268 

0,902 

0,6213 

0,980 

1,1781  ;; 

J 
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0,24 

0,25 

0,26 

0,27 

0,28 

0,29 

0,30 

0,31 

0,32 

0,33 

0,34 

0,35 

0,36 

0,37 

0,38 

0,39 

0,40 

0,41 

0,42 

0,43 


0,3638 
0,3536 
0,3434 
0,3333 
0,3230 
0,3128 
0,3025 
0,2923 
0,2819 
0,2716 
0,2612 
0,2508 
0,2403 
0,2298 
0,2192 
0,2086 
0,1980 
0,1872 
0,1765 
0,1656 


0,68 

0,69 

0,70 

0,705 

0,710 

0,715 

0,720 

0,725 

0,730 

0,735 

0,740 

0,745 

0,750 

0,755 

0,760 

0,765 

0,770 

0,775 

0,780 

0,785 


+  0,1413 
+  0,1560 
+  0,1711 
+  0,1787 
+  0,1864 
+  0,1943 
+  0,2022 
+  0,2102 
+  0,2184 
+  0,2266 
+  0,2350 
+  0,2434 
+  0,2520 
+  0,2607 
+  0,2696 
+  0,2785 
+  0,2877 
+  0,2970 
+  0,3064 
+  0,3160 


f(x) 


0,904 

0,6289 

0,906 

0,6366 

0,908 

0,6445 

0,910 

0,6525 

0,912 

0,6607 

0,914 

0,6691 

0,916 

0,6776 

0,918 

0,6864 

0,920 

0,6953 

0,922 

0,7045 

0,924 

0,7138 

0,926 

0,7234 

0,928 

0,7332 

0,930 

0,7433 

0,932 

0,7537 

0,934 

0,7643 

0,936 

0,7753 

0,938 

0,7866 

0,940 

0,7982 

0,942 

0,8102 

X 

0,981 
0,982 
0,983 
0,984 
0,985 
0,986 
0,987 
0,988 
0,989 
0,990 
0,991 
0,992 
0,993 
0,994 
0,995 
0,996 
0,997 
0,998 
0,999 
1,000 


m 


1,1955 
1,2139 
1,2333 
1,2538 
1,2757 
1,2990 
1,3241 
1,3511 
1,3804 
1,4125 
1,4480 
1,4876 
1,5324 
1,5841 
1,6452 
1,7200 
1,8162 
1,9517 
2,1831 


Wenn  die  obwaltenden  Yerhältni^e  von  den  bei  der  Ableitung  von 
GL  (2)  Yoransgesetzten  in  höherem  Grade  abweichen,  wenn  insbesondere 
die  Wassertiefe  nicht  viel  kleiner,  als  die  Canalbreite  ist,  so  ändern  sich 
zwar  die  Carven,  Fig.  54  und  55,  mehr  oder  weniger,  ohne  jedoch  ihren 
allgemeinen  Charakter  zu  verlieren.  In  solchen  Fällen  muss  auf  die  all- 
gemeinere Differentialgleichung  (3)  des  vorigen  §.  zurückgegangen  werden, 
oder  noch  besser,  wenn  zugleich  auf  die  Veränderlichkeit  des  Coefficienten 
h  RQcksicht  genommen  werden  soll,  auf  die  Gl.  (3,  a): 

dh 


"  ©-(r) 


(6). 


2  p 

Po 


Um  aber  hier  zu  praktisch  brauchbaren  Ausdrücken  zu  gelangen,  muss 
man  darauf  verzichten,  die  ganze  Curve  durch  eine  einheitliche  Gleichung 
auszudrücken,  vielmehr  sich  darauf  beschränken,  für  das  jeweils  in  Be- 
tracht kommende  Stück  derselben  einen  angenäherten  Ausdruck  zu  ge- 
winnen. Handelt  es  sich  z.  6.  um  einen  Canal  von  coüstanter  Breite 
h  mit  ebenem  Boden  und  verticalen  Seitenwänden,  so  ist 
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F  h 

—  =  ^^  p  =  h  +  2h,  p^  =  h  +  2a 

und  kann  für  k  nach  Gl.  (11)  im  vorigen  §.  der  Mittelwerth 

(i^  =  A  für  a?i  =  1,  A^  =  a)  gesetzt  werden  mit  a:^  =  — ,  unter  A^  einen 

Mittelwerth  der  variablen  Wassertiefe  für  die  in  Betracht  gezogene  Canal- 
strecke  verstanden.    Mit  den  Bezeichnungen 

=  j:,   2  y  =  <^j   *^^80  j?  =:  J(l  +  da;),  ;>q  =  5(1  +  ^t 
a  b 

ferner  mit  ('^y=  ^»^  fl^o^  =  ^s (7) 

erhält  dann  obige  Diiferentialgleichung  die  Form 
x^ X^  - 


dx        a     _        ^  1  -{-  6x        a  x^  —  <^t  ^  (1  +  ^ ^) 
aj»  —  (j3  ! 


1  +  6 

a 
a 


\    ,    ^i^  —  ^i^  +  h^^^ 


X^ CjL  ^  —  c^  ^6x  _ 

Das  Integral  dieser  Gleichung  lässt  sich  nun  zwar  als  ein  geschlossener 
dreigliedriger  Ausdruck  vermittels  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

darstellen;  wesentlich  einfacher  wird  aber  die  Lösung  auf  die  schon  tabel- 
larisch bekannte  Function  f{x)  zurückgeführt,  indem,  unter  x^  den  bereits 
vorhin  benutzten  Mittelwerth  von  x  verstanden  (vorausgesetzt,  dass  dieses 
X  für  die  betrachtete  Canalstrecke  nur  massig  variabel  ist), 

e^^—X^^  +  q»d\r         ^/  — Ai« 


I 


'       ^    3 3    3 


x^^  —  öj  '^ 
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gesetzt  wird.    Auf  solche  Weise  erhält  man  wegen 

ctB  =  Ä  — -^  (^/ —  ^1  ^) '' /(^')  +  Const (10). 


§.  135.  Der  WaMersprang:. 

Diese  in  den  vorigen  Paragraphen  bereits  erwähnte  Erscheinung, 
bestehend  in  der  plötzlichen  Zunahme  der  Wassertiefe  h  (verstanden  wie 
im  vorigen  §.  als  Höhe  über  der  Grundebene)  an  einer  gewissen  Steile  des 
Canals,  wurde  zuerst  von  Bidone*;  beobachtet,  als  er  u.  A.  in  einem  ge- 
mauerten Canal  mit  unter  a  =  0,023  geneigtem  ebenen  Boden  und  um 
h  ==  0,325  Mtr.  von  einander  entfernten  verticalen  ebenen  Seitenwänden 
eine  gewisse  Wassermenge  Q  =  0,0351  Cubikm.  pro  See.  zuerst  in  gleich- 
förmigem Beharrungszustando,  der  Tiefe  a  =  0,064  Mtr.  entsprechend, 
abüiessen  Hess,  dann  aber  durch  ein  Wehr  am  Ende  des  Canals  das 
Wasser  bis  zur  Tiefe  R  =  0,28  Mtr.  (in  1  Mtr.  Entfernung  stromauf- 
wärts vom  Wehr  gemessen)  aufstaute:  bis  zu  4,5  Mtr.  Enfernung  vor  dem 
Wehr  blieb  dann  die  Wassertiefe  nach  wie  vor  =  ä,  wuchs  an  dieser 
Stelle  plötzlich  um  0,125  Mtr.  und  dann  stetig  weiter  bis  JT  in  ab- 
nehmendem Grade,  entsprechend  einer  aufwärts  schwach  convexen  Krüm- 
mung der  Wasseroberfläche. 

Dieser  Wassersprung  war  also  ofifenbar  derjenige,  welcher  in  dem 
plötzlichen  üebcrgange  des  Läugenprofils  aus  der  Geraden  IFB^  Fig.  55, 
in  den  Curveiizweig  CJ)  besteht.  Dass  er  stattfinden  musste,  ergiebt 
sich  daraus,  dass  für  einen  Werth  von  A,  welcher  >>  a  und  <<  II  ist, 

—  =  cx>  wird.    Nach  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (6),  §.  132 
ds 

für  den  Beharrungszustand  des  in  einem  cylindrischen  Canale  strömenden 
Wassers  ist  dies  in  der  That  der  Fall,  wenn 

—  -    =  1 ,   also    -r-  =  -  — \^>^ 

F  g  hg 

insbesondere  für  i  =  Const.^  somit  F  =  h\  wenn 
*)    M^moires  de  rAcad^mie  de  Turin,  1820. 
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=H 


«V. (s: 

g  \h 


ist,  bei  dem  Bidone'schen  Versuche  für  h  =  0,106  Mtr.  — 

Zur  Berechnung  der  Sprunghöhe  mag  zunächst  mit  Bresse*)  das 
Princip  des  Antriebs  oder  der  Bewegungsgrössen  benutzt  werden,  nadi 
welchem,  wenn  F^^  und  F  die  Querschnitte  des  Wasserstroms  unmittelbar 
vor  und  hinter  der  Sprungstelle  bedeuten,  der  Zuwachs  an  Bewcgungs- 
grösse  der  zwischen  F^  und  F  in  irgend  einem  Augenblicke  enthaltenen 
Wassermasse  im  Sinne  der  Strömung  (d.  h.  im  Sinne  der  erzeugenden 
Geraden  des  cylindrischen  Canals)  während  des  folgenden  Zeitelements  ü 
gleich  ist  dem  Antriebe,  d.  h.  der  mit  dt  multiplicirten  Sunmie  aller  aof 
jene  Wassermasse  im  Sinne  der  Strömung  wirkenden  äusseren  Kräfte. 
Wegen  des  Beharrungszustandes  ist  jener  Zuwachs  an  Bewegungsgrösse  = 
dem  Ueberschusse  der  Bewegungsgrösse  des  durch  F  über  dieselbe  des 
durch  Fl  während  di  fiiessenden  Wassers.  Ist  nun  to  die  Geschwindigkeit 
in  einem  Elemente  dF  von  F,  also  die  durch  dieses  Element  während  Ü 

fliessende  Wassermasse  =  —  dF.  wdt,  ihre  Bewegungsgrösse  =  —  dF.  w*Ä, 

ff  ff 

so  ist  letztere  für  das  durch  die  ganze  Fläche  F  während  dt  fliessende 

Wasser: 

^  dtfw^dF=  ^  giFu^dt, 
ff     '^  ff 

unter  /i  einen  Coefficienten  verstanden,  der  vom  Yertheilungsgesctz  der 
Geschwindigkeiten  ta  im  Querschnitte  abhängt  und  jedenfalls  >  1  ist 
Setzt  man  nämlich  w  =  u  -{-  v,  unter  v  eine  positive  oder  negati^-e 
Grösse  verstanden,  so  ist  dem  Begriffe  der  mittleren  Geschwindigkeit  « 
gemäss 

Jw  dF  =  Fu  -\-Jv  dF  =  Fu,  also  JvdF  ==  0, 

Jw^dF  =  Fu^  +  2uJvdF  -{-Jv^dF  =  Fu^  +fv^dF 

d.  h.Jw^dF>  Fu^. 

Für  den  Querschnitt  -Fj  mag  zwar  der  entsprechende  Coefficient  =  fi^ 
etwas  von  ^  verschieden  sein;  wenn  aber  von  dieser  Verschiedenheit  ab- 
gesehen wird,  so  kann  nun  die  Abnahme  an  Bewegungsgrösse  der  zwischen 


*)  Mäcanique  appliqu^e,  t.  II,  p.  245,  im  Anschlüsse  an  eine  von  Belanger 
im  Jahre  1838  aufgestellte  Theorie. 
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F^    und  F  momentan  enthaltenen  Wassermaase  im  Sinne  der  Strömung  für 
das  Zeitelement  dt 

=  ^  ^  {F^u.^  —  Fu^  dt 
9 
gesetzt  werden,  unter  u^  die  mittlere  Geschwindigkeit  im  Querschnitte  F^ 

verstanden. 

Was  die  äusseren  Kräfte  betrifft,  so  sind  die  Componente  der  Schwere 

im   Sinne  der  Strömung  und  die  Reibung  an  der  Canalwand,  welche  sich 

ausserdem  theilweise  gegenseitig  aufhd)en,  hier  schon  wegen  der  Kürze 

der  Canalstrecke  von  F^  bis  F  von  untergeordneter  Bedeutung,  so  dass, 

da  auch  der  resultirende  Atmosphärendruck  auf  die  ganze  Oberfläche  nach 

jeder  Richtung  =  Null  ist,  als  resultirende  äussere  Kraft  entgegengesetzt 

dem  Sinne  der  Strömung  hier  nur  der  Uoberschuss  dos  hydraulischen 

üeberdrucks  in  F  über  denselben  in  F^  in  Betracht  kommt.    Dürfte  man 

annehmen,  dass  die  Bahnen  der  Wassertheilchen,  die  zwischen  F^  und  F 

mehr  oder  weniger  gekrümmt  sein  müssen,  in  Fy^  noch  und  in  F  schon 

wieder  ganz  gerade  sind,  so  wäre  der  hydraulische  Ueberdruck  in  F  und 

F^   gleich  dem  hydrostatischen  =  yFf  resp.  =  yF^f^^  also  der  Ueber- 

schuss  des  ersten  über  den  zweiten  =  y{Ff  —  F^A\  wenn/  und/^  die 

Tiefen  der  Schwerpunkte  von  F  und  jF\  unter  der  freien  Wasseroberfläche 

bedeuten.    Wahrscheinlich  aber  sind  die  Bahnen  in  F^  schon  convex  nach 

unten,  in  F  noch  concav  nach  unten  gekrümmt  anzunehmen,  entsprechend 

in  F^   einer  vermehrten,  in  F  einer  verminderten  Zunahme  des  Ueber- 

drncks  von  oben  nach  unten,  so  dass  derselbe  im  Ganzen  für  -F  <;  yJP/,  für 

Fj   ]>  7i^i/i,  nnd  um  so  mehr  der  Ueberschuss  des  ersten  über  den  zweiten 

<r{Ff-FJ^\  etwa  =  r(p{Ff—F,/^) 

sein  wird,  unter  g>  einen  echten  Bruch  verstanden  (ein  Umstand,  der  von 

Bresse  übersehen  wurde).    Nach  dem  zu  Grunde  liegenden  Princip  hat 

man  also  die  Gleichung: 

rg>{F/—FJ^)dt  =  ^  fi{F,u^^  —  Fu^)dt 

oder,  unter  ii  jetzt  einen  erfahrungsmässig  zu  bestimmenden  Coefficienten 
verstanden,  der  ans  verschiedenen  Gründen  >  1  ist  (wegen  Ungleichheit 
der  Geschwindigkeiten  und  wegen  Krümmung  der  Bahnen  in  den  Quer- 
schnitten F^  und  F): 

F/-F,A  =  ^  (F,u,^-Fu^ (3). 

Da  bei  gegebenem  Querprofil  des  Canals  /  und  /^  durch  F  und  F^  bestimmt 
sind,  so  können  durch  GL  (3)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

Fu  ==  F^u^ 

O  r  a  s  h  o  f ,  theoret.  Maschinenlehre.    I.  50 
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entweder  F  und  u  bestimmt  werden,  wenn  F-^  und  u^  gegeben,  oder 
gekehrt  letztere  Grössen,  wenn  erstere  gegeben  sind. 

Wenn  insbesondere  für  den  Fall,  dass  der  Sprung  vom  gUi:l 
förmigen  Beharrungszustande  ausgeht, 


■^1  =  -^0  9  /i  =  /o  »   <*i 


«/ 


8 


«0   »Jid  -L  =  K 


gesetzt  wird,  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  F  bei  gegebenen  Wei 
von  Fq^  /q^  Äq  die  Gleichung: 


^/-/o=2^-io(l-5) 


und  fü];  einen  rechteckigen  Querschnitt,  wie  bei  den  Bidone' 
Beobachtungen,  mit 

>n  ■"  a'  •^~  2'  -^^  ~  2 


0 


2 


,a 


a 


=  4^Äo 


a 


i" 


td'^ 


Folgende  Tabelle  enthält  in  der  4.  Columne  die  nach  dieser  GL  \S 
berechneten  Werthe  von  fi  entsprechend  den  in  den  3  ersten  Columfi« 
enthaltenen  Werthen  von  a,  Äq,  ä,  wie  sie  von  Bidone  durch  je  16  Messung« 
(in  4  Versuchsreihen)  bestimmt  wurden  * 


Nr. 

a 

Äo 

h 

1 

f^      f^ 

<P 

r-T 

I,  1 

0,0470 

0,0944 

0,1284 

1,269 

—  0,004 

0,996 

0,027 . 

2 

0,0472 

0,0936 

0,1331 

1,358 

0,085 

1,050 

0,081 

3 

0,0474 

0,0921 

0,1310 

1,338 

0,065 

1,044 

0,075 

4 

0,0464 

0,0966 

0,1328 

1,327 

0,054 

1,019 

0,050' 

n,  1 

0,0635 

0,1478 

0,1868 

1,245 

0,028 

0,943 

—  0,026 

2 

0,0639 

0,1461 

0,1889 

1,279 

0,006 

0,966 

■^OfiO^* 

3 

0,0643 

0,1444 

0,1921 

1,326 

0,053 

0,997 

0,028 

4 

0,0646 

0,1428 

0,1957 

1,380 

0,107 

1,030 

0,061 

5 

0,0626 

0,1523 

0,1972 

1,343 

0,070 

0,983 

0,014 

m,  1 

0,0750 

0,1872 

0,2252 

1,204 

—  0,069 

0,902 

—  0,067  3 

2 

0,0743 

0,1910 

0,2300 

1,233 

—  0,040 

0,910 

-0,059. 

3 

0,0738 

0,1930 

0,2330 

1,255 

—  0,018 

0,917 

—  0,052 

IV,  1 

0,0457 

0,0981 

0,1213 

1,130 

—  0,143 

0,898 

—  0,071  [ 

2 

0,0455 

0,0989 

0,1237 

1,163 

—  0,110 

0,914 

—  0,055^ 

3 

0,0455 

0,0989 

0,1303 

1,273 

0,000 

0,976 

0,007? 

4 

0,0453 

0,0998 

0,1289 

1,242 

—  0,031 

0,956 

—  0,013 « 

0  Hydromechanik  von  Dr.  M.  Rühlmann,  S.  367. 
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Der  Mittelwerth  von  (i  ist: 

fi  =  1,273 
und  wenn  derselbe  als  wahrscheinlichster  Werth  mit  fi    bezeichnet  wird, 
80  ist  der  wahrscheinliche  Fehler  einer  einzelnen  Bestimmung  von  fi: 


r  =  0,6745  y  --~~-  =  0,0476  =  0,0374  (i. 

Hiernach  ist  Gl.  (5)  als  ein  genügend  correcter  Ausdruck  des  Zusammen- 
hanges der  von  Bidone  gemessenen  Grössen  zu  betrachten,  und  kann  da- 
nach für  andere  analoge  Fälle  gesetzt  werden: 


Ä  1        .       I    /l        .        .         Äo 


(6). 


Uebrigens  scheint  sich  ein  noch  etwas  besserer  Ausdruck  zu  ergeben, 
wenn,  mit  Bolanger*  ausgehend  von  dem  Princip  der  Arbeit  oder  der 
lebendigen  Kräfte, 


«t  *  —  «* 


gesetzt  wird,  d.  h.  die  Abnahme  der  lebendigen  Kraft  pro  See.  vom  Quer- 
schnitte F^  bis  zum  Querschnitte  F  =  der  Arbeit  zur  Erhebung  (des 
Schwerpunktes)  von  der  Höhe  h^  — /i  bis  zur  Höhe  h  —  /  über  der  Grund- 
ebene plus  dem  Ueberschusse  der  Arbeit  des  Gegendrucks  in  F  über  die 
des  Drucks  in  JF\,  indem  dabei  der  erfahrungsmässig  zu  bestimmende 
Coefficient  (p  die  hierbei  vernachlässigten  Umstände  berücksichtigen  soll, 
dass  thatsächlich  das  mittlere  Geschwindigkeitsquadrat  für  einen  Querschnitt 
etwas  grösser  ist,  als  das  Quadrat  seiner  mittleren  Geschwindigkeit,  dass 
ferner  auf  der  rechten  Seite  obiger  Gleichung  eigentlich  noch  ein  Glied 
=  dem  Arbeitsverlust  durch  innere  Widerstände  hinzugefügt  werden 
müsste,  dass  aber  endlich  ein  Abzug  gemacht  werden  müsste  mit  Rücksicht 
darauf,  dass  der  üeberdruck  in  jP  <1  /i^/,  in  F^  >  7-^i/i  anzunehmen 
ist.  Indem  die  Einflüsse  dieser  verschiedenen  Umstände  sich  zum  Theil 
gegenseitig  aufheben,  lässt  sich  erwarten,  dass  9?  nicht  viel  von  der  Einheit 
verschieden  sich  herausstellen  werde.    Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun  mit 

Qz=  Fu  =  i^i«, 

<f^  ~^^  =  Ä-/-  Ä  -/i)  +  /-/i  =  Ä-Ä,  .  .  .  (7), 
wodurch  in  Verbindung  mit  Fu  =  F^u^   entweder  h  und  u  bestimmt  sind, 


*  Nach  seiner  ursprünglichen  Bearbeitung  des  Problems,  1827:   Essai  snr 
1e  moavement  des  eaux  courantes. 
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wenn  h^  and  u^  gegeben,  oder  umgekehrt  h^  nnd  n^,  wenn  h  und  «  ge- 
geben sind,  vorausgesetzt  dass  q>  als  ein  hinlänglich  constanter  Zahlen- 
werth  erfahrungsmässig  bekannt  ist 

Wenn  insbesondere  für  den  Fall,  dass  der  Sprung  vom  gleich- 
förmigen Beharrungszustande  ausgeht, 

^1  =  -^0 .  ^  =  «,  «1  =  **o   «nd   -^  =  h 
gesetzt  wird,  ergiebt  sich  zur  Berechnung  von  h  die  Gleichung: 

F         h 
und  für  einen  rechteckigen  Querschnitt  mit  — -  =  —  : 

Fq         a 

Aus  den  Bidone'schen  Messungen  ergeben  sich  hiernach  die  in  der 
vorletzten  Columne  obiger  Tabelle  enthaltenen  Werthe  von  9),  und  zwar, 
wenn  das  arithmetische  Mittel 

q>  =  0,969 
als  wahrscheinlichster  Werth  mit  q>   bezeichnet  wird,  mit  einem  wahr 
scheinlichen  Fehler 


r  =  0,6745  \/ ^^-—^^  =  0,0347  =  0,0358  9  , 

r  15 

der  im  Yerhältniss  zu  g)'  noch  etwas  kleiner  ist,  als  der  obige  im  Ter- 
hältniss  zu  fi.  Für  andere  analoge  Fälle  kann  also  auch  nach  GL  (9)  ge- 
setzt werden: 


AT 


Ob  diese  Gleichung  oder  Gl.  (6)  die  Gesetzmässigkeit  der  Erscheiniug 
richtiger  darstellt,  ob  also  9)  oder  (i  einen  weniger  veränderlichen  Werth 
hat,  ist  nur  durch  weitere  Versuche  zu  entscheiden.  — 

Nach  Festsetzung  der  Sprunghöhe  kann  nun  auch  der  Ort  des 
Sprungtis  im  Canal  ermittelt  werden  mit  Hülfe  der  in  den  voriges 
Paragraphen  discutirten  Gleichung  des  Längenprofils  für  den  ungleidh 
förmigen  Beharrungszustand  des  Wassers,  wenigstens  zunächst  dann,  wen 
der  Sprung  von  einer  kleineren  bis  zur  Tiefe  a  des  gleichförmigen  6^ 
harrungszustandes,  oder  von  dieser  bis  zu  einer  grösseren  Wassertiel^ 
stattfindet;  denn  dann  ist  von  den  beiden  Wassertiefen  vor  und  nach  dcai 
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SpruDge  die  eine  =  a  nnd  folglich  die  andere  durch  die  so  eben  discu- 
ürte  Beziehung  zwischen  beiden  bestimmt.  Wenn  freilich,  wie  es  bei  einem 
Canal  von  geringerer  Länge  der  Fall  sein  kann,  ein  gleichförmiger  Be- 
harrungszustand gar  nicht  eintritt,  sondern  der  Sprung  sogleich  vom  Curven- 
zweige  AB  bis  zum  Zweige  CD  (Fig.  54  und  Fig.  55  im  vorigen  §.)  erfolgt, 
so  findet  eine  Unsicherheit  in  fraglicher  Beziehung  statt;  soAsrn  indessen 
der  Sprung  jedenfalls  in  der  Nähe  des  Scheitelpunktes  B^  Fig.  54  resp.  C, 
Fig.  55  zu  erwarten  und  an  der  entsprechenden  Stelle  des  Zweiges  CD, 

dh 
Fig.  54  resp.  AB^  Fig.  55  der  Differentialquotient  -—  sehr  klein  ist,  so  wird 

di 

man  wenig  irreo,  wenn  man  im  ersten  Falle  die  Wassertiefe  unmittelbar 
nach  dem  Sprunge  nach  Schätzung  etwas  kleiner,  als  die  Ordinate  des  dem 
Punkte  B^  Fig.  54,  für  gleiche  Abscisse  »  entsprechenden  Punktes  von  CZ>, 
resp.  im  zweiten  Falle  die  Wassertiefe  vor  dem  Sprunge  etwas  grösser, 
als  die  Ordinate  des  dem  Punkte  C,  Fig.  55 ,  entsprechenden  Punktes  von 
AB  annimmt. 

Beispielsweise  maig  die  zu  Anfang  dieses  §.  erwähnte  specielle  Beob- 
achtung Bidone's,  bei  welcher  in  einem  Canal  von  constanter  Breite 
l  =  0,325  Mtr.  mit  ebenem,  unter  a  =  0,023  geneigtem  Boden  und  mit 
verticalen  Seiten  wänden  das  Wasserquantum  Q  =  0,0351  Cubikm.  pro 
Secunde  abfloss,  und  wobei  der  Sprung  von  der  Tiefe  a  =  0,064  Mtr. 
des  gleichförmigen  Beharrungszustandes  bis  zur  Tiefe  h  =  0,064  -|-  0,125 
=  0,189  Mtr.  erfolgte,  rechnungsmässig  geprüft,  d.  h.  die  Länge  =  8  —  « 
der  Canalstrecke  berechnet  werden,  auf  welcher  die  Wassertiefe  strom- 
abwärts vom  Sprunge  weiter  von  h  h\s  ff  =  0,280  Mtr.  der  Theorie  zu- 
folge zunehmen  sollte,  eine  Länge,  die  der  Beobachtung  zufolge  ungefähr 
3,5  Mtr.  betrug.  Nach  diesen  Daten  ergiebt  sich  zunächst  für  den  gleich- 
förmigen Beharrungszustand: 

Fq  =  ah  =  0,0208 ;     Uq  =  ^  =  1,6875 

'•o  =  T-X%.  =  0,0459 ;     ^o  =  "^  =  ^h^^ 

und  für  den  Rauhigkeitscoefficienten  des  Canals  nach  §.  133,  Gl.  (12)  iftit 
Tq  statt  a  und 

„.  =  23  +  ^-^^^  =  23,07 

a 


1   f^Q-^m 

»  ~       2~ 


+  J/(-T^)'  +  ^  =  ^'''''    ""  =  ^'^'^'- 
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Indem  nun  hier  die  Gleichungen  (6)  — (10)  des  vorigen  §.  Anweiä^l 
finden,  ergiebt  sich  mit 

Äi  =  ^L+ J?  =  0,2345  ;     x^  =  ^  =  3,664 

k  =  41,43  nach  Gl.  (6), 
-^~\    =  1,5714;     X^  =  — ^  =  6,3244  nach  GL (7) 

und  mit  d  =  2  ~  =  0,3938 : 

0 


c»  .  .._.  .  .  X 


s 


öl »  =  Y^^  =  1,1275 ;     e,  =  1,0408 ;     A,  =•  ^  — _^  ^  =  4,5375 

nach  Gl.  (8)  und  A  =  0,5412   nach  Gl.  (9).    EndUch  mit 

4  =  ^  =  0,3524;     ^  =  ^  =  0,2379, 

also  f(x)  =  0,0632   und  f(X')  =  0,0285 
gemäss  der  Tabelle  in  §.  133,  findet  man  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §. 

=  i  (ir-h-A  (X,^-c,^)  a  [/(.;') -/(JT)]) 

=  -  (0,091—0,0038)  =  3,8  Mtr. 
a 


8  —  8 


d.    EinfluBs  plötzlicher  Querschnittsänderungen. 
§.  136.    Yorbemerkungen  und  Uebersicht  verschiedener  Fftlie. 

Plötzliche  oder  wenigstens  auf  sehr  kurze  Strecken  beschränkt«  QBe^ 
Schnittsänderungen  des  in  Canälen,  überhaupt  des  mit  thoilweise  freier  Obe^ 
fläche  strömenden  Wassers,  mit  welchen  erhebliche  RichtungsändemogeA 
und  Krümmungen  der  von  den  Wasserthcilchen  durchflossenen  Bahnen  ver- 
bunden sind,  können  besonders  durch  Wände  verursacht  werden,  die  den 
Wasserstrom  von  unten  oder  von  den  Seiten  oder  in  beiden  BeziehangcB 
zugleich  einengen,  indem  die  Wand  eine  oben  offene  oder  wenigstens  nacb 
oben  bis  über  die  freie  Wasseroberfläche  hinaus  sich  erstreckende  Durch- 
brechung hat,  deren  Rand  mehr  oder  weniger  von  der  Canalwand  entfernt 
ist,  und  welche  hier  als  freie  Wandöffnung  bezeichnet  werde  im  Gegen- 
satze zu  einer  sogenannten  Müudung,  d.  i.  einer  rings  umgrenzten  und  yod 
durchfliessenden  Wasser  ganz  ausgefüllten  Wandöffnung.  Gewöhnlich  ist 
eine  solche  Wand  vertical  und  rechtwinkelig  gegen  die  verticalen  Längea- 
schnitte  des  Canals  gerichtet,  die  Durchbrechung  der  Wand  aber  rechteckig 
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mit  einem  horizontalen  unteren  Kande  und  verticalen  Seitenrändern,  wie 
es  im  Folgenden  vorausgesetzt  wird,  sofern  das  Gegeutheil  nicht  aus- 
drttcklich  hemerkt  ist.  Man  sagt  dann,  das  Wasser  bilde  einen  Ueberfall 
über  diesem  unteren  Rande,  und  unterscheidet  lieber  fälle,  welche  die 
ganze  oder  nur  einen  Theil  der  Canalbreite  einnehmen,  jenach- 
dem  der  Wasserstrom  durch  die  Wand  nur  von  unten  oder  zugleich  seit- 
wärts eingeengt  wird. 

Wenn  femer  die  beiden  Theile  des  Canals,  welche  oberhalb  und 
unterhalb,  d.  h.  stromaufwärts  und  stromabwärts  von  der  Wand  liegen,  als 
ZuflusB-  und  Abflusscaual  bezeichnet  werden,  so  pflegt  man  vollkommene 
und  unvollkommene  Ueberfälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  die  Wand 
von  der  rückwärts  verlängert  gedachten  freien  Wasseroberfläche  im  Ab- 
flusscanal  (dieselbe  an  einer  solchen  Stelle  gemeint,  wo  sie  eben,  die  Be- 
wegung des  Wassers  gleichförmig  geworden  ist)  unter  oder  über  dem 
horizontalen  Ueberfallrande  geschnitten  wird.  Im  Zuflusscanal  verursacht 
die  Wand  einen  Stau,  d.  h.  eine  Erhebung  des  Wassers  mit  aufwärts  ge- 
wöhnlich schwach  concavcr  Krümmung  der  freien  Oberfläche,  die  nur  kurz 
vor  der  Wand  in  eine  nach  oben  convexe  Krümmung  übergeht.  Dieser 
Stau  liefert  die  Druckhöhe,  welche  nöthig  ist,  um  die  im  verengten  Quer- 
schnitte entsprechend  vergrösserte  Geschwindigkeit  zu  erzeugen,  und  die 
nach  oben  convexc  Krümmung  der  freien  Wasseroberfläche  am  Ende  des 
Zuflusscanals,  entsprechend  einem  gegen  die  Wand  hin  zunehmend  wachsenden 
Gefälle,  wird  durch  den  Umstand  bedingt,  dass  unter  dem  Einflüsse  der 
inneren  Reibung  sich  jene  Geschwindigkeitszunahme  wesentlich  bis  zur 
Oberfläche  erstrecken  mnss.  Da  von  dieser  letzten  Strecke  des  Zufluss- 
canals, in  welcher  die  Bahnen  der  Wasserth eilchen  erheblich  convergent 
und  gekrümmt  werden,  und  mit,  den  Geschwindigkeiten,  insbesondere  auch 
mit  der  Oberflächengeschwindigkeit  zugleich  das  relative  Gefälle  schon  vor 
der  Ueberfallwand  merklich  zunimmt,  bei  der  Theorie  der  Ueberfälle 
wiederholt  die  Rede  sein  mnss,  mag  sie  def  Kürze  wegen  mit  einem  be- 
sonderen Wort,  nämlich  im  Anschlüsse  an  eine  bei  natürlichen,  insbesondere 
grösseren  Wasserlänfen  übliche  Benennung  als  Stromschnelle  bezeichnet 
werden.  Bei  Gerinnen  und  kleineren  Canälen  wird  der  Erfalirung  zufolge 
gewöhnlich  angenommen,  dass  ihr  Einfluss  sich  bis  etwa  1  Mtr.  stromauf- 
¥rärts  von  der  Ueberfallwand  erstreckt. 

Als  besonderer  Fall  ist  der  bemerkenswerth,  dass  der  Zuflusscanal 
durch  einen  hinlänglich  grossen  Behälter  ersetzt  ist,  um  das 
Wasser  in  demselben  im  Wesentlichen  als  mit  horizontaler  freier  Oberfläche 
in  Ruhe  befindlich  betrachten  zu  können.   Die  Ueberfallwand  ist  dann  ein 
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Theil  der  Gefässwand;  von  einem  Stau  durch  dieselbe  kann   keiae  IMe 
sein,  nur  von  der  Stromschnelle  infolge  des  Abflusses^durch  die  freie  Wi^ 
öf^ung  (des  Ueberfalles  über  ihrem  unteren  Rande),  charakterisijt  asd 
hier  durch  eine  allmählige  Senkung  der  freien  Oberfläche  niit  auiirim 
convexer  Krümmung  gegen  die  Wandöffnung  hin.    Andererseits  kann  6e 
Abflusscanal  ganz  fehlen,  so  dass  das  Wasser  hinter  der  Wand  fjcei  meisf- 
&Mt\  der  nothwendig  vollkommene  wird  dann  insbesondere   ein  freier  i 
lieber  fall  genannt.  Beide  Specialfälle  sind  combinirt  in  dem  Fondamentai-  | 
falle  des  freien  Abflusses  aus  einem  rechteckigen  Einschnitte  ii 
der  verticalen  ebenen  Seitenwand  eines  Gefässes.  1 

Als  Grenzfall  eines  unvollkommenen  Ueberfalles  ist  endlich  nodi  der  | 
hervorzuheben,  dass  die 'Wand  des  Abflusscanals  sich  unmittelbar  as  6m  ; 
Rand  der  Wandöffnung  mit  gleichem  Querprofil  anschliesst,  ein  Fall,  welcher,  j 
besonders  combinirt  vorkommend  mit  dem  Specialfalle  eines  grösseren  Be-  i 
hälters  mit  fast  ruhigem  Wasser  an  Stelle  des  Zuflusscanala,  anch  als  Ah* 
fluss  durch  eine  freie  Wandöffnung  mit  Ansatzgerinne  bezeichnet 
werden  kann.  —  I 

Nach  dem  Durchflusse  durch  die  Wandöfoung  kann  der  Wasserstron 
ebenso  wie  bei  Mündungen  eine  Contraction  erfahren,  wenigstens  nnleB  | 
und  an  den  Seiten,  überhaupt  am  Rande  der  Wandöffnung,  bedingt  durck 
die  mehr  oder  weniger  grossen  Winkel,  unter  denen  die  Bahnen  der 
Wassertheilchen  am  Rande  gegen  die  Normale  der  Ueberfallsebene  conver- 
giren;  unter  der  Ueberfallsebone  wird  dabei  die  Ebene  der  Randlinie, 
d.  h.  der  als  eben  vorausgesetzten  Linie  verstanden,  in  welcher  der  Rand 
der  Wandöffnung  von  einer  mit  der  mittleren  Strömungsrichtung  in  der- 
selben parallelen  Gylinderfläche  berührt  wird.  Im  weiteren  Sinne  kann  in- 
dessen auch  schon  die  Senkung  der  freien  Wasseroberfläche  im  Bereich 
der  Stromschnelle  als  eine  Contraction  von  oben  betrachtet  werden,  eine 
Auffassung,  welche  dadurch  motivirt  ist,  dass  die  fragliche  Senkung  sieb 
ebenso  wie  die  untere  und  seitliche  Contraction  an  der  Randlinie  einer 
zuverlässigen  rationellen  Beurtheilung  a  priori  entzieht  und  deshalb  aifi 
einfachsten  mit  ihr  zusammen  durch  einen   empirisch  zu  bestinunendeB 
Correctionscoeifficienten  in  Rechnung  gebracht  wird.    Der  Querschnitt  des  j 
Wassers  mit  der  Ueberfallsebene  wird  dann  ausser  der  Randlinie  durch  die 
horizontale  Gerade  begrenzt  gedacht,  in  der  die  UeberfaUsebene  ron  der 
Ebene  geschnitten  wird,  welche  die  freie  Wasseroberfläche  am  Anfange  der 
Stromschnelle  berührt  und  übrigens  meistens  (bei  massigem  Gefiüle  des 
Zuflusscanals  und  massiger  Länge  der  Stromschnelle)  ohne  in  Betracht 
kommenden  Unterschied   des  Resultats   auch   als  Horizontalebene  ange> 
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nommen  werden  kann.  Am  Rande  der  Wandöffnnng  kann  die  Contraction 
(ebenso  wie  es  für  Mündungen  in  §.82  erklärt  wurde)  mehr  oder  weniger 
geschwächt  sein,  jenachdem  die  Wand  am  Rande  mehr  oder  weniger  abge- 
rundet ist  oder  die  Wassertheilchen  durch  mehr  oder  weniger  schräge  Leit- 
fiächeu  am  Ende  des  Zuflusscanals  gegen  die  Ueberfallsebene  hin  geleitet 
werden,  ferner  mehr  oder  weniger  unvollkommen  je  nach  der  kleineren  oder 
grösseren  Entfernung  der  Randlinie  von  der  Wandfläche  des  Zuflusscanals 
resp.  vom  Boden  oder  von  den  Seitenwänden  des  Ausflussbehälters,  end- 
lich mehr  oder  weniger  partiell  (unvollständig)  jenachdem  die  Contraction 
an  einem  grösseren  oder  kleineren  Theil  des  Randes  ganz  aufgehoben  ist; 
letzteres  ist  besonders  seitlich  der  Fall  bei  einem  Ueberfall,  der  die  ganze 
Breite  des  Canals  einnimmt,  dagegen  an  der  unteren  Seite  bei  einer  Wand, 
durch  welche  umgekehrt  das  Wasser  nur  seitlich  eingeengt  wird. 

In  allen  Fällen  handelt  es  sich  um  die  Beziehungen,  welche 
zwischen  den  Dimensionen  des  Zu-  und  Abflusscanals  und  der 
Wandöffnung,  den  Höhenlagen  des  Oberwasserspiegels  (am  An- 
fang der  Stromschnelle)  und  bei  unvollkommenen  Ueberfällen  des 
Unterwasserspiegels  (an  der  Stelle,  wo  im  Abflusscanal  die  Bahnen  der 
Wassertheilchen  zuerst  wieder  parallel  geworden  sind  resp.  ein  gleich- 
förmiger Beharrungszustand  eingetreten  ist),  sowie  endlich  der  pro 
Secunde  überfallenden,  überhaupt  durch  die  Wandöffnung  flies- 
senden Wassermenge  stattfinden.  Bei  den  Versuchen  zur  Bestimmung 
der  in  diesen  Beziehungen  vorkommenden  Constanten  wurden  vorzugsweise 
Oeffnungen  in  dünnen  Wänden  angewendet,  hergestellt  durch  eine 
solche  Abschrägung  des  Randes,  dass  dadurch  die  Randlinie  als  scharfe 
Kante  in  die  vordere  Fläche  der  ebenen  Wand  verlegt  wurde,  die  Contraction 
also  möglichst  ungeschwächt  und  ungestört  durch  Adhäsion  des  Wassers 
an  der  Randfläche  zu  Stande  kommen  konnte.  Die  aus  solchen  Versuchen 
abgeleiteten  Coefficienten  sind  deshalb  für  manche  übrigens  hierher  ge- 
hörige technische  Anlagen  nicht  ohne  Weiteres  als  gültig  zu  betrachten, 
insbesondere  z.  B.  bei  den  sogenannten  Wehren,  die  zum  örtlichen  Auf- 
stau des  Wassers  eines  natürlichen  Flusses  als  abgerundete  Dämme  mit 
horizontaler  Scheitellinie  quer  durch  den  Fluss  errichtet  und  als  Ueber- 
fall- oder  Grund  wehre  bezeichnet  werden,  jenachdem  das  Wasser  über 
ihnen  einen  vollkommenen  oder  unvollkommenen  Ueberfall  bildet.  Bei 
denselben  handelt  es  sich  vorzugsweise  um  die  Vorausberechnung  der 
Wehrhöhe,  die  bei  gegebener  Wassermenge  des  Flusses  eine  ge- 
wisse Stauhöhe  verursachen  wird,  d.  h.  eine  gewisse  Erhebung  des 
Oberwasserspiegels  (am  Anfang  der  Stromschnelle)  über  der  freien  Ober- 
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fläche  des  vor  Anlage  des  Wehrs  bei  derselben  Wassennenge  in  gleich- 
förmigem Beharrungszustande  befindlichen  Flusses. 

Wenn  ein  solches  Wehr  die  Bestimmung  hat,  das  Ge&lle  einer  ge- 
wissen Flussstrecke  zum  Zweck  des  Betriebes  hydraulischer  Kraftmaschinen 
örtlich  zu  concentriren,  so  pflegt  ein  Theil  des  aufgestauten  Wassers  durch 
einen  Canal,  der  unmittelbar  oberhalb  des  Wehrs  vom  Flusse  abgezweigt 
ist,  der  seitwärts  von  diesem  in  einiger  Entfernung  befindlichen  Mascfainen- 
änlage  zugeleitet  zu  werden,  so  dass  das  Wasserquantum  Q,  welches 
den  Ueberfall  bildet  und  stromabwärts  vom  Wehr  im  Flnssbette 
abfliesst,  nur  ein  Theil  der  ganzen  Wassermenge  Qq  desFlasses 
ist.  Zur  Beurtheilung  des  Wehrs  hinsichtlich  seines  Charakters  als  Ueber- 
fall- oder  Grundwehr,  wozu  die  Kenntniss  der  Höhenlage  des  Unterwasser- 
spiegels erforderlich  ist,  muss  dann  zunächst  ermittelt  werden,  um  wie 
viel  die  dem  gleichförmigen  Beharrungszustande  entsprechende 
freie  Oberfläche  bei  der  Wassermenge  Q  tiefer  liegt,  als  bei 
derWassormenge  Qq?  Ist  zu  dem  Ende  allgemein  (d.  h.  abgesehen  davon, 
ob  ö  <C  Öo  oder  >  Qq  ist)  der  Querschnitt,  die  Wasserbreite,  das  benetzte 
Querprofil,  der  mittlere  Radius  und  die  mittlere  Geschwindigkeit 
bei  der  Wassermenge  Qq  =  Fq  Bq  Pq  r^  u^ 
„     w  „  Q    =  F      h      p      r      u, 

so  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  das  Gefalle  in  beiden  Fällen  gleich  =  d^ii 
Abhang  a  des  als  cylindrisch  vorausgesetzten  Ganais  oder  Flussbettes  ist: 


Q 


O  1. 

_    F^_  ^£_  \/~r  _  i  (F Y  /poY 


<4 

—  =  /"*•  ^Yf^^ 

Fo        \k   (2o/    \po 


•  (!> 


und  dabei  nach  §.126,  Gl.  (14) 
/ 

k 


0  _         -«•         .  ..  _^_  _ '_E. (2) 


'+Ä'  +  i^-  •+^Vi: 


0 


mit  i?  =(23  -| ^ j«,  unter  n  einen  Rauhigkeitscoefficienten  ver- 
standen, der  hier  durchschnittlich  =  0,025  gesetzt  werden  kann;  endlich, 
wenn  h  die  (positive  oder  negative)  Höhe  des  Wasserquerprofils  bei  der 
Wassermenge  Q  über  demselben  bei  der  Wassennenge  ^,  und  ß  des 
mittleren  Winkel  bedeutet,  um  welchen  zwischen  beiden  das  CanaJqiier- 
profil  beiderseits  gegen  die  Lothrechte  geneigt  ist: 
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(3). 


F  =  F,^hb^  +  h^tgß\     

Durch  diese  Gleichungen  (1)  —  (3)  ist  h  bestimmt,  wenn  Qo,  ^o»  *o>  Pq'> 
a,  ß  und  Q  gegeben  sind,  und  zwar  ist  A  :^  0,  jenachdem  Q  ^  Qo  ist 
Wenn  die  Breite  gross  in  Vergleich  mit  der  mittleren  Tiefe 
und  ß  ein  kleiner  Winkel  ist,  kann  näherungsweise  gesetzt  werden: 


M£r=('+-:r='+ 


F, 


0 


P^ 

a  -\-  h      Jcq 


2  Ä 

3  * 


1  + 


£ 


>V+  h 


1  +  -^- 


unter  a  die  mittlere  Tiefe  bei  der  Wassermenge  Qq  verstanden,  also  nach 

GL(1): 

B  2 


'+il 


Öo 


(4). 


Durch  Einsetzung  des  ersten  Näherungswerthes 

2 
"3 


a  -\-  h 


a 


\qJ 


auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  crgiebt  sich  als  zweiter  Näherungs- 
wcrth : 


Ä    -f-    Ä 


a 


1+   ^  (9^V     \' 

/         2   a 
1           3    J 

1  +  4--    ^•/ 

1  — 


2 


oder  wenn  mit  ^  =  —  ä  die  Erniedrigung  der  Wasseroberfläche  in  dem 
hier  in  Rede  stehenden  Falle  Q  <C  Oo  hezoichnot  wird: 


«  +  Ä  <f  /  a 


*        •        • 


A  +  4 


2     J 

Q  Vi  ^  1" 


1  + 


B 


y 


2 
3 


1  — 


2 

Q\3 


(5). 
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Zur  Erleichterung  des  Gebrauchs  dieser  Formel  sind  in  folgender  Tabeüe 

Q  B 

die  Werthe  von  x  und  y  für  verschiedene  Werthe  von  — --  und  -  -  zu- 

sammongestellt. 


je 

Co 


X  für   ---  = 
Va 


0,5 


1,5 


3 


ac 


0,2 

0,439 

0,394 

0,419 

0,433 

0,443 

0,455 

0,3 

0,368 

0,496 

0,519 

0,533 

0,542 

0,553 

0,4 

0,305 

0,585 

0,606 

0,618 

0,626 

0,636 

0,5 

0,247 

0,666 

0,683 

0,694 

0,701 

0,709 

0,6 

0,192 

0,740 

0,755 

0,763 

0,769 

0,776 

0,7 

0,141 

0,810 

0,821 

0,828 

0,832 

0,837 

0,8 

0,092 

0,876 

0,884 

0,888 

0,891 

0,89^ 

0,466 
0,564 
0,646 
0,718 
0,783 
0,843 
0,898 


0,489 
0,586 
0,665 
0,735 
0,797 
0,853 
0,906 


Die  Werthe  von  B  können  der  betreffenden  Tabelle  in  §.126  (daselbst  mit 
h  bezeichnet)  entnommen  werden. 


§.  137.    Tollkommene  Ueberfillle. 

Wenn  man  einen  vollkommenen  Ueberfall  als  Grenzfall  des  Ausflusses 
aus  einer  rechteckigen  Mündung  in  einer  verticalen  Wand  bei  abnehmender 
Wasserstandshöhe  betrachtet,  so  kann  man  nach  §.  79,  Gl.  (7)  das  pro  See. 
tiberfallende  Wasserquantum 

2 


-  - 


setzen,  unter  ii  einen  erfahrungsmässig  zu  bestimmenden  Coefficientea, 
h  die  Ueberfallbreite,  H^  und  H^  die  wirksamen  Druckhöhen  für  den 
unteren  Ueberfallrand  und  für  das  (hier  an  die  Stelle  des  oberen  Randes 
der  Mündung  tretende)  Wasserquerprofil  in  der  Ueberfallsebene  verstandeiL 
Letztere  sind  wegen  Gleichheit  des  an  der  freien  Oberfläche  überall  herr- 
schenden atmosphärischen  Drucks  einfach  =  den  Höhen  h^  und  h^  der 
freien  Wasseroberfläche  am  Anfang  der  Stromschnelle  (siehe  vor.  §.)  über 
den  betreffenden  Stellen  zu  setzen,  wenn,  wie  bei  dem  Ausflusse  aus  ein&n 
Einschnitt  in  der  Seitenwand  eines  Gefässes,  die  Geschwindigkeit  zu  vez^ 
nachlässigen  ist,  die  das  Wasser  am  Anfang  der  Stromschnelle  schon  be- 
sitzt. Uebrigens  hat  diese  Geschwindigkeit  dieselbe  Wirkung,  als  ob  die 
Wasseroberfläche,  von  der  aus  die  Höhen  h^  und  h^  gemessen  werden,  un 
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die  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  höher  läge,  nnd  wenn  also  k  den 
Mittelwerth  der  letzteren  bezeichnet,  ist  allgemein 

Das  Gesetz,  nach  welchem  h^  von  A^  nnd  von  den  übrigen  Elementen  des 
Ueberfalles  abhängt,  ist  indessen  selbst  empirisch  (insbesondere  durch 
Messungen  und  daraus  abgeleitete  empirische  Formeln  von  Lesbros)  nur 
ungenügend  bekannt,  und  wird  es  deshalb  vorgezogen,  das  Gefälle  =  h^ 
der  Stromschnelle  schon  als  Erscheinung  einer  Contraction  von  oben  zu 
betrachten  und  durch  den  Coefficienten  (i  mit  zu  berücksichtigen.  Wenn 
somit  H^  =  k  und  S^  =  h  '\-  k  gesetzt  wird,  unter  h  jetzt  die  zuvor 
mit  h^  bezeichnete  Höhe  der  freien  Wasseroberfläche  am  Anfang  der  Strom- 
schnelle über  dem  horizontalen  Ueberfallrande  verstanden,  und  wenn  der 

2 
Einfachheit  wegen  /ifOi-fi  gesetzt  wird,  ergiebt  sich: 

o 

i.         ^ 
Q  =  ^iV2^[(Ä  +  ife)2— ife2] (1). 

Je  zusammengesetzter  die  Bedeiutung  des  Coefficienten  (i  in  dieser 
Gleichung  ist,  desto  mehr  ist  seine  einigermassen  zuverlässige  Bestimmung 
auf  einzelne  SpecialföUe  beschränkt. 

1)  Für  den  Fundamentalfall  des  freien  Abflusses  aus  einem 
rechteckigen  Einschnitte  in  der  verticalen  ebenen  Seitenwand 
eines  Gefässes  sind  namentlich  von  Poncelet  und  Lesbros,  später  von 
Lesbros  allein  ausgedehnte  Versuche  angestellt  worden  (in  Verbindung 
mit  den  in  den  §§.  84  und  85  besprochenen  Versuchen  über  den  Ausfluss 
aus  rechteckigen  Mündungen),  und  haben  sich  dabei  insbesondere  dann, 
wenn  die  Bänder  des  Einschnittes  vom  Boden  und  von  den  Seitenwänden 
des  Gefässes  hinlänglich  weit  entfernt  waren,  um  die  Contraction  als  voll- 
kommen nnd  vollständig  bezeichnen  zu  können,  die  folgenden  Werthe  von 
fi  ergeben,  entsprechend  (nach  Gl.  1  mit  ^  =  0)  der  Gleichung: 

Q  =  lihh  y2^ (2), 

nnd  zwar  erhalten  aus  Versuchen  mit  Ueberfällen  von  0,2  und  0,6  Mtr. 
Breite  in  dünner  Wand  (Wandöffhung  mit  abgeschrägten  Rändern). 

0,6 
0,390 

2)  Wenn  derUeberfall  sich  in  einem  Canal  befindet  (eventuell 
als  freier  Ueberfall  am  Ende  des  Canals),  so  kann  die  mittlere  Geschwindig- 
keitshöhe k,  die  das  Wasser  im  Querschnitte  Fq  am  Anfang  der  Strom- 


Ä= 

0,01 

0,02 

0,03 

0,04 

0,06 

0,08 

0,1 

0,15 

0,2 

0,3 

6—0,2:^—  0,424 

0,417 

0,412 

0,407  0,401 

0,397 

0,395 

0,393 

0,390 

— 

b  — 0,6://  — 

— 

0,418 

0,416 

0,412 

0,409 

0,406 

0,400 

0,395 

0,391 
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§.  137. 


Bchnelle  schon  besitzt,  von  merklichem  Einfluss  sein  um  so  mehr,  je  gross» 


das  Verhältniss 


n 


hh 


hh 


ist,  unter  Iq  die  Wasserbreite  und  unter  Äq  die  mittlere  Tiefe  an  der 
Stelle  des  Querschnitts  Fq  verstanden.  Indem  dann  aber  die  Contraction 
mehr  oder  weniger  unvollkommen  ist  (eventuell  zugleich  unvollständig  bei 
einem  Ueberfall,  der  die  ganze  Breite  des  Canals  einnimmt),  somit  auch  // 
von  n  abhängt,  ist  es  am  einfachsten,  nach  wie  vor  die  Gleichung  (2)  zu 
Grunde  zu  legen  und  dabei  (i  als  empirische  Function  von  n  ans  den 
betreffenden  Versuchen  abzuleiten. 

Dergleichen  Versuche  von  Castel,  angestellt  mit  UeberfäUen  bis  zu 

0,75  Mtr.  Breite  und  mit  abgeschrägten  Rändern,  dienten  vorzugsweise  xur 

b 
Bestimmung  des  Einflusses  des  Verhältnisses    -  ;  ihnen  zufolge  kann  in 

Gl.  (2)  gesetzt  werden: 

h 
fi  =  0,381  +  0,062  — (3;, 

*   _  1         ^   1  *« 

wenn  j"  >  3  '  ^  <  5  nnd  die  Höhe  der  Ueberfallkante  über  dem  Unter- 
wasserspiegel >  2h  ist.  Dabei  ist  im  Falle  b  =  Öq  hier  wie  im  Folgenden 
stets  vorausgesetzt,  d£tss  die  Seitenwände  des  Zuflusscanals  wenigstens  ober- 
halb des  Ueberfallrandes  vortical  sind. 

Allgemeine  Gültigkeit  (wenigstens  bis  n  =  0,5)  beanspruchen  die 
von  Weisbach  aus  seinen  Versuchen  mit  UeberfäUen  in  dünner  Wand 
bis  etwa  0,4  Mtr.  Breite  abgeleiteten  Kesultate,  wonach  bei  vollständiger 
Contraction  (hinlänglicher  Entfernung  beider  Seitenränder  der  Ueber&lLs- 
Öffnung  von  den  Seiten  wänden  des  Canals,  also  b  wesentlich  <C  ^0) 

(i  =  (^t=i^o(^  +  1,718  «*)    (4\ 

dagegen  bei  Ueberfilllen,  welche  die  ganze  Breite  des  Canals  einnehmen, 

fi  =  fi^  z=z  (Iq  (1,041  -f  0,3693  n«) (5) 

soll  gesetzt  werden  können,  unter  fi^  den  betreffenden  Coefficienten  der 
Poncelet-Lesbros'schen  Fundamental tabelle  verstanden:  siehe  oben  unter 
1)  für  b  =  0,2  Mtr.    Nachstehend  sind  die  den  Formeln  (4)  und  (5)  fttr 


verschiedene  Werthe  von  n  entsprechenden  Verhältnisse  ^-^  und 
sammengestellt. 


0,45 
1,070 


^0 


zu- 


n  =« 

0.1 

0,15 

0,2 

0,25 

0,3 

0,35 

0,4 

t^l't^O    — 

1,000 

3,001 

1,003 

1,007 

1,014 

1,026 

1,044 

f'^'f^o  = 

1,045 

1,049 

1,056 

1,004 

1,074 

1,086 

1,100  1 

0,5 

1,107 

1,133 


^  =  0,6448  —  0,2777  V 
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Insbesondere  für  vollkommene  Ueberfälle  auf  der  ganzen 
Breite  des  Gerinnes  ergab  sich  aus  Versuchen  von  Bornemann*  aus 
den  Jahren  1866,  1867,  1869  und  zwar  aus  im  Ganzen  47  Versuchen, 
wobei 

h  =  Bq  =  1,13  Mtr.,  Ä  =  0,7  —  0,21  Mtr.,  --  =  0,2—0,8 

K 

war,  bei  Voraussetzung  von  Gl.  (2): 

fi  =  0,5673—0,1239  l-^    (6) 

mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  =  0,0148,  und  bei  Voraussetzung  von 

GL(1): 

"  /  Ä 

mit  einem  übrigens  nur  so  wenig  kleineren  wahrscheinlichen  Fehler,  dass 
dadurch  die  Annahme  dieser  Gl.  (1)  statt  der  einfacheren  Gl.  (2)  nicht  ge- 
nügend motivirt  erschien.  Dagegen  zeigte  die  gleichfalls  versuchte  Gleichung 

Q  =  ^5  (Ä  +  kyV2i^+"k)  • (7), 

welcher  fi  =  0,6402  —  0,2862  1/-^-     (8) 

mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler  =  0,0133  entsprach,  besonders  für  die 

grösseren  Werthe   von  --  eine  bessere  Uebereinstimmung  mit  den  Be- 

obachtungen,  so    dass  Bornemann  die   Gl.  (2)  mit  fi   nach  Gl.  (6)  für 

Y"  <C  ö  ?  dagegen  Gl.  (7)  mit  (i  nach  Gl.  (8)  für  -  -  >  -  empfehlen  zu 
Aq         3  Äq         3 

sollen  glaubt.    Bei  der  Benutzung  von  Gl.  (7)  zur  Berechnung  von  Q  kann 

man  zunächst  mit  ^  =  0  einen  Näherungswerth  Q\  damit  k  =  —[—') 

und  dann  nach  Gl.  (7)  einen  corrigirten  Werth  von  Q  berechnen. 

Die  Kesultate  dieser  Bornemann* sehen  Versuche,  bei  denen  der 
Ueberfallrand  auch  durch  Abschrägung  scharfkantig  hergestellt  war,  be- 
stätigen nicht  die  Weisbach'sche  Formel  (5): 

1,041  +  0,3693  Q-V    , 


(i  =  (lo 


h 
nach  welcher  fi  mit  wachsendem  Verhältniss  —  nicht  abnehmen,  sondern 

wachsen  sollte,  wenn  auch  dieses  Verhalten  dadurch  etwas  abgeschwächt 
wird,  dass  (Iq  mit  wachsendem  h  abnimmt.    Jedenfalls  und  besonders  für 

*  Civilingeniear,  Jahrgang  XVI. 
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die  kleineren  Werthe  von  -  -  ist  der  Coeöicient  //  in  GL  (2)  nach  Borne- 

mann  grösser,  als  nach  Castel  und  nach  Weisbach.  Z.  B.  für  —  =  0,25 

ist  nach  GL  (6):  fi  =  0,505,  dagegen  nach  GL  (5)  höchstens  =  0,424. 
1,064  =  0,451    wenig  verschieden  von  fi  =  0,443   nach  61.  (3);  fir 

-=0,5  ist  nach  GL  (6):  jm  =  0,480,  nach  GL  (5)  höchstens  ebenso  gross. 

0  480    " 
nämlich  mit  fi^  =    '         =  0,424. 

l,loo 

3)  Wenn  die  Ueberfallwand  geneigt  ist,  und  zwar  im  Sinne  der 

Strömung  vornüber  unter  einem  gewissen  Winkel  6  gegen  die  Lothrechte, 

so  dass  die  von  unten  dem  Ueberfallrande  zufliessenden  Wassertheilchen 

höchstens  um  (90  —  6)  Grad  ihre  Bewegungsrichtung  zu  ändern  haben. 

um  die  Ueberfallsebene  zu  durchströmen,  so  wird  dadurch  hier  die  Cos- 

traction  geschwächt,  also  [i  vergrössert  So  fand  Weisbach  bei  einem  die 

ganze  Breite  des  Gerinnes  einnehmenden  freien  Ueberfalle  (entsprechend 

der  obigen  Gl.  2) 

fi  =  0,447   für  <J  =  26,5^  fi  —  0,467   für   d  =  45^ 

zusammenzufassen  in  der  Gleichung: 

fi  =  0,418  +  0,00108  d, 
also,  wenn  (Iq  (hier  =  0,418)  den  Werth  von  (i  tiXr  6  =  0,  d.  h.  £Är  die 
verticalc  Wand  bedeutet, 

^  =  ^^  (1  -f-  0,0026  d) (91 

Ist  die  Wand  unter  einem  gewissen  Winkel  =  d^  Grad  im  nmge- 
kehrten  Sinne  geneigt,  so  ist  fi  <C  ^q,  z.  B.  nach  Boileau  =  0,973  fi^ 
für  a  =  18,5  Grad,  entsprechend 

fi  =  /Iq  {1—  0,0015  d') (10> 

Ein  schräger  Zufluss  anderer  Art  findet  bei  Ueberfällen  dann  statt 
wenn  die  übrigens  verticale  Wand  unter  einem  gewissen  Winkel 
=  d  Grad  gegen  die  zur  Bewegungsrichtung  des  Wassers  senk- 
rechte Ebene  geneigt  ist    Boileau  fand  in  solchem  Falle 

fi  =  0,942  (Iq   für  d  =  45^  (i  =  0,911  fi^   tar  6  =  65«, 

entsprechend  fi  =  (Iq  (1—0,0013  d) (11), 

wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  unter  h  in  GL  (2)  stets  die  ganze  Länge  des 
horizontalen  Ueberfallrandes  verstanden  wird. 

Eine  grosse  Zuverlässigkeit  in  Betreff  der  Anwendung  auf  andere 
Verhältnisse  können  die  Beziehungen  (9)  —  (11)  bei  der  geringen  Zahl  der 
ihnen  zu  Grunde  liegenden  Beobachtungen  nicht  in  Anspruch  nehmen. 
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4)  Bei  einem  Ueberfallwehr,  gebildet  durch  einen  abgerundeten 
Damm^  dessen  horizontale  Scheitellinie  höher  liegt,  als  der  Unterwasser- 
spiegel, ist  jener  Abrundung  wegen  der  Coefficient  ii  grösser,  als  unter 
sonst  gleichen  Umständen  für  einen  Ueberfall  über  scharfkantigem  Rande, 
wenn  auch  nicht  in  demselben  Verhältnisse,  wie  die  Contraction  geringer 
ist,  weil  die  Reibung  des  mit  vermehrter  Geschwindigkeit  an  der  Ober- 
fläche des  Wehrdammes  hin  fliessenden  Wassers  eine  Verkleinerung  des 
Geschwindigkeitscoefficienten  verursachen  muss,  als  dessen  Product  mit 
einem  Contractionscoefficienten  der  resultirende  Coefficient  /f^  betrachtet 
werden  kann.  Für  solche  Ueberfallwehre  mit  Flügelwähden,  wodurch  eine 
seitliche  Contraction  verhindert  wird,  soll 

nach  Eytelwein:  (i  =  0,57 

2 
nach  Weisbach:    ^  :.=  -  .  0,8  ==^  0,53 

zu  setzen  sein,  vorausgesetzt  *  dass  die  Geschwindigkeit  des  zufliessendeu 
Wassers  besonders  in  Rechnung  gebracht  wird  wie  durch  obige  Gl.  (1). 
Darin  ist  hier  1    /ÖaX« 

'-iM) <"'• 

unter  Fq  den  Querschnitt  des  aufgestauten  Wassers  (am  Anfang  der  Strom- 
schnelle) und  unter  Qq  das  pro  See.  hindurch  fliessende  ganze  Wasser- 
quantum des  Flusses  verstanden,  welches  hier  grösser  ist,  als  das  den 
Ueberfall  bildende  =  Q,  wenn  der  Ueberschuss  =^  Co  —  Q  durch  einen 
dicht  oberhalb  des  Wehrs  abgezweigten  Canal  fortgeleitet  wird.  Ist  nun 
die  Höhe  =  IT  gegeben,  bis  zu  der  das  Wasser  (am  Anfang  der  Strom- 
schnelle) über  der  freien  Oberfläche  E  des  bei  derselben  Wassermenge  Qq 
im  gleichförmigen  Beharrungszustande  befindlichen  Flusses  durch  das  Wehr 
aufgestaut  werden  soll,  so  ist  dadurch  Fq^  also  k  bestimmt,  und  ergiebt  sich 

die  erforderliche  Höhe 

x  =  H—h 

der  Scheitellinie  des  Wehrs  über  der  Ebene  E  durch   Substitution  des 

Ausdrucks  von  h  nach  GL  (1): 

2 

X  =  7/—  {  _  4.  ^  -f  X-T       -\-k (13) 

vorausgesetzt  dass  dieses  x  ]>>' — e  gefunden  wird,  unter  e  die  der  Ab- 
zweigung des  Wasserquantums  =^  Öo  —  Q  entsprechende,  nach  den  An- 
gaben im  vorigen  §.  zu  berechnende  Erniedrigung  des  ünterwasserspiegels 
unter  die  Ebene  F  verstanden;  anderen  Falls  wäre  der  Ueberfall  unvoll- 
konmien  und  das  Wehr  nach  den  Regeln  des  folgenden  §.  als  Grundwehr 
zu  berechnen. 

Grashof,  theoret.  Maschinenlehre.    I.  51 
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Uebrigens  kann  eine  solche  Berechnung  der  Wehrhöhe  mit  einem  con- 
stanten  Werthe  von  (i  (=  0,57  resp.  0,53)  auf  grosse  Zuverlässigkeit  nkM 
Anspruch  machen,  da  sich  annehmen  lässt,  dass  die  bei  Ueber&Uen  mit 
scharfkantigem  Bande  constatirte  Abhängigkeit  des  Coefficienten  (i  von  dem 

Verhältnisse  n  resp.  —  grossentheils  durch  die  Veränderlichkeit  des  Ge- 

fälles  der  Stromschnelle  bedingt  wird,  die  auch  bei  Aufhebung  der  unteren 
Contraction  durch  Abrundung  des  Ueberfallrandes  sich  gleicher  Weüe 
geltend  machen  wird.  Es  ist  deshalb  violleicht  richtiger,  auch  hier  dio 
GL  (2)  mit  dem  Bornemann'schen  Ausdrucke  (6)  von  fi  für  breite  Ueber- 
fälle  zu  Grunde  zu  legen,  sofern  nur  letzterer  wegen  Abrundung  des  Ueber- 
fallrandes entsprechend  vergrössert  wird.    Diese  Vergrösserung  hätte  nach 

GL  (9)  im  Verhältnisse 

1  +  0,0026 .  90  =  1,234 

zu  geschehen,  wenn  jener  Formel  eine  unbeschränkte  Gültigkeit  zage- 
schrieben  und  die  untere  Contraction  bei  einem  Ueberfkllwehr  als  voll- 
kommen aufgehoben  betrachtet  werden  dürfte;  weil  aber  Beides  nicht  der 
Fall  ist,  mag  mit  Rücksicht  zugleich  auf  den  vermehrten  Reibungswiderstand 
des  Wehrdammes  nach  vorläufiger  Schätzung  der  Ausdruck  (6)  nur  mit  1,16 
(entsprechend  cJ  =  58®  nach  GL  9)  multiplicirt,  also 

(i  =  0,642  —  0,142  j/^    (14. 

gesetzt  werden.    Darin  ist  ä^^  =  «  -f-  -ff,  unter  a  die  mittlere  Tiefe  d« 

ungestauten  Flusses  bei  der  Wassermenge  Q^  verstanden,  und  entspriU^ 

Ä         1 
jM  =  0,57  dem  Verhältnisse   -  =  -- .    Wird  dieser  Nähemngswcrth  y^ 

H  mit  II  bezeichnet,  so  findet  mau  aus  GL  (2)  den  entsprechenden  Näherungs- 
werth  von  A: 

2  


7*'*  ^/^9 


1  ^h' 

damit  (i  =  0,642  —  0,142  1/  — 

0 

2" 


(LV. 


(l   \3 


Ä  =  ä'(^-]  ;  x  =  H  —  h     

Es  sei  z.  B.  ein  kleiner  Fluss  von  ^  =  8  Mtr.  Breite,  dessen  Wassc^ 
menge  Q^  =  4,8  Cubikm.  bei  a  =  0,4  Mtr.  mittlerer  Tiefe  beträgt,  durch  | 
ein  die  ganze  Breite  b  einnehmendes  quer  durch  den  Fluss  zu  erbauendes  I 
gerades  Wehr  um  J9  =  1,1  Mtr.  aufizustauen  behufs  Fortleitung  von  M 
Gubikm.  des  aufgestauten  Wassers  durch  einen  abgezweigten  Ganal,  so  das  : 
Q  =  3,2  Cubikm.  Wasser  pro  See.  den  üeberfall  bilden.    Hier  ist 

Äo  =  1,5  Mtr.,  Fq  =  \2  Quadratm.,  also  k  =  0,00815  Mtr. 


i 
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■ 

nach  GL  (12),  und  mit  jm  =  0,57  nach  GL13): 

X  ==  M—h  =  1,1  —  0,285  =  0,8lS  Mtr. 
iic  Höhe,  his  zu  welcher  sich  das  Wehr  über  die  Oberfläche  des  ungestauten 
Plnsses  erheben  muss. 

Nach  den  Gleichungen  (15)  findet  man  hier  nahe  denselben  Werth, 
nämlich  mit  fi   =  0,57: 

Ä'  =  0,293  ;     fi  =  0,579  ;     h  =  0,290 ;     x  =  0,810  Mtr. 


§.  138.    UnToUkommene  Ueberifftlle. 

Bei  einem  nnvoUkommenen  Ueberfalle  sei  h^  die  Höhe  des  Oberwasser- 
Spiegels,  Äg  ^^^  Höhe  des  Unterwasserspiegels  über  dem  horizontalen  Ueber- 
Wlrande,  ersterer  verstanden  an  einer  Stelle  (etwa  1  Mtr.  stromaufwärts 
ron  der  Wand,  nämlich  am  Anfang  der  Stromschnelle),  wo  er  noch  fast 
)ben,  letzterer  an  einer  solchen  Stelle  in  ähnlicher  Entfernung  stromab- 
wärts von  der  Wand,  wo  er  wieder  fast  eben  geworden  ist,  ä  =  ä^  —  h^ 
lie  Höhendifferenz  beider  Wasseroberflächen,  übrigens,  wie  im  Vorher- 
^henden,  h  die  Ueberfallbreite  und  k  die  der  mittleren  Geschwindigkeit 
Im  Querschnitt  F^  am  Anfang  der  Stromschnelle  entsprechende  Höhe. 
Wenn  dann  wieder  das  Geßllle  der  Stromschnelle  als  eine  Contractionser- 
K^einung,  somit  das  Rechteck  =  h\  als  Durchflussöffnung  betrachtet  wird, 
10  kann  d^cse  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  der  Art,  dass  das  Wasser  im 
>beron  von  der  Höhe  h  einen  eigentlichen  (vollkommenen)  Ueberfall  bildet, 
lurch  den  unteren  aber  wie  durch  eine  Mündung  unter  Wasser  hindurch- 
Kesst.  Das  den  unvollkommenen  Ueberfall  bildende,  pro  See.  durch  die 
$anze  Wandöffnung  fliessende  Wasserquantum  ist  dann  mit  Rücksicht  auf  ^ 
GH.  (1)  im  vorigen  §. 

Q  =  5  V27  {  //,  [(Ä  +  k)T-JcT]  +  ^,Ä,  (Ä  +  *)^  }  .  .  (1), 

urie  namentlich  von  Weisbach  empfohlen  wutde,  indem  er  zugleich  n^  = 

-  (i^  und  (für  Ueberf&Ue  über  mehr  oder  weniger  breiten  und  abgerundeten 

Dämmen,  wie  sie  zu  technischen  Zwecken  ausgeführt  zu  werden  pflegen) 
t^  =  0,8  setzte. 

Durch  Unterdrückung  der  Geschwindigkeitshöhe  Je  vorbehaltlich  der 
Berücksichtigung  ihres  Einflusses  durch  entsprechende  Wahl  der  Coeffi- 
ncnten  fi^  und  [i^  geht  Gl.  (1)  über  in: 

Q  =  h  1/2^  (fi,h  +  fiM    (2), 

51* 
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eine  Formel,  welche  insbesondere  von  Redtenbacher  empfohlen 

und  zwar  mit 

fij^  =  0,57   und  ^a  =  0,62 

gleichfalls  mit  Bttcksicht  auf  solche  Verhältnisse,  wie  sie  bei 

Ausführungen  vorkommen. 

Uebrigens  beruhen  sowohl  jene  von  Weisbach  als  namentlich 

von  Redtenbacher    angegebenen  Zahlenwerthe    der  Coefficienten 

Theil  nur  auf  unsicherer  Schätzung.    Ausgedehnte  Versuche  wurden 

von  Lesbros  angestellt  und  daraus  auf  Grund  der  Formel 

Q  =  fihh^Y2^ :t\ 

in  welche  Gl.  (2)  mit  fi^  =  ,w 

belle  enthaltenen  Werthe  von  fi  abgeleitet: 


2  =  (i  übergeht,  die  in  der  folgenden  U 


■~~ 

h 

h 

h 

h 

h 

a 

K 

^ 

h      1      ^ 

1 

\ 

ß 

K 

ß 

Ä, 

ß 

1        H 

0,002 

0,295 

0,009 

0,600 

0,04 

0,531 

0,2 

0,507 

0,55 

0,406  1 

0,003 

0,363 

0,01 

0,596 

0,045 

0,526 

0,25 

0,502 

0,6 

0,459  ; 

0,004 

0,430 

0,015 

0,580 

0,05 

0,522 

0,3 

0,497 

0,7 

0,444* 

0,005 

0,496 

0,02 

0,570 

0,06 

0,519 

0,35 

0,492 

0,8 

0,421  » 

1 

0,006 

0;556 

0,025 

0,557 

0,08 

0,517 

0,4 

0,487 

0,9 

0,4(J9. 

0,007 

0,597 

0,03 

0,546 

0,1 

0,516 

0,45 

0,480 

1.0 

0390) 

t 

1 

1 

0,008 

0,605 

0,035 

0,537 

0,15 

0,512 

0,5 

0,474 

1 

Abgesehen  davon  indessen,  dass  die  grosse  Verschiedenheit  di 
Werthe  gegen  die  Angemessenheit  von  Gl.  (3)  als  Ausdruck  der 
mässigkcit  der  in  Rede  stehenden  Erscheinung  spricht,  wurden  auch 
Lesbros'schen  Versuche  unter  solchen  Verhältnissen  angestellt,  weldie 
die  technischen  Anwendungen  von  wenig  Interesse  sind;  sie  bezichen 
auf  schmale  üeberfällo  {h  =  0,25  Mtr.),  die  nur  einen  Theil  der  GaJ 
breite  einnehmen. 

Technisch  werthvoUere  Versuche  wurden  in  den  Jahren  1866,  18€i 
und  1869  von  Bornemann  angestellt  mit  Ueberf allen  auf  der  ganze! 
Breite  (5  =  1^  =  1,135  Mtr.)  des  Canals,  hergestellt  durch  eingedctii 
Bretterwände  von  verschiedenen  Höhen,  deren  oberer  horizontaler  Baal 
gegen  das  Unterwasser  hin  abgeschrägt  war.*    Nachdem  mit  Hülfe  der  ^ 

*  Bei  Gelegenheit  dieser  Versuche  wurden  die  im  vorigen  §.  angeftkrtt^ 
Resultate  in  Betreff  vollkommener  UeberföUe  auf  der  ganzen  Breit«  do 
Canals  nur  nebenbei  gewonnen,  indem  zur  Erzielung  verschiedener  BöheB  i| 
in  einem  Abstände  =  3,7  Mtr.  stromabwärts  von  der  Ueberfallwand  eine  awi«« 
Bretterwand  eingebaut  wurde,  über  der  das  Wasser  frei  überfallend  In  tbn 
Aichkasten  zur  Wassermessung  abfloss. 


i 
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ironnenen  36  brauchbaron  Gruppen  zusammcngohörigor  (jo  als  Mittel 
i  mehreren  einzelnen  Messungen  erhaltenen)  Werthc  der  Elemente  Q, 
,  Ag  ^^^  d^^  2Uf  Bestimmung  von 

.  '=uB'=uiy ^'^ 

inenden  Wassertiefe  im  Querschnitte  Fq  --=  hhQ  zunächst  die  L  e  s  b  r  o  s '  sehe 
-(3)  geprüft  und,  wie  zu  erwarten,  untauglich  gefunden  worden  war, 
irden  vermittels  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrschein- 
listen  Werthe  der  Coefficienten  von  Gl.  (1)  zu 

//i  =  0,2203;     ^2  =  0,9053 

Techuet  mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler 

Q 
r  =  0,2045  von 


ebrigens  ergab  sich  r  noch  etwas  kleiner,  nämlich 

r  =  0,1970, 

s  bei  Voraussetzung   der    zugleich  einfacheren  und  somit  empfehlens- 
ertheren  Gleichung: 


Q  =  by^ffih  +  k)  \ii,{h  +  k)  +  ii,h,] (5), 

thalten  aus  Gl.  (1)  durch  Unterdrückung  von  k  2  in  dem  Gliede  mit  fi^i^ 
Btsprechend  dem  Ersatz  von  Gl.  (1)  im  vorigen  §.  durch  Gl.  (7)  daselbst, 
ie  wahrscheinlichsten  Werthe 

(i^  =  0,2162;     |Mjj  =  0,9026 (6) 

03  den  Versuchen  abgeleitet  wurden. 

Wenn  man  in  Gl.  (5):  ä  =^  Äi  —  ä,  setzt  und  dann  Q  als  Function 
lor  von  h^  betrachtet,  so  findet  man  leicht,  dass  es  ein  Maximum  von  Q 
liebt  für 

^«  =  !&-"?-.  (^1  +  ^)  -^  ^^'^^^^  (Äi  +  ^0 (7) 

>ei  Einführung  der  Zahlenwertho  (6)  von  (i^  und  jWg.  Von  der  durch  dieses 
^  bestimmten  Höhenlage  des  üntcrwasserspiegcls  ausgehend  würde  somit 
lücht  unr  das  Steigen,  sondern  auch  das  Sinken  desselben  bei  gleich  blei- 
iwaden  übrigen  Elementen  eine  Abnahme  von  Q  zur  Folge  haben,  falls  die 
Bleichungen  (5)  und  (6)  wenigstens  für  solche  Vorhältnisse  als  zuverlässig 
betrachtet  werden  dürfen,  die  den  durch  Gl.  (7)  bestimmten  nahe  kommen. 
Indessen  kann  der  wahrscheinliche  Fehler  r  =  0,197,  mit  welchem 
nach  Gl.  (5)  und  (6)  die  Grösse 


806  UNVOLLKOMMENE  ÜBEBFÄLLE.  §-1^' 

^  =  0,2162  +  0,9026  ^-r 


h{h  +  h)  ^2g(Ji  +  k)  h  +  k 

gesetzt  wurde,  in  Vergleich  mit  dem  Werth  dieser  Grösse  selbst  (beidei 
Versuchen  zwischen  0,484  und  17,63  liegend)  doch  zu  gross  werden,  all 

dass  bei  den  kleineren  Werthen  des  Verhältnisses  - — t^  -    (bei  den  Vct- 

suchen  zwischen  0,0606  und  18,18  liegend)  der  obigen  GL  (5)  oder  we- 
nigstens den  Werthen  (6)  von  //^  und  ^^  ^^^^  hinlängliche  Zuverlässigkeit 
zugeschrieben  werden  könnte,  wie  auch  schon  daraus  zu  entnehmen  ist, 
dass  für  h^  =  0,  d.  h.  für  den  Uebergang  des  unvollkommenen  Ueberfilles 
in  einen  vollkommenen  die  Gl.  (5)  mit  Gl.  (7)  im  vorigen  §.  der  Form  naca 
identisch  wird,  dass  dagegen  dann  nach  Gl.  (8)  daselbst  dem  Cocfficienla 
IjC  =  fi^  ein  wesentlich  anderer  Werth  beigelegt  werden  muss,  als  0,2161 
Unter  diesen  Umständen  ist  es  vorzuziehen,  auf  eine  allgemeine  Gül- 
tigkeit der  Formel  zu  verzichten  und  wenigstens  für  solche  Fälle,  in  deneo 

h 

das  Verhältniss  r — ~ —   unter  einer  gewissen  Grenze  liegt,  die  CoeffidentcD 

h  -j-  K 

(i^  und  //jj  besonders  zu  bestimmen.    So  fand  Bornomann 

^,  =  0,3448;     fi^  =  0,8364 [6] 

mit  einem  wahrscheinlichen  Fehler 

Q 

r  =  0,0724   von  ^ . 

h(h  +  k)  y2^CÄ  +  k) 

Auf  Grund  dieser  neuen  Werthe  von  fi^  und  //,  wird  nun  auch  dio  Hake 
^21  welche  nach  Gl.  (7)  dem  Maximum  von  Q  unter  sonst  gegebenen  Um- 
ständen entspricht,  eine  andere,  nämlich 

h^  =  0,4329  {\  +  k) (7,ii 

und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  sie  sich  noch  kleiner  und  richtiger  ergeben 
hätte,  wenn  dio  wahrscheinlichsten  Werthe  von  fi^  und  fi^  für  noch  kleinert 

Greuzwerthe  der  Verhältnisse  r— t^ — r  und    -  —  ,-;  aus  der  entsprechewi 

h  -|-  K  h^  -j-  k 

kleineren  Zahl  der  vorliegenden  Versuche  abgeleitet  worden  wären. 

Für  grössere  Werthe  dieser  Verhältnisse  sind  zwar  die  Zahlenwerthc 

(6)  von  (4^  und  fi^^  in  hinlänglichem  Einklang  mit  den  Versuchen;  weil  aber 

in  solchen  Fällen  das  Glied  jt/jÄg   in  Gl.  (5)  wesentlich  >  ^i(A  -|-  i;  ist 

licss  sich  erwarten,  dass  ein  meist  schon  genügender  Ausdruck  des  gesoti- 

mässigen  Verhaltens  durch  die  einfachere  Gleichung 


j 
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Q  =  ftbh^  ■\/2g(h  +  k) (9) 

gewährt  werden  würde.  Bei  Yoraassctzung  derselben  fand  Bornemann 
aus  den  betreffenden  12  seiner  36  Gruppen  zusammengehöriger  Versuchs- 
worthe: 

f"  =  0'»216  für  ^-  >  3,  ^^  >  0,75     .  .  .  (10) 

mit  dorn  wahrschoinlichen  Fehler 

r  =  0,3125  von  ^- =  ft  ^' 


Q  =  uhh^  1/    ^^^ — (llj. 


entsprechend  einem  wahrscheinlichen  Fehler  des  Coefficienten  (i  selbst,  der 
höchstens  etwa  =  0,1  sein  kann. 

Diese  Gl.  (9)  gewährt  den  Yortheil,  dass  sie  eine  dirocte  Berechnung 
der  Wassermengo  Q  gestattet  auch  mit  Rücksicht  darauf,  dass  k  von  ihr 
abhängt.  Durch  Substitution  des  Ausdrucks  (4)  von  k  erhält  man  nämlich: 

Bei  der  Benutzung  von  Gl.  (5)  zu  demselben  Zweck  kann  man  bemerken, 
dass  dieselbe  aus  Gl.  (9)  durch  die  Substitution 

^Äj  =  //i(Ä  +  *)  +  ^A    (12) 

hervorgeht.    Mit  ^Äg  =  ^iÄ  +  ^ä,  ,  entsprechend  der  vorläufigen  An- 
nahme ^  =  0,  findet  man  also  aus  Gl.  (11)  einen  Näherungswerth  Q'  von 

1  /  Q'\2 
Q,  damit  ^'  =  ir  n~      ^^^  ^^^^  ^^s  Gl.  (12)  einen  corrigirten  Werth 

von  //Äj,  endlich  mit  diesem  aus  Gl.  (11)  einen  corrigirten  Werth  von  Q. 
Bei  einem  Grundwohr  (unvollkommenen  Ueberfallwehr),  gebildet 
durch  einen  abgerundeten  Damm,  dessen  horizontale  Scheitellinie  tiefer 
liegt,  als  der  Unterwasserspiogcl,  ist  der  Coefficicnt  [i^  in  Gl.  (5)  resp.  ii 
in  GL (9)  ohne  Zweifel  grösser,  als  er  von  Bornemann  bei  scharfkantigem 
Uebcrfallrande  gefunden  wurde;  in  welchem  Grade  freilich  die  Abrundung 
durch  Schwächung  der  unteren  Contraction  den  betreffenden  Coefficienten 
vcrgrössert,  kann  nur  durch  speciello  Versuche  mit  Zuverlässigkeit  er- 
mittelt werden.  Wahrscheinlich  wird  man  indessen  nicht  sehr  irren,  wenn 
man  in  solchen  Fällen  im  Anschlüsse  an  die  Boruemann'schen  Bestim- 
mungen (8)  von  (ii  und  (i^  bis  auf  Weiteres  etwa 

^^  =  0,35  5     ^  =  0,9   für  Ä,  <  0,75  (Aj  +  ^0 (13) 


808  GEÜNDWEHE.  §.  138, 

setzt,  dagegen  iii  Gl.  (9)  statt  des  Wertlies  (10): 

fi  =  0,98   für  h^  >  0,75  {h^  +  k) (14). 

Behufs  der  Anlage  eines  solchen  Wehrs  ist  vor  Allem  dio  Höhe  zu 
berechnen,  welche  ihm  unter  gewissen  Umständen  gegeben  werden  mnss. 
Ist  dann  wieder,  ebenso  wie  bei  dem  im  vorigen  §.  unter  4)  berechneten 
Ueberfallwchr,  Qq  das  pro  See.  durch  jeden  Querschnitt  strömende  ganze 
Wasserquantum  des  Flusses  für  den  vorausgesetzten  Zustand  desselben^  Q 
der  Theil  von  Q^,  der  über  das  Wehr  hinweg  fliessen  soll,  während  der 
andere  Theil  =  Qq  —  Q  von  einem  dicht  oberhalb  des  Wehrs  abgezweigten 
Ganal  aufgenommen  wird,  ist  ferner  B^  die  gegebene  Stauhöhe  über  der 
freien  Oberfläche  E  dos  bei  der  Wassermenge  Qq  im  gleichförmigen  Be- 
harrungszustande befindlichen  Flusses  und  «  die  nach  §.  136  zu  berechnende 
Erniedrigung  des  Unterwaaserspiegels  in  Folge  der  Beduction  des  Wasser, 
quantums  von  Qq  auf  Q,  endlich  x  die  gesuchte  Tiefe  der  Scheitellinie  des 
Wehrs  unter  der  Ebene  ^,  so  hat  man 

also  nach  Gl.  (5)  mit  k  =^  }  l^^^X 

x:=h^+e  = -^=J-  _  -^-^  (7/+  e  +  h)-\-e     (15), 

^,ft  ^2g{H  J^  €  ■\-  k)       Ih 

vorausgesetzt,  dass  sich  hiernach  a;  >•  a  ergiebt,  widrigenfalls  die  Höbe 
des  Wehrs  als  eines  Ueberfallwehrs  im  engeren  Sinne  nach  GL  (13)  im 
vorigen  §.  zu  berechnen  wäre.  Gewöhnlich  ist  hierbei  A^  <C  0,75  (A^  -f-  h) 
und  kann  also  (i^  =  0,35  und  fi^  ^=  0,9  gesetzt  werden. 

Wenn  z.  B.  die  "Aufgabe  zu  Ende  des  vorigen  §.  unter  Beibehaltung 
der  Daten: 

a  =  0,4  Mtr.,  5  =  8  Mtr.,    Qq  =  4,8  Cubikm.,    Q  =  3,2  Cubiknu 

dahin  abgeändert  wird,  dass  dio  Stauhöhe  IT  nur  0,15  Mtr.  betragen  soll, 

so  ist 

Fq  ^  8. 0,55  --=  4:,4:  Quadratm.,  k  =  0,0606  Mtr. 

Um  nun  zunächst  die  Grösse  e  nach  Gl.  (5),  §.136  zu  berechnen,  können 
die  Coofficienten  x  und  y  dieser  Gleichung  der  dort  mitgetheilten  Tabelle 

Q         2  B 

entnommen  worden  entsprechend  --=:=:  —  und  dem  Werthe  von  --zr .  Die 

^  Qq        ^  \a 

Grösse  B  ist  aber  nach  der  betreffenden  Tabelle  in  §.  126  durch  das  Ge- 
fälle a  für  den  gleichförmigen  Beharrungszustand  des  Flusses,  welches  im 
vorliegenden  Falle  =  0,003  sei,  und  durch  den  Rauhigkeitscoefficicnten 
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n  bestimmt.    Lietzterer  könnte  aus  a  und  den  übrigen  Daten  der  Aufgabe 

nacb  Gl.  (12),  §.  133  abgeleitet  werden;  weil  indessen  der  Goefficient  x  nur 

B 

in  untergeordnetem  Grade  von  -—z-.  abhängt,  genügt  ftir  den  vorliegenden 

Zweck  die  Annahme  eines  Mittelwerthes  von  »,  etwa  n  =  0,025,  welchem 
und  a  =  0,003  nach  der  Tabelle  in  §.  126 

B  =  0,588 ,    also  — =  =  0,93 

Q  2 

entspricht.    Uicrmit  und  mit  -—  =  —  ergiebt  sich  aus  der  betreffenden 

TabeUe  in  §.136 

X  =  0,798   und  y  =  0,158 

nnd  aus  Gl.  (5)  daselbst 


e 


l-^(l-y-^ 


=  0,0833  Mtr. 


Jetzt  kann  die  Tiefe  x  der  Scheitcllinie  des  Wehrs  unter  der  Wasser- 
oberfläche U  des  ursprünglichen  Flusses  nach  Gl.  (15)  berechnet  werden, 
und  ergiebt  sich  mit  (i^  =  0,35  und  fi^  =  0,9 

of  z=  0,1851  —  0,1143  +  0,0833  =  0,1541  Mtr.  >  e, 

Äj  =  0,3041  Mtr.,   Äjj  =  0,0708  Mtr.  <  0,75  (Äj  +  k) 

zu  nachträglicher  Rechtfertigung  dos  Gebrauchs  von  Gl.  (15)  mit  den  an- 
genommenen Werthen  von  fi^  und  (i^. 


§.  139.   Freie  WandOffnung  mit  Ansatzgeriune. 

Am  Endo  eines  cylindrischcn  Canals  (Zuflusscanals)  befinde  sich  eine 
vcrticale  Wand  mit  einer  rechteckigen  freien  Oeffnung,  d.  h.  einem  oben 
offenen  Einschnitte  mit  einem  horizontalen  unteren  Rande  und  zwei  verti- 
calen  Seitenrändern.  An  diese  Wandöffnung  schliesse  sich  ein  sogenanntes 
Ansatzgerinne  an,  d.  h.  ein  cylindrischer  Abflusscanal  in  solcher  Weise, 
dass  die  Randlinic  der  Wandöffnung  ein  Querprofil  dieses  Canals  ist.  Das 
am  Ende  des  Zuflusscanals  durch  die  Wand  aufgestaute  Wasser  bildet  dann 
einen  unvollkommenen  Ueberfall,  indem  es  die  freie  Wandöffnung  durch- 
strömt, um  mit  vergrösserter  Geschwindigkeit  im  Ansatzgerinne  abzufliessen. 
Die  Eigenthümlichkoit  dieser  besonderen  Art  eines  unvollkommenen  Ueber- 
falles  besteht  aber  darin,  dass  die  Tiefe  des  horizontalen  Ueberfallrandes 
unter  dem  Unterwasserspiegel  ein  Maximum,  nämlich  h^  (bei  Beibehaltung 
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der  im  vorigen  §.  gebrauchten  Buchstabenbezeichnongen)  zugleich  die  dem 
gleichförmigen  Beharrungszustande  entsprechende  Wassertiefe  im  Abfiua»- 
canal  ist;  dabei  wird  das  Gefälle  =  a  des  letzteren  als  hinlänglich  gros 
vorausgesetzt,  um  den  Eintritt  dieses  gleichförmigen  Beharrungszastandes 
schon  in  massiger  Entfernung  von  der  Ueberfallwand  zu  ermöglichen. 

Sofern  nun  hier  h^  ein  verhältnissmässig  grosser  Theil  von  h^  zu  sein 
pflegt,  kann  nach  Gl.  (9)  und  (11)  im  vorigen  §.  gesetzt  werden: 


unter  n  das  Verhältniss  der  Wasserquorschnitto  im  Ansatzgerinne  und  im 
Zuflusscanal  (am  Anfang  der  Stromschnelle  vor  der  Ueberfallwand)  ver- 
standen. 

Schliesst  sich  das  Ausatzgerinne  an  eine  freie  Oeffnung  in  der  Seiten- 
wand  eines  grösseren  Behälters,  so  wird  mit  Jt  =  0,  «  =  0: 


Q  =  nhk^^2gh  =  iihh^  \2g{h^—h^) (2). 

In  Folge  der  besonderen  Bedeutung  von  k^  steht  nun  aber  diese 
Grösse  hier  noch  in  einer  anderen  Beziehung  zu  Q,  die  ausserdem  nament- 
lich vom  Gefälle  a  des  Ansatzgerinnes  abhängt;  nach  §.  126,  Gl.  (13)  und  (14) 
ist  nämlich 

=  h'^rä  mit  Jt  = — - ,  r  =  ....  (3X 


IK  '  1  ^    ^  ^  +  2Ä, 

unter  Ä  und  B  Coefficicnten  verstanden,  die  von  der  Beschaffenheit  der 
Wände  des  Ansatzgerinnos  sowie  von  a  abhängig  sind  und  (dort  mit  a  und 
h  bezeichnet)  der  betreffenden  Tabelle  in  §.  126  entnommen  werden  können. 
Durch  Gl.  (2)  und  (3)  sind  zwei  der  Grössen 

Q     h     h^    h^    a 

bestimmt,  wenn  die  übrigen  gegeben  sind  und  (i  bekannt  ist.  Zur  Ab- 
leitung von  II  aus  Versuchen  müssten  alle  diese  Grössen  ausser  einer 
durch  Messung  bekannt  sein. 

Dergleichen  Versuche  von  Lcsbros  mit  Ansatzgerinnen  von  ä  =  0,2 
Mtr.  Breite  und  a  =  0  bei  3  Mtr.  Länge  oder  a  =  0,1  bei  2,5  Mtr. 
Länge  haben  wenig  praktischen  Werth.  In  dem  horizontalen  Gerinne 
(a  ==:  0)  konnte  ein  gleichförmiger  Beharrungszustand  des  abfliessenden 
Wassers  gar  nicht  eintreten,  musste  vielmehr  die  Wassertiefe  bis  zum 
Ende  stetig  abnehmen  und  das  Versuchsresultat  durch  die  zu£Ulig  benutzte 
Länge  des  Gerinnes  =  3  Mtr.  wesentlich  bedingt  sein.    Bei  dem  ongc- 
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Wohnlich  grossen  Gefälle  a  =  0,1  war  dagegen  h^  so  klein  im  Vergleich 
mit  ^1,  dass  GL  (2)  auf  diesen  Fall  nicht  passt  und  die  Verhältnisse  sich 
denen  eines  freien  Ausflusses  näherten;  auf  Grund  der  Gleichung 

wurden  in  der  That  die  Werthe  von  fi  nur  wenig  kleiner,  als  die  in  §.137 
unter  1)  für  h  =  0,2  Mtr.  angegebenen  gefunden. 

Nach  Dubuat  und  nach  Eytelwein  ist  für  solche  Verhältnisse,  wie 
sie  bei  technischen  Ausführungen  vorzukommen  pflegen,  in  Gl.  (1)  oder  (2) 
der  Coefficient  fi  =  0,76  —  1  zu  setzen,  wachsend  mit  den  Dimensionen 
des  Abflusscanals,  dagegen  um  so  kleiner,  je  vollständiger  und  vollkommener 
die  Contractiou  sich  ausbilden  kann*  Bei  der  Unsicherheit  dieser  weiten 
Grenzen  dürften  einstweilen  auch  für  den  vorliegenden  Fall  die  Borne- 
mann'schen  Versuche  mit  unvollkommenen  Ueberfällen  den  zuverlässigsten 
Anhalt  gewähren.  Setzt  man  danach  für  den  Fall,  dass  nur  am  unteren 
scharfkantigen  Rande  Contraction  stattfindet  (abgesehen  von  der 
oberen  Contraction  durch  Senkung  der  Wasseroberfläche  in  der  Strom- 
schnelle) 

fi  =  0,92     gemäss  Gl.  (10)  im  vorigen  §., 

so  mag  nach  Analogie  von  §.  84  unter  4)  bei  vollkommener  Contrac- 
tion auch  an  den  Seiten: 

0,92  ,  r^^c.    fn  /^  .  .  ^1 


1  +  0,14 


—  nahe  =  0,92  f  1—0,14  r-T"x-)  •  W 
1  \  ^  -f-  h^J 


gesetzt  werden^  wenn  aber  auch  am  unteren  Rande  durch  Abrun- 
dung  die  Contraction  als  aufgehoben  zu  betrachten  ist: 

f.  =  0,92  [l  +  0,14  -^^.L_^  =  0,92  (l  +  0,07  ^)  .  (5). 

Als  Beispiel  diene  die  folgende  Aufgabe  d'Aubuisson's**: 
Aus  einem  Flussbassin  (einer  sogen.  Anspannung)  wird  ein  Quantum 
Wasser  unter  der  Bedingung  gekauft,  dass  dasselbe  durch  einen  recht- 
winkligen, 4  Mtr.  breiten  Ausschnitt  in  der  Dammkappe,  dessen  Schwelle 
2  Mtr.  unter  dem  tiefsten  Wasserstande  des  Bassins  angeordnet  ist,  ab- 
geleitet werde.  Das  gekaufte  Wasser  soll  nach  einer  265  Mtr.  entfernten 
Stelle  zum  Wasserradbetriebe  und  zwar  in  der  Weise  fortgeleitet  werden. 


♦   M.  Rühlmann,  Hydromechanik,  S.  328. 

**   Traitä  d'hydraulique ,  p.  150  nach  M.  Rühlmann's  Hydromechanik, 
S.  330. 
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dass  der  Wasserspiegel  am  Ende  des  .mit  gleichem  Querschnitt  an  den 
Ausschnitt  sich  anschliessenden  Leitungscanais  0,44  Mtr.  unter  dem  Niveau 
des  Sammelbehälters  beim  kleinsten  Wasser  desselben  liegt.  Welche  Wasser- 
menge  (Q)  wird  hiemach  (bei  dem  vorausgesetzten  niedrigsten  Wasserstande; 
der  Canal  fortzulciten  haben,  welches  relative  Ge&Ue  (a)  wird  dersefte 
erhalten  müssen,  und  wie  gross  wird  die  Wassertiefe  (A,)  iu  ihm  sein? 
Von  den  5  Grössen  Q,  &,  A^,  A^,  a  sind  hier  nur  zwei: 

b  =  4:  Mtr.,  Äi  =  2  Mtr. 

gegeben,  dagegen  hat  man  zur  Berechnung  der  übrigen,  wenn  /  =  265  Mtr. 
die  gegebene  Länge  des  Canals  bedeutet,  ausser  den  Gleichungen  (2)  und 
(3)  noch  die  weitere  Bedingung: 

h^  —  h^-\-la  =  0,44,  also  ä,  —  265a  =  1,56. 

Bei  ringsum  scharfkantigem  Rande  des  Einschnitts  wäre  nach  GL  (4) 

fi  =  0,92  (l  -  0,14  ^  2)  =  0,877, 

wofür  aber  nach  Schätzung  fi  =  0,9  gesetzt  werde  besonders  mit  Röck- 
sicht darauf,  dass  schon  durch  die  gegen  die  Lothrechte  geneigte  Lage 
der  dem  Bassin  zugekehrten  Scitenebene  des  Dammes  die  Contraction  am 
unteren  Rande  der  Oeffnung  geschwächt  wird  (d'Aubuisson  setzt  hier 
II  :_=  0,905).  Unter  der  Voraussetzung  ferner,  dass  der  Canal  in  Bruch- 
steinen  ausgeführt  wird,  kann  nach  §.126  sein  Rauhigkeitscoefficient  n  = 
0,017  gesetzt  werden.    Nimmt  man  nun  h^  versuchsweise  zwischen  1,56 

und  2  Mtr.  an,  so  findet  man  dazu  a  =    *        ' — ,  damit  und  mit  n  = 

0,017  die  Cocfficienten  Ä  und  B  nach  §.126,  dann  der  Reihe  nach  r,  h 
und  Q  nach  Gl.  (3),  endlich  auch  Q  nach  Gl.  (2),  und  ist  nun  die  Annahme 
von  Ag  so  lange  zu  corrigiren  bis  beide  Werthe  von  Q  genügend  überein- 
stimmen.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich: 

Äa  -^  1,809  Mtr.,   a  =  0,00094,   Q  ^  12,61  Cubikm.  — 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  das  Ansatzgerinne  nicht,  wie 
hier  vorausgesetzt  wurde,  einen  ebenen  Boden  mit  dem  Gefälle  a  und  ver- 
ticalo  ebene  Soitenwände  hat,  vielmehr  sein  Querprofil  und  entsprechend 
die  Randlinio  der  Wandöffnung  von  irgend  einer  anderen  Form  ist,  statt 
Gl.  (1)  und  (3)  gesetzt  werden  kann: 


Q  =  ,iFtigih  +  f)  =  i,F\/-^^^. 


6  t, 
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A  Jp 

Q  =  kFVra   mit  k  = ---,  r  =  ~ (7), 

-O  p 

unter  F  den  Wasserqaerschnitt  im  Ansatzgerinne  und  unter  p  das  benetzte 
Querprofil  desselben  verstanden.  Der  Werth  von  (j  ist  dann  aber  nicht  mit 
gleicher  Annäherang  wie  oben  auf  Grund  bekannter  Erfahrungen  anzugeben. 


§.  140.  Aufstau  des  Wassers  durch  seitliehe  Quersehnittsverengung. 


Eine  Querschnittsverengung  des  Wasserstroms  nach  der  Breite,  näm- 
lich durch  Wände  mit  verticalen  Rändern,  die  bis  zum  Canalboden  hinab- 
reichen, wird  namentlich  bei  Flüssen  durch  Brückenpfeiler  verursacht. 
Ist  dabei  für  den  unverengten  und  im  gleichförmigen  Beharrungszustande 
befindlichen  Fluss: 

a  die  mittlere  Tiefe,  b  die  Wasserbreite  entsprechend  der  Wassermenge 

Q  =r  ahu^  also 
u  die  mittlere  Geschwindigkeit,  ist  ferner  bei  gleicher  Höhe  der  freien 

Wasseroberfläche 
b^  die  durch  die  Pfeiler  verminderte  Wasserbreite, 
0^  die  möglicher  Weise  zugleich  etwas  veränderte  mittlere  Tiefe  zwischen 

den  Pfeilern,  und  ist  endlich 
h  die  Höhe  des  durch  die  Querschnittsverengung  verursachten  Staues, 
d.  h.  die  Höhendifferenz  des  Ober-  und  Unterwasserspiegels  etwas 
stromaufwärts  resp.  stromabwärts  von  den  Pfeilern,  nämlich  am  An- 
fang der  Stromschnelle  vor  resp.  jenseits  der  Wellen  und  Wirbel 
hinter  den  Pfeilern, 
so  kann  nach  Analogie  der  für  unvollkommene  Ueberfälle  bei  verhältniss- 
mässig  kleiner  Höhendifferenz  h  geltenden  Gleichung  (9)  in  §.  138  gesetzt 
werden : 


Q  —  iiajf^  V2y(Ä  +  k)  mit  k  = 


'^9 


Q 


{a  +  h)b] 


2 


vorausgesetzt  dass  der  gewöhnlich  nur  kleine  Aufstau  mit  keiner  erheb- 
lichen Vergrösserung  der  ursprünglichen  Wasserbreite  b  verbunden  ist. 
Daraus  ergiebt  sich  für  die  Stauhöhe: 


.110  ^bj 


Q 


8 


Sfia^bJ        \a  -\-  h)  \  " 
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Ä^r/^_^y_f..«_y]^ u; 

IKfia^hJ        \a  ~{-  hj  \  2ff 
worin  gewöhnlich  a^  =  a  gesetzt  und  auf  der  rechten  Seite  wenigstens 
behufs  einer  ersten  Annäherung  h  neben  a  vernachlässigt  werden  kano. 
Was  den  Coefficienten  fi  betrifft,  so  ist  nach  Eytelwein,  Kavier  und 
Gauthey  anzunehmen: 

fi  =  0,85  bei  Pfeilern  mit  rechteckigem  Horizontaldurchschnitt,  also 

ebener  und  vom  Wasserstrom  rechtwinkelig  getroffener  Yorderfläche, 

fi  =0,9  —  0,95  bei  Pfeilern,  deren  Vordertheil  unter  einem  grösseren 

oder  kleineren  Winkel  ebenflächig  zugeschärft  ist, 
fi  =  0,95  bei  halbkreisförmig  abgerundetem  Vordertheil, 
^  =  0,95  —  0,98  bei  spitzbogenförmig  abgerundetem  und  zugleich  zu- 
geschärftem Vordertheil  der  Pfeiler. 

Bei  der  Schwierigkeit  der  diesen  Angaben  zu  Grunde  liegenden  Mes- 
sungen von  h  (erschwert  besonders  durch  die  im  Vergleich  mit  h  selbst 
oft  nicht  unbeträchtlichen  Unregelmässigkeiten  der  freien  Wasseroberfläche^ 
kann  ihnen  eine  grosse  Sicherheit  nicht  zugeschrieben  werden.  Auch  wird, 
da  die  Contraction  nicht  nur  von  der  Gestalt,  sondern  auch  von  der  Breite 
der  Pfeiler  abhängt,  und  der  Aufstau  nicht  nur  durch  die  vergrösserto 
Geschwindigkeit  im  verengten  Querschnitt,  sondern  auch  durch  die  Reibung 
des  Wassers  an  den  Pfeilern  bedingt  wird,  der  Coefficient  (i  ohne  Zweifel 
zugleich  von  der  Zahl,  von  der  Länge  und  Breite  und  von  der  Oberfläcbcn- 
beschaffenheit  der  Pfeiler  abhängig  sein,  so  dass  die  obigen  Werthe  von  fi 
nur  als  für  mittlere  in  diesen  Beziehungen  übliche  Verhältnisse  passend 
betrachtet  werden  können. 


IV.  Bewegung  freier  Wasserstrahlen. 

§.  141.   Steighöhe  springender  Strahlen.    Erfahrangsresultate- 

Die  ältesten  Versuche  über  die  Höhe,  bis  zu  welcher  ein  aus  einer 
Mündung  in  die  freie  Luft  vertical  aufwärts  ausfliessender  Wasserstrahl 
unter  übrigens  gegebenen  Umständen  aufsteigt,  wurden  zu  Anfang  des 
vorigen  Jahrhunderts  von  Mariotte  angestellt  bei  Druckhöhen  bis  zu 
35  par.  Fuss  mit  kreisförmigen  Mündungen  in  der  dünnen  Wand  von  3, 
4  und  6  Linien  Weite.  Spätere  Versuche  von  Bossut,  Weisbach  (1848) 
und  von  Baumgarten  waren  kaum  ebenso  umfassend  wie  jene  ältesten, 
so  dass  sie  höchstens  zur  Controle  der  Mariotte' sehen  Versuche,  nicht 
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aber  zur  näheren  Feststellnng  des  dadurch  noch  sehr  nnbestimmt  gelassenen 
Gesetzes  dienen  konnten,  nach  welchem  die  Steighöhe  von  der  Ansfinss- 
geschwindigkeitshöhe  sowie  von  der  Form  nnd  Weite  der  Mündungen  ab- 
hängt. Ausgedehntere  Versuche  darüber  sind  erst  1856  und  1859  von 
Weisbach  bei  Druckhöhen  bis  zu  21  Mtr.  mit  rerschiedenen  Mündungen 
und  Mundstücken  von  4  bis  25  Millim.  Mündungsweite  angestellt  worden*. 
Ist  K  die  üeberdruckhöhe  dos  ausfliessenden  Wassers,  gemessen  an  einer 
Stelle  dicht  vor  der  Mündung  resp.  dem  Mundstück  und  vermindert  um 
die  kleine  Höhe  der  Mündungsebene  über  dieser  Stelle,  also 

J2-=(l  +  g)Ä, 

unter  A  die  Ausflussgeschwindigkeitshöhe  und  unter  g  den  Widerstands- 
coefficienten  der  Mündung  resp.  des  Mundstücks  verstanden,  ist  forner  % 
die  von  der  Mündungsebene  aus  gerechnete  Steighöhe  des  vertical  auf- 
steigenden Strahls,  so  hatte  Mariotte  aus  seinen  Versuchen  fär  Ereis- 
mündungen  in  der  dünnen  Wand  die  Formel  abgeleitet: 

iZ  =r  «  M  -f  — — )    für  den  par.  Fuss  als  Längeneinheit, 

=  «  (1  +  0,01026«)  für  das  Meter   „  „      . 

insbesondere  entsprechend  den  Mündungen  von  6  Linien  Weite;  für  die 
engeren  Mündungen  wurde  die  Widerstandshöhe  =^  Jl — «  ihrer  Weite 
ungefähr  umgekehrt  proportional  gefunden.  Bossut  fand  den  Einfluss 
der  Mündungsweite,  also  der  Strahldicke,  in  demselben  Sinne  nicht  ganz 
so  bedeutend,  constatirte  aber  einen  Einfluss  der  Strahlrichtung  insofern 
als  eine  kleine  Abweichung  derselben  von  der  Lothrcchten  eine  merkliche 
Vergrösserung  der  Steighöhe  bewirkt.  D'Aubuisson  setzte  auf  Grund 
der  Versuche  von  Mariotte  und  Bossut: 

«  =  JEr(l  — 0,01i7), 

Nach  Weisbach  stimmen  diese  Formeln,  deren  bestimmte  Zahlen- 
coefficienten  wesentlich  an  die  Voraussetzung  einer  kreisförmigen  Mündung 
vjon  ungefähr  6  par.  Linien  =  13,5  Millim.  Weite  in  dünner  Wand  ge- 
bunden sind,  selbst  ihrer  allgemeinen  Form  nach  nur  für  77  <;  5  Mtr. 
genügend  mit  den  thatsächlichen  Verhältnissen  überein.  Er  legte  der  Ver- 
gleichung  seiner  Versuche  die  Formel 

,  = ^ (1) 

zu   Grunde,  indem  er  die  Cocfficienten  «,  ^,  y  für  die  verschiedenen 
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Weiten  nnd  Arten  von  Mflndongen  besonders  bestimmte.  Bei  groasea 
Werthen  von  H  verliert  sie  zwar  auch  ihre  Anwendlmrkeit;  denn  da  es 
nicht  denkbar  ist,  dass  von  einer  gewissen  Grenze  an  «  abnehmen  sollte, 
w&hrend  J7  wächst,  vielmehr  höchstens  s  asymptotisch  einer  gewissen  Gren» 
sich  nähern  wird,  während  K  ohne  Ende  znnimmt,  so  kann  Gl.  (1)  nur  Ins 
zn  solchen  Werthen  von  IT  zutreffend  sein,  die  kleiner  als  diejenigen  =  B^ 
sind,  für  welche  / 

; —  — -  =  vMix.  ist,  nämlich: 

Bis  zu  iZ  =  J2i,  unter  H^  den  oberen  Gronzwerth  von  H  bei  seinen  be- 
treffenden Versuchen  verstanden,  fand  übrigens  Weisbach  die  Gl.  (1)  bei 
entsprechender  Bestimmung  von  a,  j3,  7  stets  in  guter  Uebereinstimmung 
mit  den  Versuchen;  ob  sie  auch  noch  mehr  oder  weniger  darüber  hinaus 
mit  Zuverlässigkeit  zu  Grunde  gelegt  werden  kann,  wird  davon  abhängeiL, 
ob  H^  mehr  oder  weniger  <<  H^  war. 

Von  allgemeinen  Resultaten  der  Weisbach'schen  Versuche  sind 
folgende  bemerkenswerth: 

1)  Bis  zu  -fiT  =  2  Mtr.  ist  ohne  merklichen  Fehler: 

H 


s  =  h 


1  +  g 


2)  Unter   übrigens   gleichen  Umständen   ist  — :  um  so  grösser,  je 

grösser  das  Verhältuiss  des  Inhaltes  zum  Umfange  der  Mündung  ist,  ins- 
besondere also  grösser  bei  kreisförmigen,  als  bei  quadratischen  und  anders 
gestalteten  Mündungen. 

3)  Bei  innen  abgerundeten  kurzen  cylindrischen  und  conischen  in- 
satzröhren,  bei  denen  keine  oder  nur  eine  sehr  schwache  Contraction  des 

austretenden  Strahls  stattfindet,  ist   --  grösser,  als  bei  Mündungen  in  der 

dünnen  Wand,  vermuthlich  weil  der  im  letzteren  Falle  mit  periodisch  ab- 
wechselnden Anschwellungen  und  Zusammenziehungen  empor  steigende 
Strahl  dadurch  mehr  Veranlassung  zu  Widerständen  bietet 

Bei  den  folgenden  Angaben  über  die  aus  den  einzelnen  Versuchs^ 
reihen  abgeleiteten  Wer the  der  Coefficienten  a,  ß,  7  von  GLfl^  b^ 
deutet  d  den  Durchmesser  einer  kreisförmigen  Mündung  in  Miilimetem. 
während  i7i  und  JET^  (in  Metern  ausgedrückt)  die  oben  angeführten  Be- 
deutungen haben. 
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a.   MünduDgen  in  der  dünnen  Wand. 
a.   Kreisförmige  Mündungen. 


4,0 

7,1 
10,0 
14,1 
25,5 


a 


ß 


^, 


^ 


1 
1 
1 
1 
1 


0,02631 
0,01035 
0,01158 
0,00778 
0,00094 


0 
0,001185 
0,000582 
0,000604 
0,000228 


2,6 
12,6 
21,8 
17,9 
13,7 


29,0 
41,5 
40,7 
66,2 


Hiernach    ergeben  sich  für  diese  Durchmesser  d  und  für  verschiedene 


s 


Werthe  von  S  beispielsweise  die  folgenden  Verhältnisse  -:= : 


H 


d  =  4 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


0,974 
0,950 
0,927 
0,905 


7,1 


d  =  10  j  d  =  14,1 


0,988 
0,976 
0,960 
0,943 
0,925 
0,905 
0,885 
0,863 
0,841 
0,818 
0,796 
0,772 
0,749 
0,726 
0,703 
0,681 


0,988 
0,976 
0,962 
0,947 
0,933 
0,917 
0,901 
0,885 
0,869 
0,853 
0,835 
0,818 
0,801 
0,784 
0,766 
0,750 
0,733 
0,716 
0,699 
0,683 


0,992 
0,982 
0,972 
0,961 
0,949 
0,936 
0,923 
0,908 
0,894 
0,879 
0,863 
0,847 
0,831 
0,815 
0,798 
0,782 
0,765 
0,749 
0,732 
0,716 


d  =  25,5 


0,999 
0,997 
0,995 
0,993 
0,990 
0,986 
0,982 
0,978 
0,974 
0,969 
0,963 
0,958 
0,951 
0,945 
0,939 
0,932 


ß.  Eine  quadratische  Mündung  von  7,8  Millim.  Seitenlänge,  also  un- 
ge&hi  gleichem  Inhalt  mit  der  kreisförmigen  Mündung  von  10  Millim. 
Dnrchm.,  (J2;  =  21,1  Mtr.)  gab: 

a  =  1 ;     /}  =  0,02024  ;     y  =  0,000940  •,     (ITg  =  32,6  Mtr.), 

also  bei  gleichem  R  ein  bedeutend  kleineres  «,  als  die  kreisförmige  Mün- 
dung von  gleicher  Grösse. 


Grashof,  theorot.  Maschinenlehre.    I. 
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b.   Conische  und  conoidische  Mundstücke. 

a.  Kurzes  conoidisches  Mundstück  mit  allmähligem  Uebergang  in 
die  ebene  Gefässwand  nach  innen  und  cylindrischem  Verlauf  nach  aussen 
zu  der  10  Millim.  weiten  Mündung.    {H^  =  17,8  Mtr.) 

a  =  1,0272 ;     ß  =  0,00048  ;     7  =  0,000956 ;     (iT,  =  32,8  Mtr.) 


TT 

8 

1 
TT 

8 

H 

8 

H 

8 

H 

H 

TT 

H        ' 

1 

1 

0,972 

6 

0,940 

11 

0,871 

16 

0,781 

2 

0,969 

7 

0,929 

12 

0,855 

17 

0,762 

1 

3 

0,964 

8 

0,916 

13 

0,837 

18 

0,744 

4 

0,958 

9 

0,901 

14 

0,819 

19 

0,725 

5 

0,950 

10 

0,887 

15 

0,801 

20 

0,705 

ß.  Kurzes  couisches  Mundstück  mit  innerer  Abruudung  von  10 
Millim.  Mündungsweite,  20  Millim.  Weite  am  inneren  Ende,  40  Millim. 
Länge.    (7/i  =  20,5  Mtr.) 

a  =  1,0162 ;     ß  =  0,00711 ;     7  =  0,000406;     (JT^  =  50,0  Mtr.) 


H 

-  —  — 

8 

TT 

8 

H 

8 

H 

8 

H 

IT 

' 

H 

^         i 

1 

0,977 

7 

0,921 

13 

0,850 

19 

0,770     ,i 

2 

0,969 

8 

0,910 

14 

0,838 

20 

0,757     „ 

3 

0,961 

9 

0,898 

15 

0,824 

21 

0,744 

4 

0,952 

10 

0,886 

16 

0,810 

22 

0,730     i 

5 

0,942 

11 

0,874 

17 

0,797 

23 

0,717     jl 

6 

0,932 

12 

0,862 

18 

0,784 

24 

0,704 

7.  Längeres  conisches  Mundstück  mit  innerer  Abrundang  von  10 
Millim.  Mündungsweite,  38  Millim.  Weite  am  inneren  Ende,  145  MUlim. 
Länge.    (J2i  =18,1  Mtr.) 

a  =  1,0453 ;     ß  =  0,00037  ;     7  =  0,000859  ;     (iT,  =  34,9  Mtr.) 


H 


8 

H 


H 


8 

H 


1 
2 
3 
4 


0,955 
0,952 
0,949 
0,942 
0,936 


6 
7 
8 
9 
10 


0,928 
0,918 
0,907 
0,894 

0,881 


IL 


8 

H 


11 
12 
13 
14 
15 


0,867 
0,853 
0,837 
0,820 
0,804 


H 


8 

3 


16 
17 
18 
19 
20 


0,787 
0,769 
0,752 
0,734 
0,716 
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d.  Längeres  and  weiteres  conisches  Mundstück  mit  innerer  Ab- 
randang  von  14,1  Millim.  Mflndungsweite,  38  Millim.  Weite  am  inneren 
Ende  und  105  Millim.  Länge,  erhalten  ans  dem  vorigen  Mundstück  durch 
Verkürzung  um  40  Millim.    {H^  =  13,5  Mtr.) 

a  =  1,0216 ;     ß  =  0,00239  ;     y  =  0,000327  ;     (JJ,  =^  55,9  Mtr.) 


H 


8 

H 


H  ! 


8 

H 


1 
2 
3 
4 


0,977 
0,973 
0,969 
0,965 


5 
6 
7 
8 


0,960 
0,954 
0,949 
0,942 


H 


9 
10 
11 
12 


8 

H 


H 


8 

H 


0,935 
0,928 
0,920 
0,911 


13 
14 
15 
16 


0,903 
0,894 
0,884 
0,874 


£.     Conische  Ansatzröhre   mit   innerer  Abrundung   von   16    Millim. 
Mündungsweite,    51   Millim.  Weite  am  inneren  Ende  und   245   Millim. 
Länge.    (Versuche  nur  mit  grösseren  Druckhöhen  von  5,3  Mtr.  bis  n^  = 
17,7  Mtr.) 
a  =  1,060;     ß  =  —0,00529;     y  =  0,000718;     (//^  ^^^  38,4  Mtr.) 


H 


5 
6 
7 

8 


8 

H 


0,950 
0,949 
0,945 
0,940 


B 


8 

H 


8^ 

H 


H 


8 

u 


9 

10 
11 
12 


0,934 
0,927 
0,918 
0,909 


13 
14 
15 
16 


0,898 
0,887 
0,876 
0,863 


17 
18 
19 
20 


0,849 
0,835 
0,820 
0,806 


c.    Cylindrische  Ansatzröhren. 

a.    Versuche  mit  einer  Röhre  von  10  Millim.  Weite  und  50  Mülim.  Länge 

ohne   innere  Abrundung  ergaben  für  U  =  0,55  bis  2,58  Mtr.  mit 

g 
sehr  geringen  Unterschieden  ~  =  0,683  im  Mittel.  Anderen  Versuchen 

zufolge  ergab  sich  der  Ausfluss-  oder  Geschwindigkeitscoefficient  für  die- 
selbe Röhre:  ^=  g)  =  0,825,  und  ist  also  die  Ausflussgeschwindigkeitshöho 

9  JT 


^9 


=  (pm=  0,681  n 


1  +  S 

fast  genau  =  der  Steighöhe  «,  woraus  geschlossen  werden  kann,  dass  der 

dem  aufeteigenden  Strahl  eigenthümliche  (von  der  Mündung  oder  dem 

Mundstück  unabhängige)  Widerstand  bei  massigen  Steighöhen  sehr  gering, 

dass  insbesondere  auch  der  Druck  des  zurückfallenden  Wassers,  der  von 

der  Steighöhe  kaum  wesentlich  abhängig  sein  kann,  stets  von  untergcord- 
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netcm  Einflüsse  ist;  eine  Folgerung,  die  freilich  in  Widersprach  za  seia 
scheint  mit  der  Beobachtung  Bossut's,  dass  eine  kleine  Neigung  des 
Strahls  gegen  die  Lothrechte  eine  merkliche  Yergrösserung  der  Steighöbe 
zur  Folge  hat. 

ß.    Dieselbe  Röhre  mit  innerer  Abrundung  lieferte  ein  ähnliches 

Ergebniss.  Bei  ^=  0,38  bis  2,58  Mtr.  war  im  Durchschnitt  ^  =  0,939, 

während  durch  andere  mit  Wassermessung  verbundene  Versuche  fUr  die- 
selbe Ansatzröhre  ju  =  ^  =  0,97  gefunden  wurde  entsprechend 

Versuche,  welche  Weisbach  bei  grösseren  Druckhöhen  mit  cylindri- 
schen  Ansatzröhren  anstellte,  sind  von  geringerem  Interesse,  da  dergleichen 
zu  technischen  Ausführungen  von  springenden  Strahlen  kaum  Verwendung 
findenl  — 

In  Betreff  der  Steighöhe  hohler  Strahlen,  und  zwar  bei  sehr  be- 
deutenden Druckhöhen,  wurden  von  M.  Rühlmann  einige  Messungen  an 
der  grossen  Fontaine  zu  Herrenhausen  ausgeführt.*  Die  Mündung  der- 
selben ist  eine  Ereisringfläche  mit  conischer  Wasserzuleitung,  ihr  äusserer 
Durchmesser  =  268  Millim.,  der  innere  =  259  Millim.,  also  die  Breite 
=  der  Wanddicke  des  hohlen  Strahls  dicht  oberhalb  der  Mündung  ;=  4,5 
Millim.  Durch  besondere  Versuche  wurde  der  Ausflusscoefficient  (i  =  0,96 
gefunden;  was  aber  das  Verhältniss  der  Steighöhe  s  zur  Druckhöhe  IT  vor 
der  Mündung  betrifft,  so  ergab  sich: 

*    =  0,865   mr  ff—  33,6  und  -^  =  0,831   für  ff=  36,1  Mtr. 


Dürfte  man  das  Verhältniss  des  Inhalts  zum  Uinfang  der  Mündung 
als  vorzugsweise  maassgebend  für  dieses  Verhältniss  betrachten,  so  wäre, 
wenn  auch  wegen  der  im  Inneren  des  hohlen  Strahls  ohne  Zweifel  nur 
geringen  Bewegung  der  Luft  vom  inneren  Umfang  der  Ringfläche  nur  ein 
kleiner  Theil  mitgerechnet,  das  Verhältniss  des  Inhalts  zum  Umfang  also 
nur  wenig  <C  4,5,  etwa  =  4  Millim.  veranschlagt  wird,  der  vorliegende  . 
hohle  Strahl  in  der  fraglichen  Hinsicht  zu  vergleichen  mit  einem  vollen 
Strahl  von  höchstens  etwa  1 6  Millim.  Durchm.  an  der  Mündung.    Indem 

8 

aber  selbst  bei  J7  =  36  Mtr.  das  Verhältniss  —  noch  grösser  gefimden 
wurde,  als  es  nach  Weisbach's  Versuchen  der  conischen  Ansatzröhre  von 


Hydromechanik  von  Dr.  M.  Rühlmann,  S.  430. 
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$  Millim.  Mündungsweite  bei  J7  =  20  Mtr.  entsprechen  würde,  so 
jieint  daraus  gefolgert  werden  zu  müssen,  dass  ausser  dem  Widerstände 
irischen  Wasser  und  Luft  an  der  Oberfläche  des  Strahls  noch  ein  anderer 
esentlich  mitbestimmend  einwirkt,  der  (vermuthlich  von  inneren  relativen 
tewegungen  der  Wassertheilchen  gegen  einander  herrührend)  bei  einem 
ollen  Strahl  grösser  ist,  als  bei  einem  hohlen. 


§.  142.   Yersueh  einer  theoretisehen  Entwiekelong. 

Die  Steighöhe  eines  springenden  Wasserstrahls  wird  offenbar  durch 
io  mannigfache  und  complicirte  Einflüsse  bedingt,  dass  eine  in  befric- 
ligendem  Maasse  zutreffende  Analyse  und  mathematische  Formulirung  der- 
selben kaum  zu  gewärtigen  ist.  Indessen  könnte  man  wenigstens  versuchen, 
das  Gesetz,  nach  welchem  diese  Steighöhe  s  für  den  einfachsten  Fall  einer 
vollen  kreisförmigen  Mündung  von  ihrem  Durchmesser  und  von  der 

Höhe  h  =  —  abhängt,  die  der  Ausflussgeschwindigkeit  u  (im  kleinsten 
2^ 

Querschnitte  des  event.  contrahirten  Strahls)  entspricht,  seiner  allgemeinen 
Form  nach  durch  eine  theoretische  Entwickolung  richtiger  darzustellen, 
als  es  durch  die  bisherigen  lediglich  empirischen  Formeln,  insbesondere 
durch  die  Weisbach* sehe  Gleichung  (1)  im  vorigen  §.  erreicht  wird. 
Denn  abgesehen  davon,  dass  die  letztere  nur  eine  Beziehung  zwischen  s 
und  -ff  =r  (1  -j-  S)  ^  zum  Ausdruck  bringt,  thut  sie  auch  dies  in  einer 
Weise,  welche  nur  für  ziemlich  eng  begrenzte  Werthe  von  H  mit  ge- 
nügender Annäherung  zutreffend  sein  kann,  für  grössere  Wcrthc  von  11 
ein  geradezu  widersinniges  Resultat  giebt,  in  der  Grenze  schliesslich  s  =  0 
für  -3"=  oo. 

Aehnlich  wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in  einer  Röhre  (§.  90) 
kann  auch  hier  ein  Widerstand  an  der  Oberfläche  und  ein  anderer  im 
Inneren  des  Wasserstrahls  unterschieden,  entsprechend  die  specifische  Wider- 
Btandshöhe  J^^  (Widerstandshöhe  pro  Längeneinheit  =  Widerstandsarbeit 
pro  Gewichtseinheit  Wasser  und  pro  1  Mtr.  Strahlhöhe)  in  zwei  Theile 
E^  und  /j  zerlegt  werden.  Von  demjenigen  Theil  =  Z^,  welcher  der 
inneren  Reibung  entspricht,  ist  anzunehmen,  dass  er  dasselbe  Gesetz  be- 
folgt wie  bei  der  Bewegung  des  Wassers  in  einer  cylindrischen  Röhre,  so 
lange  der  continuirliche  Zusammenhang  des  Strahls  erhalten  bleibt  und  die 
Wasserttieilchen  sehr  schwach  gekrümmte  Bahnen  verfolgen,  wie  es  wenigstens 
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Im  unteren  Theilo  des  Strahls  bis  za  einer  gewissen  Höhe  der  Fall  ist 
ist  also  für  den  Querschnitt  in  der  Höhe  x  über  der  Mündung 

y  der  Durchmesser, 

%  die  mittlere  Geschwindigkeit, 

z  =  h%  die  Umfangsgeschwindigkeit  (£  <  1),  so  ist  nach  §.  90,  GL  (12): 

32Ä(1  — €)    2               ,     » 
h  = 1    =    ^2 ^^  » 

.7        y  y 

unter  y  das  specif.  Gewicht  des  Wassers  und  unter  E  die  Constante  der 
inneren  Reibung  verstanden. 

Der  Widerstand  an  der  Oberfläche  des  Strahls  ist  hier  von  anderer 
Art  wie  derjenige,  welcher  durch  die  Rauhigkeit  der  Wand  einer  Leitungs- 
rohre verursacht  wird;  er  rührt  daher,  dass  eine  gewisse  Luftmasse  durdi 
Adhäsion  mit  empor  genommen,  d.  h.  die  oberflächliche  Geschwindigkeit  i' 
des  Wasserstrahls  ihr  mitgetheilt  wird.  Gemäss  den  Vorstellungen  vom 
Wesen  des  Gaszustandes  (§.  51)  wird  nämlich  die  Strahloberfläche  beständig 
von  neuen  Luftmolekülen  getroffen,  denen,  indem  sie  reflectirt  werden, 
neben  ihrer  nach  allen  Richtungen  gleichmässig  vertheilten  mittleren  Trans- 
lationsgeschwindigkeit U  zugleich  in  verticaler  Richtung  die  Geschwindig- 
keit %  der  reflectironden  Fläche  mitgetheilt  wird.  Ist  also  m  die  Gesammt- 
masse  der  Luftmoleküle,  welche  in  der  Zeiteinheit  auf  die  Flächeneinheit 
treffen,  somit  mxy  diese  Masse  pro  1  See.  und  pro  1  Mtr.  Strahlhöhe,  so 
ist  mny%  die  derselben  vertical  aufwärts  pro  See.  ertheilte  Beivegnngs- 
grosse  oder  der  entsprechende  vertical  abwärts  gerichtete  Widerstand  und 
m%y%'^  die  Arbeit  desselben  pro  Secunde.  Diese  Widerstandsarbeit  pro 
1  Mtr.  Strahlhöhe  und  pro  Gewichtseinheit  Wasser  oder  der  betreffende 
Theil  der  specif.  Widerstandshöhe  ist  folglich: 

^  mjty%^         4we*  a  % 

^2         7    y        y 
r^y^^ 

Die  Masse  m  lässt  sich  berechnen,  und  so  ein  Urtheil  über  das 
Grössenverhältniss  von  E^  und  I^  gewinnen.  Ist  nämlich  U'  der  Mittel- 
werth  der  zur  reflectironden  Fläche  normal  gerichteten  Ge6ch?rindigkeit^ 
componenten  der  Luftmoleküle,  so  ist  mit  Rücksicht  darauf^  dass  durch  die 
Reflexion  diese  Normalgeschwindigkeit  in  -^  U'  verwandelt  wird,  der  ent- 
sprechende Druck  pro  Flächeneinheit  (die  Fressung  der  Luft): 

p  =  9n.2U' 

=  der  Aenderung  der  Bewegungsgrösse  im  SinneMer  Normale  pro  Flädien- 
und  Zeiteinheit.  Was  aber  U'  betrifft,  so  denke  man  sich  um  irgend  eiiiei 
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Punkt  Ä  der  reflectirenden  Fläche  als  Mittelpunkt  mit  dem  unendlich 
kleinen  Halbmesser  r  eine  der  Luft  zugekehrte  Halbkugel  beschrieben  und 
aus  derselben  durch  zwei  Kreiskegelflächen,  deren  Seiten  mit  der  Flächen- 
normale die  Winkel  q>  und  (p  -{-  d(p  bilden,  eine  unendlich  kleine  Zone 
herausgeschnitten.    Das  Yerhältniss  der  letzteren  zur  Halbkugelfläche: 

2jtrsinw  .rdw  ,-     , 

ist  dann  die  verhältnissmässige  Zahl  der  Luftmoloküle,  die  unter  dem 
Neigungswinkel  g)  gegen  die  Normale  die  Fläche  treffen,  und  da  für  die- 
selben die  mittlere  Normalgeschwiudigkeit  =  Ueo8(p  ist,  ergiebt  sich: 


TT 

2 


u 


U'  =  I  U'cosg>.8in<pdqj  ^=  U j  simp ,d8in<f  ^= - 

0  0 

Somit  ist  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  von  U  nach  Gl.  (6)  in  §.51: 

P  P  P 

unter  T  die  absolute  Temperatur  der  Luft  und  unter  Ji  die  Constante  der 
Zustandsgieichung  pv  =  ET  verstanden,  also 

a  = =  — --_-_  -,  insbesondere  -=  0,0832  e^ 

7  r  YSgET 

fGüc  p  =  10333,  7  =  1000,  g  =  9,81 ,  B  =  29,4  und  T  =  285. 
Nach  §.90,  Gl.  (4)  ist  aber  andererseits  der  Coefficient  h  des  Ausdrucks 
von  /j  für  eine  mittlere  Wassertemperatur  von  etwa  12®  C. 

h  =  0,000004 

E          d 
und  somit     /  =  --'  V  =  20800  eV (4) 

für  mittlere  Verhältnisse.  Hiernach  lässt  sich  annehmen,  dass  in  der  Regel 
JE|  >  /i  sein  wird,  sofern  nämlich  der  Durchmesser  y  nicht  sehr  klein  ist. 
Aus  GL  (1)  und  (2)  folgt  nun  die  Widerstandshöhe  für  das  Element 
dx  der  Strahlhöhe: 


dB 


=  B^dz  =  {E^  +  /i)  dx  =  (a  *  +  h  ^)  dx 


«« 


und  sofern  dieselbe  zusammen  mit  dx  selbst  der  Abnahme  =  —  d  —  der 

mittleren  Geschwindigkeitshöhe  gleich  ist,  ergiebt  sich: 

%d%        f  %  %\ 

also  wegen  y*«  =  «?*m,  unter  d  hier  den  Durchmesser  nicht  der 
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Mündung,  sondern  des  kleinsten  Querschnitts  des  contrahirtcn 
Strahls  verstanden,  auf  den  sich  auch  die  mittlere  Ausfluss- 
geschwindigkeit  u  bezieht, 


^Jl+Az-2+Bz^  ^V«  ^"^ 

0 

Streng  genommen  sollte  hier  die  Integration  nicht  von  0,  sondern  von 

einem  kleinen  endlichen  Werth  «^  als  unterer  Grenze  an  ausgeführt  werden. 

wenn  u^  die  Geschwindigkeit  bedeutet,  mit  welcher  am  Gipfel  des  Strahls 

die  Wassertheilchen  in  den  Scheitelpunkten  ihrer  aufwärts  convexen  Bahnen 

seitlich  abfliesscn,  oder  es  sollte  von  obigem  Integral  (5)  noch  das  zwischen 

0  und  u^  genommene  abgezogen  werden,  welches  wegen  Kleinheit  von  e 

zwischen  diesen  Grenzen 

«1 

8 


ffj  2i 


2y 

0 

gesetzt  werden  kann.  Dabei  ist  «^  bestimmt  durch  das  Gleichgewicht  der 
aufwärts  gerichteten  Centrifugalkraft  und  der  abwärts  gerichteten  Schwer- 
kraft, also 

Q  ^'      2ff  2' 

unter  q  den  Krümmungsradius  im  Scheitelpunkte  der  Bahnen  verstanden. 
Bei  geneigten  Strahlen  braucht  zu  dieser  Horizontalgeschwindigkcit  u^  am 
Gipfel  nichts  von  der  verticalen  Anfangsgeschwindigkeit  verwendet  zu 
werden,  und  wird  darin  zum  Theil  der  Grund  liegen,  dass  solche  Strahleo 
bei  geringer  Neigung  etwas  höher  steigen,  als  ganz  verticale.  Hier  mag 
indessen  auch  für  letzteren  Fall  der  in  Bede  stehende  Umstand  ausser  Acht 
bleiben,  da  er  ohne  Zweifel  weit  geringfügiger  ist,  als  andere  demnädist 
noch  zu  besprechende  Einflüsse,  die  sich  im  oberen  Theil  des  Strahles 
geltend  machen. 

Aus  Gl.  (5)  ergiebt  sich,  wenn  das  dem  Obigen  zufolge  meist  unter- 
geordnete Glied  mit  B  einstweilen  ausser  Acht  gelassen  und  aadi  u  als 

von  so  massiger  Grösse  vorausgesetzt  wird,  dass  Au  2  ein  der  Einheit  nicht 
nahe  kommender  ächter  Bruch  ist: 

n  u 


S 


=  1  f     -^-^—^  =  ^  f{l-Azi+  Ah^^  .  ,.)  zdz 
^J   1  -4-  Az^         ^J 


+  Az 

0  0 
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1     /M^         2  ^  1  \ 

=  7(2-7^«^   +    5  ^^«^-••) 

=  2"^l'-7^«  +  5.i*"   -••) 
oder  näherungsweise: 

U^  1  Ä  4  y 

'  +  f  rf  "       '  +  rf  ^^ 

Wenn  man  dagegen  bei  sehr  kleiner  Mündungsweite  d  in  Gl.  (5)  nur  das 
Glied  mit  B  berücksichtigte,  hätte  man 


M 


zdz  ln{\  +  Bu^) 


gj  1  +  Äz«  2gB 

0 

_  2  ^3 


=""--'-"+i-^  "•-■■) 


«2  /.  _  1     *  .13« 

2~y  \    '~  2  ^^ 


W^  1  Ä  1  /  — 

nahe   =  ^, -  = ^ mit  ß  =  -  h  \2g   .  .  (7). 


—  —  w  1  -I-  — 

2    (^2  ^     (^« 


Bei  der  gleichen  Form  der  Ausdrücke  (6)  und  (7)  bezüglich  auf  h  kann 
dann  schliesslich  gesetzt  werden: 

*=---  —  --   mit   %n  =  5  +  f • (8). 

Die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Beziehung  zwischen  s  und  d 
scheint  nun  zwar  den  Versuchen  ziemlich  gut  zu  entsprechen,  und  auch 
was  die  Beziehung  zwischen  «  und  h  betrifft,  ist  es  an  und  für  sich  nicht 
anangemessen,  dass  ihr  zufolge  b  und  h.  gleichzeitig  ohne  Ende  wachsen, 

so  jedoch,  dass  das  Yerhältniss  —  sich  der  Grenze  Null  nähert  und  so  b 

h 

schliesslich  Ton  einerlei  Grössenordnung  nicht  mit  A,  sondern  mit  ^/T  wird. 

Indessen  lassen  doch  die  Weisbach'schen  Versuche  erkennen,  dass      mit 

h 

wachsendem  h  schneller  abnimmt,  als  es  nach  Gl.  (8)  der  Fall  wäre.  Der 
Grund  liegt  vermuthlich  darin,  dass  bei  der  Herleitung  dieser  Gleichung 
ein  andauernd  continuirlicher  Zusammenhang  des  Wasserstrahls  und  eine 
einfach  gesetzmässige  Bewegung  aller  Wassertheilchen  in  sehr  schwach  ge- 
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krümmten  Bahnen  vorausgesetzt  wurde.  Je  höher  aber  das  Wasser  empor 
steigt,  desto  mehr  wird  thatsächlich  von  aussen  nach  innen  fortschreitenii 
der  continuirliche  Zusammenhang  gestört,  indem  nach  vorhergegangener 
Kräuselung  der  ursprünglich  glatten  Oberfläche  mehr  und  mehr  Tropfen 
vorübergehend  oder  dauernd  sich  ablösen,  durch  Mischung  mit  Luft  der 
Strahl  sich  trübt  und  immer  mehr  Wassertheilchen  in  verschlungenen  und 
stark  gekrümmten  Bahnen  zu  bewegen  und  sich  gegenseitig  zn  stossen  an- 
fangen. Der  dadurch  bedingte  Widerstand,  mit  Rücksicht  auf  welchen 
Gl.  (8)  einer  Gorrection  um  so  mehr  bedarf,  je  grösser  h  und  s  sind,  lässt 
sich  zwar  nicht  rationell  näher  analysiren,  so  dass  man  sich  aof  eine  Aa- 
uahme  beschränken  muss,  die  ihre  Rechtfertigung  nur  nachträglich  durch 
genügende  Uebereinstimmung  der  resultirenden  Formel  mit  den  Ergeb- 
nissen der  Versuche  finden  kann;  wenn  man  aber,  unter  s  die  mittJero  Ge- 

schwindigkeit  und  unter  Z  =  —-  die  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe 

2g 

in  der  Höhe  x  über  der  Mündung  verstanden,  die  fhigliche  Widerstands- 
höhe dB  für  ein  Strahlelement  =  ^Zdx  setzt,  so  erscheint  es  am  einfachsten, 
den  Widerstandscoefticicnten  ^  zunächst  versuchsweise  proportional  x,  etwa 
=  2  ex  zu  setzen,  da  die  ihn  bedingenden  Einflüsse  mit  x  wachsen.  Wäre 
dann  dieser  Widerstand  der  einzig  vorhandene,  so  müsste  die  Abnahme 
der  mittleren  Geschwindigkeitshöhe  für  das  Strahlelement  dx: 

—  dZ=  dx  -\-  dB  =  (1  -|-  2exZ)dx 

sein,  woraus  die  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

^  +  2exZ  +  1=0 
dx 

hervorgeht,  deren  Integra^  unter  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen 
und  unter  C  eine  von  den  Integrationsgrenzen  abhängige  Constanto  ver- 
standen, 

—f2exdx/  n    ficxdx 


—  I  'icxax  /  /•     /  icxax   ,  \ 

z  :=  e  ^        y^—y  <'«) 

oder  Ze      +  /  «      dx  ^=  C 

ist.    Daraus  folgt  mit  Rücksicht  darauf^  dass  «  =  0,  Z  =  h  zusammen- 
gehörige Werthc  sind,  indem  0  als  untere  Grenze  dos  Integrals  genommei 


wird: 

Ze       +  /  *       ^^ 

0 


ex'  r  c«* 
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und  endlich,  sofern  Z  =  0  fi^r  x  =  s  ist: 

h  :^fe"^dx  ==/(«) (9). 


Hiemach  ist  die  in  Rede  stehende  Widerstandshöhe  für  den  ganzen  Strahl: 

h  —  8  =  /(«)  —  s 
und  wenn  damit  die  früher  bestimmte  (Gl.  8): 

h  —  8  =  2w*  |/ä 

combinirt  wird,  ergiebt  sich  im  Ganzen: 

h  —  8=z  2m  yÄ  +  /(*)  —  «;     h  =  2m* yÄ  +  /(«) .  .  .  (10). 

Daraus  folgt  für  die  anfängliche  Geschwindigkeitshöhe  Ä,  welche  der  Steig- 
höhe 8  entspricht: 

yÄ  —  m8  +y(»*«)«  +/(«) (11). 

Die  Function  /(«)  kann  mit  Hülfe  algebraischer  oder  der  üblichen, 
durch  tabellarische  Ausrechnung  bekannten  transcondenteu  Functionen 
nicht  als  ein  geschlossener  Aasdrack  dargestellt  werden.  Durch  Reihen- 
entwickelung erhält  man  aber 


8 


c^x^         c'^x^ 


1  +  ex«  + h  -^  +  ,.]dx 


0 

,2  t»^o^  it8»6 


V    ^a    ^10  ^42^    ) 


1  9  9  CH^ 

-f{8)  =  1  +  ,•  +  _  e^  +  _  ,s  +  ..  mit  •  =    --, 

wofür  gesetzt  werden  kann:  .  .. 

-/(«)  =  ^  =!+(»  +  ^*^  +  it/t-^  +  .  .  .j  + 

™*    ^+2  =  16'     ^=5 

9  9         2       18 


"  +  '^+6=14'    f  =  ü 


=  —  -   etc. 


4       5       6         105 

Beschränkt  man  sich  für  solche  Werthe  von  «,  wie  sie  praktisch  vorkommen 
können,  auf  die  beiden  ersten  Glieder  der  Reihenentwickelung  des  Ex- 
ponenten von  ^,  setzt  also 
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f{ß)  =  8.6  =  « .  10  = 

=  «.10  =  g.num,tg{n9^(l  +  ^Oj, 

unter  n  and  p  crfkhningsmässig  zu  bestimmende  Goefficienten  veisUundeii, 
so  ist  nach  Gl.  (10)  und  (11): 

-  =  2mYh  +  num.lg  [«**(1  +  p%^] (12) 


\h  =  ms  +  V(»w)*  +  9. num.lg  [«««(1  +  />#«)]    .  .  .  (13). 

Die  Goefficienten  n  und  j9  werden  ohne  Zweifel  vom  kleinsten  Durch- 
messer d  des  Strahles  abhängig  und  zwar  insbesondere  n  yermuthlich,  wie 
m,  um  so  grösser  sein,  je  kleiner  d  ist;  namentlich  aber  Ifisst  sich  bei  der 
Uebertragung  dieser  Gleichungen  auch  auf  nicht  kreisfönnige  Mflndungen 
(wobei  unter  d  der  mittlere  Durchmesser  =  dem  4  fachen  Quotient  des 
Inhalts  durch  den  Umfang  zu  verstehen  ist)  eine  wesentliche  Abhängigkeit 
der  Goefficienten  n  und  p  von  der  Mündungsform  erwarten,  indem  die 
Zertheilung  des  Strahls,  die  den  dadurch  gemessenen  Widerstand  bedingt, 
besonders  bei  eckigen  und  gerippten  Querschnittsformen  firtther,  als  bei 
runden,  in  gleichem  Grade  sich  ausbilden  wird. 

Für  nicht  sehr  grosse  Werthe  von  h  hat  Gl.  (12)  einen  ähnlichen 
Gharaktcr  wie  die  von  Weisbach  bewährt  gefundene  empirische  Formel 
(1)  des  vorigen  §.;  dadurch  aber,  dass  das  dortige  Glied  mit  H^  im  Nenner, 
welches  die  Zulässigkeit  jener  Formel  auf  die  Voraussetzung  H  <:i  U^ 
nach  Gl.  (2)  daselbst  beschränkte,  hier  (bei  Entwickelung  des  num  lg  in 
eine  Reihe)  durch  Glieder  mit  Potenzen  von  %  ersetzt  ist,  wird  die  Mög- 
lichkeit nicht  ausgeschlossen,  dass  Gl.  (12)  resp.  (13)  bei  angemessener 
Bestimmung  der  Goefficienten  auch  weit  über  die  Yersuchsgrenzen  hinaus 
hinlänglich  zutreffend  sein  kann.  — 

Zur  Prüfung  von  Gl.  (12)  mögen  beispielsweise  die  Weisbach*schen 
Versuche  bei  grösseren  Steighöhen  mit  dem  kurzen  conischen  Mundstack 
von  10  Millim.  Mündungsweite  (siehe  vor.  §.  unter  b,  jj)  benutzt  werden, 
deren  Ergebnisse  in  der  folgenden  Tabelle  aufgeführt  sind.  Darin  bedeutet 
A  die  Differenz  des  beobachteten  und  des  nach  Weisbach's  betreffender 
Formel 

—  =  1,0162  +  0,007107^+  0,000406  J7^ 

berechneten  Werthes  von  — . 

n 
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Nr. 


1 
2 
3 
4 
5 
6 


s 


4,330 

5,704 

8,030 

10,795 

12,451 

15,653 


4,543 

6,138 

8,895 

12,793 

15,509 

20,519 


—  beob. 

8 


1,0492 
1,0761 
1,1077 
1,1851 
1,2456 
1,3109 


—  ber. 

8 


1,0569 
1,0751 
1,1115 
1,1736 
1,2241 
1,3330 


0,0077 

—  0,0010 
0,0038 

—  0,0115 

—  0,0215 
0,0221 

S 


kann  in 


Zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeitshöhen  ^  =  ^     i^  ;. 

firmangelung  specieller  Angaben  über  den  Widerstandscoefficienten  £  des 
fraglichen  Mundstücks  derselbe  =  0,0162  gesetzt,  nämlich  angenommen 

1  rr 

werden,  dass,  je  kleiner  H  ist,  desto  mehr  sich  —  der  Grenze  1,  also  — 


8 


H 


der  Grenze  -r-  nähert,  dass  also  der  obigen  Weisbach'schen  Formel  zu- 

h 

TT  h 

folge  -7-  =  1,0162  ist.    Hiemach  sind  die  Werthe  von  h  und  —  für  die 

h  8 

6  Versuchsnummem  in  der  weiter  unten  folgenden  Tabelle  berechnet.  Um 
dann  zu  Näherungswerthen  der  Coefficienten  «»,  n,  p  von  Gl.  (12)  zu  ge- 
langen, kann  man  die  6  Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  8  und  h 
als  Abscissen  und  Ordinaten  auftragen,  eine  stetige  Curve  verzeichnen,  die 
sich  den  entsprechenden  6  Punkten  mit  möglichster  Ausgleichung  der 
augenscheinlichen  Unregelmässigkeiten  resp.  Beobachtungsfehler  anschliesst, 
und  derselben  dann  drei  Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  h  und  h 
am  Anfänge,  in  der  Mitte  und  am  Ende  des  verzeichneten  Curvenstücks 
entnehmen,  welche  durch  Einsetzung  in  Gl.  (12)  die  erforderlichen  3  Glei- 
chungen zur  Berechnung  von  m,  n,  p  liefern.  Denselben  Dienst,  wie  dieses 
graphische  Ausgleichungs-  und  Interpolationsverfahren,  leistet  indessen 
auch  Weisbach's  empirische  Formel,  aus  welcher  man  findet: 


fttr    «1        5 

«2  — 

10 

'3  — 

15 

JBT^  —  5,327 

M,- 

11,544 

M, 

19,637 

also  Ai  —  5,242 

h, 

11,360 

h 

19,324 

^  —  1,0484 
'1 

1,1360 

1,288 

Damit  ergiebt  sich  nach  Gl.  (12),  wenn 

lg  (k  _  2«.  VÄ;;)  =  Z„  lg  (^  -  2»»  v^)  =  Z„ 


2m 


yh)  = 


X.. 


: 
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gesetzt  wird,  m  =  0,0053  als  Wurzel  der  Gleichung 

15ii  -  6Z,  -f  Xg  =  0, 

io  —  4X,  0,01ia 


Die  Fehler  A  sind  im  Allgemeinen  etwas  grösser,  als  nach  Weisbach's 
empirischer  Formel,  doch  nur  in  solchem  Grade,  dass  durch  passende  Cor- 
rection  der  hier  benutzten  Näherungsworthe  von  «»,  «,  p  eine  wenigstens 
ebenso  kleine  Summe  der  Fehlerquadrate  erwartet  werden  kann.  Nament- 
lich aber  wird  Gl.  (12)  mit  den  solcher  Weise  bestimmten  Coefficienten 
vcrmuthlich  auch  für  solche  Steighöhen  »  (im  Gegensatz  zur  Weisbach'- 
schen  Formel)  noch  hinlänglich  zutreffend  bleiben,  welche  die  Yersnch»- 
werthe  «  erheblich  übertreffen. 


Folgend 

le  Ta 

belle  cnthä 

It  die  mit 

diesen  Zah 

lenwerthen 

von  f»,  «, 

p  nach 

Gl.  (12)  berechneten  und  ihre  Unterschiede  A  von  den  beobachteten  Ver- 
1 

hältnissen  -  . 

8 

Nr. 

8 

h 
4,471 

—  beob. 

8 

—  her. 

8 

d 

1 

4,330 

1,0325 

1,0404 

0,0079  ; 

\ 
1 

2 

5,704 

6,040 

1,0589 

1,0575 

0,0014 

3 

8,030 

8,753 

1,0901 

1,0948 

0,0047 

4 

10,795 

12,589 

1,1662 

1,1555 

-  0,0107 

5 

12,451 

15,262 

1,2257 

1,2015 

—  0,0242 

■ 

1 

G 

15,653 

20,192 

1,2900 

1,3133 

0,0233 

f 

V.    Wellenbewegung  des  Wassers. 

§.  143.  Erklftningen  and  Bezeiehnnngen. 

Die  Wellenbewegung  des  Wassers  ist  im  Gegensatze  za  der  bisher  be- 
trachteten strömenden  Bewegung  dadurch  charakterisirt,  dass  die  mate- 
riellen Punkte  geschlossene  Bahnen  in  wiederholter  Folge  durchlanfen. 
Jede  dieser  wiederholten  und  zwar,  wie  wenigstens  bei  der  theoretiscli^ 
Entwickelung  vorausgesetzt  wird  oder  als  Folge  der  Abstraction  von  Wider- 
ständen sich  ergiebt,  ganz  gleichen  Bewegungen  desselben  materiellen 
Punktes  heisst  eine  Schwingung  desselben;  die  Zeit,  welche  sie  erfordert« 
in  der  also  die  ringförmige  Bahn  ringsum  oder  die  begrenzte  Bahn  hin  und 
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her  darchlanfen  wird,  heisst  die  Schwingungsdaner  und  sei  mit  2r 
bezeichnet. 

Unter  der  Yoraussetzang,  dass  die  freie  Wasseroberfläche  eine  hori- 
zontale Ebene  W  bildete,  bevor  durch  eine  Störung  des  Gleichgewichtes 
die  Schwingungen  erregt  wurden,  geben  sich  diese  durch  stetig  gekrümmte 
Erhebungen  und  Senkungen  der  Oberfläche  zu  erkennen,  welche  sowohl 
in  demselben  Augenblicke  neben  einander,  als  auch  an  derselben  Stelle 
nach  einander  mit  stetigen  Uebergängen  abwechselungsweise  sich  folgen. 
Den  Erhebungen  entsprechen  Wellenberge,  den  Senkungen  Wellen- 
thäler,  unter  welchen  Bezeichnungen  hier  die  ganzen  vertical  unter  den 
gehobenen  resp.  gesenkten  Theilon  der  freien  Oberfläche  gelegenen  Wasser- 
massen verstanden  werden  sollen.  Ein  Wellenberg  zusammen  mit  einem 
angrenzenden  Wellenthal  heisst  eine  Welle. 

Die  lange  Dauer  der  in  einer  sehr  ausgedehnten  und  tiefen  (von  der 
änsseren  Reibung  an  festen  Wänden  also  wenig  beeinflussten)  Wassermasse 
erregten  Wellenbewegung,  nachdem  die  erregenden  Kräfte  aufgehört  haben 
zu  wirken,  z.  B.  die  Dauer  von  24  Stunden  und  darüber  der  auf  offenem 
Meere  durch  einen  Sturm  erregten  Wellen  nach  dem  Aufhören  desselben, 
lässt  auf  eine  sehr  geringe  innere  Reibung  schliessen,  wie  sie  nur  möglich 
ist,  wenn  die  ursprünglich  in  Berührung  befindlichen  Wasserelemente  be- 
ständig in  Berührung  bleiben.  Die  stetig  gekrümmte  veränderliche  Fläche, 
in  welche  dann  der  Ort  aller  materiellen  Punkte,  die  ursprünglich  in  einer 
horizontalen  Ebene  lagen,  bei  der  Wellenbewegung  übergeht,  heisst  eine 
Wellenfläche,  insbesondere  die  freie  Oberfläche,  welche  auch  stets  von 
denselben  Wasserelementen  gebildet  wird,  die  Wellenoberfläche. 

Die  folgenden  mathematischen  Entwickelungen  beschränken  sich  auf 
cylindrische  Wellen,  welche  dadurch  charakterisirt  sind,  dass  je  zwei 
materielle  Punkte,  die  ursprünglich  in  einer  zu  einer  gewissen  Vertical- 
ebene  V  senkrechten  Geraden  G  lagen,  beständig  in  einer  solchen  Ge- 
raden bleiben  und  dabei  congruente  ebene  Bahnen  durchlaufen,  die  mit 
der  Yerticalebene  F  parallel  sind;  die  Wellenflächen  sind  zu  dieser  Ebene 
V  senkrechte  Cylinderflächen.  Je  drei  aufeinander  folgende  der  parallelen 
Geraden,  in  denen  die  Wellenoberfläche  von  der  Horizontalebene  W  ge- 
schnitten wird,  bestimmen  durch  ihre  Abstände  die  Länge  eines  Wellen- 
borges =  A^,  eines  Wellenthales  =  X^^  sowie  die  ganze  Wellenlänge: 
2i  +  ;i^  =  2i.  Die  grösste  Erhebung  =  q^  der  Welle  über  W  heisst 
die  Höhe  des  Wellenberges,  die  grösste  Senkung  =  (>,  unter  W  die  Tiefe 
des  Wellenthales,  ihre  Summe  =  2q  die  ganze  Wellenhöhe.  —  Die 
dauernde  Ausbildung  cylindrischer  Wellen  setzt  eine  im  Sinne  der  Geraden 
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G  unbegrenzte  Ausdehnung  des  Wassers  oder  eine  Begrenzung  desBdben 
durch  ebene,  mit  den  Querschnitteebenen  V  parallele  Wände  voraus;  die 
EntWickelungen  für  solche  Wellen  redudren  sich  auf  eine  Untersnehang 
in  der  Ebene,  nämlich  in  einer  Querschnittsebene  V^  in  welcher  die  jr-Axe 
horizontal,  die  y-Axe  vertical  angenommen  wird;  sie  schneidet  die  Wellen- 
flächen in  Wellenlinien,  die  Wellenoberfläche  in  der  oberen  Wellen- 
linie. 

Es  sind  zweierlei  Arten  von  Wellen  zu  unterscheiden:  fortschrei- 
tende und  stehende  Wellen.  Ersterje  sind  das  unmittelbare  Resultat 
einer  örtlichen  Störung  des  Gleichgewichtes,  indem  die  dadurch  an  der  be- 
treffenden Stelle  verursachte  Wellenbewegung^  ihrerseits  wieder  eine  Gleich- 
gewichtsstörung in  der  nächsten  Umgebung  bedingend,  nach  und  nach  zb 
immer  entfernteren  Theilen  der  Wassermasse  fortgepflanzt  wird;  die  Fort- 
pflanzungsrichtung ist  die  Richtung,  in  welcher  die  Wellenlänge  ge- 
messen wird,  nach  den  obigen  Bezeichnungen  fftr  cylindrische  Wellen  die 
Richtung  der  x-Axq,  Die  beständige  Berührung  der  ursprOnglidi  sich  be- 
rührenden Wasserelemente  bedingt  eine  gleiche  Schwingungsdaoer  aller 
materiellen  Punkte  einer  Welle  und  während  dieser  Dauer  die  Fort- 
pflanzung der  Bewegung  auf  eine  der  Wellenlänge  gleiche  Strecke;  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  fortschreitender  WeUen  ist  deshalb: 

X 

w  =  — , 

X 

stehende  Wellen  resultiren  unter  Umständen  ans  der  Interfereax 
von  zwei  Wellenzügen,  d.  h.  stetigen  Folgen  einzelner  fortschreit^ider 
Wellen,  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  fortgepflanzt  werden,  bei 
cylindrischen  Wellenzügen  insbesondere  durch  Interferenz  des  normal  gegen 
eine  verticale  ebene  Wand  hin  fortschreitenden  mit  dem  von  ihr  reflectirteB 
Wellenzuge. 

Bei  einer  fortschreitenden  cylindrischen  Welle  bewegen  sich  (abge- 
sehen von  einer  mit  der  Fortpflanzung  verbundenen  Veränderung  der  Welk) 
alle  materiellen  Punkte  einer  Wellenlinie  in  gleichen  Bahnen  mit  gleichen 
Gesclvwindigkeiten  an  entsprechenden  Stellen  derselben;  die  Phase  aber 
ist  für  alle  diese  stetig  aufeinander  folgenden  Punkte  stetig  verschieden, 
d.  h.  sie  befinden  sich  gleichzeitig  an  verschieden  gelegenen  Stellen  ihrer 
Bahnen.  Bei  einer  stehenden  cylindrischen  Welle  sind  umgekehrt  die 
Bahnen  und  an  entsprechenden  Stellen  derselben  die  G^schwindigkeiteB 
der  materiellen  Punkte  einer  Wellenlinie  stetig  verschieden;  dagegen  ist 
die  Phase  in  demselben  Augenblick  für  die  dem  Wellenberge  angehörendea 
und  ebenso  für  die  dem  Wellenthale   angehörenden  Punkte   die  gleiche 
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fOr  die  einen  und  anderen  nur  insofern  verschieden,  als  diese  zwei  Gruppen 
Ton  materiellen  Punkten  sich  gleichzeitig  an  entgegengesetzt  gelegenen 
Stellen  ihrer  Bahnen  bezüglich  auf  die  Ebene  W  befinden.  Wie  die  Bahnen 
und  Phasen  für  die  Terschiedenen  einer  fortschreitenden  oder  stehenden 
Welle  angehörenden  materiellen  Punkte  nach  verticaler  Bichtung  variabel 
sind,  ist  von  den  Umständen,  insbesondere  von  Gestalt  und  Lage  der  die 
Wassermasse  begrenzenden  festen  Wäoide  und  von  der  Wasser  tiefe  abhängig. 


§.  144.  Wellen  von  sehr  kleiner  H9he. 

Trotz  der  Beschränkung  auf  cylindrische  Wellen  und  der  Ab- 
straction  von  Widerständen  ist  die  streng  systematische  Ableitung 
der  Gesetze  der  Wellenbewegung  aus  den  allgemeinen  Gleichungen  der 
Hydraulik  mit  erheblichen  Schwierigkeiten  verbunden.  Die  Entwicklung 
ist  deshalb  gewöhnlich  w^eiter  vereinfacht  worden  durch  die  Voraussetzung 
1)  einer  constanten  Wassertiefe  =  A,  2)  einer  im  Vergleich  mit 
der  Wellenlänge  und  der  Wassertiefe  sehr  kleinen  Wellenhöhe 
nnd  3)  so  kleiner  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte,  dass  die  ent- 
sprechendenGeschwindigkeitshöhen  sehr  klein  selbstim  Vergleich 
mit  der  Wellenhöhe  sind. 

Bei  Zugrundelegung  der  im  vorigen  §.  näher  bezeichneten  Coordinaten- 
axen  der  x  und  ^,  von  denen  die  letztere  nach  unten  positiv  gesetzt  und 
zu  denen  noch  eine  auf  beiden  senkrechte  s-Axe  hinzugefügt  gedacht  werde, 
sind  die  betreffenden  Componenten  der  beschleunigenden  Schwerkraft  als 
einzig  hier  wirksamer  Massenkraft: 

Z=ü,    Y=^g,    Jgr=0; 

es  existirt  also  eine  Kräftefunction  (§.70),  nämlich 

deren  Differentialquotienten  nach  x^  y,  %  resp.  ^=^  X^  Y^  Z  sind.  Sofern 
ausserdem  die  Bewegung  vom  Zustande  der  Ruhe  ausgeht,  besteht  auch 
nach  der  betreffenden  Bemerkung  in  §.70  (S.  390)  eine  Geschwindi^- 
keitsfunction  9),  d.  h.  eine  Function  der  Coordinaten  und  der  Zeit  ^, 
deren  Differentialquotienteu  nach  a?,  y,  s  den  Geschwindigkeitscomponenten 
nach  den  betreffenden  Axen  gleich  sind,  welche  Function  aber  hier  nur  x^ 
y,  t  enthalten  kann,  da  die  Geschwindigkeitscomponenten  im  Sinne  der  z- 
Axe  für  die  vorausgesetzten  cylindrischeii  Wellen  =i=  0  sind;  nach  Gl.  (6,a) 
in  §.  70  entspricht  sie  deshalb  der  partiellen  Differentialgleichung: 

Qradhof,  tbeoret.  Muachinen lehre.    I.  5«i 
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Werden  nun  die  Geschwindigkeitscomponenten  im  Sinne  der  x-ka 
nnd  der  y-Axe  beziehungsweise  mit  u  nnd  v  bezeichnet,  so  ist  nach  GL  (5) 
in  §.  70  wegen  fi  =  dmat 

a.,       -  I  A,  —  ^^  -i.  **^  +  •'^ 

9y  —  r.\  ^  =  V7  + 


4/*  = 


U     '  2        ' 

wobei  die  Integration  in  jdp  sich  nur  anf  die  Coordinaten  bezieht;  wird 

sie  aber  insbesondere  anf  die  freie  Oberfläche  bezogen,  an  welcher  'v^ 
irgend  einem  Augenblicke  die  Pressung  p  überall  gleich  (=  dem  Atmo- 

sphärendruck)  ist,  so  wird  jdp  =  0,  und  wenn  zudem  der  An£uigspuiikt 

der  Coordinaten  in  der  Ebene  TT,  d.  h.  in  der  ursprünglichen  horizontalen 

Wasseroberfläche  angenommen  wird,  so  dass  y  mit  der  Wellenhöbe  tob 

«*  +  p« 
einerlei  Grössenordnung  ist,  so  kann  —     —  nach  der  obigen  Voraus- 

Setzung  unter  3)  gegen  gy  vernachlässigt  werden.    Hiemach  gebt  f&r  die 
Wellenoberfläche  die  in  Rede  stehende  Gleichung  über  in: 

^^       ht  ~       '  '' 

df 

sie  ist  nach  Einsetzung  des  y  =  0  entsprechenden  Ausdruckes  Ton  ^7 

o» 

als  die  angenäherte  Gleichung  der  Wellenoberfläche  zu  betrachtea. 

d.  h.  es  ist,  wenn  diese  Gleichung  allgemein  auch  mit 

fix,  y,t)  =  0 
bezeichnet  wird, 

und  es  muss  also  nach  §.  70,  Gl.  (7)  die  Function  9)  für  alle  Punkte  der 

Wellenoberfläche,  da  für  dieselbe  ^  -  (proportional  dem  Cosinus  des  Rieb* 

0^ 

tungswinkels  der  Normale  gegen  die  ^-Axe)  gemäss  der  Yoranffletzaag 
unter  2)  zu  vernachlässigen  und  wegen  der  vorausgesetzten  cylindrisdieD 

Wellenform  auch  r    =0  ist,  der  partiellen  Differentialgleichung  entsprechea; 

__^^„^=0    , .3. 

Eine  andere  Grenzbedingung  zur  näheren  Bestimmung  der  fibrigens  m 
durch  die  allgemeine  Continuitätsgleichung  (1)  bedingten  Functioa  f  er-  j 
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{) 


iebt  sich  daraus,  dass  nach  der  Yoraiissetzung  unter  1)  das  Wasser  unten 
nrch  eine  horizontale  feste  Wand  begrenzt  sein  soll,  wonach  gemäss  §.  70, 

H.  (8) 

hg) 


by 


=  0   für  y 


(4) 


Setzt  man  nnn 

Bter  X  eine  Function  nur  von  x  und  ^,  unter  Y  eine  Function  nur  von  y 
:iid  t  verstanden,  wodurch  die  Grenzbedingungen  (3)  und  (4)  übergehen  in: 


h^(XT)       'hY 


0  ist  nach  61.(1): 


0  fttr  y  =:  Ä 


(3,«) 


(4,«), 


ind  wird  dieser  Gleichung  genflgt  durch: 


b»Z 


h*T 


^^,  =  -^'x,  -,^  =  a*r 


(5), 


inter  a  eine  von  x  und  y  unabhängige  Grösse  verstanden.    Das  Integral 
ler  zweiten  dieser  Gleichungen  (5)  ist: 

9  die  Bitäis  der  natürlichen  Logarithmen)  oder  mit 


Jt^  =  jie 
Y=A 


ah 


B^  =  Ae 


-ah 


a{h—y)  —aih-^y) 

e  4"  ^ 


(6), 


rorin  Aj  ebenso  wie  a^  von  x  und  y  unabhängig  ist.    Indem  nach  dieser 
Heichung 


hY 


=  Aa 


e  -f-  e 


8t^  entspricht  sie  der  Bedingung  (4,(7). 

Um  auch  der  Bedingung  (3,a)  möglichst  einfach  Genüge  zu  leisten, 
rerde  die  noch  _8peciellere  Annahme  gemacht,  dass  a  und  X  auch  von  t 
mabhängig  sind,  dass  also  a  eine  Constante,  X  eine  blosse  Function  von 
t  ist,  woraus  nach  (5) 

"-,  =  —a^Xi     X  =  B8tn{ax  +  i) (7) 

53* 
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folgt,  unter  B  and  h  CoBstante  verstaiideiL    Durch  diese  Annahme  ^ 
die  Bedingung  (3,a^  Qber  in: 


una  mit  RQcksicht  auf  61.  (6)  in 
für  y  =  0,   also 


t  I 


aJk  — oA 

=  —  aAa = A '?! 


aA  —ah 


1      /  o* 


mit  T  =  :^   1/    — »a:; 

■^  lA  —ah 

e 
das  Integra]  von  61.(8)  ist: 


A  =  Connt.  sin  (      ^   -j-  CofuL  )  =  gini        —    jr  ) 


H»V 


unter  ^  eine  Constante  verstanden,  und  wenn  der  constante  Factor  in  dei 
Factor  B  von  X  einbegriffen  wird.  Schliesslich  ist  dann  y  =p  XKiai 
RQcksicht  auf  GI.(C),  (7)  und  (10): 

.     q)  z=  B  stui Jtj  sin[ax  -]-  6)    <»  -}-  e  .  (11> 

Dieser  Ausdruck  von  ^p  enthält  die  Lösung  des  Problems  auf  Gnsk 
der  gemachten  Annahmen,  d.  h.  er  lehrt  eine  mögliche  Bewegnngsart  dd 
Wassers  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  nach  einer  Störung  des  Gleicllf^ 
wichtes  kennen.  Indem  die  ihm  entsprechendeu  Geschwindigkeitsc(0- 
poneuten 

tt  =  .       und  V  =  . 
Qx  oy 

üt\  haben,  ist  die  ßewegang  eine  periodische  voi 

der  Daner  2t;  und  indem  das  Verhältniss  uw  von  der  Zeit  unabhii^ 
ist,  bei  der  Kleinheit  der  Bahnen  aber  die  Geschwindigkeitscomponentfi 
«,  V  im  Punkte  (ir,  y)  auch  als  diejenigen  eines  materiellen  Punktes  be- 
trachtet werden  können,  der  zu  irgend  einer  Zeit  im  Punkte  (x,  y)  sich  b^ 
fand,  so  folgt,  dass  jeder  materielle  Punkt  in  gerader  Linie  schwii^ 
Richtung  und  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  variiren  in  demsdbet 
Augenblicke  von  Punkt  zu  Punkt  in  der  FlQssigkcit,  doch  haben  «  und  ' 
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gleichzeitig  für  allo  materiellen  Punkte  dasselbe  Vcrhältniss  =  »m( ji 

zu  den  diesen  Punkten  zukonunenden  Maximalwerthen,  und  zwar  die  Vor* 
ticalgeschwindigkeiten  i;  zugleich  in  Beziehung  auf  das  Vorzeichen  überall 
da,  wo  «» {ax  -\-  J)  dasselbe  Vorzeichen  hat.  Verticalebenen  JT,  die  in 
den  Abständen 

von  einander  entfernt  zur  a;-Axe  senkrecht  sind,  theilen  also  die  Wasser- 
masse in  solche  Theile,  dass  für  alle  Punkte  je  eines  Theils  die  Phase  in 
demselben  Augenblicke  gleich  ist;  die  geradlinigen  Bahnen  der  materiellen 
Punkte  sind  für  jene  Verticalebenen  K  horizontal  und  werden  mit  der  Ent- 
fernung von  ihnen  mehr  und  mehr  geneigt,  schliessUch  vertical  in  £benen, 
die  mit  jenen  in  gleichen  Abständen  parallel  sind.  Diese  Umstände  cbarak- 
terisiren  die  Bewegung  als  eine  stehende  Wellenbewegung,  und  zwar 
ist  r  die  halbe  Schwingungsdauer,  X  die  Länge  eines  Wellenbergs  oder 
Wellenthals,  also  die  halbe  Wellenlänge;  die  mit  K  bezeichneten  unver- 
änderlichen Verticalebenen  trennen  die  Wellenberge  und  Thäler,  indem 
sie  die  Wellenoberfläche  in  den  sogenannten  Knote nlinien  schneiden. 
Die  Gleichung  der  Wellen  oberfläche  oder  der  oberen  Wellen- 

linie  ergiebt  sich  aus  GL  (2)  durch  Einführung  des  Ausdruckes  von  .    , 

0  C 

welcher  y  =  0  entspricht: 

Bjl        a—ß^      \     .    ,  ,      ,^   /  ah   ^       ~aA\  ,^„^ 

y  = eosl Jtj8tn{ax  -\-  o)  ie    -\-  e        1  .  .  .  .  (13). 

Diese  Linie  theilt  in  ihren  unveränderlichen  Durchschnittspunkten  mit  der 
d?-Axe  (Knotenpunkten)  dieselbe  in  gleiche  Strecken  =  A;  in  den 
Mitton  dieser  Strecken  wird  y  periodisch  am  grössten  und  kleinsten  ^^  q 
und  — p,  und  zwar  ist  p,  d.  h.  die  halbe  Wellenhöhe 

BJC  (ah  -a/A 

Während  nach  GL  (9)  und  (12)  zwischen  r,  X  und  h  eine  bestimmte  Be- 
ziehung stattfindet,  enthält  die  Beziehung  zwischen  (>,  X  und  A,  die  sich  aus 
GL  (9),  (12)  und  (14)  ergiebt,  eine  unbestimmte  Constante  B,  Sofern  aber 
von  diesen  Grössen  nur  h  gegeben  ist,  bleibt  nicht  nur  (),  sondern  auch  X 
unbestimmt. 

Diese  letztere  Unbestimmtheit  rührt  zum  Thcil  davon  her,  dass  eine 
seitliche  Begrenzung  des  Wassers,  deren  Berücksichtigung  durch  die  Voraus- 
setzung cylindrischer  Wellen  nur  im  Sinne  der  «-Axe  entbehrlich  gemacht 
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ist,  auch  im  Sinne  der  o;- Axc  nicht  in  Betracht  gezogen,  daas  ahao  in  di 
Sinne  das  Wasser  stillschweigend  als  imbegreozi  angenommen  wurde.  Yi 
es  aber  etwa  durch  zwei  zur  X'A\e  senkrechte  feste  Ebenen  be^^nzt 
genommen,  deren  Gleichungen 

X  =  0  und  X  =  l 
seien,  so  muss  nach  §.  70,  Gl.  (8)  für  sie  beständig  ^     =0,  also 

coniax  -\~  h)  =  0  für  x  =  0  und  «  =  /, 

d.  h.  cosh  =  0  und  co8{al  -f-  i)  =  0  sein,  von  welchen  BcdinguBgcfi 
die  zweite  mit  Rücksicht  auf  die  erste  übergeht  in:  sin(al)  =  O.  Unter 
m  und  n  ganze  Zahlen  verstanden,  ergiebt  sich  also*.  , 

h  =  C2m  +  1)-;     ^  =  -f 

l 
und  nach  Gl.  (12) :  i  =  - .    Die  festen  verticalon  Wände  entsprechen  *d€» 

Mitten  eines  Wellenbergs  oder  Wellenthals,  d.  h.  die  äussersten  Knoten- 

X  l 

liuien  sind  um   -  =  -  -  von  ihnen  entfernt 

2         2n 

Die  Constanten  a  und  h  sind  also  auf  zwei  andere  zurfickgef&hit 
welche  ganze  Zahlen,  als  solche  freilich  nach  wie  vor  unbestimmt  sind.  Die 
vollständige  Bestimmung  aller  Constanten  könnte  nur  bei  ausserdem  gege* 
bcnem  Anfangszustande  versucht  werden,  wozu  aber  die  durch  GL  (11;  dar- 
gestellte particuläre  Lösung  im  Allgemeinen  nicht  ausreichen  wflrde,  di( 
Function  ^  vielmehr  einer  Summe  ähnlich  gebildeter  Ausdrücke  gleich  ge- 
setzt werden  müsste,  deren  Constante  B^  a,  6,  d-  verschiedene  Wcrthe 
haben  können. 

Wichtiger,  als  diese  Verallgemeinerung  und  zugleich  vollständige  Be* 
Stimmung  der  Lösung  zur  Anpassung  an  einen  beliebig  gegebenen  Anfangs 
zustand«,  ist  die  übrigens  auf  demselben  Princip  beruhende  Verwendung  von 
Gl.  (11)  zu  einer  solchen  anderen  particulärcn  Lösung,  welche  die  Be- 
wegungsgesetzc  fortschreitcnderWellenbei  Voraussetzung  unlx^greiixter 
Ausdehnung  des  Wassers  im  Sinne  der  x-Axq  kennen  lehrt    Setzt 


uüinlich  in  Gl. (11)  zuerst  5  =  0,   d^  =  0,  dann  ä  =  -  ,  d*  =  — ^ 
so  folgt: 

1)   (f  z=z  B  8tn\-  jrj  sm{ax)  \e  -{-  e 

2;    f/.  =  Ba8\—  Jtj  C09[ax)  \e  -^  e 


I 

j 
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und  da  auch  die  Summe  dieser  Ausdrücke  eine  Lösung  sein  muss,  mit 


v 


(15). 


von 


Hiernach  sind  op ,  «  =  ^- ,  i?  =  ^  und  ^  -  periodische  Fnnctionen 

f j .    Derselbe  Bewegungszustand,  welcher  zur  Zeit  i  im  Punkte 

(x,  y)  stattfindet,  findet  zur  Zeit  t  '\-  dt  xan  Punkte  (^x  -|-  ix^  y)  statt,  wenn 

(t       x\  dx         X 
denselben  Werth  hat,  d.  h.  wenn  — -  =  -  ist. 
X      X)                                   '  di        X 

ludem  übrigens  nach  wie  vor  2  r  die  Periode  ist,  in  welcher  dieselbe  Phase 
an  derselben  Stelle  wiederkehrt,  sowie  22  die  Strecke,  um  welche  zwei 
Punkte  im  Sinne  der  ^-Axe  von  einander  entfernt  sind,  welche  gleich- 
zeitig  dieselbe  Phase  haben,  so  charakterisirt  die  Lösung  (15)  eine  fort- 
schreitende Wellenbewegung  mit  der  Schwingungsdauer  2r,  der 

2jr 

Wellenlänge  2X  =   —  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

M7  =  —  im  Sinne  der  i»-Axo.    Letztere  crgiebt  sich  nach  Gl.  (9): 


-V'4 


ah  —ah 


Ist  insbesondere    -  sehr  gross,  also  auch  <iA  =  jr  ~,  so  kann  e 

ah  . 

gegen  e     vernachlässigt  und  somit 


V'h-V^ » 


T  =    1/  y ;     w=l/-— (17) 

gesetzt  werden.  Ist  aber  umgekehrt  y  sehr  klein,  so  dass 

ah  — ah 

e    ==:  1  -{-  ah]  e       =  1  —  ah 
gesetzt  werden  kann,  so  wird 

T  =  -J-,  w  =  yffh (18). 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  im  Allgemeinen  von  der 
Wassertiofe  und  der  Wellenlänge  abhängig,  ist  näherungsweise 
der  Quadratwurzel  einer  dieser  beiden  Grössen  proportional, 
wenn  dieselbe  im  Vergleich  mit  der  anderen  sehr  klein  ist 
(ünmer  unbeschadet  des  Umstandes,  dass  die  Wellenhöhe  der  Voraussetzung 
zufolge  sehr  klein  im  Vergleich  mit  beiden  ist). 


840 
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Die  Gleichmig  der  oberen  Wellenlinie  ergiebt  sich  aas  GLiT 
durch  Substitution  des  y  =  0  entsprechenden  Werthes  von  ~- ,  also  nit 
der  Bedeutung  von  g  nach  Gl.  (14): 


y  +  Qstn 


'(l-I)^=^• 


Das   ist  die  Gleichung  einer  Sinus -Linie,  die  mit  der  Geschwindigkeit 

10  =  —  im  Sinne  der  x-Axe  fortgleitet;  q  ist  auch  hier  die  halbe  Wellen- 

höhe  =  der  Höhe  eines  Wellenbergs  oder  der  Tiefe  eines  Wellenthtls. 

Zur  Bestimmung  der  Bahn,  welche  irgend  ein  materieller  Pnnkt  bei 

dieser  Wellenbewegung  beschreibt,  seien  x^  y  seine  Coordinaten  zur  Zeit 

^  =  0,   und  a;  -j-  g,  y  -[-  ^  die  Coordinaten  zur  Zeit  t.  Dann  sind  seine 

Geschwindigkeitscomponcnten  mit  Rücksicht  auf  GL (15)  and  mit  «  =  y: 


dt 

h(p 
■"  hx 

drj 
dt 

BX   r-«(*-»)  ,        -a(»-jr)1      .     \ft         X\       1 

=  -r[*      +"       J"n(r-ij^J 

BüC    \  aih-n)  _a(A-y)]  V/t  x\       "I 


U9). 


Daraas  folgt  durch  Integration  mit  —  =  u>  und  mit  RQcksicht  daraa£, 
dass  t  =  Q,  g  =  0,  T)  =  0  zusammengehörige  Werthe  sind: 

B  r  a(*-») 


-aih  —  . 


B 


und  ergiebt  sich  daraus  durch  Elimination  von  t  mit 

als  Gleichung  der  Bahn  des  materiellen  Punktes  bezüglich  auf  zwei  Co- 
ordinatenaxen  der  g,  t]  parallel  ^en  Axen  der  x^  y,  deren  Anfangspunkt 
aber  der  Ort  des  betreffenden  Punktes  zur  Zeit  <  =  0  ist  Die  Bahn 
ist  eine  Ellipse  mit  der  horizontalen  Halbaxe  a  und  der  rerti- 
calon  Halbaxe  ß\  letztere  sind  verschieden  für  verschiedene  Tiefen  y 
unter  der  Oberfläche.    Indem  nach  Gl.  (14)  die  halbe  Wellenhdhe 


Bül    X    I  ah 


ah 


ah 


)B€W        f     UM 


--ah 


) 


J 
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ist, 

so  folgt 

.       a{h 

a         ff    1    e 

-o(»-») 

e 

-äh 

e 

und  somit  nach  61.(16)  auch 

a 

a{h  —  y)           -aih  —  y) 
0              -f~   ^ 

a(h-y) 

e           — 

e 

■a{h- 

-9) 

ah          -  ah            ' 
6     — $ 

ah 

e    — 

■e 

-ah 

.  .  .  (20). 


An  der  Oberfläche  (y  =  0)  ist  ß  =  p,  am  Boden  {y  =  k)  ist  ^  =  0; 
überall  ist  a  wenigstens  =  jS. 

Ist  insbesondere  —  sehr  gross,  also  auch  aÄ  =  jr  y  sehr  gross,  öo 


kann  gesetzt  werden: 


a  =  ß  =  Q6       ^ (21); 


die  Bahnen  sind  Kreise,  deren  Radien  nach  der  Tiefe  hin  von  q  bis  Null 
abnehmen. 

Ist  —  sehr  klein,  so  wird: 

«  =  ^  I  e;     ß=  ^-  Q (22); 

die  horizontalen  Halbaxon  der  elliptischen  Bahnen  sind  überall  gleich  und 
viel  ]>  (>,  die  verticalon  Halbaxen  nehmen  nach  oben  hin  proportional  der 
Höhe  über  dem  Boden  bis  q  zu. 


§.  145.  Wellen  Ton  grosserer  HVhe. 

Die  Untersuchung  der  Wellenbewegung  ist  im  vorigen  §.  unter  so 
einschränkenden  Voraussetzungen  angestellt  worden,  dass  es  zweifelhaft  ist, 
ob  überhaupt  oder  mit  welchem  Grade  der  Annäherung  die  dabei  ge- 
wonnenen Besultate  auch  als  noch  für  Wellen  von  grösserer  Höhe  gültig 
betrachtet  werden  dürfen.  Besonders  kann  die  Voraussetzung  einer  im 
Vergleich  nicht  nur  mit  der  Wellenlänge,  sondern  auch  mit  der  Wasser- 
tiefe sehr  kleinen  Wellenhöhe  allzusehr  den  thatsächlichen  Umständen 
widersprechen,  und  in  allen  Fällen  erscheint  durch  jene  Voraussetzung 
die  Continuitätsbedingung  von  so  untergeordneter  Bedeutung,  dass  die  Ver- 
hältnisse dabei  sich  möglicher  Weise  ganz  anders  gestalten,  als  bei  Wellen 
von  grösserer  Höbe. 
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Eine  diese  Mängel  vermeidonde  und  den  technischen  Anforderangen 
entsprechende,  wenn  auch  nicht  in  jeder  Hinsicht  befriedigende  Theorie  der 
Wellenbewegung,  und  zwar  bei  Voraussetzung  fortschreitender  cylindriacher 
Wellen,  hat  Hagen*  aufgestellt  (zum  Theil  in  nahem  Anschluss  an  eine  yon 
Gerstnerl802  veröffentlichte  Abhandlung) ;  sie  liegt  den  Entwicklungen  der 
folgenden  zwei  Paragraphen  im  Wesentlichen  zu  Grunde.  Der  allgenieine  Gang 
dieser  Entwicklungen  besteht  darin,  dass  die  rein  geometrische  Bedingung  des 
continuirlichon  Zusanunenhanges  bei  unveränderlichem  specifischem  Volumen 
des  Wassers  zuerst  für  sich  in  Betracht  gezogen  wird,  indem  dadurch  schon 
gewisse  Einzelheiten  der  Erscheinung  sich  ergeben,  deren  Kenntniss  die 
nachfolgende  Untersuchung  vereinfacht;  diese  hat  sich  nämlich  dann  nur 
noch  auf  die  Prüfung  zu  erstrecken,  ob  und  unter  welchen  Bedingungen 
die  allgemeinen  dynamischen  Gesetze  eine  solche  Bewegung  gestatten,  auf 
welche  die  geometrische  Betrachtung  in  Verbindung  mit  gewissen  a  priori 
gemachten  Annahmen  führte.  Durch  dieses  indirecte  Verfahren  und  durch 
diese  Zerlegung  der  hydrodynamischen  in  die  allgemeinen  dynanüschea 
Gesetze  und  in  die  geometrische  Continuitätsbcdingung  vermied  Hagen 
die  Schwierigkeiten,  die  sich  einer  directen  und  mehr  systematischen  Be- 
handlung nach  Analogie  der  Entwickelung  des  vorigen  §.,  jedoch  ohne  die 
einschränkenden  Voraussetzungen  derselben,  entgegenstellen. 

Als  Anschauungsmittel  vergleicht  Hagen  die  Wellenbewegung  des 
Wassers  mit  der  Erscheinung  eines  vom  Winde  bewegten  Getrcid^ldea, 
welches  infolge  dos  Hin-  und  Herschwankens  der  Halme  den  Anblick  von 
Wellen  gewährt,  deren  senkrecht  gegen  die  Windrichtung  sich  erstreckende 
Kämme  in  der  Richtung  des  Windes  fortschreiten.  Analoger  Weise  wird 
die  in  Wellenbewegung  befindliche  Wassermasse  als  ein  System  von  Wasser- 
fäden betrachtet,  welche  die  im  ruhigen  Wasser  vertical  über  einander 
liegenden  Wassertheilchcn  beständig  enthalten;  diese  Fäden,  in  continnir- 
licher  Berührung  unter  sich,  neigen  und  krümmen  sich  im  Allgemeinen  ab- 
wechselungsweise nach  der  einen  und  anderen  Seite,  indem  sie  zugleich 
länger  oder  kürzer  nnd  entsprechend  dünner  oder  dicker  werden.  Triil 
der  obere  Endpunkt  eines  solchen  Fadens  auf  den  Scheitel  eines  daitiber 
hingehenden  Wellenberges,  so  hat  er  bei  verticaler  Stellang  seine  grösrte 
Länge  und  kleinste  Dicke.  Im  Verlaufe  des  Fortschreitens  der  WdUe 
neigt  und  krümmt  er  sich  dann  mehr  und  mehr  im  Sinne  dieser  fortsckzei- 


*  „Ueber  Wellen  auf  Gewässern  Yon  gleichmässiger  Tiefe.*'  Abhandlungei 
der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  vom  Jahre  1861;  etwsa 
weniger  vollständig  in  Hagen*8  Handbuch  der  Wasserbaukunst,  UI.  Thefl: 
beeufer-  und  Hafenbau,  1.  Band,  §.  1  bis  §.  4. 
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tenden  Bewegung,  wird  dabei  kürzer  und  dicker  und  erreicht  seine  grösste 
Neigung  unge&hr  dann,  wenn  sein  oberer  Endpunkt  durch  die  horizontale 
Oberfläche  des  ruhigen  Wassers  oder  durch  die  Grenze  zwischen  Wellen- 
berg und  Wellenthal  hindurch  geht.  Von  diesem  Augenblicke  an  nimmt 
die  Neigung  wieder  ab,  während  Länge  und  Dicke  fortfieihren  kleiner  resp. 
grösser  zu  werden  bis,  wenn  der  Faden  auf  den  Scheitel  des  Wellonthales 
trifft,  er  wieder  gerade  gestreckt  ist  und  dabei  seine  kleinste  Länge  und 
grösste  Dicke  erreicht  hat;  weiterhin  neigt  er  sich  nach  der  anderen  Seite, 
indem  er  wieder  länger  und  dünner  wird  u.  s.  f.  Ob  dabei  der  Fuss  des 
Wasserfkdcns  selbst  mit  hin  und  her  geht,  oder  ob  er  feststeht,  wie  bei  dem 
Getreidehaimo,  ist,  wie  sich  zeigen  wird,  von  der  Wassertiefo  abhängig. 

Um  die  Continuitätebedingung  auszudrücken,  denkt  sich  Hagen  die 
Wassermasso  im  Ruhezustande  durch  horizontale  £beaen  in  Schichten  von 
unendlich  kleiner  Dicke  abgetbeilt,  und  betrachtet  die  Veränderungen 
dieser  stets  dieselben  materiellen  Punkte  enthaltenden  Schichten  bei  der 
regelmässig  ausgebildeten  Wellenbewegung;  sie  bestehen  in  einer  wellen- 
formig-cylindrischen  Krümmung  ihrer  Grenzflächen  un4  in  einer  periodischen 
Aenderung  der  ursprüngAch  gleichförmigen  Dicke  jeder  solchen  Schicht, 
wobei  dieselbe  wegen  des  continuirlichen  Zusammenhanges  der  verschie- 
denen Schichten  natürlich  unter  den  Scheiteln  der  Wellenberge  am  grössten, 
der  Wellenthäler  am  kleinsten  sein  muss.  Stellt  man  sich  zwei  materielle 
Punkte  u4,  Ä  vor,  die  beziehungsweise  in  der  oberen  und  unteren  Fläche 
einer  solchen  Schicht  ursprünglich  vertical  übereinander  lagen,  und  denkt 
sich  eine  durch  ÄÄ  im  Sinne  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  w  ge- 
legte Verticalebene  V  in  diesem  Sinne  mit  der  Geschwindigkeit  w  fortbe- 
wegt, während  die  materiellen  Punkte  A^  Ä  ihre  Bahnen  durchlaufen,  so 
sind  die  Spuren  Z,  II  dieser  Punkte  auf  der  Ebene  Fzwei  Wellenlinien, 
die  den  wellenförmigen  Flächenstrcifen  begrenzen,  in  welchem  die  be- 
trachtete Schicht  von  der  Verticalebene  V  geschnitten  wird.  Indem  nun 
der  continuirliche  Zusammenhang  in  der  Schicht  selbst  (in  Verbindung  mit 
der  Unveränderlichkeit  des  fpeciflschen  Wasservolumens)  offenbar  verlangt, 
dass  die  geraden  Verbindungslinien  A  Ä  je  zweier  materieller  Punkte  wie 
A^  Ä  gleichzeitig  gleiche  Elemente  des  wellenförmigen  Flächenstreifens 
durchlaufen,  so  folgt,  dass  die  Schichtdicke  in  irgend  einem  Punkte  um- 
gekehrt proportional  sein  muss  der  relativen  Geschwindigkeit  des  mit 
diesem  Punkte  zusammenfallenden  materiellen  Punktes  gegen  die  mit  der 
Geschwindigkeit  vo  im  Sinne  von  w  bewegte  Ebene  F,  oder,  was  dasselbe 
sagt,  dass  die  vertical  gemesseneSchichtdicke  überall  umgekehrt 
proportional  sein  muss  der  relativen  Horizontalgeschwindig- 
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§.  146. 


keit  des  betreffenden  materiellen  Punktes  gegen  die  bewegte 
Ebene  Fl  In  der  Mitte  eines  Wellenberges,  wo  die  Schichtdickcn  am 
grössten  sind,  müssen  die  fraglichen  relativen  Geschwindigkeiten  am  klein- 
sten, in  der  Mitte  eines  Wellenthals  am  grössten  sein;  die  Bewegnngsrich- 
tnngen  der  materiellen  Punkte  stimmen  dort  mit  der  Fortpflanzungsrichtung 
überein,  während  sie  hier  entgegengesetzt  sind.  — 

Wo  in  den  folgenden  Paragraphen  kurzweg  von  Wasserfiidcn  und 
Wasserschichten  die  Rede  ist,  sind  diese  Bezeichnungen  in  dem  durch  die 
vorhergehenden  Bemerkungen  bestimmten  Sinne  zu  verstehen. 


§.  146.  Wellen  bei  unendlich  grosser  Wassertiefe. 


Fig.  66. 


c 


Es  werde  angenommen,  dass  die  Verbindungslinien  der  gleichzeitigen 
Oerter  aller  ursprünglich  in  einer  lothrechten  Geraden  gelegenen  mate- 
riellen Punkte  mit  gewissen  festen  Punkten  M  dieser  Geraden  beständig 
einander  parallel  bleiben. 

Um  zu  prüfen,  ob  und  unter  welchen  Umständen  diese  Annahme  mit 
der  Continuitätsbedingung  verträglich  ist,  seien  B  Ä  und  ff  Ä  (Fig.  56) 

die  in  der  Zeit  t  gleichzeitig  durch- 
laufenen Wege  von  zwei  materiellen 
Punkten,  die  ursprünglich  in  der 
Lothrechten  Bff  unendlich  nahe 
beisammen  lagen,  K  und  V!  zwei 
Punkte  der  letzteren  von  solchen 
Lagen,  dass  der  Annahme  zufolge 
die  Winkel  BMA  und  ^  JT  ^ 
stets  einander  gleich,  augenblicklich  =  9  sind.  Sind  ferner  y  und  y  -[-  </y 
die  Tiefen  der  Punkte  M  und  Jf  unter  einer  gewissen  Horizontalcbene, 
so  ist  der  Radiusvector  I£Ä  =  r  eine  Function  von  y  und  gp,  während  y 
unabhängig  variabel,  dagegen  90  eine  Function  von  t  ist;  der  Radius>'ector 

}f  Jl^  demselben  q>  entsprechend,  ist  also  =  r  -j-  v-  ^y»  Es  seien  ferner 

CA  und  (f  Ä  entsprechende  Bögen  der  im  vorigen  §.  mit  L  und  Z'  be- 
zeichneten Wellenlinien,  nämlich  die  Spuren,  welche  die  betrachteten  zwei 
materiellen  Punkte  auf  der  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  w  der 
Wellen  in  deren  Sinne  bewegten  Ycrticalebene  V  in  der  Zeit  i  hinter- 
lassen, 80  dass  i7C  ;;:;?  ff(f  =^  MO  =^  tot  ist.    In  Beziehung  auf  OM  ab 


z 

* 

/■*" 

\ 

\t 

D 

M 
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\ 
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dP-Ate  und  OC  als  s-Axe  sind  dann  die  Coordinaten  des  Punktes  Ä  der 

WeUenlinie  CÄi 

X  =  wt  —  Tnnq>\    z  =  TCo%fp (1). 

In  diesem  Punkte  ist  die  vertical  gemessene  Dicke  des  zwischen  den 
Wellenlinien  CA  und  (f  Jl   enthaltenen  Flächenstreifens  naoh  der  Figur: 

AB  =  AI  -\-  ID  =^  dy  -\-  72). 

Ist  aber  ^  der  Winkel,  unter  welchem  die  Tangente  der  Wellenlinie  CA 
im  Punkte  A  gegen  die  2-Axe  geneigt  ist,  verstanden  als  der  Winkel,  um 
welchen  OZ  im  Sinne  ZOX  gedreht  werden  muss,  um  jener  Tangente  pa- 
rallel zu  werden,  so  ist  mit  Rücksicht  auf  das  unendlich  kleine  Dreieck 
I1)A\  dessen  Winkel  bei  /  und  D  resp.  =  q>  und  ip  sind, 

ID  =  lA  — — — ^  =  — z—  dy  (stno)  cotgw  +  eoscp) 

hr        /           dz                \ 
AD  :=  dy  —  jT-  ^y  i^*^^  -;, \-  eosq)) (2). 

Die  relative  Hojrizontalgeschwindigkcit  des  materiellen  Punktes  in  A 

dx 
gegen  die  bewogte  Ebene  V  ist  =  -- ,  und  wenn  das  Product  aus  der- 
•  dt 

« 

selben  und  der  Dimension  AD^  welches  der  Continuitätsbedingung  gemäss 
in  allen  Punkten  der  Wellenlinie  CA  gleich  gross,  also  unabhängig  von  ^ 
sein  muss,  mit  P  bezeichnet  wird,  so  ist  also 

P        ( ^  br\  dx         ,       br  dz 

dy         \  ^  hyj  dt  ^  hy  dt  - 

und  findet  man  durch  Substitution  der  den  Gleichungen  (1)  entsprechenden 

Ausdrücke: 

dx  dg)  hr  dq> 


(3) 


—  w  —  rcosw  — ««wcp  ^ 

dt  ^  dt  ^  bg>  dt 

dz  ,        dw   .  hr  dw 

dt  ^   dt    ^        ^  hg)  dt 

P  ,        hr  dw       /     hr     .        dw\ 

dy  ^      hy  dt        \     hy  ^       dt  J       ^ 

hr    d(p     . 
-hg>   dt'''''^ (^^- 

Dieser  Ausdruck  ist  unabhängig  von  g),  wenn 

hr  dg) w  hr  w  dr 

hg>  '      dt  r  hy  r  dy 

gesetzt  wird.     Daraus  folgt,  dass  die  materiellen  Punkte  sich  in 
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kreisförmigen  Bahnen  mit  Constanten  Winkelgeschwindigkeitei 
bewegen  können,  and  indem  dann  letztere  gemäss  der  zn  Grunde  liegen- 
den Annahme  auch  für  alle  Punkte  gleich  sind,  nämlich    --  =  — ,  unter 

dt         X 

2t  die  gemeinsdiaftliche  Schwingungsdauer  verstanden,  so  folgt 

dr  ^    ,  -^  T 

_-  =  —         rfy  =  — -(fy 

T  WX  A. 

mit  X  =  WX  =  der  halben  Wellenlänge,  also,  wenn  r  =  p  fttr  y  =  0  ist: 

r  =  Qe       ^ (6; 

in  Uebereinstimmung  mit  Gl.  (21)  in  §.  144,  wenn  nur  die  horizontale 
Ebene,  in  welcher  die  Mittelpunkte  der  von  den  oberflächlichen  materiellen 
Punkten  durchlaufenen  Kreisbahnen  liegen,  statt  der  ursprünglichen  hori- 
zontalen Wasseroberfläche  (mit  der  sie  nur  bei  verschwindend  kleiner 
Wellenhöhe  zusammenfällt)  hier  als  die  Ebene  angenommen  wird,  von  der 
aus  die  Tiefe  y  gerechnet  wird;  q  ist  dann  auch  hier  die  halbe  Wcllen- 
höhe.  Die  Radien  der  kreisförmigen  Bahnen  nehmen  nach  61.(6)  mit  der 
Tiefe  ab,  sind  aber  erst  in  unendlicher  Tiefe  =  Null,  wie  es  am  Boden 
der  Fall  sein  müsste. 

Durch  die  Gleichungen  (1),  worin  auch 

wt  =  —  t  =  —  w 

X  Jt 

gesetzt  werden  kann,  ist  irgend  eine  Wellenlinie  als  eine  gestreckte 
Cycloide  charakterisirt,  d.  h.  als  die  Curve,  welche  irgend  ein  Punkt 

des  Kreises  zum  Radius  r  beschreibt,  wenn  dieser  Kreis  mit  einem  anderen 

X 
zum  Radius  —  concentrisch  verbunden  und  letzterer  auf  einer  Geraden 

""  X 

abgewälzt  wird.  Wäre  p  =  — ,  so  wäre  die  obere  Wellenlinie  eine  ge- 

wohnliche  Cycloide,  entsprechend  scharfkantigen  Scheiteln  der  Wellenberge: 
die  Mittelpunkte    der   von  den  obersten  Wassertheilchen  durchlaafenen 

Bahnen  lägen  dann  um  ^  über  der  ursprünglichen  horizontalen  Wasser- 

Oberfläche.    In  der  That  ist  aber  bei  Wellen  auf  dem  Meere  selbst  nach 

dem   heftigsten  Sturme  ^    immer  viel   <<  — ,  nach  Beobachtungen  von 

Stanley  höchstens  =  Via?  ^^^  Scoresby  nur  =  Vjo- 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  untersuchen,  ob  und  unter  welchen  Bedin- 
gungen diese  Bewegungen,  zu  denen  die  geometrische  Betrachtung  gef&hrt 
hat,  den  dynamischen  Gesetzen  entsprechen.    Ihnen  zufolge  muss  aber  für 
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jedes  unendlich  kleine  Wassertheilchen,  wenn  es  in  einer  Kreisbahn  mit 
constanter  Geschwindigkeit  sich  bewegen  soll,  die  resnltirende  beschleuni- 
gende Kraft  auf  die  blosse  Centripetalkraft  sich  reduciren,  oder  sie  muss 
mit  der  Centrifugalkraft  im  Gleichgewicht  sein,  die  fQr  ein  Wassertheil- 
chen bei  Ä  (Fig.  56)  die  Richtung  MÄ  und  die  Grösse  rm^  hat,  wenn  zur 
Abkürzung  die  Winkelgeschwindigkeit 

dw  3t  JttO 

■W-r=T  =  "' (^) 

gesetzt  wird.  Die  beschleunigende  Kraft  ist  aber  die  Resultante  der  loth- 
rechten  Schwerkraft  =  ff  und  des  auf  die  Masseneinheit  des  Wassertheil- 
chens  bezogenen  Drucks  =  iV,  den  es  an  seiner  Oberfläche  von  der  an- 
grenzenden Wassermasse  (an  der  dreien  Oberfläche  zum  Theil  von  der 
Liuft)  erfährt,  und  welcher  normal  zu  der  betreffenden  Wellenfläche  ge- 
richtet ist  (bei  A^  Fig.  56,  im  Sinne  AN  normal  zur  Wellenlinie  CA\ 
wenn,  wie  vorläufig  angenommen  werde,  die  Pressung  nur  von  einer  zur 
anderen  Wellenfläche  variabel,  in  allen  Punkten  derselben  Wellenfläche 
aber  gleich  ist.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  JV,  ff  und  der  Centrifugal- 
kraft reo*  im  Punkte  A  (Fig.  56)  wird  dann  ausgedrückt  durch  die  Glei- 
chungen: 

N  sin  ftp  —  —  j  =  —  N  eosip  =  reo*  sin^ 

N  cos  (tf)  —  —  j  =  N  stnrp  =  ff  —  reo*  cosg) 

Daraus  folgt.' 

g  —  rco^eosw 

rco^  stn(p 

Nach  Gl.  (3)  ist  aber  auch  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (5)  und  (7): 

dx        w — rcoeosw 

—  ifftp  =  — -   = : ^ 9) 

a%  reo  Hng) 

und  ergiebt  sich  aus  der  Yergleichung  beider  Ausdrücke: 

ff  =  foeo  =  y  to*\     m;  =  1/  —    (10) 

in  Uebereinstimmnug  mit  Gl.  (17)  in  §.  144. 

Schliesslich  ist  nur  noch  die  Annahme  gleichförmiger  Pressung  irgend 
einer  Wcllenfläche  zu  prüfen.  Wird  zu  dem  Ende  mit  ds  ein  Längen- 
element der  Wellenlinie  CA  (Fig.  56),  mit  dn  ihre  bei  A  normal  gemes- 
sene Entfernung  von  der  unendlich  nahe  benachbarten  Wellenlinie  CfA' 
bezeichnet,  und  das  bisher  betrachtete  Wassertheilchen  als  ein  gerades 


(8). 
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prismatisches  Wasserelement  vorausgesetzt,  dessen  Querschnitt  in  der  Ybtm 
der  Figur  =  dsdn  und  dessen  dazu  senkrechte  Länge  :=  1,  dessen 

also  =  (idsdn  ist,  so  ist 

N.udsdn 

— —^ =  uNdn 

ds 

der  Unterschied  der  specifischen  Pressungen  in  entsprechenden  Ponktei 
der  WeUenflächen  CA  und  CfA'-^  und  da  in  einer  Wellenfläche,  nämli« 
in  der  von  der  Atmosphäre  gleichf5rmig  gedrückten  Wellenoberfläche 
in  Bede  stehende  Annahme  zutrifft,  so  bedarf  ihre  allgemeine  Bestatigini| 
nur  des  Nachweises,  dass  Ndn  oder  mit  EUcksicht  auf  Fig.  56,  worin 
die  vertical  gemessene  Entfernung  der  Wellenlinien   CA  und    C^A'  he-] 
zeichnet,  dass 

N,  AD  eos  ( tp  —  ö)  =^  Nsintp .  AD 

auf  Grund  der  bisherigen  Resultate  eine  von  dem  besonderen  Punkte  J 
der  Wellenlinie  CA^  d.  h.  vom  Winkel  g)  unabhängige  Grösse  ist  In  der 
That  ist  aber  nach  Gl.  (2)  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (5),  (7)  und  (9): 

AD  rcj  (  .         — ra)stn<p 


,     reo  /  .         —  rcostno)      .  \ 

1  H [smw {■■  cos  q>] 

w    \  w  —  rcocosw  J 


dy  w    \  w  —  r(acos(p 

lü  —  reo  cosw  +  —  (w  cosq  —  reu)  . 
w                              w  —  (reo)* 

tv  —  rcoeosg  w{w  —  r€Ociniq\ 

und  somit  nach  Gl.  (8)  und  (10): 

CO         o 

Nsinip .  AD  =        [f^*  —  (*"»))  ^y 

w 

unabhängig  von  g). 

Das  wichtigste  der  gewonnenen  Resultate  ist  die  Beziehnng  (10> 
zwischen  der  Wellenlänge  (2X)  und  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  v. 
Sie  lehrt  zwar  insofern  nichts  Neues,  als  sie  mit  Gl.  (17)  in  §.  144  äber- 
einstimmt;  -doch  ist  es  wichtig,  ihre  Gültigkeit  als  unabliängig  von  dem 

Verhältnisse  y  der  Wellenhöhe  zur  Wellenlänge  erkannt  zu  haben.  Nach- 
träglich ergiebt  sich  auch  die  Voraussetzung  unter  3)  in  §.144  als  noth- 
wendige  Folge  des  ersten  Theils  der  Voraussetzung  unter  2)  daselbst,  dass 
Q  sehr  klein  im  Vergleich  mit  X  sei;  denn  das  Verhältuiss  der  Gescbvin- 
digkeitshöhe  eines  materiellen  Punktes  zur  Wellcnhöhe  ist  an  der  Wellen- 
Oberfläche,  wo  es  am  grössten  ist,  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (7)  und  (10^: 


""  ig  \  X)  " 


2y.2()         4.g\XJ        Ag    X   3t        4  X 


j 
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Beobachtangen  auf  dem  Meere,  die  zur  Prttftmg  von  Gl.  (10)  dienen 
können,  sind  von  W.  Walker  in  der  Bai  von  Plymouth,  von  Stanley  und 
von  Scoresby  im  atlantischen  Ocean  angestellt  worden;  sie  lassen  im  Durch- 
schnitt eine  so  gute  Uebereinstimmung  mit  der  Gleichung  erkennen,  wie 
die  Unsicherheit  der  Messungen  auf  einem  in  der  Fahrt  begriffenen  Schiffe 
erwarten  lässt  £ine  besonders  gute  Uebereinstimmung  zeigte  auch  eine 
von  Hagen  angeführte  Messung  des  Lootsen-Commandeurs  Knoop  auf  dem 
Haffe  In  der  Nähe  vbn  Swinemünde;  sie  ergab  X  =  3,92  Mtr.,  w  == 
3,485  Mtr.,  entsprechend  ff  =  9,73  Mtr.  nach  Gl.  (10).  Indem  aber  hier 
die  Wassertiefe  nur  etwa  4,4  Mtr.  betrug,  ergiebt  sich  zugleich,  dass  die 
gefundenen  Gesetze,  soweit  sie  die  Bewegung  der  oberen  Wasserschichten 
betreffen,  auch  bei  solchen  Wassertiefen  von  mittlerer  Grösse  hinlänglich 
zutreffend  sind,  dass  wenigstens  auf  die  Beziehung  zwischen  w  und  2,  die 
jedenfaUs  abweichende  Bewegung  in  der  Nähe  des  Grundes  keinen  merk- 
lichen Einfluss  hat. 


§.  147.  Wellen  bei  kleiner  und  gleiehfSrmlger  Wassertiefe. 

Um  die  Bewegung  der  Wassertheilchen  in  diesem  Falle  zunächst 
durch  Beobachtung  im  Allgemeinen  kennen  zu  lernen,  benutzte  Hagen 
nach  Analogie  der  Web  er' sehen  Wellenrinne  einen  parallelepipedischen 
Kasten  mit  horizontalem  Boden  und  verticalen  Seitenwänden,  12  Fuss  lang, 
4  Zoll  breit  und  hoch;  in  den  Mitten  der  längeren  Seitenwände  befanden 
sich  durch  Glasscheiben  geschlossene  Oeffnungen  zur  Beobachtung  der 
Vorgänge  im  Inneren  des  in  diesem  Kasten  befindlichen  Wassers.  Indem 
es  Hagen  darauf  ankam,  bei  jedem  Versuche  nicht  eine  einzelne,  sondern 
eine  lange  Reihe  möglichst  gleichmässiger  WeUen  zu  erzeugen,  an  denen 
dieselben  Erscheinungen  wiederholt  beobachtet  und  die  erforderlichen 
Messungen  vorgenommen  werden  könnten,  war  die  Erregungsvorrichtung 
wesentlich  von  derjenigen  verschieden,  die  Weber  bei  seinen  bekannten 
Versuchen  angewendet  hatte;  sie  bestand  aus  einer  den  Querschnitt  der 
Binne  beinahe  ausfüllenden  rechteckigen  Scheibe,  welche  an  dem  einen 
£nde  der  Rinne  durch  eine  Kurbel  und  Schubstangen  so  bewegt  wurde, 
dass  sie  Schwingungen  um  ihre  untere  Kante  ausfahrte,  während  diese  zu- 
gleich über  dem  Boden  der  Rinne  hin  und  her  oscillirte.  Die  Weiten  der 
Schwingungen  um  die  untere  Kante  sowie  der  geradlinigen  Schwingungen 
dieser  Kante  selbst  konnten  zwischen  weiten  Grenzen  geändert  werden, 
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desgleichen  die  Zahl  der  Schwingungen  in  einer  gewissen  Zeit.   Zar 
baren  Beobachtung  der  Bewegungen  der  Wassertheilchen  erwies  sidb 
brauchbarsten  ein  Glimmerblättchen  von  1  Zoll  Breite  und  Höhe,  d 
gemacht  um  einen  feinen  Draht,  der  durch  das  in  der  Mitte  ges 
Blättchen  hindurchgezogen  und  in  den  Oesen  eines  aus  eben  solchem 
gebildeten,  an  zwei  Fäden  aufgehängten  Rahmens  horizontal  nnd  le 
drehbar  gelagert  war;  das  Blättchen  war  unten  etwas  beschwert«  so 
es  im  ruhigen  Wasser  sich  eben  Tertical  stellte,  wog  aber  so  sanunt 
und  Rahmen  nur  0,34   Gramm   und  gab  sehr  geringe  Bewegnngen 
Wasser  sicher  an. 

Das  wichtigste  Resultat  dieser  Versuche  bestand  in  der  Wahmehmsis 
dass  das  Glimmorblättchen  sich  nur  hin  und  her  bewegte,  ohne  sich  ^ 
wechselnd  vorwärts  und  rückwärts  flberzuneigen,  und  zwar  geschah  diesa 
nicht  nur  dann,  wenn  die  die  Wellen  erregende  Scheibe  in  lothrecii 
Stellung  hin  und  her  bewegt  wurde,  sondern  auch  im  anderen  Grei 
wenn  der  untere  Rand  an  derselben  Stelle  blieb  und  die  Scheibe  folgli^ 
nur  nach  vom  und  hinten  sich  fibemeigte.  Die  im  letzteren  Falle  d€a 
Wasser  mitgctheilte  Bewegung  konnte  also  bei  so  geringer  Wassertiefe 
sich  nicht  weit  fortsetzen  und  war  im  Abstände  von  4  Fuss  schon  voll- 
ständig in  die  einfach  parallele  Verschiebung  der  verticalen  Wasserfrei 
übergegangen.  Es  zeigte  sich  auch,  dass  die  leichten  und  feinen  StaoV 
massen,  die  am  Boden  der  Rinne  sich  nach  und  nach  ansammelten,  vA 
jeder  Welle  ebenso  weit  hin  und  her  geschoben  wurden  wie  das  Glimme^ 
blättchen  selbst 

Die  Wellenbewegung  kann  man  sich  somit  im  vorliegenden   Falk 
darin  bestehend  denken,  dass  die  verticalen  Wassernden,  indem  sie  bestii- 
dig  gerade,  vertical  und  gleichförmig  dick  bleiben,  in  horizontaler  Richtuaf 
sich  hin  und  her  bewegen,  in  einem  Wellenberge  sich  zusammenachiebei 
und  dabei  entsprechend  dflnner  und  länger  werden,  in  einem  Wellenthak 
dagegen  sich  auseinander  bewegen   und  dabei  entsprediend  dicker  und 
kürzer  werden.    Alle  materiellen  Punkte,  die  ursprünglich  in  einer  verti- 
calen Geraden  lagen,  bewegen  sich  in  geschlossenen  Bahnen  so,  dass  ihre 
gleichzeitigen  Oerter  in  denselben  stets  in  einer  verticalen  Geraden  liegen, 
die  horizontalen  Durchmesser  dieser  Bahnen  sind  gl^ch,  die  verticalea 
nehmen  mit  der  Entfernung  vom  Boden  zu  und  sind  an  diesem  selbst  = 
Null.    Wären  diese  Bahnen  Ellipsen,  wie  bei  der  Untersuchung  in  i  144 
sich  ergeben  hatte,  wäre  a  die  fllr  alle  gleiche  horizontale,  ^  die  für  die 
einzelnen  Bahnen  verschiedene  verticale  Halbaxe,  und  wäre  für  eine  solche 
Bahn  (Fig.  56)  J!f  der  Mittelpunkt,  B  der  obere  Scheitelpunkt,  BA  der  tob 
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ihm  ans  gerechnet  in  der  Zeit  t  durchlaufene  Bogen,  so  wären  in  Beziehung 
auf  rechtwinkelige  Coordinatonaxen  der  g  und  rj  mit  dem  Anfangspunkte 
M  (die  g-Axe  horizontal  und  positiv  im  Sinne  von  w,  die  7^-Axe  positiv 
im  Sinne  MB)  die  Coordinaten  des  Punktes  A: 

g  =  ««»(jp;     ?!  =  ßcosq) (1), 

unter  q>  den  Drehungswinkel  BMÄ^  der  Geraden  MA^  in  der  Zeit  t  ver- 
standen, wenn  A^  der  Punkt  ist,  in  welchem  die  Lothrechte  durch  A  einen 
um  M  mit  dem  Radius  «  beschriebenen  Kreis'  auf  derselben  Seite  der  §- 
Axe  schneidet,  auf  welcher  der  Punkt  A  liegt.  Dabei  wäre  a  coustant,  ß 
eine  Function  von  y,  wenn  mit  y  hier  die  Höhe  des  Punktes  M  über  dem 
horizontalen  Boden  bezeichnet  wird.  Um  aber  die  Möglichkeit  einer  Cor- 
rectur  jener  in  §.  144  unter  allzu  beschränkten  Voraussetzungen  gefundenen 
Resultate  offen  zu  lassen,  soll  übrigens  unter  Beibehaltung  der  erklärten 
Buchstabenbedeutungen  und  der  Gleichungen  (1)  nur  ß  als  Function  zu- 
gleich von  y  und  von  q)  angenommen  und  nun  geprüft  werden,  ob  und  wie 
dann  diese  Gleichungen  mit  der  Continuitätsbedingung  und  mit  den  dyna- 
mischen Gesetzen  in  Einklang  gebracht  werden  können. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  Figur  56  im  vorigen  §.,  in  der  jedoch  die 
a?- Axe  um  die  Strecke  y  abwärts  verschoben  gedacht  werde,  so  dass  sie  in 
den  Boden  fällt,  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  A  der  Wellenlinie  CA 
gemäss  den  Gleichungen  (1): 

z  =:i  wt  —  a9in(p\     z  =  y  +  ßco9g)    (2). 

Daraus  ergiebt  sich  die  relative  Horizontalgeschwindigkeit  =  -  -  des  in 

dt 

^  befindlichen  materiellen  Punktes  gegen  die  im  Sinne  von  to  mit  der  Ge- 
schwindigkeit w  bewegte  Verticalebene  Fl  Indem  aber  die  gleichen  Win- 
keln g>  entsprechenden  Punkte  A  und  A'  von  zwei  unendlich  nahe  benach- 
barten Wellenlinien  CA^  CA  jetzt  in  einer  Verticalen  liegen,  ist  die  ver- 

tical  gemessene  Breite  des  von  ihnen  begrenzten  Flächenstreifens  =  ^-~  dy 

oy 

(wobei  jetzt,  einem  positiven  dy  =  MM'  entsprechend,  Jlit  oberhalb  if, 
JB^ ^(f  oberhalb  BAC  in  Fig.  56  liegend  zu  denken  ist),  und  folgt  dann 
aiis  der  in  §.  145  formulirton  Continuitätsbedingung,  dass 

dx  >sz         (  d(f\  /      ,     hß 

dt  8y.  =  r-  «'^'^  -It)  V  ^  Vy  """^^ 

einen  von  9)  unabhängigen  Werth  haben,  also  =  w  sein  muss,  entsprechend 
cojtq^  =  0.    Daraus  orgiebt  sich 

54* 
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/  \  -^ 

dif, ^/  *"       I ^       ^y 

^^  acojta   I  ^     .     ÖJ  /         «   ^     ,    ö.:/ 

^  öy  oy        ' 

und  darauB  weiter,  weil  der  Annahme  zofolge  9),  also  auch  —  -  nnahhaigig 

bS  ^ 

von  y  ist,  ^—  =  einer  Function  /(cp)  nur  von  g>,  also  mit  Rftcksicht  d^ 
öy 

raufi  dass  für  y  =  0  auch  ß  =  0  sein  muss,  ß  =  y/{g>).  Mit  der  kür- 
zeren Bezeichnung  /  für  /(g>)  ist  somit 

7]  =  y/<?o«9;    »  =  y(l  +  /»«SP) .5) 

^9  _^  f -  ^^. 

dt         a   \  -\-  fco%q> ^ 

Bemerkenswerth  ist,  dass  (unabhängig  von  der  Function  /)  die  von  d«r 
g-Axe  und  der  betreffenden  Wellenlinie  begrenzten,  abwechselangsweise 
über  und  unter  der  g-Axe  gelegenen  Flächenrftume  gleich  gross  sind.  Nick 
obigen  Gleichungen  ist  nämlich  ein  Elementarstreifen  einer  solchen  Fläche: 

7y  dx  =  yfco9(ff  (iv  dt  —  a  coscp  d(p) 

=  yfcosip  1 eos(f'  j  adg)  =  y «  eosg:  dq 

7jdx  =  yrfg [o\ 

Die  ganze  Fläche  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  SchnittpnnkteB 
der  Wellenlinie  mit  der  §-Axe  ist  also  =  2ay,  entsprechend  einer  Aen- 
derung  von  g  um  2a.  Daraus  ist  zu  schliessen,  dass  jede  Wellenflüchc  die- 
selben materiellen  Punkte  enthält,  die  ursprünglich  in  der  Horizontalebene 
der  betreffenden  Punkte  M  lagen,  und  dass  insbesondere  für  die  mate- 
riellen Punkte  an  der  Oberfläche  y  =  A  =  der  mittleren  oder  ursprüng- 
lichen Wassertiefe  ist. 

Die  noch  unbestimmt  gebliebene  Function  /  ist  jedenfalls  so  be- 
schaffen, dass 

/(g))  =  /( —  g>) (6) 

ist,  entsprechend  einer  symmetrischen  Gestalt  der  Bahn  in  Beziehung  asf 
die  Tj'Axe.  Ausserdem  sind  ihre  Constanten  bedingt  durch  die  Verhält- 
nisse der  Wellenlänge  =  2X  zur  Constanten  a  und  der  Wellenhöhe  =  2^ 
zur  Wassertiefe  ä.    Nach  Gl.  (1),  (3)  und  (5)  ist  nämlich 


dx  —  -^   ^  =:\:  ~-L  dq>—  -  dtp. 
//  yjcosif)  f 


\ 
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also  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (6); 

<p  =  Tt 


7t 


7t 


<f>  =  —71       —  ;r  0 

Die  Wellenhöhe  ist  aber  die  Differenz  der  Wcrthe  von  ^,  welche  y  =  ä, 
9>  =  0  und  y  =  Ä,  9  =  jr  entsprechen,  somit  nach  Gl.  (3): 

/(O)  +  /W 


Q  =  h 


(8). 


Zur  näheren  Bestimmung  der  Function  /{g))  müssen  die  dynamischen 
Verhältnisse  berücksichtigt  werden.  Dazu  werde  ein  Wasserelement  be- 
trachtet, welches  von  zwei  der  a»-Ebene  parallelen  Ebenen,  deren  Ent- 
fernung =  1  ist,  und  von  zwei  zur  x-Axe  senkrechten  Ebenen,  deren  ver- 
änderliche Entfernung  =  dx  ist,  begrenzt  wird.  Ist  m  seine  Masse,  dm 
die  Masse  eines  der  Elemente  zweiter  Ordnung,  in  die  es  durch  eine 
Schaar  von  Horizontalebenen  zerlegt  werden  kann,  so  ist  seine  lebendige 
Kraft: 

dt]\^' 
'dt 


^  =  2 


ip"  [(!)■+  im = I  ['  (I) +/'" 


Ist  aber  ^^  =  h/cosg>  der  Werth  von  ^  für  y  =  ä,  so  ergiebt  sich  mit 


dfj  _y  dri^ 


m 


dt 


h    dt 


und   dm  =  ~  dy 
h 


h  (S) = p  (^D'h  '  s  ('« ) 


2 


0 


x  =  ^ 


Jt)  "^3  \di  )  _ 


m 
2 


2 


a^cos^g)  -{-  —  {/cos(p  — fstnqi)^ 

3 


"dt) 


df 


mit  f  =  ~- ,  oder  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (4): 
dq) 

^pco8^(p  +  T  T  {ff'oos(p—psin(py 


(9). 


2  (1  +/«wg))2 

Die  Aenderung  dL  dieser  lebendigen  Kraft  bei  der  Bewegung  dos 
Wasserelementes  um  rfg  im  Sinne  der  g-Axe,  entsprechend  der  Aenderung 
dg>  des  Winkels  (p,  muss  der  gleichzeitigen  Arbeit  der  auf  das  Wassor- 
olcment  wirkenden  Kräfte  gleich  sein.    Wenn  dabei  von  der  inneren  und 
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äusseren  Reibung  abgesehen  oder  dieselbe  durch  den  (wie  bei  den  Hagei* 
sehen  Versuchen)  beständig  wirkenden  Antrieb  als  immer  gerade  an&t* 
wogen  vorausgesetzt,  und  wenn  ferner  berücksichtigt  wird,  dass  die  Arikil 
des  Atmosphärendrucks  auf  die  Oberfläche  des  Wasserelements  von  co> 
stantem  Volumen  =  Null  ist,  so  sind  jene  Kräfte  nur  die  Schwere  imd 
die  Pressungen  des  angrenzenden  Wassers  auf  die  vordere  nnd  hintan 
Fläche,  nämlich  auf  die  beiden  zar  S'^^  senkrechten  SeitenflAchea  des 
Wasserelementes,  welche  Pressungen  dabei  ohne  Rücksicht  anf  den  At- 
mosphärendruck  zu  berechnen  sind.  Insoweit  übrigens  diese  beiden  Pm- 
sungen  einander  gleich  =  P  sind,  ist  die  algebraische  Smnme  ihrer  A^ 
beiten  und  der  Arbeit  der  Schwerkraft  mg  des  Wasserelementes  =  NoU 
Werden  nämlich  ?]  und  z  in  der  Folge  auf  die  freie  Oberfläche  bezogei. 
entsprechend  y  =  ä,  so  dass  nun 

Tj  =  hfcosg) ;     z  =  A(l  -{-  feos^)  . (10« 

ist,  und  sind  bei  der  betrachteten  elementaren  Bewegung  des  Wasser- 
olementes  ädx  und  öz  die  Aenderungen  seiner  Dicke  nnd  Höhe,  so  ist 

wegen 

P  =  -  —  und  mg  =  yzdx 
die  fragliche  Summe  von  Arbeiten: 

—  Fddx  —  mg         —  —   _    (zödx  -f-  dxdz)  =  —  ^-  d(zdx)  =  0, 

mg 
weil  zdx  =  —  constaut  ist  Hiernach  ist,  wenn  X  (positiv  im  Sinne  der 

:r- Axe)  den  Unterschied  der  Pressungen  anf  die  beiden  Flächen  des  Wasser- 
clementes  bedeutet, 

rfX  =  —  Xd%:     L  +  fXdg  =  Consf (lU 

Darin  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  dz  =  d(h  +  if)  =  dij^ 

7  df]  dt) 

X  =  yz{ — dz)  =  —   -  zdx,g     '  =  — mg  -'  , 

g  ax  ax 

also  wegen  d^  =  -  ■  ^^  ^üch  Gl.  (5): 
/  h 

h = -  "'h = -  7  ? = -^*/'-»■ 

Die  Substitution  dieses  Ausdruckes  und  des  Ausdruckes  (9)  von  Z  in  Gl 
(11)  ergiobt  nach  Division  mit  — — ,   unter  0  eine  Constante  Terstandea 
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1     Ä^ 

—  ^ßco8^(p  =  6\(12). 


3      ^,    WJ    -o^  ^      o.,.^;  ^^ 


(1  +  fcosq))^  w^ 

Nach  §.144,  Gl.  (18)  und  (22),  wäre 

w  =  Yffh    und  ^  =  Qcoag)^  also  /  1=  j^  ,  /'  =  0; 

und  ginge  dadurch  die  Bedingung  (12)  über  in: 

1    Q^ 

€08^^  -\-  —  ---  8tn^q> 

co8^(p  =  CotuL 


(1    +    1   008^  j 


i 


Man  erkennt  daraus,  dass  die  Gültigkeit  jener  Lösung  wesentlich  an  die 

Voraussetzung  yerschwindend  kleiner  Werthe  von  V  und  —  (nach  §.144, 

ha 

h 
Gl.  22  von  einerlei  Grössenordnung  mit    - )  gebunden  ist. 

Bei  den  Versuchen  von  Hagen  war  aber  -~  zrfweilenfast  =  —  und  — 

h  4t  a 

gar  nahe  =  1.  Unter  solchen  Umständen  kann  man  versuchen,  durch  die 
den  Gleichungen  (6)  und  (8)  entsprechende  allgemeinere  Annahme: 

/  =  --  (1  -[-  pco8<p  +  qco8^q)  -}-  reo8^q>  -\-  8  0O8'*(p  -f-  ...)    ...  (13) 

bei  passender  Bestimmung  der  Coefficienten  ^,  ^,  r,  «  . . .  eine  wenigstens 
besser  zutreffende  Lösung  zu  erhalten.  Wenn  man  diesen  Ausdruck  von 
/und 

h  ^ 

in  Gl.  (12)  substituirt,  zur  Abkürzung 

n  =  \,   a  =  3    -_  ,   5  =  -  . ,   a  =  a—l  —  ab 

a 
setzt,  die  Gleichung  mit     .:  multiplicirt  und  ihre  linke  Seite  in  eine  nacli 

Potenzen  von  cosq)  fortschreitende  Beihe  entwickelt,  so  erhält  man  als 
erste  Annäherung  wenn  nämlich  in  den  Coefficienten  der  verschiedenen 
Potenzen  von  co8(p  kleine  Glieder  höherer  Odnung  vernachlässigt  werden 
(unter  der  Voraussetzung,  dass  »,  p,  y,  r,  «  . . .  mit  einander  vergleichbare 
kleine  Brüche  erster  Ordnung  sind,  während  a  und  h  mit  der  Einheit  ver- 
gleichbare Zahlen  sein  können): 

1+2  (3;?  —  w)  co8(p  -\-  aco8^(f>  +  2  [5y  —  (2  —  a)p  —  {a  —  \)  w]  cos^ip 

-f-  2[7r  —  (4  —  a)q\co8^(p  +  2  [9« — (6  —  a)r\co8''(p  +  ...  =  C'ow*^. 
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Diese  Gleichung  wird  unabhängig  Ton  tp  erfallt,  wenn 

Const.  =  1  ;     a   =  0 

.V  =  «;    p  =  -n  =  -j 


1      /      rr^  "f  \ 

bq  =  2p  +  {a  —  l)n  =  an—p',     q  =  -\3~  —  -J 


Q 
h 

4 
Tr  :z=  4:q\     r  =       q 


7 

6  4.6 

9«  =  6r;     s  =    -  r  =  ^-^  q  etc. 


gesetzt  wird.^    Das  benrerkenswcrthcsto  Resultat  ist  die  Gleichung: 


tp 


(14; 


3  a* 
Mit  demselben  Grade  von  Annäherung  ist  die  halbe  Wellenlänge  nach  GL  (7) 

jtr=  Ä  —  /  d^{l  —  p co9^>  —  q C08^q>  — . . )  =  jcÄ  —      .  .  (15). 

0 

Durch  die  letzte  Gleichung  wird  die  erste  der  Beziehungen  (22)  ii 
§.  144,   welche   dort   für  sehr  kleine  (streng  genommen  verschwindend 


*  ludem  hiemacli  die  Coefficienten  q,  r,  s  .. ,  mit  p  vergleichbare 
haben,  insbesondere  mit  a  >  q 

ist,  war  es  nicht  gerechtfertigt,  dass  Hagen  von  vom  herein 

f  -=  -^  (1  +  pcos<p) 

setzte  und  die  Glieder  mit  cos^tp  und  den  höheren  Potenzen  von  cosf>  in  der 
zu  erfüllenden  identischen  Gleichung  vemachlftssigte. 

**  Wenn  Hagen  statt  dessen 

7t 

d<p  lih        a 


+  peos<p       yj _  pi  Q 

setzte,  so  ist  die  vermeintlich  grössere  Genauigkeit  dieser  Beziehung  illusorisd] 
mit  Kücksicht  auf  die  unbeachtet  gebliebenen  Glieder  der  Function  f  und  der 
dynamischen  Bedingungsgleichung. 


i 


§.  147. 
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h  Q 

kleine)  Wertho  von  — ,  also  von  --,  und  bei  Voraussetzung  eines  gleichfalls 

/.  a 

sehr  kleinen  (verschwindend  kleinen)  Werthes  von  y  gefunden  wurde,  als 

h 

angenähert  gültig  auch  für  solche  Werthc  von  —  bestätigt,  die  mit  der 

a 

Einheit  vergleichbar  sind,  und  für,   wenn  auch  kleine,  doch  nicht  sehr 

kleine  (verschwindend  kleine)  Werthe  von  ~- .  Die  Fortpflanzungsgeschwin- 

h 

digkeit  tif  ist  dann  aber  nach  Gl.  (14)  wesentlich  grösser  als  nach  §.  144, 
Gl.  (18),  und  es  wird  der  Widerspruch  sogar  noch  erheblicher,  wenn  aus 
der  allgemeinen  Gleichung  (16)  von  w  in  §.  144  bei  Voraussetzung  eines 

weniger  kleinen  Werthes  von  ah  =  jt  ~  mit 


J^=  1  -f  «Ä  +  ^  «Vi«; 


—  ah 


=   1  —  ÄÄ   +  -  «2^2 


W 


VI 


2  ah 


2  +  »«Ä» 


V-. 


gh 


+  1 

~   2 


t)' 


gefolgert  wird,  während  nach  den  obigen  Gleichungen  (14)  und  (15) 


w 


-K^ 


gh 

1 /jrA\ 


2 


(16) 


wäre.  Unter  diesen  Umständen  war  die  Messung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von  besonderem  Interesse ;  folgende  Zusammenstellung  ent- 
hält die  von  Hagen  gefundenen  Werthe  von  w  (in  Zollen  pro  See.)  als 
Mittelzahlen  von  je  10  (einzeln  freilich  sehr  unsicheren)  Messungen  bei 
verschiedenen  Wassertiefen  h  (in  Zollen)  nebst  den  entsprechenden  Wer- 

then  von  V^  ^i^d  I  o  ^^'  letztere  würden  Gl.  (14)  mit  Rücksicht  da- 
rauf entsprechen,  dass  p  immer  fast  =  a  und  nur  für  ä  <;  1  Zoll  merk- 
lich <C  a  beobachtet  wurde.    Die  Grösse  «  betrug  ^\^  bis  Va  Zoll. 


h 


igh 


w 


V 


3 


gh 


1 

1,5 

2 

2,5 

3 


19,3 
23,7 
27,4 
30,6 
33,6 


19,3 
24,9 
27,8 
33,2 
37,7 


23,7 
29,0 
33,5 
37,5 
41,1 


1,23 

1,17 
1,21 
1,13 
1,09 
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Wie  man  sieht,  ist  für  A  >  1  Zoll  immer  w  >  V^ä,  wenn  auch 

<  1/  —  ^Ä;  indem  aber  die  Abweichung  von  Gl.  (14),  wie  die  Zahlen  der 

letzten  Columne  nachweisen,  mit  abnehmender  Wassertiefe  zunimmt,  also 
mit  wachsendem  Einflüsse  der  bei  der  obigen  Entwickelung  nicht  specicU 
in  Rechnung  gebrachten  Reibung,  kann  es  richtig  sein,  wenn  Hagen 
diesem  Umstände  die  Abweichung  zuschreibt. 

In  noch  höherem  Grade  musste  die  Reibung  sich  geltend  machoa, 
wenn  der  Erregungsapparat  ausser  Gang  gesetzt  wurde;  die  horizontalen 
Schwingungen  dauerten  dann  zwar  noch  einige  Minuten  fort  und  nahmei 
vorübergehend  sogar  eine  grössere  Ausdehnung  an,  wogegen  die  Wellen- 
höhe sofort  viel  kleiner  und  bald  unmessbar  klein  wurde. 

Aehnliche  Geschwindigkeitsmessungen  sind  in  sehr  grosser  Zahl  von 
Scott  Rüssel  in  einer  Wellenrinne  von  20  Fuss  Länge,  1  Fnss  Breite 
und  Höhe  angestellt  worden,  von  denen  Hagen  zwar  anerkennt,  dass  sie 
in  gewisser  Hinsicht  mit  grösserer  Schärte  ausgeführt  wurden,  als  sein 
eigener  Apparat  zuliess,  dabei  aber  findet,  dass  sie  die  Erscheinung  in  all- 
zu verschiedenen  Stadien  der  Entwickelung  umt'assten,  als  dass  befHe- 
digende  Schlüsse  aus  den  vielfach  widerspruchsvollen  Messangsresnltaten 
gezogen  werden  könnten.  Uebrigens  fand  auch  Scott  Rüssel  mit  weni- 
gen Ausnahmen  w  >>  V^?  ^  Durchschnitt 


§.  148.  Wellen  bei  ^rVsserer  gleichförmiger  Wassertiefe. 

Indem  sich  gezeigt  hat  (siehe  die  Bemerkungen  zu  Ende  von  §.  146), 
dass  bei  endlicher  und  selbst  bei  nur  massiger  Waasertiefe  von  wenigen 
Metern  die  Beziehung  zwischen  der  Wellenlänge  X  und  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit 10  für  die  oberen  Wasserschichten  nicht  merklich  von  der- 
jenigen 


r      7c 


verschieden  ist,  die  bei  Voraussetzung  einer  unendlich  grossen  Wasser- 
tiefe gefunden  wurde,  nimmt  Hagen  au,  dass  bei  beliebiger  nicht  sehr 
kleiner  gleichförmiger  Tiefe  die  ganze  Wassermasse  durch  eine  gewisse 
Uebergangsfläche  so  in  zwei  Theile  getheilt  werden  könne,  dass  die  Be- 
wegungsgesetze des  oberen  Theils  dieselben  sind,  welche  nach  §.146  bei 
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unendlich  grosser  Tiefe,  die  des  unteren  Theils  dieselben,  welche  nach 
§.  147  bei  sehr  kleiner  Tiefe  für  die  ganze  Wassermasse  gelten  würden. 
In  der  Uebergangsflächo  müsste  dann  fk'eilich  beiden  Bewegungsarteu  die- 
selbe Bahn  der  Wasser theilchen  entsprechen,  also  nach  §.146  eine  Kreis- 
bahn; weil  aber  das  nach  1. 147  nicht  der  Fall  sein  kann,  so  wird  ange- 
nommen, dass  hier  für  die  materiellen  Punkte  des  unteren  Systems  wenig- 
stens der  horizontale  und  verticale  Bahndurchmesser  einander  gleich  sind, 
und  somit  nach  §.147,  Gl.  (15)  mit  a  =  p  die  Höhe  h  der  Grenzfläche 
über  dem  Boden: 

Ä  =  - (1) 

gesetzt,  unter  2k  die  gemeinschaftliche  Wellenlänge  beider  Systeme  ver- 
standen. Ist  dann  H  die  ganze  Wassertiefe  und  2q  die  Wellenhöhe,  so 
bestimmt  Gl.  (6)  in  §.  146  den  Bahndurchmesser  2r  für  die  in  der  Grenz- 
fläche befindlichen  materiellen  Punkte: 


(> 


H'-k  H  —  h  ,        U 

^'    =e        "    =  ^       '*    (2). 


Bezüglich  auf  den  Grad,  in  welchem  die  Wellen  sich  ausbilden,  macht 
nun  Hagen  die  weitere  Annahme,  es  gestalte  die  Bewegung  sich  so,  dass 
die  innere  Beibung  zwischen  den  Wasserf&den  einer  ganzen  Welle  im  Ver- 
hältniss  zur  lebendigen  Kraft  derselben  ein  Minimum  ist;  aus  dieser  Be- 
dingung leitet  er  die  Gleichung 

i(fy=--L •■■■<" 


ab,  und  besitzt  dann  wegen 


sq) 


Q         RR  ^^^   h         RR 

in  (2)  und  (3)  zwei  Gleichungen  zwischen  den  3  Verhältnissen  -_,  -^,  -  -  , 

R    R    R 

aus  welchen,  wenn  eines  derselben  bekannt  ist,  die  beiden  anderen,  somit 
bei  femer  gegebenem  Werthe  einer  der  4  Grössen  jBT,  ä,  p,  r  auch  die  an- 
deren gefunden  werden  können. 

Abgesehen  von  der  zweifelhaften  Berechtigung  jener  der  Gl.  (3)  zu 
Grunde  liegenden  Annahme  erscheint  nun  aber  auch  schon  die  Zerlegung 
der  Wassermassc  in  zwei  verschiedenen  Bewegungsgesetzen  folgende  Theile 
als  eine  wenig  befriedigende  Lösung  des  Problems.  Die  ihr  entsprechende 
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discontinnirlichc  Gcstaltsänderung  der  Bahnen  in  der  Grenzfläche  wurde 
schon  hervorgehoben.  Ebenso  wenig  ist  es  denkbar,  dass  die  Wasserfidea 
in  ihren  unteren  Theilen  ganz  geradlinig  bleibend  nnr  hin  und  her  gehen 
nnd  erst  oberhalb  der  Grenzfläche  plötzlich  eine  periodische  Krfimmnn? 
und  Neigung  von  endlicher  Grösse  annehmen.  Dass  endlich  dem  unteren 
Wellensystem  eine  im  Verhältnisse  Y^  •  V^  grössere  Fortpflanzungsge^ 
schwindigkeit,  wie  dem  oberen,  nämlich  nach  Gl.  (14)  im  vorigen  §. 


w  - 


vh^-m 


zugeschrieben  werden  müsste,  wird  von  Hagen  selbst  als  ein  berechtigtes 
Bedenken  zugestanden,  wenn  auch  abgeschwächt  durch  die  Hinweisung  auf 
den  Einfluss  der  Reibung  und  auf  den  Umstand,  dass  die  Wellenbewegung 
sich  erfahrungsmässig  niemals  ganz  regelmässig  gestaltet. 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  letzteren  Umstand  genügt  allerdings  eine 
nur  angenäherte  Lösung,  aber  es  wird  eine  solche  vorzuziehen  sein,  durch 
welche  der  einheitliche  Charakter  der  ganzen  Erscheinung  gewahrt  and 
jede  offenbar  unmögliche  Unstetigkeit  der  Uebergänge  im  Inneren  der 
Wassermasse  vermieden  wird.  Das  geschieht,  wenn  die  Lösung  des 
Problems  für  Wellen  von  sehr  kleiner  Höhe  nach  §.144  als  an- 
genähert gültig  auch  fttrgrössere  Wellenhöhen  betrachtet  wird; 
in  der  That  können  die  Entwickclungen  der  beiden  vorhergehenden  Para- 
graphen als  Rechtfertigung  ebenso  gut  dieser  Annahme  wie  der  Hagen* 
sehen  Vorstellung  verwerthot  werden,  indem  die  Bewegungsgesetze  bei 
sehr  grosser  Wassertiefe  (§.  146)  als  gar  nicht,  bei  sehr  kleiner  Wasser- 
tiefe  (§.  147)  wenigstens  nicht  als  erheblich  abhängig  von  der  Weilenhöfae 
erkannt  wurden.  Auch  ist  es  möglich,  dass  die  Erscheinungen,  wie  sie 
Hagen  für  diesen  letzteren  Fall  iji  seiner  Wellenrinne  beobachtete,  durch 
die  Interferenz  der  dirccten  mit  den  von  der  verticalen  Endwand  der 
Wellcnrinno  reflectirten  Wellen  beeinflusst  wurden,  dass  insbesondere  bei 
unbegrenzter  Ausdehnung  des  Wassers  nach  der  Fortpflanzungsrichtnng 
auch  schon  bei  kleiner  Wassertiefe  eine  von  unten  nach  oben  zunehmende 
Grösse  der  Horizontalbewegung,  entsprechend  einer  periodischen  Neigung 
und  Krümmung  der  Wasserf&den,  beobachtet  worden  wäre.  Die  zu  Ende 
von  §.  146  angeführte  Beobachtung  der  zusammengehörigen  Wcrthe  1  = 
3,92,  w  =  3,485,  h  =  4,4  Mtr.,  aus  welcher,  indem  ihr  ff  =  9,73  nach 
Gl.  (10)  jenes  §.  entspricht,  die  Anwendbarkeit  dieser  Gleichung  und  der 
ihr  entsprechenden  Annahme  gleichförmiger  Kreisbewegungen  der  mate- 
riellen Punkte  auch  für  massige  Wassertiefen  gefolgert  wurde,  kann  ebenso 
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gut  als  Bestätigang  der  allgemeineren  Gl.  (16),  §.  144,  gelten,  aus  welcher 
g  =  9,75  folgen  würde. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  die  Continuitätsgleichang  (1)  in 
§.144: 

welcher  der  Ausdruck  (15)  von  q>  daselbst  genau  entspricht,  von  der 
Voraussetzung  einer  sehr*  kleinen  Wellenhöhe  unabhängig  ist,  dass  also 
anch  die  elliptischen  Bahnen  der  materiellen  Punkte,  welche  aus  den  be- 
treffenden Ausdrücken  ihrer  Geschwindigkeitscomponenten 

u  =  ^  =   -    und  V  =  .-  =  -' 
ox        dt  oy         dt 

daselbst  gefolgert  wurden,  der  Continuitätsbedingung  ohne  Einschränkung 
entsprechend  sind.  Nur  die  dynamische  Bedingungsgleichung  und  die  daraus 
gezogenen  Folgerungen  (wozu  Gl.  (14)  für  die  halbe  Wellenhöho  p,  Gl.  (16) 
für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  t^,  sowie  die  speciellen  Ausdrücke 
(20)  der  Halbaxen  a,  ß  der  elliptischen  Bahnen  gehören)  wurden  durch 
die  Voraussetzung  sehr  kleiner  Wellenhöhen  vereinfacht  und  in  ihrer  all- 
gemeinen Gültigkeit  beschränkt,  was  aber  deshalb  weniger  bedenklich  ist, 
weil  diese  dynamische  Gleichung  bei  der  Abstraction  von  Bewegungswider- 
ständen ohnehin  nur  auf  angenäherte  Gültigkeit  Anspruch  machen  kann. 
Nach  §.  144,  Gl.  (9)  und  (16)  ist  mit 

n  —u 

Jlh  6     0 

n  =  ah  =  -j-   und  /(w)  =  — ^-     (4) 

^  e    -\-  e 

die  halbe  Schwingungsdauer:  * 

9   /(«)  "    9  w/(w) 

und  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen: 

— )^)=|/^f  ■• («)■ 

Folgende  Tabelle  zusammengehöriger  Werthe  von  »,  /(»),  nf(n)  und 

-—  erleichtert  den  Gebrauch  dieser  Formeln;  /(w)  ist  zugleich  das  be- 
n 

treffende  Verhältniss  =      des  verticalen  und  des  horizontalen  Bahndurch- 

a 

messers  an  der  Oberfläche. 


T 


862 


WELLEN  BEI  ÜNOLEICHPÖRMIGK»  WASflERTIEFK. 


§.  148. 


n 


4 

3 

2,8 

2,6 

2,4 

2,2 

2 

1,8 

1,6 


m 


0,999 
0,995 
0,993 
0,989 
0,984 
0,976 
0,964 
0,947 
0,922 


nf{n) 

3,997 
2,985 
2,779 
2,572 
2,361 
2,147 
1,928 
1,704 
1,475 


n 


0,250 
0,332 
0,354 
0,380 
0,410 
0,444 
0,482 
0,526 
0,576 


n 


f{n) 


nf{n) 


1,5' 
1,4 
1,3 
1,2 

1,1 
1 


0,905 
0,885 
0,862 
0,834 
0,800 
0,762 
0,9 !  0,716 
0,8 '  0,664 
0,7  I  0,604 


1 1,358 
1 1,240 
i  1,120 

1,000 
1  0,881 
I  0,762 
!  0,645 
*;  0,531 

0,423 


0,603 
0,632 


fin)      ^ 

n 

II 

'o,6 
0,5 
0,663  1 0,4 
0,695  0,3 
0,728  0,25 
0,762 1  0,2 
0,796   0,15 


An) 


I 
nfin\  I  ~ 


H 


0,830 
0,863 


0,1 
0,0 


0,537 
0,462 
0,380 
0,291 
0,245 
0,197 
0,149 
0,100 
0,000 


1  0,3222 
0,2311 
I  0,1520 
'  0,0874 
0,0612 
0,0395 
0,0223 
0,0100 
0,0000 


j  0,895  j^ 
i  0,924 
j  0,950  '■ 
0,971  j 
a98ö[ 
0,987 
0,992 1 
0,997 ; 
!  l,00ti 


§.  149.  Wellen  bei  angrleiehfOnnfger  Wassertiefe. 


Der  feste  Boden,  welcher  die  in  Wellenbewegung  begriffene  Wasser- 
masse von  unten  begrenzt  und  welcher  bei  endlicher  Tiefe  bisher  als  eine 
horizontale  Ebene  vorausgesetzt  wurde,  sei  im  Allgemeinen  irgend  eine 
Cy linderfläche,  deren  Erzeugende  denjenigen  der  gleichfalls  cylindrischen 
Wellenflächen  parallel  ist.  Es  ist  dann  anzunehmen,  dass  den  Wellen,  wie 
sie  auch  übrigens  an  verschiedenen  Stellen  je  nach  der  variablen  Wasser- 
tiefe h  verschieden  sich  ausbilden  mögen,  doch  überall  dieselbe  Periode^ 
d.  h.  derselbe  Werth  von  r  zukommt.  Indem  dann  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit w  proportional  X  =  wr  variabel  ist,  bleibt  es  nur  frag- 
lich, wie  die  Länge  und  die  Höhe  der  Agilen  mit  der  Wassertiefe 
sich  ändert;  es  sind  X  und  q  far  irgend  einen  Werth  von  Ä  zu  bestimmen, 
wenn  etwa  X  ==  Xq  und  q  =  Qq  für  h  =  h^  gegeben  sind. 

Was  X  betrifft,  so  folgt  aus  der  näherungsweise  auch  hier  ohne  Zweifel 
gültig  bleibenden  Gl.  (5)  im  vorigen  §.  und  aus  der  Bedingung  r  =  Con*t^ 
dass  sich  nf{n)  proportional  h  ändert-,  wie  aas  der  Tafel  der  zusammen- 
gehörigen Werthe  von  n  und  nf{n)  ersichtlich  ist,  ändert  sich  aber  n  =^ 

-  -  in  gleichem  Sinn,  jedoch  in  geringerem  Grade  wie  »/(»),  folglich  -  in 

gleichem  Sinn  und  geringerem  Grade  wie  A,  mithin  auch  X  in  gleichem 
Sinn  und  geringerem  Grade  wie  h.    Zu 


nf(n)  =        »o/(''o)  =    r  /C»ü) 


ll 
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findet  man  n  aus  der  Tafel  und  damit 


Jth 


n 


(2). 


Die  Bestimmung  von  q  erfordert  eine  weitere  Bedingung,  die  bei 
Abstraction  von  Bewegungswiderständen  naturgemäss  darin  besteht,  dass 
die  lebendige  Kraft  aller  Wellen  gleich  ist    Um  für  diese  einen  Ausdruck 

ZU  gewinnen,  kann  man  bemerken,  dass  nach  §.  144,  Gl.  (19)  mit  a  =  y 

die  Geschwindigkeitscomponenten  u  und  v  eines  materiellen  Punktes  im 
Sinne  der  x-Axe  und  der  y-Axc  folgende  Ausdrücke  haben,  wenn  hier  die 
y-Axe  positiv  nach  oben  gesetzt,  nämlich  mit  y  die  Höhe  des  horizontalen 
Bahndurchmessers  des  materiellen  Punktes  über  dem  Boden  bezeichnet  wird, 

«y ,    -njf\    .  r/t 

e    -f-  e 


sm\{ 


JC 


«'  =  Ba  le    —  e        1 


C08 


Jt 


u  =  Ba 

'  \t 

t  X 

Dabei  hatte  die  horizontale  :r-Axe  eine  feste  Lage  und  war  positiv  im 
Sinne  von  to.  Wird  sie  aber  in  der  Verticalebene  liegend  angenommen, 
auf  welcher,  während  diese  im  Sinne  von  w  mit  der  Geschwindigkeit  w 
sich  bewegt,  der  materielle  Punkt  eine  Wellenlinie  als  Spur  verzeichnet, 
und  wird  sie  entgegen  dem  Sinne  von  w  positiv  gesetzt  (Fig.  56  in  §.  146), 
so  ist  bei  entsprechender  Lage  des  Anfangspunktes  wt  —  x  statt  x  zu 
setzen,  also  mit  X  z=  wx 


( t       x\  Iwi 


wt  —  X\  3t 

;; )jt     =         -     X 

X  )  X 


ax 


(3), 


li  =  —  Ba  [e    -\-  e        ]  8tn{ßX) 


j.      .    Off         ~ay\ 
V  =        Ba  [  e    —  e        1  C08{aT) 


Hiermit  ergiebt  sich,  wenn  fi  die  specif.  Masse  des  Wassers  bedeutet, 
die  lebendige  Kraft  einer  ganzen  Welle: 

2 


21 

=  lijdy  jdx- 


0 


/»      I     \  f  ^y       ~  ^y\  ~  /  ".y       —  o.y\  2 

=  fjiB^a^  I  dy  jdxUe    -f-  ^        i   8in^(ax)  +  (^    —  e        1  C08^(ax) 
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sin^{ax)  dx  =  jco8^{ax)  dx  =  ^  =  -    - 

0  i) 

h 


+  e  ]  d{2ay)  =   '-^—  [e      —  e         j 


e 


Ü 

oder  endlich,  da  nach  §.  144,  Gl.  (14) 


g^Q^  T* 


B^ 

'"■  ^      '    a/i  —  UN  \ 


jr^     (   ah   .       -ah\^ 


ist,  also  nach  §.  144,  Gl.  (9) 

£.  =  ^C-^  ___ ^ ^  ==  ??*     —  ^-  -   .  .  (4 

—  ah\   /   ak  ~  ah\  a       2aA  —2 ah 


a      f  ah 

V    + 


e        \  \e    —  e        ]  e      —  e 

2 


e  =  Po  |/",' :6> 


_  ^Jt  ffo^  _  yx  Xq^  _    1 

2      «~2     jt    —  2^^^     •    ' 

unter  y  =  ^ig  das  specifische  Gewicht  des  Wassers  verstanden.  Hiemach 
ändert  sich  die  Wellonhöhe  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel 
aus  der  Wellenlänge,  und  man  findet,  wenn  letztere  dem  Obigen  zufolge 
für  irgend  eine  Wassertiefe  h  ermittelt  ist, 

X 

X 

Es  laufe  z.  B.  ein  aus  dem  Meere  kommender  Wellenzug,  dem 

bei  Äo  =  ö  Mtr.  Wassertiefe:  ^o  =  ^  Mtr.,  q^  =0,333  Mtr. 
entspricht,  auf  einen  Strand,  so  dass  die  Wellen  bei  immer  kleinerer  Wasser- 
tiefe  sich  ausbilden  müssen.  Hier  ist  n^  =  1,6  3t  =  5,026  so  gross,  dass 
/[hq)  =  1  gesetzt  werden  kann,  und  man  findet  daun  nach  Gl.  (1),  (2;  oiid 
(6)  mit  Hülfe  der  Tabelle  im  vorigen  §. 

für  Ä  =  4  2  1         Mtr.  Tiefe 

nf{n)  =  2,513     1,257    0,628 
n  =  2,544    1,414    0,885 
;.  =  4,940    4,444    3,550  Mtr. 
Q  =  0,335    0,353    0,395     „ 
Dass  mit  abnehmender  Wassertiefc  die  Wellenlänge  abnimmt  und  die 
Wellenhöhe  zunimmt,,  wird  durch  die  Erfahrung  bestätigt   Wenn  die  Tiefe 
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A  bis  ZU  einer  gewissen  Grenze  abnimmt,  beginnt  die  Brandung,  d.  h. 
die  Ueberstürzung  der  Wellenscheitel.  Sofern  sich  annehmen  lässt,  dass 
dies  dann  der  Fall  sein  muss,  wenn  die  Geschwindigkeit  eines  materiellen 
Punktes  an  der  Oberfläche  im  oberen  Scheitelpunkte  seiner  Bahn,  d.  h. 
wenn  das  Maximum  von  u  =  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  w  ge- 
worden ist,  ergiebt  sich  aus  Gl.  (3)  und  (4)  und  dem  Ausdrucke  von  w 
nach  Gl.  (6)  im  vorigen  §.  die  folgende  Bedingung  für  den  Beginn  der 
Brandung: 


!«(."*+,  -^j^p«  yi 


ah  —ah 

e     -f-  ^ 

ah  —  ah 

e    —  e 


/(«) 

also  mit  Rücksicht  anf  61.  (6)  und  (2): 


^  r    h  f(n)         r    "       n    '    *^  « 


^-  Ä..(7), 


oder  endlich  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1): 

3  3 

7(n)r     jr         \nj         \x  /{%)/ 

Zu  dem  durch  die  erstere  dieser  Gleichungen  bestimmten  Werthe  von 
f(n)  findet  man  n  oder  nf(n)  mit  Hülfe  der  Tabelle  im  vorigen  §.,  und  dann 
nach  der  zweiten  Gleichung  die  Wassertiefe  ä,  bei  welcher  die  Brandung 
eintritt,  nach  Gl.  (7)  die  entsprechende  halbe  Wellenhöhe  q.  Für  das  obige 
Beispiel,  wobei  /{hq)  =  1  gesetzt  werden  konnte,  ergiebt  sich 

h  =  0,508  Mtr.,  Q  =  0,455  Mtr. 

Messungen  zur  Controle  dieser  letzteren  Beziehungen  (7)  und  (8) 
liegen  nicht  vor.  Sollten  sie  nicht  hinlänglich  sich  bestätigt  finden,  so  wäre 
es  dadurch  erklärlich,  dass  die  Reibung  in  um  so  höherem  Grade  die  Be- 
wegung beeinflusst  und  dass  überhaupt  die  hier  nach  §.  144  zu  Grunde  ge- 
legten Bewegungsgesetze  um  so  mehr  einer  Correction  bedürftig  sein  mögen, 
je  kleiner  h  und  je  grösser  q  ist  (§.  147).  Wenn  insbesondere  die  auf  den 
Strand  laufenden  Wellen  durch  einen  starken  Wind  getrieben  werden,  der 
eine  Anhäufung  von  Wasser  auf  dem  Strande,  eine  Erhebung  der  mittleren 
Wasseroberfläche  daselbst  verursacht,  so  ist  mit  der  oscillirenden  Wellen- 
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bewegung  selbst  im  Beharrungszustande  eine  strömende  Bewegung 
banden,  die  oben  landwärts,  nnten  als  Rückströmnng  seewärts  gei 
ist;  die  Brandung  kann  dann  schon  bei  erheblich  grösserer  Wi 
beginnen* 


VI.    Druck  zwischen  Flüssigkeiten  und  festen  Körpern  bi 

ihrer  relativen  Bewegung. 

a.  Druck  des  Wassers  auf  relativ  bewegte  feste  Körper. 

§.  150.    Bruek  eines  freien  Wasserstrahls  aaf  eine  feste  Fliehe. 

Es  werde  zunächst  eine  ebene  Fläche  voransgesetzt:  BB^  Fig.&I 
sei  ihr  Schnitt  mit  einer  verticalen  Normalebene  NOV^  ^  der  Winbl 
Fig.  57.  ihrer  Normale  ON  mit  der  Verticalen  O  V,    WeMJ 

diese  Fläche  (jenseits  ON)  von  einem  freien  Wj 
strahl  getroffen  wird,  so  sammelt  sich  eine  ge 
Wassermasse  vor  ihr  an,  von  welcher  anznnefa 
ist,  dass  sie  nach  Eintritt  des  hier  vorausgesetzten  B 
harrungszustandes  an  der  regelrecht  strömei 
Bewegung  nicht  Theil  nimmt;  die  Begrenznng 
Durchschnitts  mit  der  durch  die  Mittellinie  des 
gehenden  verticalen  Ebene  (die  aber  nicht  mit 
zur  festen  Fläche  senkrechten  verticalen  Ebene  NOV  zusammenz 
oder  parallel  zu  sein  braucht)  ist  in  Fig.  57  durch  die  gestrichelten 
AB  angedeutet.  An  der  Spitze  A  dieser  Wassermasse  breitet  sich 
Strahl  zu  einer  Schicht  aus,  die  mit  abnehmender  Dicke  längs  der  Oi 
fläche  jener  relativ  ruhenden  (wenigstens  nicht  in  strömender,  nur  in  wtt^ 
belnder  Mischungsbewegung  begriffenen)  Wassermasse  gegen  den  Rand  dfld 
festen  Fläche  hin  fliesst.  An  dieser  Stelle  A^  wo  der  Strahl  eben  noch  m^ 
zertheilt  ist,  sei  F  sein  Querschnitt,  u  seine  absolute  Geschwindigkeü,  < 
der  Winkel,  den  die  Richtung  von  u  mit  der  Richtung  ON  bildet   Die 


*  Die  Erscheinungen  der  Brandung  werden  von  Hagen  in  §.5  seüies  „See* 
ufer-  und  Hafenbaues,  Berlin  1863**  näher  besprochen.  Bei  seinen  besfl^k* 
Hechnungen  für  „Wellen  auf  ansteigendem  Grunde"  geht  übrigens  Hagea  tcb 
anderen  Gesichtspunkten  aus  im  Anschlüsse  an  seine  im  vorigen  §.  besprochen 
Anschauungen  von  einer  Tbeiluog  der  ganzen  Wassermasse  in  eine  obere  t*l 
eine  untere,  verschiedenen  Bewegungsgesetzea  folgende  Schickt. 
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ite  Fläche  habe  eine  gleichförmige  Translationsbewegang  mit 
*  Geschwindigkeit  v  unter  dem  Neigungswinkel  ß  gegen  die  Richtung 
r.    Ist  dann  q)  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  u  und  v,  so  ist 
A  die  relative  Geschwindigkeit  des  Wassers  gegen  die  Fläche: 


Sinne  der  Mittellinie  oder  normal  zum  Querschnitte  F  des  Strahls 

sie 

=•  u  —  vcosq)^ 

i  somit  die  pro  See.  zur  Druckwirkung  gelangende  Wassermasse: 

M  =  fiF  (u  —  V  eosq)) (1), 

an  /i  die  specif.  Masse  des  Wassers  bedeutet  =  — ,  unter  y  das  specif. 

ff 
wicht  desselben  verstanden. 

Gegen  den  Flächenrand  hin  ändert  sich  die  relative  Geschwindigkeit 
I  Wassers  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  und  der  inneren  Reibung, 
d  es  kann  ihre  Grösse  =  w'  an  verschiedenen  Stellen  dieses  Randes 
3r  des  entsprechenden  cylindrischen  Randdurchschnittes  F'  verschieden 
n;  ihre  Richtung  ist  aber  ringsum  parallel  der  ebenen  Fläche,  wenn, 
B  hier  zunächst  vorausgesetzt  werden  soll,  die  Fläche  erheblich 
dsser  als  der  Querschnitt  des  Strahls  und  dieser  gegen  eine 
ittlere  Stelle  0  derselben  hin  gerichtet  ist.  Unter  diesen  Um- 
luden und  mit  Rücksicht  auf  den  vorausgesetzten  Beharrungszustand  ist 
j  Aenderung,  welche  die  im  Sinne  OiV  genommene  relative  Bewegungs- 
5s8e  der  von  der  festen  Fläche  BB  und  den  Schnitten  F,  F'  in  irgend 
lem  Augenblicke  begrenzten  Wassermasse,  deren  Gewicht  =  (?  sei,  im 
chstfolgeuden  Zeitelement  dt  erfährt,  3=  dem  Entgegengesetzten  der  im 
me  ON  genommenen  relativen  Bewegungsgrösse  des  im  Zeitelement  dt 
rch  den  Querschnitt  F  strömenden  Wasserelementes  Mdi^  und  indem  jene 
mderung  dem  Antrieb  der  in  demselben  Sinne  ON  genommenen  äusseren 
ftfte  gleich  sein  muss,  welche  auf  jene  Wassermasse  wirken,  ergiebt  sich 

3  Gleichung: 

—  Mdt  (ucosa  —  vcosß)  =  (Ocosy)  —  lt)dt^ 

tter  B  den  Druck  verstanden,  den  die  feste  Fläche  auf  das  Wasser  im 

nne  NO^  also  das  Wasser  auf  die  Fläche  im  Sinne  ON  ausübt.  Lietzterer 

t  also: 

B  =  Ocosip  +  -3f  (ucosa  —  vcosß) (2). 

>  kleiner  die  Dimension  AO^  Fig.  57,  und  insbesondere  ihre  Verticalpro- 
ction  im  Vergleich  mit  der  Geschwindigkeitshöhe  ist,  welche  der  relativen 
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Normalgesdiwmdigkeit  des  Wassers  gegen  die  FUche  entspricht,  mit 
geringerem  (meistens  nnerheblichem)  Fehler  kann  das  erste  Glied  des 
dmcks  von  £  vernachlässigt,  also 

Ä  =  M(u  eosa  —  v  eosß) 

gesetzt,  und  können  in  dieser  Gleichung  ond  in  GL(1)  die  Grössen  /. 
o,  g)  statt  auf  die  Stelle  A  auch  anf  die  Stelle  0  bezogen  werden,  m 
der  Strahl  bei  fortgesetzt  freier  parabolischer  Bewegung  die  Fläche 
würde.    Mit  analoger  Annäherung  gilt  Gl.  (3)  schliesslich   auch  bei  ii 
gleichförmiger  Translationsbewegnng  der  Fläche,  sofern  nur  ihre 
schleunigung  absolut  genonmien  nicht  wesentlich  grösser  als  die 
nigung^  der  Schwere  ist,  sowie  endlich  bei  beliebiger  Bewegung, 
zugleich  das  Product  aus  ihrer  momentanen  Winkelgeschwindigkeit 
der  relativen  Geschwindigkeit  w  des  Wassers  eine  mit  y  vergleu 
Grösse  hat  und  unter  v  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  0  der 
verstanden  wird. 

Für  eine  ruhende  ebene  Fläche  ergiebt  sich: 

M  =  fiFu ;     R  =  Mu  eosa  =  fiFu*  eosa l4J 

Der  hier  zunächst  betrachtete  Fall  einer  verhältnissmässig  grofisa 
und  an  einer  mittleren  Stelle  vom  Strahl  getroffenen  ebenen  Fläche  ■ 
dadurch  ausgezeichnet  und  einfach,  dass  der  Normaldruck  R  sich  wm 
hängig  von  der  relativen  Geschwindigkeit  w'  des  Wassers  am  Flächenrw 
ergiebt  und  dass  er,  da  alle  Flächenelemente  normal,  hier  also  parallel  ff 
drückt  werden,  die  Resultante  dieser  Elementardrucke  ist,  aus  welcher* 
mit  der  Druck  P  nach  irgend  einer  anderen  Richtung  durch  Multiplidtid 
mit  dem  Cosinus  des  Winkels  der  letzteren  mit  der  Richtung  ON  gefiuiM 
wird.  In  beiden  Beziehungen  anders  verhält  es  sich  bei  einer  krummd 
Fläche,  wenn  sie  auch  einstweilen  nach  wie  vor  als  hinlänglich  gm 
vorausgesetzt  wird,  um  dem  Wasserstrahl,  der  sie  an  einer  mittleren  Stell 
0  trifft,  ringsum  am  Rande  eine  tangential  an  ihr  gerichtete  re* 
lativG  Geschwindigkeit  w'  anzuweisen.  Ist  dann  wieder  f  ^ 
Durchschnitt  des  Wasserstroms  mit  dem  geometrischen  Ort  der  Fläcbefr 
normalen  am  Rande,  und  bezeichnet  dM  die  Wassermasse,  welche  pro  §^ 
cunde  durch  ein  Element  von  F'  mit  der  relativen  Geschwindigkeit  ff 
hindurchfliesst,  q  den  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  zwischen  w*  ond  d« 
Richtung  OiV,  nach  welcher  der  Druck  P  des  Wasserstrahls  auf  die  FÄd* 
gefunden  werden  soll,  so  ist  die  durch  den  Widerstand  der  festen  FßAi 
im  Beharrungszustande  bewirkte  elementare  A^nderung  der  relaüven  Br 
wegungsgrösse  des  Wassers  im  Sinne  OiV,  wenn  übrigens  die  frobereu  B^ 
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chnnngen  (mit  dem  Unterschiede,  dass  ON  jetzt  eine  beliebige  Richtung 
)  beibehalten  werden  und  die  Schwere  des  vor  der  Fläche  aufgestauten 
issers  ausser  Acht  gelassen  wird: 

dt  jdMw'cosQ  —  Mdt  {ucosa  —  v  cosß)  =  —  Pdt , 

o  P  =  M(uco8a  —  vcosß) —  /  dMwcosQ (5). 

Die  Berechnung  des  in  diesem  Ausdrucke  vorkommenden  Integrals 
an  aber  ohne  mehr  oder  weniger  zweifelhafte  Annahmen  im  Allgemeinen 
tht  durchgeführt  werden.  Bezeichnet  h  die  Dicke  des  Wasserstroms  oder 
)  Breite  der  oben  mit  F'  bezeichneten  Schnittfläche  in  irgend  einem 
iokte  B  des  Flächenrandes,  ds  ein  Bogenelement  des  letzteren,  zieht  man 
*ner  von  B  aus  die  Gerade  BS  senkrecht  zur  Fläche  F^  nach  aussen, 
IV'  voi  Sinne  von  w\  BN'  parallel  und  gleichen  Sinnes  mit  ON^  und  be- 
lehnet mit  CD  den  Winkel  8BW\  mit  v  den  Winkel  8 BN*  und  mit  8 
n  Winkel  der  Ebenen  8BW'  und  8 BN*,  so  ist 

C09Q   =  COS  W'BN'   =-   C08G)€08V   -(-   BtHO)  StflV  COsS 

dM  =  iihd$  to  eoBOD . 

ibei  ist  nur  v  durch  die  Gestalt  der  Fläche  und  die  angenommene  Rich- 
ng  ON  bestimmt,  und  wenn  auch  v>  ohne  wesentlichen  Fehler  ringsum 
eich  und  mit  Rücksicht  auf  den  Reibungswiderstand  etwas  kleiner  als 
B  relative  Geschwindigkeit  w  gesetzt  werden  kann,  mit  welcher  der  Strahl 
li  andauernd  freier  Bewegung  die  Fläche  im  Punkte  0  treffen  würde, 
sind  doch  5,  (o,  8  durch  die  einzige  ohne  Weiteres  augcbbare  Be- 

M  =  iijhwcos(ods  =  nufjleosoods 

icht  bestimmt.  In  Betreff  der  Veränderlichkeit  von  l  ist  nur  so  viel  un- 
reifelhaft,  dass  diese  Dimension  um  so  grösser  ist,  unter  je  kleinerem 
Kinkel  die  betreffende  Geschwindigkeit  u>  gegen  w  geneigt  ist,  indem  sich 
*warten  lässt,  dass  das  Wasser  vorwiegend  an  solchen  Randstellen  ab- 
iesst, wo  dazu  die  kleinste  Richtungsänderung  der  relativen  Geschwindig- 
3it  ausreicht. 

Sind  aber  die  Umstände  von  solcher  Art,  dass  ausser  w  auch  q 
egen  geringer  Veränderlichkeit  längs  dem  Flächenrande  durch 
inen  Mittelwerth  ersetzt  werden  kann,  wie  es  insbesondere  (mit 
=  v)  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Fläche  das  durch  einen  Paral- 
Blkreis  begrenzte  Stück  einer  Umdrehungsfläche  mit  der  Axe 
^N  und  diese  unter  sehr  kleinen  Winkeln  a,  ß  gegen  die  Ge- 
chwindigkeitsrichtungen  «,  v  geneigt  ist,  so  folgt  aus  Gl.  (5) 

P  =  M{uco»a  —  vcoBß  —  woo»q) (6), 
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w&hrend  M  stets  durch  Gl.  (1)  bestimmt  ist  und  \ß  =  nw  gesetzt  werde& 

kann,  unter  n  einen  erfahrungsmässig  zu  bestimmenden  Coefficient«n  etiai 

<  1  verstanden.  Für  eine  ruhende  Fläche  («  =  0,  »  =  «)  ergiebt  sidi: 

P  =  Mu{co9a  —  neosQ)  =  (iFu^{eosa  —  neosQ) (7). 

Zwischen  dem  Drucke  P  nach  der  Richtung  ON  und  dem  Drucke  P^ 
nach  einer  anderen  Richtung  ON^  besteht  hier  im  Allgemeinen  nur  dann 
eine  ohne  Weiteres  angebbare  einfache  Beziehung,  wenn  die  Fläche  nicht 
grösser  als  nöthig  ist,  um  von  den  Bahnen  der  Wassertheilchen  am  Rande 
bertOirt  zu  werden,  wenn  also  die  vor  der  Fläche  relativ  ruhende  (wenig- 
stens nicht  strömende)  Wassermasse  sich  ringsum  bis  zum  Flächenrande 
erstreckt  Sofern  nämlich  in  dieser  Masse  eine  gleichförmige  Pressung 
stattfindet,  ist  dann  auch  der  specif.  Normaldruck  in  der  ganzen  Fläche 
gleich  gross,  und  verhalten  sich  P  und  P^  wie  die  Projectionen  der  Fläche 
in  zwei  auf  den  Druckrichtungen  ON  und  ON^  senkrechten  Ebenen,  wobei 
sich  etwa  deckende  Projectionen  zweier  FlächcnstQcke  nicht  mit  zu  rechnen 
sind.  Wenn  aber  solche  Deckungen  nicht  stattfinden,  so  gilt  dieselbe  Be- 
ziehung fQr  den  oben  hervorgehobenen  Fall  einer  im  Sinne  der  Axe  be- 
wegten und  vom  Strahl  getroffenen  Umdrehungsfläche  unabhängig  von  ihrer 
Grösse,  weil  sie  dann  wenigstens  in  gleichförmig  gedrtLckte  Zonen  getheilt 
werden  kann,  deren  Projectionen  immer  dieselben  Verhältnisse  zu  einander 
haben. 

Wenn  die  vom  Strahl  getroffene  Fläche  nicht  gross  genug 
ist,  um  eine  solche  Richtungsänderung  der  relativen  Geschwin- 
digkeit zu  bewirken,  dass  das  Wasser  ringsum  tangential  zur 
Fläche  dieselbe  verlässt,  so  wird  der  Druck  entsprechend  kleiner; 
seine  theoretische  Bestimmung  scheitert  aber  selbst  in  den  einfiichstcB 
Fällen  an  der  Schwierigkeit,  die  sämmtlichen  Umstände  gehörig  in  Bech- 
nung  zu  ziehen,  welche  die  Bahnen  der  materiellen  Punkte  und  somit  die 
Richtungen  der  Geschwindigkeiten  w'  am  Flächenrande  bedingen.  — 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  der  im  Obigen  betrachtete  per- 
manente Druck  des  Wasserstrahls  auf  die  Fläche  von  dem  Anfangs- 
druck desselben,  d.  h.  von  demjenigen  wesentlich  unterschieden  werdai 
muss,  der  in  der  ersten  Zeit  des  Zusammentreffens  in  variabler  Grröeäe 
stattfindet.  Während  nämlich,  nachdem  in  dem  Stauraum  vor  der  Fläche 
ein  Beharrungszustand  eingetreten  ist,  der  Druck  P  nur  demjenigen  Be- 
trage entspricht,  um  welchen  die  im  Sinne  von  P  genommene  relative  B«- 
wegungsgrösse  des  diesem  Raum  zufliessenden  Wassers  die  ehenso  ver- 
standene Bewegungsgrösse  des  gleichzeitig  (am  Flächenrande)  abfliessendea 
Wassers  übertrifft,  ist  vorher  noch  die  entsprechende  Bewegungsgrösse  der 
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ganzen  in  jenem  Stauraum  befindlichen  Wassermasse  in  der  Abnahme  be- 
griffen. Sofern  aber  diese  Wassermasse  selbst  anfangs  zunimmt,  lässt  sich 
begreifen,  dass  jener  Anfiangsdruck  zunächst  bis  zu  einem  Maximum  wachsen 
und  dann  wieder  bis  znm  permanenten  Druck  abnehmen  wird. 


§.  151.  Yersnche  ttber  den  Drnek  freier  Wasserstrahlen. 

Versuche  über  den  Druck  freier  Wasserstrahlen  sind  von  D.  Ber- 

noulli,  Bossut,  Michelotti  (Sohn),  Langsdorf,  Morosi,  namentlich 

von  Bidone  (1835,  1836)  und  von  W^eisbach  (185*6,  1859)  angestellt 

wojrden.    Sie  beziehen  sich  hauptsächlich  auf  den  Fall  einer  unbewegten 

Umdrchungsiläche  mit  kreisförmigem  Rande,  die  von  einem  Strahl  mit 

kreisförmigem  Querschnitt  im  Sinne  der  Axe  getroffen  wird.    Bezeichnet 

dann  k  das  Yerhältniss  des  in  diesem  Sinne  thatsächlich  ausgeübten  Drucks 

F  zu  seinem  theoretischen  Werth  nach  Gl.  (7)  im  vorigen  §.  (mit  «  =  0), 

so  ist 

F  =  kMu(l  —  neosQ)  =  kfiFu^{l  —  ncosQ). 

Wird  dabei  in  allen  Fällen,  auch  wenn  das  im  Folgenden  mit  m  bezeichnete 
Dnrchmesserverhältniss  von  Fläche  und  Strahl  einen  kleineren  Werth  hat, 
unter  q  der  Winkel  verstanden,  den  die  Richtung  von  u  oder  F  mit  den 
auswärts  gerichteten  Tangenten  der  Meridianlinien  am  Flächenrande  bildet, 

so  können  die  Goefficienten  k  und  »  Functionen  von  p,  m  und  h  =    - 

sein.  Der  Coefficient  n,  der  bei  grösseren  Werthen  von  m  das  Verhältniss 
bedeutet,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  bis  zum  Flächenrande  abnimmt, 
hat  bei  kleineren  Werthen  von  m  eine  zusammengesetzte  Bedeutung,  indem 
er  dann  zugleich  durch  den  Umstand  bedingt  wird,  dass  der  Ablenkungs- 
winkel der  Geschwindigkeitsrichtung  bis  zum  Flächenrande  thatsächlich 
<^  Q  ist;  durch  denselben  Umstand  kann  auch  der  Coefficient  k  iusbeson- 
dere  dann  beeinflusst  werden,  wenn  mit  co8Q  =  0  das  Glied  mit  n  aus 
der  Gleichung  verschwindet. 

Die  Versuche  wurden  im  Allgemeinen  so  angestellt,  dass  die  Platte, 
welche  vom  Wasserstrahl  getroffen  werden  sollte,  mit  dem  Arm  eines  um 
eine  horizontale  Axe  drehbaren,  durch  Gegengewichte  für  eine  bestimmte 
Gleichgewichtslage  abbalancirten  geraden  oder  Winkelhebels  fest  verbunden 
war,  und  dass  dann  durch  entsprechende  Belastung  einer  an  denselben 
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oder  an  einen  anderen  Arm  des  Hebels  gehängten  Waagschale  das 

moment  ermittelt  wurde,  welches  anf  den  Hebel  wirken  mnsste,  am 

auch  unter  dem  Einflüsse  des  Wasserdrucks  auf  die  Platte  in  jener  Gl 

gewichtslage  zu  erhalten;  der  Quotient  aus  diesem  Kraftmomente  diri! 

den  Hebelarm  des  Druckes  P  ergab  die  Grösse  des  letzteren.     MeilteB 

und  insbesondere  bei  den  Versuchen  von  Michelotti,  Langsdorf,  Ms 

rosi  und  Bidone  wurde  die  von  einem  vertical  abwärts  gerichteten  Hekr 

arm  getragene  Platte  vom  Wasserstrahl  in  horizontaler  Richtung  ^etroffcs, 

wobei  es  dann  aber  kaum  vermeidlich  war,  dass  das  Wasser  nicht  gas 

gleichförmig  ringsum  an  der  Platte  sich  verbreitete,  sondern  vorwiegeni 

unten  abfloss,  entsprechend  einer  nicht  sicher  bestimmbaren  VergTössemif 

des  Hebelarms  von  F\  vortheilhafter  in  dieser  Hinsicht  war  die  Dispositia 

der  Versuche  von  Bossut  und  von  Weisbach,  wobei  der   Strahl  (ba 

Bossut  von  oben,  bei  Weisbach  von  unten)  vertical  gegen  die  von  eiaes 

horizontalen  Hebelarm  getragene  Platte  gerichtet  wurde. 

Für  den  Fall  einer  ebenen  Platte  {cosq  =  0)  ergab  sich  Jt  aar 

wenig  <C  1,  wenn  w  >  4  und  die  Entfernung  der  Platte  von  der  Abs- 

flussöffnung  des  Wasserstrahls  wenigstens  dem  5  fachen  Durchmesser  des 

letzteren  gleich  war;  wenn  Langsdorf  und  Bidone  sogar  k  etwas  ^  1 

fanden,  so  ist  es  wohl  dem  eben  erwähnten  Umstände  der  Vergrössemni 

des  Hebelarms  von  F  zuzuschreiben,  der  bei  der  Bestimmung  von  F  ans 

den  Versuchen  nicht  gebührend  berücksichtigt  werden  konnte.   Durch  Te^ 

kleinerung  von  m  bis  m  =^  1  nahm  k  nach  Langsdorf  bis  0,5  ab,  d.  k. 

es  war  dann 

1  — ncosQ   nahe   =  0,5 

wenn  seiner  ursprünglichen  Bedeutung  gemäss  unter  n  hier  das  Geschwin- 
digkeitsverhältniss  des  ab-  und  zufliessenden  Wassers,  unter  q  dagegen  äit 
effective  Richtungsänderung  des  Wassers  durch  den  Einflnss  der   Platte 
verstanden  wird.    Durch  die  Verkleinerung  des  Abstandes  der  Platte  toi 
der  Mündung  konnten  Bossut  und  Langsdorf  den  Coefficienten  k  bb 
0,5,  Bidone  nur  bis  0,75  vermindern.    An  und  für  sich  ist  diese  Ve^ 
minderung  ohne  Zweifel  dadurch  zu  erklären,  dass  bei  zu  kleiner  Grösse 
jenes  Abstandes  ein  cylindrischer  Strahl  nicht  zu  Stande  kommen  kann, 
dass  vielmehr  die  Bahnen  der  Wassertheilchen  vom  Austritt  aas  der  Mün- 
dung an  nicht  nur  bis  zum  kleinsten  Querschnitt,  sondern  auch  darüber 
hinaus  bis  zur  Fläche  einwärts  convex  gekrümmt  sind;  in  Folge  dessen  ist 
im  kleinsten  Querschnitte  die  Pressung  nur  am  Umfange  =  dem  Atmo- 
Sphärendruck,  die  mittlere  Pressung  aber  grösser  und  somit  die  Ansflies- 
geschwindigkeit  entsprechend  kleiner. 
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Wenn  die  ebene  Platte  cingsnm  mit  einem  rechtwinkelig 
hervorragenden,  dem  Strahle  zugekehrten  Rande  versehen  war, 
so  sollte  nach  der  Theorie  (oosq  =  —  1) 

P  =  hMu(l  +  »)  =  hfiFu^il  +  n) 
sein,  und  es  wurde  h{l  -{'  n)  von  Morosi  nahe  =  2,  von  Bidone 
höchstens  =  1,7  und  zwar  in  solcher  Weise  abhängig  von  der  Höhe  des 
Randes  gefunden,  dass,  wenn  dieselbe  wächst,  der  Coefficient  nur  anfangs 
auch  wächst,  alsbald  aber  wieder  abnimmt,  wenn  die  Randhöhe  eine  gewisse 
verhältnissmässig  kleine  Grösse  tiberschreitet,  die  z.  B.  fftr  'w  =  3  nur 
etwa  =  0,1  des  Plattendurchmessers  gefunden  wurde.  Diese  Thatsache 
ist  dadurch  erklärlich,  dass,  unter  n  das  Yerkleinerungsverhältniss  der 
Geschwindigkeit  und  unter  q  den  effectiven  Ablenkungswinkel  verstanden, 
der  fragliche  Coefficient  eigentlich  die  Bedeutung 

k(l  —  nco8Q) 
hat,  und  dass  mit  wachsender  Randhöhe  n  beständig  abnimmt,  während  q 
sich  schnell  der  Grenze  q  =  180^  nähert. 

Bidone  untersuchte  auch  den  Anfangsdruck  und  fand  das  Maxi- 
mum desselben  bei  der  ebenen  Platte  bis  doppelt  so  gross,  bei  der  ge- 
ränderten Platte  dagegen  in  geringerem  Verhältnisse  grösser  als  den  per- 
manenten Druck.  — 

Bei  den  Versuchen  von  Weisbach*  war  "die  von  dem  vertical  auf- 
steigenden Strahl  von  unten  getroffene  Platte  an  einem  horizontalen  Hebel 
befestigt,  der  um  eine  schneidige  Axe  am  einen  Ende  sich  drehen  konnte, 
zwischen  dieser  und  der  Platte  eine  Waagschale  trug  und  jenseits  der 
Platte  in  einem  vertical  geschlitzten  Ständer  geführt  wurde.  Ein  durch 
letzteren  über  dem  Hebel  hindurch  gesteckter  Stift  verhinderte  den  Aus- 
schlag nach  oben.  Indem  nun  das  mit  einem  Windkessel  in  Verbindung 
stehende  Ausflussgefäs?  während  des  Versuches  keinen  Zufluss  durch  die 
zur  Füllung  dienende  Druckpumpe  erhielt,  nahm  während  des  Ausflusses 
der  Druck  im  Inneren,  folglich  die  Ausflussgeschwindigkeit,  die  Aus- 
flussmenge  und  der  Druck  gegen  die  Platte  stetig  ab,  und  es  musste 
endlich,  früher  oder  später  je  nach  der  grösseren  oder  kleineren  Be- 
lastung der  Waagschale,  ein  Zustand  eintreten,  bei  welchem  der  gegen 
den  vorbemerkten  Stift  bis  dahin  angedrückte  Hebel  sich  abwärts  bewegte; 
in  diesem  Augenblicke  gab  der  betreffende  Beobachter  einem  anderen,  der 
unterdessen  den  sinkenden  Stand  des  mit  dem  Ausflussgefösse  verbundenen 
Manometers  im  Auge  behalten  hatte,  ein  Zeichen  zum  Ablesen  desselben. 


•  „Civilingenieur**,  Bd.  VH,  Heft  5  und  Bd.  VIU,  Heft  1. 
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wonach  durch  Venninderang  der  Belaatnng  der  Waagschale  eine  ne«e  Ab- 
lesang  bei  kleinerer  Geschwindigkeit  vorbereitet  werden  konnte  o.  a.  £ 
Mit  Hülfe  der  bekannten  Constanten  (Flächeninhall,  Contracti<Mi8-  und  Ge- 
schwindigkeitscoefficient)  der  verwendeten  Mundatflcke  und  der  bekannten 
Höhe  der  Platte  über  der  Mündung  (welche  immer  klein  genug  war,  um 
ihr  die  Abnahme  der  Geschwindigkeitahöhe  von  der  Mündung  bia  zur 
Platte  einfach  gleich  setzen  zu  dürfen),  sowie  mit  Rücksicht  auf  den  Ort 
des  Manometers,  die  Dimensionen  des  Hebels  etc.  konnten  dann  mit  grofiser 
Genauigkeit  Tleihen  zusammengehöriger  Werthe  von  P,  if,  u  ermittelt 
werden. 

Die  verwendeten  Mundstücke  waren  zwei  Kreismündungen  in  der 
dünnen  Wand  von  ungefähr  10  und  14  Millim.  Weite  und  ein  kurzes  oo- 
neidisches  Mundstück  von  10  Millim.  Durchmesser  an  der  Mündung.  Der 
Platten  waren  zwei,  beide  von  100  Millim.  Durchmesser,  die  eine  eben. 
die  andere  nach  einem  Rotationshyperboloid  gestaltet,  welches  dem  Strahl 
seine  concave  Fläche  von  34  Millim.  Tiefe  zukehrte,  entsprechend  q  = 
134^  Aus  diesen  Versuchen  hat  der  Verf.  folgende  Werthe  von  k  und  « 
abgeleitet*  und  zwar  als  Mittelwerthe  aus  je  einer  grösseren  Zahl  von 
Einzelversuchen. 


m 


—i. 


m 


T 


9  bis  12,5 


\ 


2,30 
8,63 


0,925 
0,946 


12,5 
9 
10 


8,63 
7,24 
1,91 


0,674 
0,837 
0,851 


Die  Werthe  von  k  sind  aus  den  Versuchen  mit  der  ebenen  Platte  ge- 
folgert, und  es  ist  ihnen  entsprechend  k  angenommen  worden,  nm  ans  deo 
Versuchen  mit  der  concaven  Platte  die  Werthe  von  n  abzuleiten.  Wie  er- 
sichtlich, nimmt  k  mit  der  Geschwindigkeitshöhe  h  des  Strahls  bei  seinem 
Zusammentrefifen  mit  der  Platte  zu,  während  n  um  so  kleiner  ist,  je  grösser 
m  und  h  sind.  Zum  Ausdruck  dieser  Beziehungen  durch  empirische  Formeln 
sind  die  Versuche  nicht  ausreichend. 

Dass  selbst  bei  so  grossen  Werthen  von  m,  bei  welchen  eine  Er- 
streckung des  an  der  Platte  relativ  ruhenden  Wasserconoids  BAB  (Fig.  57) 
bis  zum  Plattenrande  nicht  anzunehmen  ist,  doch  k  merklich  <1  1  gefunden 
wird,  deutet  darauf  hin,  dass  der  effective  Ablenkungswinkel  q'  bis  xnm 
Rande  stets  etwas  <C  Q  bleibt,  was  u.  A.  dadurch  erklärlich  ist,  dass  die 
längs  der  Platte  radial  nach  aussen  abfliessende  Wasserschicht  mit  ihrer 


*  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Bd.  VXI  (1863X  S.  23&— 212. 
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Aasbreitang  an  Dicke  abnimmt,  und  dass  somit  besonders  die  Bahnen  der 
am  schnellsten  fliessenden  Wassertheilchen  an  der  freien  Oberfläche  immer 
etwas  gegen  die  Fläche  convergiren  müssen.  Dass  n  abnimmt,  wenn  m 
wächst,  ist  ebenso  wenig  auffallend,  da  mit  wachsender  verhältnissmässiger 
Grösse  der  Fläche  natttrlich  auch  der  GeschwindigkeitsTerlnst  durch  Rei- 
bung zunimmt. 


%.  152.   Druck  eines  begrenzten  Wasserstroms  auf  einen  festen  KOrper. 

In  einer  cylindrischen  Röhre  vom  Querschnitte  F  sei  Wasser  in  per- 
manenter strömender  Bewegung  mit  der  mittleren  Geschwindigkeit  u.  An 
einer  gewissen  Stelle  befinde  sich  in  der  Röhre  ein  fester  Körper  in  un- 
veränderlicher Lage;  A  sei  der  Querschnitt  eines  der  Röhronaxe  parallelen 
Cylinders,  welcher  den  Körper  in  einer  geschlossenen  Linie  L  bierührt,  so 
dass  an  dieser  Stelle  der  Querschnitt  der  Röhre  bis  F  —  -4,  der  des 
Wasserstroms  weiterhin  vielleicht  noch  mehr  bis  zum  Betrage  a(F  —  A) 
verkleinert  wird.  Die  Linie  L  theilt  die  Oberfläche  des  Körpers  in  eine 
(dem  Wasserstrom  zugewendete)  Vorderfläche  und  in  eine  Hinterfläche; 
letztere  sei  von  solcher  Gestalt,  dass  der  Wasserstrom  sich  hinter  der  Linie 
Zt  von  ihr  trennt  (was  nur  im  Falle  a  <Ci  1  selbstverständlich  geschehen 
mass),  und  dass  er  auch  weiterhin  nicht  wieder  mit  ihr  in  Berührung 
kommt  (was  auch  für  a  <^  1  geschehen  könnte),  dass  vielmehr  zwischen 
der  ganzen  Hinterfläche  des  Körpers  und  dem  Wasserstrom  sich  eine 
Wassermasse  befindet,  von  welcher  angenommen  werden  kann,  dass  sie  nur 
in  unregelmässig  wirbelnder  Bewegung  sich  befindet  und  eine  fast  gleich- 
formige  Pressung  hat.  Qq  bezeichne  einen  Querschnitt  der  Röhre  vor  dem 
Körper,  in  welchem  die  durch  den  Einfluss  des  letzteren  gekrünfmten 
Bahnen  der  Wassertheilchen  noch  eben  geradlinig  und  die  Pressung  nahe 
g^ichförmig  =  p^  ist;  in  dem  Querschnitte  Q  hinter  dem  Körper  seien 
die  Bahnen  wieder  hinlänglich  geradlinig  geworden,  um  die  Pressung  als 
gleichförmig  =^  voraussetzen  zu  dürfen;  h  (eventuell  negativ  oder  =  Null) 
sei  die  Höhe  des  Schwerpunktes  von  Q^  über  dem  Schwerpunkte  von  Q. 
In  dem  kleinsten  Querschnitte  =  a{F —  -4),  den  der  Wasserstrom  zwischen 
Qq  und  Q  annimmt,  und  in  welchem  die  mittlere  Geschwindigkeit  =  u^ 

sei,  sind  die  Bahnen  der  Wassertheilchen  zwar  parallel,  mögen  aber  dabei 

A 
um  so  mehr  convex  nach  aussen  gekrtLmmt  sein,  je  grösser  —  ist,  ent- 

F 

sprechend  einer  nach  aussen  zunehmenden  Pressung  in  diesem  Querschnitte. 
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Gemäss  den  Annahmen,  auf  denen  nach  §.76  der  eifahmngsmäEsig  be- 
währte Ausdruck 

\a  F^A         )    2g 

der  Widerstandshdhe  beruht,  die  durch  die  plötzliche  QuerschnittsTer- 
grösserung  des  Wasserstroms  von  aiF—^-A)  bis  F  verursacht  wird,  soll 
indessen  auch  hier  eine  gleichförmige  Pressung  =  p^  im  kleinsten  Quer- 
schnitte vorausgesetzt  werden,  der  dann  auch  die  Pressung  in  dem  oben 
genannten  Wirbelraum  hinter  dem  Körper  gleich  ist. 

Wegen  des  vorausgesetzten  Beharrungszustandes  und  wegen  Gleichheit 
der  Geschwindigkeiten  in  den  Querschnitten  Q^  und  Q  erfährt  nun  die 
zwischen  diesen  augenblicklich  enthaltene  Wassermasse  keine  Aendening 
ihrer  Bewegungsgrösse  im  folgenden  Zeitelement,  und  muss  deshalb  die  al- 
gebraische Summe  der  auf  diese  Wassermasse  wirkenden  äusseren  Kräfte 
nach  jeder  Richtung  =  Null  sein.  Insbesondere  nach  der  Richtung  der 
Röhrenaxe  sind  diese  Kräfte  unabhängig  von  dem  Druck  an  der  Röhren- 
wand und  bestehen  abgesehen  von  der  Reibung  nur  1)  aus  der  Componente 
der  Schwere,  die  im  Sinne  von  u  =  yFh  gesetzt  werden  kann,  sofern  das 
Volumen  des  Körpers  ein  nur  kleiner  Theil  des  Röhrenraums  zwischen 
Qq  und  Q  ist,  2)  auch  im  Sinne  von  u  aus  dem  Ueberschuss  des  Druckes 
des  angrenzenden  Wassers  auf  die  hintere  Fläche  Q^  über  den  Gegendruck 
auf  die  vordere  Fläche  Q,  3)  aus  dem  Druck  F  des  Körpers  auf  das  Wasser 
entgegengesetzt  dem  Sinne  von  u.  Letzterer,  welcher  dem  Druck  des 
Wasserstroms  auf  den  Körper  im  Sinne  der  strömenden  Be- 
wegung gleich  ist,  ergiebt  sich  also: 

P  =  yFh  +  F(p,  -p)  =  yF(k-\-  ^^-) 

■ 

oder  nach  §.78,  Gl.  (4)  und  (5),  da  hier  wegen  Gleichheit  der  Geschwin- 
digkeiten  in  den  Querschnitten  Qq   und  Q  die  wirksame  Dmckhöhe  = 

Ä  -|_  £1 für  die  Rohrstrecke  QqQ  der  Widerstandshöhe  B  gleich  ist. 


F  /l       F  \« 

F  =  rFB  =  »rARr.^^  =  -{^^,—^-l)     ... 


(IX 


«2 


unter  ff  die  Geschwindigkeitshöhe  -^  verstanden.    Zur  Berücksichtigimg 

untergeordneter  Bewegungs widerstände,  insbesondere  desjenigen,  welcher 
schon  bei  der  Bewegung  von  Qq  bis  zum  kleinsten  Querschnitte  durch  die 
innere  Reibung  verursacht  wird,  kann  a  etwas  kleiner,  als  der  betreffende 
Contractionscoefficient,  in  Uebereinstimmung  mit  Versuchen  über  den 
Widerstandscoefficienten  in  analogen  Fällen,  angenommen  werden. 
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P  ist  der  Ueberschuss  des  Druckes  Pq  aof  die  Yorderfläche  des 
Körpers  im  Sinne  yon  «  über  den  Druck  P^  auf  die  Hinterfläche  im  um- 
gekehrten Sinne,  und  da  der  letztere  ^:=  Af^  ist,  so  bleibt  nur  f^  zu  er- 
mitteln, um  auch  Pq  und  P^  einzeln  zu  finden.  Zu  dem  Ende  hat  man 
nach  §.  78,  Gl.  (4)  und  (5),  wenn  h^  die  Höhe  des  Schwerpunktes  des 
kleinsten  Querschnittes  a{F  —  A)  über  dem  Schwerpunkte  von  Q  bedeutet, 

illn^  — Ä    ■  n—V      D 

— 2r--'^  +  ~7 — ^' 

1       F 

also  mit  der  kürzeren  Bezeichnung:  ifc  =  —  — —  1 (2) 

a  F —  A 


Px=P  —  7K+  y^^S—y   {^^ 


H 


'         oder  wegen  (^)  -  1  =  (i  ^)'-  1  =  ^(*  +  2) 

p^  =  p  —  yhi  —  2kyH, 

Wenn  also  mit  R  der  Druck  bezeichnet  wird,  den  das  Wasser  im  Zustande 

der  Hube  nur  in  Folge  der  Pressung  p  im  Querschnitte  Q  und  der  Schwere 

des  Wassers  nach  der  Axrichtung  der  Röhre  auf  den  Körper  ausüben 

würde,  und  welcher  bei  Abstraction  von  der  betreffenden  Componente  der 

Schwere  des  vom  Körper  verdrängten  Wassers  in  beiderlei  Sinn  gleich 

gross,  nämlich 

Ji  =  A(p-yh,) (3) 

gesetzt  werden  kann,  so  folgt 

Pi  =  R  —  2kYAH, 
Hiemach  ist  schliesslich: 

Pq  =  R  -{-  d^^yAE,    P^=  R  —  d-^yAH-,    P  =  d-yAE  \ 

Bei  der  obigen  Berechnung  der  mittleren  Pressung  p^  im  kleinsten  Quer- 
schnitte sollte  zwar  unter  B  lediglich  diejenige  Widerstandshöhe  verstanden 
werden,  die  der  Bewegung  von  hier  bis  zum  Querschnitte  Q  entspricht; 
weil  aber,  wenn  Pj  =  Apy^  gesetzt  wird,  dieses  p^  die  Pressung  an  der 
Hinterfläche  des  Körpers  bedeutet,  die  wegen  Krümmung  der  Bahnen  im 
kleinsten  Querschnitte  thatsächlich  etwas  kleiner,  als  dessen  mittlere  Pressung 
sein  wird,  so  ist  es  auch  in  dieser  Hinsicht  angemessen,  wenn  a  etwas  kleiner, 
als  der  Contractionscoefficient,  also  Je  etwas  grösser  genommen  wird  in 
solchem  Grade,  dass  k^  dem  resultirenden  Widerstandscoefficienten  für  die 
Bewegung  des  Wassers  von  Q^  bis  Q  gleich  wird. 
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Es  Bei  z.  B.  der  Körper  eine  kreisrunde  ebene  dflnne  Platte 
(Radius  =  a)  von  solcher  Lage  in  der  kreisförmig  cylindrisdien  Räire 
(Radius  =  r),  dass  sie  von  deren  Axe  central  und  rechtwinkelig  geBchnittea 
wird  und  somit  eine  ringförmige  Durchflussöifnung  von  gleichförmiger 
Breite  b  =  r  —  a  dem  Wasserstrom  frei  Iftsst  Zieht  sich  dann  öieaer 
nach  dem  Durchflnss  noch  weiter  bis  zur  Breite  ßh  zusammen  beyor  er 
sich  hinter  der  Platte  wieder  ausbreitet  bis  zum  vollen  Rohrqnerschnitt, 
so  ist  der  Contractionscoefficient 


2n  '         ^ 


Be&nde  sich  in  der  Röhre  an  Stelle  der  Platte  eine  ebene  dOnne  Scheide 
wand,  ringsum  bis  zur  Röhrenwand  reichend,  aber  in  der  Mitte  mit  einer 
kreisförmigen  Oeffnung  versehen,  deren  Radius  =  b  ist,  so  mfisste  die 
Bahn  eines  Wassertheilchens,  welches  von  der  Röhrenwand  herkommend 
am  Rande  dieser  Oeffnung  streifend  vorbei  fliesst,  ebenso  viel  seitlich  ab- 
gelenkt werden  wie  die  eines  Wassertheilchens,  welches  von  der  Rdhren- 
axe  herkommend  den  Rand  der  Platte  streift,  und  wenn  man  deshalb  im 
Falle  der  centralen  Oeffiiung  in  der  ebenen  Scheidewand  den  Radios  des 
Contrahirten  Querschnitts  ==  ßb^  den  Contractionscoefficienten  also  =  ß* 
setzt,  so  könnte  (zugleich  behufs  Berücksichtigung  untergeordneter  Wider- 
stände) dieses  ß^  demjenigen  Werth  von  a  gleich  gesetzt  werden,  welcher 
nach  den  in  §.92  unter   1)  besprochenen  Weisb ach 'sehen  Versuchen 

n  =  (—]  entspricht.    Auf  diese  Weise,  die  freilich  nur  ein  Nothbehelf 

in  Ermangelung  unmittelbar  zutreffender  Erfahrungen  ist,  ergiebt  sich  z.  B. 


also 


für  -  =r  ^ 

a        2 

2 

0 

2 

3 

F 

~2 

=(■:)•  :- 

4 

25 
4 

9 

n  : 

=('/ 1 

1 
4 

9 
25 

4 

9 

ß^  —  0,625 

0,637 

0,652 

0,669 

a  —  0,824 

0,852 

0,873 

0,892 

k  —  1,184 

0,565 

0,364 

0,261 

^0  —  0,79 

0,11 

0,10 

0,09 

^1  —  2,37 

1,13 

0,73 

0,ö2 

^  —  3,16 

1,24 

0,83 

0,61 
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Ohne  Zweifel  sind  diese  Zahlen  um  so  unzuTeriässiger  and  zwar  die 

r 
Werthe  von  d-  nm  so  mehr  zu  klein,  je  grösser  -  ist,  weil,  je  grösser  dieses 

Yerhältniss  ist,  desto  anwahrscheinlicher  die  zu  Grunde  liegende  Voraus- 
setzung wird,  dass  die  durch  die  Platte  verursachte  Geschwindigkeits-  und 
Pressungsänderung  sich  gleichmässig  bis  zur  Röhrenwand  erstrecke;  wenn 

dieser  £infiuss  sich  nur  bis  zu  einer  Gylinderfläche  mit  dem  Radias  r  <C.r 

r  r 

entreckte,  so  wären  die  Werthe  von  ^  richtiger  mit  —  statt  —  zu  be^ 

a  a 

rechnen  gewesen  und  dann  grösser  gefunden  worden.  Immerhin  lässt  sich 
aber  der  Rechnung,  falls  ihre  Voraussetzungen  auch  nur  im  Wesentlichen 
richtig  sind,  das  bemerkenswerthe  Resultat  entnehmen,  dass  die  Ver- 
grösseruiig  des  mittleren  Druckes  an  der  Vorderfläche  weniger 
beträgt,  als  die  Verkleinerung  desselben  an  der  Hinterfläche.* 
Wenn  der  Körper  zwar  nach  wie  vor  einen  kreisförmigen  Querschnitt 
A  und  eine  centrale  Lage  in  der  kreisförmig  cylindrischen  Röhre  hat,  da- , 
bei  aber  seine  Vorderfläche  gekrümmt  ist  der  Art,  dass  den  Bahnen 
der  längs  ihr  hinfliessenden  Wassertheilchen  schon  bis  zur  Grenzlinie 
zwischen  Vorder-  und  Hinterfläche  eine  mehr  oder  weniger  vollkommen 
axiale  Richtung  ertheilt  wird,  so  ist  die  Contra^tion  hinter  dieser  Grenz- 
linie entsprechend  geringer,  und  wenn  z.  B.  1  —  a  auf  —  des  Werthes  für 

3 

die   danne  Platte   (für   welche   a  jetzt  mit  d  bezeichnet  sei)  reduoirt 

wtirde,  also 

1  _  «'        2  +  a' 


\A. 

3 

3 

wäre,  so  ergäbe  sich 

für    -        - 
a         2 

2 

5 
2 

3 

a  —  0,941 

0,961 

0,958 

0,964 

l  —  0,913 

0,402 

0,243 

0,167 

^0  —  0,05 

0,16 

—  0,12 

—  0,08 

«^1  —  1,83 

0,80 

0,49 

0,33 

^  —  1,88 

0,64 

0,37 

0,25. 

In  Betreff  der  mit  —  wachsenden  Unzuverlässigkeit  dieser  Zahlen  gilt 

a 

auch  hier  das  oben  Gesagte.    Indessen  ist  doch  zu  schliessen,  dass  durch 


*  Wenn  Bresse  in  seinem  Cours  de  möcanique  appliqu^e,  II.  partie 
(1860),  p.  320  aus  denselben  allgemeinen  Formeln  eine  entgegengesetzte  Fol- 
gerung zieht,  so  beruht  das  auf  einem  Rechenfehler. 
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entsprechende  Krümmung  der  Yorderfläche  der  Druck  P  des 
Wasserstroms  auf  den  Körper  erheblich  vermindert  werden 
kann  (bis  auf  etwa  die  Hälfte  des  Werthes  bei  ebener  Yorderfläche)  und 
dass  besonders  der  specifische  Druck  an  der  Vorderfläche  da- 
durch vermindert  wird,  so  dass  sein  Mittelwerth  selbst  kleiner 
sein  kann,  als  der  hydrostatische  d.  h.  der  Druck  im  Rahe- 
zustande. Das  letztere  Resultat  ist  zwar  auffallend,  aber  doch  nicht  un- 
erklärlich, wenn  man  bedenkt,  dass  der  specifische  Druck  an  einer  stetig 
gekrümmten  Fläche  auch  nur  stetig  längs  derselben  variabel  sein  kann, 
und  dass  die  Grenzlinie  zwischen  dem  Theil  der  Körperoberfläche,  vro  der 
hydraulische  Druck  den  hydrostatischen  übertrifft,  und  demjenigen,  wo  das 
Umgekehrte  stattfindet,  sich  auf  der  Yorderfläche  des  Körpers  um  so  mehr 
von  der  Grenzlinie  L  zwischen  ihr  und  der  Hinterfläche  entfernen  wird, 
je  früher  durch  entsprechende  Krümmung  der  Yorderfläche  die  Bahnen 
der  von  der  Axe  herkommenden  Wassertheilchen  zu  einer  einwärts  con- 
caven  Krümmung  veranlasst  werden  bevor  sie  die  Linie  L  erreicht  haten.  — 
Wenn  entgegen  der  Annahme,  die  den  obigen  £ntwickelnngen  xa 
Grunde  lag,  der  Wasserstrom  bei  seiner  Wiederausbreitung  vom  kleinsten 
Querschnitte  a{F — J)  bis  zum  Rohrquerschnitte  F  mit  der  Oberflädie 
des  Körpers  in  Berührung  kommt,  so  können  dadurch  die  Preasongen  P^, 
P^  und  P  =  P^  —  Pj  wesentlich  andere  werden.  Das  einfachste  Bei^iel 
dieses  Falles  gewährt  ein  cylindrischer  Körper  in  solcher  Lage, 
dass  seine  Axe  mit  der  Rohraxe  parallel  ist,  wenn  seine  Länge 
gross  genug  ist,  um  den  Wasserstrom,  nachdem  er  nahe  dem  vorderen 
Ende  des  Körpers  bis  zum  Querschnitte  a{F — A)  sich  contrahirt  hatte, 
auf  einer  gewissen  Strecke  zur  vollen  Ausfüllung  des  Querschnittes  F  —  Ä 
des  cylindrischen  Canals  zwischen  Körper  und  Rohrwand  zn  nöthigen. 
Uebrigens  sei  nach  wie  vor  die  Körperlänge  nicht  so  gross,  dass  die  Rei- 
bung an  seiner  Oberfläche  sowie  auch  an  der  Röhrenwand  zwischen  den 
Querschnitten  Q^  und  Q  einen  wesentlichen  Einfluss  gewinnen  könnte, 
und  es  sei  die  hintere  Endfläche  des  Körpers  so  gestaltet,  dass  mit  ihr 
der  Wasserstrom  bei  seiner  Ausbreitung  vom  Querschnitte  F — -4  bis  zom 
Querschnitte  F  nicht  in  Berührung  kommt.  Unter  diesen  Umständen  be- 
steht hier  die  gesammte  Widerstandshöhe  B  für  die  Beii^egung  des  Wassers 
von  Qq  bis  Q  im  Wesentlichen  aus  zwei  Theilen  B^^  und  B^^  den  plötz- 
lichen Querschnittsänderungen  von  F — Azvl  F  und  vorher  von  a{F — Ä) 
zu  P — Ä  entsprechend,  und  zwar  ist,  wenn  mit  p^^  u^  und  H^  hier 
die  Pressung,  Geschwindigkeit  und  Geschwindigkeitshöhe  im  Qoerschnitte 
P  —  A  bezeichnet  werden. 


§.  152. 
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-. = (f^  -  •) ->  -.  -  e-  -  •)■-. = e  -  oXf^'-' 

also  .Ä  =  J?i  +  ^8  =  (ifei  2  +  JEj«)  J5r 

F  (1— a)-P 


mit  ifej  = 


F-A^  ^  — U~"^ 


/^  — ^       a(i?'— ^) 


.(5). 


Indem  nun  durch  dieselbe  Betrachtung  wie  oben  sich  P  =  yFB  ergiebt, 


ist  hier 


p  =  -j{h*  +  h^)r^s- 


Die  Pressung  p^  ist  auch  wie  im  vorigen  Falle  zu  berechnen,  indem 
nur  J^  für  k  gesetzt  wird,  nämlich  B^  =^  Jc^^ H  mr  B  =  k^ H,  wäh- 
rend auch 

—  1  =  k^{k^  +  2)  statt  k{k  -^  2) 


ist.    Somit  folgt  auch 


Pj  =  Ap^  =  R  —  2k^  yÄlI, 

und  wenn  wieder  gesetzt  wird: 

P^  =  R  +  ^oYAH;    P,  =  R  —  d^^yAlI',    P  =  d^yAH,  j 

F  [  .  .  .  .  (6). 

so  ist   ^^j  =  *  —  ^j ;  ^j  =  2k^  \    ^  =  -.   iki^  +  h^)\ 

Aas  den  Ausdrücken  (5)  von  k^  und  k^  ergiebt  sich 


*1  "T   *2 ~ 


F 


a  F—A 

und  es  sind  also  ^  und  &^  kleiner,  als  im  vorigen  Fall.  Dabei  ist  ^i, 
d.  h.  die  Druckvermindemng  an  der  Hinterfläche  unabhängig  von  a,  somit 
auch  von  der  'Gestalt  der  vorderen  Endfläche. 

Ist  insbesondere  der  Körper  ein  Kreiscyliuder,  dessen  Axe  mit 
derjenigen  der  gleichfalls  kreisförmig  cylindrischen  Röhre  zusammenföllt, 
und    v?erden,  jenachdem   seine  vordere  Endfläche  eben  oder  gewölbt  ist, 

dieselben  Werthe  von  a  zu  Grunde  gelegt  wie  in  den  vorigen  Beispielen 

r 
bei  gleicher  Vorderfläche  und  für  gleiche  Werthe  von  —  ,'so  findet  man: 


Ebene  Vorderfläche. 

Gewölbte  Vorderfläche. 

r         3 
a         2 

2 

3 
2 

2 

F         9 
A         4 

4 

9 
4 

4 

a  —  0,824 

0,852 

0,941 

0,951 

Oraaliof,  theuret.  Maschinenlehre.    I. 
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0,8 

0,333 

0,113 

0,069 

0,13 

—  0,21 

1,60 

0,67 

1,47 

0,46 
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Ebene  Yorderfläche.  Gewölbte  Vorderflftcfae. 

h^  =  0,8  0,333 

k^  =  0,384       0,232 

^^=0,17    —0,01 

^j  =  1,60         0,67 

^  =  1,77         0,66 

Nicht  nur  der  resnltirende  Druck  P  und  die  DrackrerininderoDf  = 
R  —  P^  an  der  Hinterfläche  sind  in  aDen  diesen  Fällen  kleiner  geworden, 
sondern  auch  die  Druckvermehrung  =  Po  —  Ä  an  der  Vorderfläche,  resp. 
CS  ist  dieselbe  in  eine  Druckverminderung  übergegangen,  die  aber  natfir- 
lich  immer  weniger  beträgt  als  diejenige  an  der  Hinterfläche.  — 

Die  Untersuchungen  dieses  §.  sollen  hauptsächlich  als  Uebergang  n 
einem  häufiger  vorkommenden,  aber  weniger  einfachen  Falle  dienen.  nSn- 
lieh  zur  Veranschaulichung  der  Vorgänge  und  zur  principiellen  Beartheilnsg 
des  gegenseitigen  Druckes  bei  der  relativen  Bewegung  eines  festen  Körpers 
und  einer  Flüssigkeit,  die  so  wenig  in  ihrer  Bewegung  beschränkt  ist,  dass 
sie  als  unbegrenzt  betrachtet  werden  kann.  Indessen  haben  sie  anch  eii 
selbständiges  Interesse,  wenn  nur  die  zu  Grunde  liegenden  Voraassctzungei 
dahin  erweitert  werden,  dass  die  Flächeninhalte  der  Querschnitte  Q^  und  k 
des  Wasserstroms  im  Allgemeinen  verschieden,  etwa  =  F^  und  F  sind. 

Wenn  z.  B.  der  Druck  Peines  Wasserstroms  auf  ein  erhobene« 
tellerförmiges  Ventil  (Fig.  42,  S.  506)  ermittelt  werden  soll,  so  ist  f 
als  der  Querschnitt  des  Ventilgehäuses,  Fq  als  die  kreisförmige  Oeffhnir 
im  Ventilsitz  zu  betrachten,  indem  das  Wasser,  nach  dem  Durchgang  dinck 
letztere  alsbald  sich  wieder  ausbreitend,  kaum  eine  merkliche  Gontractk« 
vorher  erleiden  kann;  A  ist  die  vom  Ventilrande  begrenzte  Kreisfliefcft 
Wenn  hier  übrigens  die  früheren  Buchstabenbezeichnnngen  beibehaltet 
werden  (h  ist  dann  eine  negative  Grösse)  und  angenommen  wird,  dass  ii 
dem  äusseren  und  unteren  ringförmigen  Winkelraum  des  VentilgehäoM 
woselbst  eine  regelmässige  Strömung  des  ihn  erfüllenden  Wassers  nicbc 
stattfinden  kann,  dieselbe  Pressung  =  Pq  herrscht  wie  im  Querschnitte  /^ 
so  ist  die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  die  Aenderung  der  in  axi; 
Kichtung  genommenen  Bewegungsgrössc  des  zwischen  Qq  und  Q  befindlidi 
Wassers  in  irgend  einem  Zeitelement  dem  entsprechenden  Antrieb  d 
äusseren  Kräfte  gleich  ist, 

7 


Fuiu  —  u^)  =  yFh  +  F(p^—p)  —  F 
ff 


und  folgt  daraus 
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yF 


A+^-_^  +  2(*»-l)2r 


Ist  aber  5  der  resnltireBde  Widerstandscoefficient,  d.  h.  t,S  die  gesammte 
.  Widerstandshöhe,  so  ist  die  wirksame  Druckhöhe: 


A  +  ?!^  =  gJ  + 


u 


^-  =  is- 


u 


ji 
u 


—  1 


^, 


2- 


yFJa: .  .  (7). 


7  -  2y 

folglich      P=      ^-^(^—l^'^yFir=      ^^(^^-l 

Nach  §.92  unter  5)  kann  dabei  gesetzt  werden: 

5  =  G  J.  -  •)'=  ('•^"  r. 

wenn  die  Hubhöhe  des  Ventils  wenigstens  =  dem  Radius  von  Fq^  und 
wenn  Fq  höchstens  =  F  —  A^  indessen  auch  nicht  viel  <1  ^ — -^  ist. 


§.  153.  Braek  des  unbegrenzten  Wassers  auf  relativ  bewegte  feste  Körper. 

Ein  fester  Körper,  der  im  Allgemeinen  eine  Translationsbewegung 
mit  der  Geschwindigkeit  v  habe,  befinde  sich  in  Wasser  an  einer  solchen 
Stelle,  dass  die  Entfernung  der  Eörperoberfläche  von  den  Begrenzungs- 
flächen des  Wassers  nach  allen  Seiten  gross  im  Vergleich  mit  den  Körper- 
dimensionen ist.  Das  Wasser  habe  an  der  betreffenden  Stelle  im  Allge- 
gemeinen  eine  eigene  Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  ti;  die  Resultante 
derselben  und  der  entgegengesetzt  genommenen  Geschwindigkeit  v  ist  dann 
die  relative  Geschwindigkeit  des  Wassers  gegen  den  Körper  und  sei  mit 
te  bezeichnet.  Denkt  man  sich  eine  den  Körper  ringsum  berührende 
Cylinderfläche,  deren  erzeugende  Gerade  parallel  to  ist,  so  theilt  die  Be- 
rfihrungslinie  L  die  (als  durchaus  convex  nach  aussen  vorausgesetzte)  Ober- 
fläche des  Körpers  in  zwei  Theile,  von  denen  wieder  der  dem  Sinne  von 
w  entgegen  gekehrte  die  Vorderfläche,  der  andere  die  Hinterflftche  ge- 
nannt werde. 

Wenn  man  unter  diesen  Umständen  allgemein  den  Druck  berechnen 
wollte,  den  das  Wasser  nach  irgend  einer  Richtung  auf  den  Körper  aus- 
übt, so  würde  dazu  die  Kenntniss  des  specifischen  Drucks  in  jedem  Punkt 
der  Körperoberfläche  erforderlich  sein.  Wenn  man  sich  aber  auch  auf  die 
Bpeciellere  Aufgabe  beschränkt,  den  Druck  P  im  Sinne  von  w  zu  ermitteln 

=r   dem  üeberschuss  des  Druckes  Fq  auf  die  Vorderfläche  im  Sinne  von 
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w  über  den  Druck  P^  aaf  die  Hinterflftche  im  umgekehrten  Sinne,  so  steDe« 
sich  der  rationellen  Lösung  grosse  Schwierigkeiten  entgegen.  Zwar  wenn 
man  von  dem  Gesichtspunkte  ausgehend,  dass  es  einerlei  sein  müsse,  wie 
die  relative  Geschwindigkeit  w  aus  den  absoluten  Geschwindigkeiten  ic,  r 
beider  Theile  hervorgeht,  den  Körper  in  Ruhe  und  das  Wasser  mit  der 
Geschwindigkeit  w  bewegt  denkt,  so  würde  es  sich  lediglich  um  einea 
Grenzfall  der  im  vorigen  §.  behandelten  Aufgabe  handeln,  entsprechend 
einem  unbegrenzt  wachsenden  Verhältnisse  des  Röhrenquerscfanitts  F 
Querschnitte  A  des  den  Körper  im  Sinne  der  Axe  (der 
keit  uj)  berührenden  Cylinders  bei  Voraussetzung  einer  mittleren  Lage  des 
Körpers  in  der  Röhre.  Indessen  ist  schon  im  vorigen  §.  hervorgehoben 
worden,  dass  die  jener  Entwickelung  zu  Grunde  liegende  Anschauung  ohof 

F 

Zweifel  um  so  fehlerhafter  sein  werde,  je  mehr  das  Verhältniss    -  wich^ 

und   es   lässt  sich  sogar  vermuthen,  dass  sie  schon  bei  massiger  Grösse 

F 
dieses  Verhältnisses,  etwa    :  =^  3  bis  4  wenigstens  ungenügend  wird,  so 

A 

dass  für  den  hier  in  Rede  stehenden  Grenzfall  ein  brauchbares  El<»altat 
nicht  daraus  gewonnen  werden  kann. 

Eine  mehr  zutreffende  Vorstellung  des  ganzen  Vorganges  dürfte  die 
folgende  Betrachtung  gewähren  mit  i^zagnahme  auf  Fig.  58,  worin  K  den 

als  ruhend  gedachten  Körper,  >^Y  eine  dank 
einen  mittleren  Punkt  desselben  in  der  iUch- 
tung  der  Strömungsgeschwindigkeit  w  des 
Wassers  gezogene  Gerade  bedeutet,  die  Vor- 
derfläche des  Körpers  in  A^y  die  Hinter- 
fläche in  X^  treffend.  Mit  der  Entfernung 
l,  von  der  Geraden  AX  und  vom  Körper  nimmt 
die  durch  denselben  verursachte  Stönng 
der  Wasserbewegung  und  die  entsprechende 
Druckänderung  allmählig  ab,  und  es  seiea 
BY^  BY  die  geraden  Durchschnittaliniefi 
der  durch  AX  gehenden  Ebene  der  Figur 
mit  einer  Cylinderfläche,  ausserhalb  weldier 
jene  Störung  verscliwindend  klein  ist  !■ 
der  Figur  sind  einige  der  innerhalb  dieses  Cylinders  in  der  Nähe  dos 
Körpers  verlaufenden  Bahnen  der  Wassertheilchen  und  einige  der  sie  nor* 
mal  schneidenden  Querschnitte  des  Wasserstroms  angedeutet;  die  Krümmmg! 
sowohl  der  Bahnen  wie  der  Querschnitte,  und  mit  der  Bahnlänge  aach  die 


4 


l 


Fig.  &8. 

t 


A  .>: 


.>- 


._-j 


,.-v  -.  \\t/  !  •;- 


\ 
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Geschwindigkeit  nimmt  von  innen  nach  aussen  (von  AX  nach  BY)  ab. 
Die  Bahnen  sind  znerst,  etwa  bis  znm  Querschnitte  «q^O)  ^^^  innen  con- 
yex  gekrümmt,  und  nimmt  die  Pressung  in  den  entsprechenden  Quer- 
schnitten nach  innen  zu;  dann  werden  etwa  bis  ah  die  Bahnen  einwärts 
concav  gekrümmt,  eine  nach  innen  abnehmende  Pressung  der  Querschnitte 
zwischen  a^b^  und  ah  bedingend;  endlich  krümmen  sich  die  Bahnen  wieder 
convex  nach  innen,  entsprechend  einer  in  gleichem  Sinne  wachsenden 
Pressung  in  den  zugehörigen  Querschnitten.  Die  Grösse  der  letzteren 
nimmt  anfangs  etwa  bis  A^Bq  zu,  dann  bis  a^h^  ab,  endlich  wieder  zu. 
Im  grössten  Querschnitte  ist  die  mittlere*  Geschwindigkeit  am  kleinsten,  die 
mittlere  Pressung  am  grössten,  und  da  hier  zugleich  wegen  einwärts  con- 
yexer  Bahnkrümmung  die  Pressung  nach  innen  zunimmt,  so  ist  bogreiflich, 
dass  der  grösste  Druck  an  der  Oberfläche  des  Körpers  bei  Aq  in  der 
Mitte  der  Yorderfläche  stattfinden  muss.  Von  hier  aus  nimmt  der  hydrau- 
lische Ueberdruck  (Ueberschuss  des  hydraulischen  über  den  hydrostatischen 
Druck)  an  der  Körperoberfläche  stetig  ab  und  wird  =  Null  etwa  bei  a^ 
an  einer  solchen  Stelle,  wo  der  Querschnitt  a^b^  dem  ursprünglichen  AB 
wieder  nahe  gleich  geworden  ist  und  die  Bahnen  sehr  schwach  gekrümmt 
sind,  indem  ihr  Krümmungssinn  ungefähr  an  dieser  Stelle  sich  umkehrt. 
Jenseits  der  Linie  dieser  Punkte  a^  ist  der  hydraulische,  Ueberdruck  an 
der  Oberfläche  des  Körpers  negativ,  und  zwar  ist  er  am  kleinsten  (der  Ab- 
solutwerth  des  negativen  Ueberdrucks  am  grössten)  bei  a^  ungefähr  in 
grösster  Entfernung  von  der  Axe  AX,  weü  hier  im  kleinsten  Querschnitte 
a^^h^  des  Wasserstroms  mit  stärkster  einwärts  concavcr  Bahnkrümmung  zu 
gleicher  Zeit  die  mittlere  Pressung  am  kleinsten  ist  und  die  erheblichste 
Pressungsabnahme  nach  innen  stattfindet.  An  der'  Hinterfläche  des  Körpers 
muss  nun  eine  Strömung  nach  der  Stelle  a^  des  kleinsten  Druckes  hin  ein- 
treten; indem  aber  das  hier  angekommene  mit  dem  im  Sinne  a^^  a  strömenden 
Wasser  von  überwiegender  Masse  zusammentriff't,  wird  es  von  demselben 
durch  innere  Reibung  in  gleichem  Sinne  mitgenommen  bis  es  infolge  der 
wachsenden  Pressung  besonders  zwischen  a  und  X  gegen  die  Mitte  Xj  der 
Hinterfläche  hin  wieder  abgelenkt  wird.  Wenn  also  auch  das  Wasser  in 
einem  gewissen  Raum  hinter  dem  Körper  an  der  regelrechten  Strömung 
nicht  Theil  nimmt,  sondern  in  wirbeiförmiger  Bewegung  begriflFen  ist,  so 
ist  doch  diese  nicht  der  Art  regellos,  dass  ihr  eine  fast  gleichförmige 
Pressung  in  dem  ganzen  fraglichen  Raum  entspräche,  wie  es  bei  den  Ent- 
Wickelungen  im  vorigen  §.  angenommen  wurde;  es  müssen  vielmehr  die 
Wirbel  sich  vorwiegend  in  der  Weise  ausbilden  wie  es  die  Pfeile  in  Fig.  68 
andeuten,  entsprechend  einer  von  aX  gegen  X^  und  von  hier  gegen  a^  ab- 
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nehmenden  Pressung.  Uebrigens  lässt  sich  erwarten,  dsss  das  ib  den 
Wirbelraum  befindliche  Wasser  beständig  eine  theilweise  Emeaemog  er- 
fahren, dass  insbesondere  längs  a^a^  und  längs  aX  strömendes  Wasser  ii 
diesen  Raum  eintreten  und  eine  gleiche  Wassermenge  längs  44  a  9ms  ihm 
austretend  dem  Hauptstrom  einverleibt  werden  wird.  Nimmt  aiaa  hina, 
dass  auch  abgesehen  hiervon  besonders  da,  wo  die  Geschwindigkeit  sack 
Grösse  und  Richtung  am  schnellsten  variabel  ist,  die  innere  Reibung  voa 
erheblichem  £influ8S  auf  den  ganzen  Vorgang  sein,  und  dass  dieser  ii 
seinen  Einzelheiten  sehr  wesentlich  von  der  Grösse,  Gestalt  und  Lage  dei 
Körpers  abhängig  sein  muss,  so  ist  es  begreiflich,  dass  eine  theoretisclie  Be- 
rechnung des  in  Rede  stehenden  Druckes  in  hinlänglich  zutreffender  oid 
doch  zugleich  technisch  brauchbarer  Weise  bisher  nicht  gelunges  isL 

Den  Entwickelungen  des  vorigen  §.  können  nur  die  allgemeinen  Ast- 
drücke: 

entnommen  werden,  in  denen 

JET  =  77-  ^^^  ^^^  (durch  die  gegenseitige  Störung  noch  nicht  modificirteni 

relativen  Geschwindigkeit  entsprechende  Geschwindigkeitahöbe, 
A  den  Querschnitt  des  den  Körper  in  der  Richtung  von  w  berührendes 

Cylinders, 
7  das  specifische  Gewicht  des  Wassers  und 
R  den  hydrostatischen  Druck  auf  die  ebene  Fläche  A  mm  Orte  des 

Körpers 
bedeutet,  wogegen  die  Coefficienten  ^0,  ^^  und  ^  =  d-^  +  ^1  ^^^  dorcfc 
Beobachtung  und  Messung  mit  einiger  Zuverlässigkeit  bestinunbar  sind. 

Von  solchen  Beobachtungen,  welche  zugleich  durch  Messung  des  spe- 
cifischen  Druckes  an  verschiedenen  Stellen  der  Körperoberfläche  zur 
heren  Aufklärung  der  obwaltenden  Umstände  dienen  können,  sind 
bemerkenswerth,  welche  von  Berthon  zur  Begrfindung  der  Eigenschsitei 
des  von  ihm  erfundenen  Logs,  d,  h.  Instrumentes  zur  Messung  der  Ge- 
schwindigkeit eines  Schiffes,  vielfach  angestellt  wurden.  Der  HanptbesUnd- 
theil  dieses  Logs  ist  eine  oben  offene,  unten  geschlossene  cylindrischs 
Röhre,  welche,  durch  eine  Stopfbüchse  gedichtet,  von  oben  her  durch  dei 
Schiffiskiel  hindurch  gesteckt  ist,  so  dass  sie  um  etwa  15  bis  20  Centim. 
unten  hervorragt;  in  der  Wand  dieses  vorstehenden  Rohrstücks  befindet 
sich  eine  kleine  Seitenöffnung.  Wenn  diese  Oeffnung  gerade  vorausgekehrt 
ist,  d.  h.  in  der  Mitte  der  Yorderfläche  des  Rohrstücks  sich  befindett 
während  das  Schiff  in  ruhigem  Wasser  in  der  Richtung  des  Kiels  aidi  be- 
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wegt,  80  steigt  das  Wasser  in  der  Röhre  bis  zu  einer  gewissen  der  Schiffs* 
geschwindigkeit  entsprechenden  Höhe  h  über  der  äusseren  Wasserober- 
fläche; wird  aber  von  dieser  Stellung  aus  die  Röhre  alhnählig  gedreht,  so 
nimmt  die  Erhebung  des  Wassers  in  ihr  stetig  ab  und  wird  =  Null  bei 
einem  Drehungswinkel  von  41  bis  42^;  bei  weiterer  Drehung  geht  die 
Erhebung  des  Wassers  in  eine  Senkung  über,  welche  rasch  zunimmt  bis 
etwa  1,5  h  bei  einem  Drehungswinkel  von  ungefähr  90^  und  dann  lang- 
samer abnimmt  bis  etwa  0,5  h  bei  einem  Drehungswinkel  von  180°.    In 

• 

der  Mitte  der  Hinterfläche  findet  also  eine  Druckverminderung  statt,  die 
halb  so  gross  ist  wie  die  Druckvermehrung  in  der  Mitte  der  Yorderfläche, 
aber  nur  ^/j  so  gross  wie  die  Druckverminderung  an  den  Seiten*  Diese 
Beobachtungen  sind  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  der  obigen 
allgemeinen  Beschreibung  des  in  Rede  stehenden  Vorganges.  Nicht  ganz 
so  deutlich  ist  es  der  Fall  bezüglich  auf  die  schon  früher  von  Dubuat 
angestellten  ähnlichen  Beobachtungen.  Derselbe  benutzte  eine  rechtwinklig 
paraUelepipedische  Blechbüchse  von  0,325  Mtr.  Seite  der  quadratischen 
Endflächen  bei  nur  9  Millimeter  Höhe  oder  Dicke;  an  einer  der  beiden 
quadratischen  Endflächen  konnte  die  flache  Büchse,  die  an  und  für  sich 
eine  quadratische  Platte  vorstellte,  durch  Anfügung  eines  Holzprisma  von 
gleichem  Querschnitte  zu  einem  mehr  oder  weniger  langen  prismatischen 
Körper  ergänzt  werden,  wogegen  die  gegenüber  liegende  Fläche  mit  regel- 
mässig vertheilten  kleinen  Löchern  versehen  war.  Indem  dann  diese  bei 
Oeffnnng  eines  einzelnen  Loches  oder  sämmtlicher  Löcher  zugleich  zur 
Vorder-  oder  Hinterfläche  dos  Körpers  bezüglich  auf  einen  Wasserstrom 
gemacht  wurde,  konnte  durch  Beobachtung  dos  Wasserstandes  in  einer 
mit  dem  Inneren  der  Blechbüchse  communicirenden  Röhre  entweder  der 
Dmck  an  gewissen  Stellen  oder  der  mittlere  Druck  an  der  Vorder-  und 
Hinterfläche,  somit  der  Gesammtdruck  auf  jede  einzeln  und  auf  den  ganzen 
Körper^  ermittelt  werden.  Andere  Beobachter  haben  meistens  nur  diesen 
resnltirenden  Druck  gemessen. 

Im  Allgemeinen  ergab  sich,  dass  d-^  ein  grösserer,  ^^  ein  kleinerer 
Theil  des  resnltirenden  Coefficienten  ^  ist,  als  durch  die  Rechnung  im 
vorigen  §.  gefunden  wurde,  ohne  Zweifel  eine  Folge  des  Umstandes,  dass 
mit  der  in  Fig.  58  angedeuteten  vorwaltenden  Richtung  der  Wirbelströme 
an  der  Hinterfläche  des  Körpers  eine  solche  mittlere  Pressung  daselbst 
verbunden  ist,  welche  nicht  nur  die  kleinste,  sondern  auch  die  mittlere 


♦  Society  of  Engineers,  Transactions  for  1869,  p.  215.  (Apparatus  for 
measnring  the  velocity  of  ships;  by  Vaughan  Pendred.)  Das  Berthon*Bche 
Log  selbst  wird  im  zweiten  Bande  dieses  Werkes  näher  besprochen  werden. 
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Pressung  im  kleinsten  Qaerschnitte  a^h^^  des  Hanptstroms  wesentlich 
trifft    Weniger  leicht  erklärlich,  vielmehr  weiterer  Prttfung  bedarft^  er- 
scheint dagegen  die  Thatsache,  dass  9  nicht  nnerheblich  grösser  gefendea 

wurde  für  den  Fall  eines  in  strömendem  Wasser  ruhenden  ( i?  =r  0,  J7=  —  L 

als  für  den  Fall  eines  in  ruhigem  Wasser  bewegten  Körpers  f «  =  0,  M^  -- 1 

Wenn  dieser  letztere  Fall  noch  insofern  modificirt  wird,  als  das  Waaser 
nicht  allseitig  unbegrenzt  ist,  indem  es  sich  namentlich  noch  um  dei 
Widerstand  gegen  die  Bewegung  eines  auf  dem  Wasser  schwin- 
menden  Körpers  handelt,  so  kann  zwar  nach  Analogie  auch  f&r  ihn  der 
allgemeine  Ausdruck  (1)  von  P  zu  Grunde  gelegt  werden,  jedoch  ist  d^ 
Coefficient  d-  in  noch  höherem  Grade  auf  eine  nur  empirische  Bestimniiii^ 
angewiesen,  besonders  auch  deshalb,  weil  bei  der  oft  grossen  Länge  solcher 
Körper  die  Reibung  ihrer  Oberfläche  am  Wasser  als  ein  den  Widerstand 
wesentlich  mit  bedingender,  vielleicht  gar  (z.  B.  bei  vom  und  hinten  all- 
mählig  verjüngt  zulaufenden  Schiffskörpern)  als  ein  ihn  vorwiegend  be- 
stimmender Umstand  in  Betracht  kommt  — 

Wenn  nun  aber  auch  Versuche  unerlässlich  sind,  um  den  Dmck  P 
für  verschiedene  vorkommende  Fälle  zuverlässig  zu  bestimmen,  so  kann  es 
doch  oft  Bedürfniss  sein,  solche  Fälle,  für  welche  unmittelbar  zutreffende 
Versuche  nicht  vorliegen,  mit  anderen  einfacheren  Fällen  auf  Grund  ge- 
wisser näherungsweise  zulässiger  Annahmen  rcchnungsmässig  zu  vergleichea. 
Denkt  man  sich  den  der  Vorderfläche  des  Körpers  mit  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit w  zufliessenden  Wasserstrom,  dessen  Querschnitt  =  A  ist 
aus  elementaren  Wasserfäden  mit  den  Querschnitten  dA  bestehend,  so  ist 
man  zu  jenem  Zweck  besonders  von  der  Voraussetzung  ausgegangen,  das« 
diese  Wasserfäden  ähnlich  wie  freie  Wasserstrahlen  auf  den  Körper  wirken 
und  dass  somit  der  Normaldruck  eines  solchen  Fadens  auf  das  in  seiner 
Verlängerung  liegende  Floment  dF  der  Körperoberflftche  analog  GL  (4) 

in  §.150:  ^j^  ^  (idAw^ eosv  =  ii{u;co8V)^dF i2i 

gesetzt  werden  könne,  unter  /i  eine  der  specifischen  Masse  der  FlOssigkeit 
wenn  auch  nicht  gleiche,  so  doch  proportionale  Constante,  und  nuter  r 
den  spitzen  Winkel  verstanden,  den  die  Richtung  von  w  mit  der  einwärts 
gerichteten  Normalen  des  Oberflächenelcmentes  dF  bildet.  Man  setzt  damit 
diesen  elementaren  Normaldruck  proportional  dem  Quadrat  der 
betreffenden  relativen  Normalgeschwindigkeit,  welche  auch 

weosp  =  ueosa  —  veo$ß (3) 

ist,  wenn  a  und  ß  die  Winkel  bedeuten,  unter  denen  die  Geschwindig- 
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ketten  u  and  v  des  Wassers  nnd  des  Körpers  gegen  die  einwärts  gerichtete 
Normale  von  dF  geneigt  sind.  Aus  Gl.  (2)  ergiebt  sich  für  ein  Element 
des  hydraulischen  Ueberdrucks  auf  die  Vorderfläche  des  Körpers  im  Sinne 
von  w  der  Ausdruck: 

d{PQ  —  E)  =  dNcoiV  =  fiw^  coB^vdÄ 

und  ist  daraus  zu  schliessen,  dass,  wenn  wieder 

Pq  —  E  =  d^^yAH  mit   H=  - - 

2g 

gesetzt  wird,  der  Coefficient  ^q  im  Vorhältniss  des  Mittelwerthes 

dJ. 


▼on  008^  V  kleiner  zu  schätzen  ist,  als  fOr  den  Fall  einer  ebenen  Fläche 
t=  Aj  die  von  der  relativen  Geschwindigkeit  w  normal  getroffen  wird. 
Wenn  man  nun  aber  dieses  Resultat  dahin  ausdehnt,  dass  man  in  dem- 
selben Yerhältniss  auch  den  Coefficient  ^  im  Ausdrucke  F  =  dyAK  des 
resultirenden  Drucks  verkleinert,  so  kann  dadurch  freilich  die  Fehler- 
haftigkeit solcher  Schätzung  um  so  mehr  gesteigert  werden,  je  mehr 
dieses  F  zugleich  durch  den  negativen  hydraulischen  Ueberdruck  an  der 
Hinterfläche  und  durch  die  Reibung  an  der  Oberfläche  des  Körpers  be- 
dingt wird. 

Im  Fall  einer  ebenen  und  im  Allgemeinen  schräg  von  der 
relativen  Geschwindigkeit  w  getroffenen  ebenen  Platte  sind 
v^  cLf  ß  constant,  und  erhielte  man 

wenn  *  hier  den  erfahrungsmässigen  Coefficienten  für  die  normal  getrof- 
fene Platte  {v  =  0)  bedeutet.  Ist  aber  F  die  Flächengrösse  der  Platte 
und  N  der  Normaldruck  auf  dieselbe,  so  ist  (bei  Abstraction  von  der 

Reibung)  ^         ,^  .         ^ 

F  =  NcoHV ^  A  =  Fcosv 

und  deshalb  der  resultirende  Normaldruck,  aus  welchem  hier  auch  der 
Druck  nach  einer  beliebigen  Richtung  durch  Multiplication  mit  dem  Co- 
sinus ihres  Winkels  mit  der  Normale  erhalten  werden  kann, 

j^  ^  ^j,.  («^^)'  _  ^p  {ucosa-vcosß)' 

^  '2  ff  ^  '2  ff  •  ;  •  •  •  w 

Ftlr  einen  normalen  Kreiscylinder  vom  Radius  r  und  von  der 
Länge  /,  dessen  Axe  rechtwinkelig  gegen  w  gerichtet  ist,  hat  man 

dA  =  d{2lrsinr)  =  Adsmv^ 
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also 


1  r  r  2 

--  I  eo9^v  dÄ  =  /  (1  —  x^)  dx  =    - ; 


für  eine  Kugel  vom  Radius  r: 

dÄ  =  d {pcr^ sin^p)  ^=  Ad (stn^v) , 


also 


1  r  /j  1 

-  1  cos^v  dÄ  i^rr  /  (1  —  x)dx  =^  — ; 


woraus  man  mit  freilich  nur  roher  Annäherung  schlieft,  da8s  der  Coeffi- 
cient  9-  im  ersteren  Falle  etwa  ^3  so  gross  sein  werde  wie  für  ein  redit- 
winkeliges  Parallelepipedum  mit  den  Kanten  2r,  2r  und  /,  wenn  «?  paraDel 
dem  einen  System  der  Kanten  2r  ist,  und  im  zweiten  Falle  etwa  halb  so 
gross  wie  für  einen  normalen  Kreiscylinder  vom  Radius  r,  wenn  w  die 
Richtung  seiner  Axe  =  2r  hat,  oder  auch  etwa  halb  so  gross  wie  für 
einen  Würfel,  wenn  w  mit  4  seiner  Kanten  =  2r  parallel  ist 


§.  154.   Erfahrungen  Aber  den  hfdraulisehen  Bmek  und  Widerstaad 

des  Wassers. 

1)  DerDruck  eines  Wasserstroms  auf  einen  ganz  eingetanch- 
ten  ruhenden  festen  Körper,  und  zwar  auf  ein  normales  Prisma, 
dessen  quadratische  Endflächen  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  des 
Wassers  waren,  ist  von  Dubuat  und  von  Duchemin  gemessen  worden. 
Ihren  nahe  übereinstimmenden  Messungsresultaten  ist  mit  Bezug  auf  GL  (1) 
im  vorigen  §.,  wenn  /  die  Länge  des  Prisma  und  a  die  Seite  seines  quadra- 
tischen Querschnitts  bedeutet,  zu  entnehmen: 


für    - 
a 

—  0,03 

1 

2 

3 

6 

» 

—  1,86 

1,46 

1,35 

1,33 

1,46 

*0 

-  1,19 

1,19 

1,19 

1,19 

1,19 

*i  —  ^        ^0 

—  0,67 

0,27 

0,16 

0,14 

0,27 

Die  Unabhängigkeit  des  Coofficienton  d-^  von  der  verkältnissmässigen  Kör- 
perlänge wurde  namentlich  von  Dubuat  (auf  die  im  vorigen  §.  ang^ebeae 
Weise)  ct-kannt;  das  Aenderungsgesetz  des  entsprechenden  Coeffidentea 
d-^  z=  d-  —  {^0,  der  zugleich  den  £influ8S  der  Druckverminderang  an  der 
Hinterfläche  und  der  Reibung  an  der  prismatischen  Umfläche  in  sich  be- 
greift, deutet  darauf  hin,  dass  jene  Druckverminderang  mit  wachsender 
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Länge  sich  bald  einem  Minimum  nähert,  während  natürlich  die  Beibung 
nahe  proportional  der  Länge  zunimmt.  Der  Querschnitt  A  •=^  a^  des 
Prisma  war  bei, den  Versuchen  nahe  =  0,1  Quadratm.,  die  Geschwindig- 
keit u  des  Wassers  =  1  Mtr.  pro  Secunde. 

2)   In  Betreff  des  Widerstandes  gegen  die  Bewegung  ganz 

■ 

eingetauchter  Körper  in  unbewegtem  Wasser  sind  auch  zunächst 
die  Versuche  von  Dubuat  und  von  Duchemin  mit  normalen  und  in  der 
Längenrichtung  bewegten  Prismen  zu  erwähnen,  deren  Resultate  zwar 
darin  übereinstimmen,  dass  dieser  Widerstand  kleiner,  als  der  Druck  im 
Falle  unter  \)  gefunden  wurde,  übrigens  aber  insofern  in  Widerspruch 
sind,  als  der  Coefficient  %-  mit  wachsender  Länge  des  Prisma  von  Dubuat 
auch  hier  anfangs  abnehmend,  von  Duchemin  dagegen  nur  zunehmend 
gefunden  wurde.    Wenn  nämlich  a  und*  /  die  oben  unter  \)  angegebenen 

Bedeutungen  haben,  so  wäre 

l 
für    -  ==r  0,03     1  3 

a 

nach  Dubuat:    ^  =  1,43     1,17     1,10 

nach  Duchemin:    ^  =-  1,25     1,28     1,33 

und  dabei  nach  Dubuat  beständig  ^^  =  1.  Wenn  auch  das  von  Letzte- 
rem gefundene  Aenderungsgesetz  des  Coefücienten  i9-  wahrscheinlicher  und 
der  Werth  ^  =  1,43  für  eine  normal  bewegte  ebene  Platte  mit  einem 
Versuche  Pambour's  in  üebereinstimmung  ist,  so  erscheinen  doch  immer- 
hin jene  Zahlen  einstweilen  so  unsicher,  dass  mit  Poncelet  bis  auf 
Weiteres 

^  ^z  13  für  —   oder  allgemeiner        -   <^  3 

gesetzt  werden  mag,  falls  A  nicht  erheblich  kleiner  oder  grösser  als  0,1 
Quadratmeter  ist.  Nach  sonstigen  Erfahrungen  scheint  nämlich  ß-  mit  A 
zn  wachsen,  wenn  auch  das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  noch  nicht  sicher 
angegeben  werden  kann.  — 

Für  eine  Kugel  wurde  von  Piobert  (Geschützkugeln  von  0,1  bis 
0,2  Mtr.  Durchm.)  d-  =  0,47,  von  Borda  ^  =  0,56,  von  Hutton  ^  = 
0,59  gefunden. 

Bei  anderen  Versuchen  mit  Körpern,  die  einerseits  eben  begrenzt, 
andererseits  abgerundet,  zugespitzt  oder  zugeschärft  waren,  wurde  der 
Widerstand  nicht  seinem  Absolutwerth  nach,  sondern  nur  das  Verhältniss 
des  Widerstandes  bei  vorausgekehrter  Rundung,  Spitze  oder  Schneide  zum 
Widerstände  gegen  die  Bewegung  im  umgekehrten  Sinn  mit  voraus- 
gekehrter ebener  Fläche  ermittelt.    Dieses  Verhältniss  ergab  sich: 
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für  eine  Halbkugel  in  naher  Uebereinstimmnng  nachBorda,  Hatton 
and  Vince  =  0,41; 

fOr  einen  senkrecht  zur  Axe  bewegten  Cylinder  mit  halbkreis- 
förmigem Querschnitt  nach  Borda  =  0,57;  s 

für  einen  normalen  Kegel  mit  kreisförmiger  Basis 

=  0,69      0,54      0,43 
bei  einem  Oeffnungswinkel  =     90^       60®       5lV»** 


nach  Borda        Hutton; 

für  einen  dreiseitigen  Keil  mit  ebenen  Seitenflächen  nach 

Borda 

=  0,73      0,52 

bei  einem  Keüwinkel  =     90«        60° ; 

für  einen  dreiseitigen  Keil  mit  gewölbton  Seitenflächen 
(Querschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck,  dessen  zwei  Seiten  durch  Kreis- 
bögen, aus  den  Gegenecken  beschrieben,  ersetzt  sind)  nach  Borda  =  0,39. 

Da  für  die  Kugel  dem  Obigen  zufolge  im  Mittel  d-  =  0,54  gefondeo 
wurde  und  ebenso  gross  auch  d-  für  die  Halbkugel  bei  ihrer  Bewegung  in 
der  Richtung  der  Axe  mit  vorausgckchrter  Runduug  zu  schätzen  ist,  so 
würde  bei  ihrer  Bewegung  im  umgekehrten  Sinne 

_  0,54  _ 

zu  setzen  sein.  Daraus  und  mit  Rücksicht  auf  die  vorher  angeführten  er- 
fahrungsmassigen Widerstände  von  Prismen  ist  zu  schliessen,  dass  die  Ab- 
solutwerthe  von  ß-  für  die  Bewegung  eines  halbkreisförmigen  Cylinders 
mit  vorausgekehrter  Rundung,  eines  Kegels  mit  vorausgekchrter  Spitze 
oder  eines  Keils  mit  vorausgekehrter  Schneide  näherungsweise  durch  Multi- 
plication  der  betreffenden  obigen  Yerhältnisszahlen  mit  1,3  erhalten  werden. 
vorausgesetzt,  dass  die  Dimensionen  nicht  übermässig  klein  oder  gross  sind. 
3)  lieber  den  Widerstand  gegen  die  Bewegung  theilwei&e 
eingetauchter  (schwimmender)  Körper  in  unbewegtem  Wasser,  wo- 
bei in  dem  Ausdrucke 

desselben  der  Factor  A  dieselbe  Bedeutung  bezüglich  anf  den  unter  Wasser 
befindlichen  Körpertheil  wie  in  den  vorigen  Fällen  unter  1)  und  2^1  be- 
züglich auf  den  ganzen  Körper  hat,  sind  Versuche  von  Dubuat,  Bossat, 
d*Alembert,  Condorcet  u.  A.  angestellt  worden.    Ihnen  zufolge  kaan. 
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wenn  der  eingetaachte  Edrpertheil  die  Form  eines  normalen  Prisma  hat, 
dessen  Endflächen  senkrecht  zur  Bewegungsrichtuug  sind,  ^  =  1,1  gesetzt 
werden,  sofern  die  Länge 

/  =  (3  bis   6)  yZ 

ist;  bei  kleinerer  und  grösserer  Länge  ist  &  gyösser.  Wird  der  Körper 
durch  zwei  Verticalebenen  vorn  zn geschärft,  so  wird  #  erheblich  kleiner 
und  beträgt  ungefähr  bei  dem  Zuschärfungswinkel 

«  =  156<^     132®     108«     84«      60«      36«       12« 

^  =  1,06      0,93      0,84      0,59     0,48     0,45     0,44 

Eine  ähnliche  Zuschärfung  des  Uintertheils  vermindert  ß-  in  ge- 
ringerem Grade,  etwa 

bei  a  =  138«     96«      48«      24« 

bis  ^  =  1,08      0,98     0,95     0,92 

Noch  mehr  wird  d-  vermindert  bei  gleichzeitiger  Zuschärfung  des 
Körpers  vom  und  hinten,  femer  bei  Combination  jener  Zuschärfung  des 
Vordertheils  durch  convergirende  Verticalebenen  mit  einer  Abschrägung 
desselben  durch  eine  von  vom  nach  hinten  abwärts  geneigte  Ebene,  endlich 
indem  diese  Zuschärfungs-  nnd  Abschrägungsebenen  durch  stetig  gekrümmte 
Flächen  ersetzt  werden,  wie  bei  Schiffen,  wodurch  ^  bis  unter  0,1  ver- 
kleinert werden  kann  *  Je  mehr  übrigens  so  der  Einfluss  der  Druck- 
vermehrang  am  Vordertheil  und  der  Druckvermindemng  am  Hintertheil 
herabgezogen  wird,  desto  mehr  wird  die  Reibung  von  vorwiegender  Be- 
deutung. 


b.  Druck  der  Luft  auf  relativ  bewegte  feste  Körper. 
§.155.    Druck  eines  freien  Luftstrahls  auf  eine  feste  Fläche. 

Die  aus  einer  Mündung  ausströmende  Luft  bildet  zwar  nicht  einen 
ebenso  bestimmt  begrenzten  Strahl  wie  Wasser  bei  freiem  Ausflusse,  weil 
die  Oberfläche  des  Luftstroms  alsbald  durch  Mischung  mit  der  umgebenden 
Luft  mehr  und  mehr  verwischt  und  durch  eine  an  Dicke  zunehmende  Luft- 
hülle ersetzt  wird,  in  welcher  eine  stetig  nach  aussen  abnehmende  Strömungs- 
geschwindigkeit stattfindet.    Bis  zu  massiger  Entfernung  von  der  Mündung 


*    Der  Widerstand   von  Schiffen   wird   in   einem  späteren  Theile  dieses 
Werkes  eingehender  besprochen  werden. 
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kann  man  indessen  auch  hier  von  einem  Strahl  reden,  und  wenn  dersdbe 
eine  feste  Fläche  trifft,  so  ttbt  er  einen  Druck  P  aof  dieselbe  ans,  der  m 
Wesentlichen  denselben  Gesetzen  unterworfen  sein  wird  wie  der  Ihvek 
eines  freien  Wasserstrahls.  Eine  Modification  dieser  Gesetze  kann  aber 
dadurch  verursacht  werden,  dass  die  in  ihrer  Bewegung  von  der  Fläche  ge 
hemmte  Luft  zugleich  eine  Dichtigkeitsänderung  (Yerdichtang)  erfihit; 
die  Correction  des  theoretischen  Ausdrucks  von  P  durch  erfahrangamisaig« 
Bestimmung  gewisser  Coeffidenten  wird  dadurch  in  erhöhtem  Grade  nöthig. 

Versuche  in  dieser  Beziehung  sind  bisher,  so  viel  bekannt,  nur  t«i 
Weisbach  angestellt  worden,  nämlich  1856  mit  demselben  Apparate  asd 
in  Verbindung  mit  einem  Theil  seiner  in  §.  151  besprochenen  Versndie 
über  den  Druck  von  Wasserstrahlen.*  Die  benutzten  MundstQcke  waren 
die  dort  angegebenen:  zwei  Kreismündungen  in  dünner  Wand  von  10,1 
und  14,08  Millim.  Durchmesser,  ein  kurzes  conoidisches  Mundstück  mit 
cylindriscber  Ausmündung  v,on  10,02  Millim.  Mündungsdurchmesser  and 
ausserdem  noch  eine  kurze  cylindrische  Ansatzröhre  von  50  MiUinL  Läi^ 
und  10,12  Millim.  Weite;  die  Luftstrahlen  wurden  ebenso  wie  die  Wasser- 
strahlen normal  und  centrisch  theils  gegen  eine  ebene,  theils  gegen  eiie 
hyperbolisch  concave  (Ablenkungswinkel  q  =  134^)  runde  Platte  von  100 
Millim.  Durchmesser  gerichtet,  dereit  Entfernung  von  der  Mündung  etrt 
60  Millim.  betrug. 

Wenn  man,  unter  k  und  n  erfahrungsmäasig  zu  bestimmende  CoeB- 
cienten  vorstanden,  den  Druck  F  auch  hier  wie  in  §.151 

P  =  kfi  Fu^  (1  —  n  cosq) 

setzt  oder,  wenn  A  den  Flächeninhalt  der  Mündung  bedeutet,  mit 

F=  aA,  h=  ^-,  ii9  =  r 

F  =  2hayAh  (1  —  n  omq) 

und  wenn  man  dabei  unter  F  =  aA  den  Ausflussquerschnitt,  d.  h.  den- 
jenigen Querschnitt  des  Luftstrahls  versteht,  in  welchem  zuerst  die  Pressusf 
=:  der  äusseren  (atmosphärischen)  Pressung  geworden  ist  und  welcher  asr 
dann  mit  dem  kleinsten  Querschnitte  (a  mit  dem  €ontractionscoeflicient4^D 


*  ifCivilingenieur'S  Band  Vlll.  Den  daselbst  aus  diesen  Versuchen  geto- 
genen  Folgerungen  liegen  übrigens  erhebliche  Irrthümer  zu  Grande;  insbesoc- 
dere  ist  der  Zustand  der  ausfliessenden  Luft  irrthümlich  so  berechnet  wordeot 
als  ob  das  Verhältniss  der  specifischen  Wärmen  bei  constanter  Pressang  rm^ 

bei  coustantem  Volumen  =    -     wäre. 

o 
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identisch  ist,  wenn  das  Verbal tniss  —  der  inneren  zur  äusseren  Pressung 

P 
eine  gewisse  Grenze 

m 

nieht  ttberschreitet,  ferner  unter  7  das  specifiscbe  Gewicbt  der  Luft  und 
unter  h  die  Geschwindigkeitshöbe  in  diesem  Querschnitte,  so  ist  nach 
§.  101,  Gl.  (9)  mit  n  =  1,41  und 

P^Vq  =r  RTq  =  29,4.287,5 

entsprechend  der  zu  14,5  Grad  angegebenen  Temperatur  im  Windkessel: 


29068 


['  -(^) 


m 


und,  wenn  /^  das  specifiscbe  Gewicbt  der  Luft  im  Kessel  bedeutet, 

1  1  w—  1 

y^y        fPY-  ^       Po        f  n-«  =    J>_     fPoX'"  " 

oder,  da  der  Barometerstand  bei  deu  Versuchen  0,7316  Mtr.  betrug, 

m  —  1  m  —  1 

_  0,7316.13596  /;>o\    «  _  ,  ,,.«  /Po\~^ 
Die  Einsetzung  dieser  Werthe  von  h  und  7  ergiebt: 


m—  1 


F  =  68413  kaA 


m '  - '] 


(1  —  ncosQ), 


Zur  Bestimmung  des  Coeffitienten  k  sind  die  Versuche  mit  der  ebe- 
nen Platte  (co8Q  =  0)  und  dem  kurzen  conoidischen  Mundstück  {A  = 
0,00007885  Quadratm.)  am  geeignetsten,  indem  dabei  a  =  1  oder  nur 

Po 

wenig  >  1  gesetzt  werden  kann,  jenachdem  -  -  kleiner  oder  grösser,  als 

P 
der  obige  Grenzwerth  ist,  der  sich  mit  m  =  1,388  entsprechend  dem 

Widerstandscoefficienten  g  =  0,04  (§.  103,  S.  585)  hier  =  1:0,53  = 

1,887  ergiebt.  Der  Ausdruck  von  F  geht  dadurch  für  diese  Versuchsreihe 

über  in 

0,2795 

F  =  5,3944  ka  U^A       —  1 

und  liefert  entsprechend  den  Versuchswerthen 

^  =  1,508        1,675        1,862       2,056       2,252 
•    P 
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und  jP=  0,6497  0,8402  1,0307  1,2212  1,4117 

ka  =  0,990   1,005   1,007   1,014   1,027 

Indem  die  massige  Zunahme  dieser  Zahlen  durch  das  Wachsen  von  a  ge- 
nügend erklärt  werden  kann,  ist  zu  schliessen,  dass  der  Coefficient  i  hier 
nur  sehr  wenig  von  1  verschieden  ist. 

Die  meisten  Yersudie  beziehen  sich  auf  den  Ausfloss  der  Luft  aus 
den  zweierlei  Kreismündungen  in  dünner  Wand,  und  wenn  dieselben  wegen 
des  unbekannten  und  in  höherem  Grade  veränderlichen  Werthes  von  c 
auch  weniger  zur  Prüfung  des  Coefficienten  k  geeignet  sind,  so  können 
sie  doch  zur  Bestimmung  von  n  dienen,  da  bei  diesen  Versuchen  theüs  die 
ebene,  theils  die  concav  gekrümmte  Platte  vom  Luftstrahl  getroffen  wurde: 
Wenn  der  gemessene  Druck  auf  erstere  mit  P^,  auf  letztere  mit  P,  be- 
zeichnet wird,  so  ergab  sich  bei  den  Versuchen  mit  der  Kreismündn^g  voi 
10,1  Millim.  Durchmesser: 

I  ^  =  1,670   1,880   2,074   2,276 
P 

P,  =  0,6497  0,8402  1,0307  l,221ß 

I  ^  =  1,413   1,541   1,667   1,806   1,951 
P 

Pg  =  0,6264  0,8169  1,0074  1,1979  1,3884 

Pn 

Durch  Interpolation  findet  man  daraus  far  gleiche  Werthe  von  ^^ ,  nftmlich 

P 

für  ^®  =  1,6  1,8         2,0 

P 

Pj  =  0,686     0^767     0,957 
Pg  _=  0,904     1,192     1,468 

^  =  1,543     1,554     1,524 

und  daraus    n    =  0,782     0,798     0,754 
indem  sich  annehmen  lässt,  dass  bei  derselben  Mündung  und  demselbes 

Pn 

Verhältniss  ^^  auch  ka  denselben  Werth  hat  und  somit 
P 

P  n 

*   —  1  —  w  C08Q  =  1  —  n  oo»134<^  =  1  + 


Pi  ^  '     1,4396 

ist.   Die  Versuche  mit  der  Kreismündung  von  14,08  Millim.  Weite  ergaben: 


( 


^  =  1,349       1,558       1,776       1,984       2,236 
[  Pj  =  0,6497      1,0307     1,4117     1,7927     2,1737 
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^  =  1,205       1,347       1,477        1,609        1,739 
P,  =  0,6264     1,0074     1,3884     1,7694     2,1504 

und  daraus  f ttr  —  =  1,4         1,6         1,8 

P 

Pj  =  0,742     1,100     1,457 
P^  =  1,171      1,748     2,338 

^  =  1,578     1,589     1,605 

in  gleicher  Weise    n    =  0,832     0,848     0,871 . 

Eine  Beziehuug  zwischen  n  und  ^-^  ist  hieraus  nicht  deutlich  er- 

P 
kennbar;  indem  aber  im  Mittel 

n  =  0,78  für  die  10  Millim.  weite, 

n  =  0,85     „     „    14       „  .,      Mündung 

ist,  scbeint  sich  auch  hier  die  in  §.  151  für  den  Wasserstrahl  gefundene 
Abnahme  von  n  mit  zunehmendem  Durchmesserverhältniss  von  Platte  und 
Strahl  zu  bestätigen,  ein  Verhalten,  welches  ebenso  wie  dort  erklärlich  ist. 
Der  hier  grössere  Werth  von  k  ist  dem  Einflüsse  der  Luftverdichtung  vor 
der  Platte  zuzuschreiben. 


§.  156.  Bmek  unbegrenzter  Luft  auf  feste  KOrper  bei  ihrer  relativen 

Bewegung. 

Wenn  man  den  Druck  im  Sinne  der  relativen  Geschwindigkeit  w 
auch  hier 

P  =  ihyAn  mit  H  =  ^  -  (§.  153,  Gl.  1) 

setzt,  unter  y  das  specif.  Gewicht  der  Luft  und  unter  A  den  Querschnitt 
des  den  Körper  in  der  Kichtung  von  w  ringsum  berührenden  Cylinders 
verstanden,  so  lässt  sich  den  freilich  vielfach  widerspruchsvollen  betreffenden 
Erfahrungen  im  Ganzen  entnehmen,  dass  dem  Coefficienten  d-  dieselben 
Werthe  beigelegt  werden  können  wie  unter  sonst  gleichen  Umständen  für 
Wasser  (§.  154),  so  lange  A  und  w  gewisse  Grenzen  nicht  überschreiten, 
insbesondere  %o  <^  10  Mtr.  pro  See.  ist. 

Indem  sich  erwarten  lässt,  dass  P  durch  die  Verdichtung  der  Luft 
an  der  Yorderfläche  des  Körpers  vergrössert  wird,  diese  Verdichtung  aber, 

Graeliof,  tliAoret    Maschinenlehre.    I.  57 
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vom  Rande  gegen  die  Mitte  der  Fläche  zunehmend,  nur  bei  gröfiseren  Di- 
mensionen der  letzteren  in  merklichem  Grade  sich  geltend  machen  kui. 
ist  es  begreiflich,  dass  ^  mit  A  wachsend  gefunden  wurde.  So  setzte 
d'Aubuisson,  besonders  auf  Versuche  Borda's  gestutzt,  den  Druck  be- 
wegter Luft  auf  eine  normal  getroffene  ebene  Flache  CWand  tob 
kleiner  Dicke)  =  A  Quadratm. 

P=  0,11  yA^'^  u*    Kgr., 

entsprechend  ^  =  0,11 .  2 . 9,81  A^'^  =  2,16  A^'\ 

Wenn  man  aber,  den  erfahrungsmässigen  Werth  ^  =  1,86  für  -4  =  0,1 
Quadratm.  nach  §.  154  unter  1)  zu  Grunde  legend, 

&  =  2,34  A^'^ 

setzt,  so  ist  für  A  =  0,25     0,5       1  2  4        Quadratm. 

»  =  2,04     2,18     2,34     2,51     2,69 

Bei  länglicher  Gestalt  der  Fläche  ist  zu  bedenken,  dass  für  das  mehr  oder 
weniger  leichte  seitliche  Abfliessen  der  durch  sie  in  ihrer  Bewegung  ge- 
störten Luft  vorzugsweise  die  kleinere  Dimension  maassgebend  sein  wi 
So  würde  z.  B.  für  den  Winddruck  auf  die  vom  Segeltuch  bedeckte  FÄche 
eines  Windmühlenflügels  von  2  Mtr.  Breite  der  A  =  4  Quadratnu  ent- 
sprechende Werth  1^  =  2,69  passend  erscheinen,  wenn  diese  Fläche  gaiu 
eben  wäre;  sofern  aber  der  Wind  eine  ihm  zugekehrte  concave  Erümmmif 
des  Segeltuchs  verursacht,  kann  dadurch  d-  in  einem  nur  durch  Speci^ 
versuche  näher  festzustellenden  Maasse  weiter  vergrössert  werden. 

Wenn  der  Luftstrom  unter  einem  gewissen  Winkel  t»  gegen 
die  Normale  der  ebenen  Fläche  geneigt  ist,  so  sollte  nach  §.151 
Gl.  (4)  der  Normaldruck  im  Verhältniss  cos^v  kleiner  sein,  als  für  v  =  o. 

wogegen  nach  H  u  1 1  o  n  dieses  Verhältniss  besser  =  (w«  v)  '  za  setzen  ist 


z.  B.  —  0,995 

0,984 

0,962 

0,926 

0,876 

0,810 

0,730 

für  V  —    10^ 

15« 

20® 

25<> 

30<> 

35« 

40« 

—  0,637 

0,536 

0,433 

0,331 

0,238 

0,156  - 

0,042 

für  V  —    45^ 

50« 

55« 

60<> 

65  0 

70<> 

80* 

Der  Widerstand  gegen  die  Bewegung  ebener  plattenförmiger 
Körper  nach  Richtung  der  Normalen  ist  gewöhnlich  als  aus  eiiieai 
Constanten  und  einem  mit  v^  wachsenden  Gliede  bestehend  dargesteilK 
worden;  indessen  sind  diese  Ausdrücke,  abgesehen  davon,  dass  ihre  Coefr 
cienten  von  verschiedenen  Beobachtern  sehr  verschieden  gef\inden  wurdee. 
selbst  in  ihrer  angenäherten  Zulässigkeit  auf  massig  grosse  Creschwiidir 
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keiten  beschränkt^  indem  die  ihnen  entsprechende  Abnahme  des  Coefficienten 
-9-  mit  wachsender  Geschwindigkeit  v  sich  mit  sonstigen  Erfahrungen  über 
den  Widerstand  fester  Körper  in  der  Luft  nur  bei  kleineren  Geschwindig- 
keiten in  Uebereinstimmung  befindet,  während  bei  grösseren  &•  mit  v  zunimmt. 
In  Betreff  des  Widerstandes  ebener  fester  Flächen  muss  übrigens  der  Fall 
ihrer  normalen  Translationsbewegung  von  dem  technisch  wichtigeren  und 
anch  bei  den  Versuchen  meistens  realisirten  Falle  ihrer  rotirenden  Be- 
wegung um  eine  in  der  Ausbreitung  ihrer  Ebene  gelegene  Axe  unter- 
schieden werden;  nach  Bidion  z.  B.  wäre  im  ersten  bei  ^df  =  1  Quadratm. 

0,565 


d-  =  1,318  + 


p^ 


dagegen  im  zweiten  bei  -4  =  0,2 . 0,2  =  0,04  Quadratm. 

0,681 


&  =  1,573  + 


.8 


d.  h.  etwa  1,2  mal  so  gross  trotz  der  viel  kleineren  Fläche.  Dieses  Ver- 
halten mag  dadurch  zu  erklären  sein,  dass  die  bei  der  Translationsbewegung 
eine  Zeit  lang  an  der  Vorderfiäche  fast  relativ  ruhende  verdichtete  Luft 
gewiflsermaassen  eine  den  Widerstand  vermindernde  Zuspitzung  bildet, 
während  die  rotirende  Fläche  die  vor  ihr  befindliche  Luft  wie  ein  Venti- 
lator beständig  nach  aussen  treibt  und  so  überhaupt  eine  grössere  lebendige 
Kraft  ihr  mittheilt. 

In  ähnlicher  Weise  wird  auch  bei  beschleunigter  Bewegung  der 
Fläche  durch  ihre  Beschleunigung  90,  indem  dieselbe  auch  der  Luft  mit- 
zutheilen  ist,  der  Widerstand  vergrösser t.  So  ist  nach  Versuchen  von 
Didion  mit  der  ebenen  Fläche  von  1  Quadratm.  bei  beschleunigter  nor- 
maler Translationsbewegung: 

0,565  +  2,5749) 


^  =  1,318  + 


.8 


Seinen  Versuchen  mit  einem  Fallschirm  von  A  =  1,2  Quadratmeter,  bei 
welchem  die  Tiefe  der  vorausgehenden  concaven  Fläche  etwa  Vs  ^^^ 
Durchmessers  betrug,  ist  dagegen 

1,099  +  2,229  (p 


»  =  2,559  + 


.2 


ZU  entnehmen,  woraus  zugleich  der  erhebliche  (hier  den  Widerstand  fast 
verdoppelnde)  Einfluss  einer  concaven  Krümmung  der  Vorderfläche  er- 
sichtlich ist.  — 

Ausser  dem  Widerstände  plattenförmiger  Körper  bei  massigen  Ge- 
schwindigkeiten ist  namentlich  der  Widerstand  von  Kugeln  bei  grossen 

57* 
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Geschwindigkeiten  wiederholt  geprüft  (aus  den  6e8chwindigkeitBve^ 
lasten  der  aus  verschiedenen  Entfernungen  auf  ein  ballistischea  Pendel 
abgeschossenen  Kugeln  berechnet)  worden.  Solche  Versuche  wurden  be- 
sonders im  Jahre  1742  von  Robins  mit  Flintenkugeln,  1788  and  1789 
von  Hutton  mit  Kanonenkugeln  kleinen  Kalibers,  endlich  1839  nnd  1840 
zu  Metz  mit  Kanonenkugeln  grösseren  Kalibers  (zumeist  ^chen  von  0,12 
und  0,15  Mtr.  Durchmesser)  angestellt.  Aus  diesen  letzteren  leitete  Didioa 

den  Ausdruck 

P  =  0,027  (1  +  0,0023  f^)  Av*  Kgr. 

ab  bei  Voraussetzung  eines  mittleren  specifischen  Gewichtes  der  Lud 
Wird  dieses,  entsprechend  einem  Barometerstand  von  0,76  Mtr.  nnd  einer 

Temperatur  von  15®C.,  zu 

273 
7  =  1,293  -  ^  =  1,225 

'  '         288  ' 

angenommen,  so  ergiebt  sich 

0  027    2    9  81 
»  ==  ^"_-L_  -l-'^     (1  _|_  0,0023 1)  =  0,43  (1  +  0,0023  r) . 

l.,^ZO 

Die  Resultate  der  Hu tton 'sehen  Versuche  weichen  davon  nur  wenig  ak 
und  lassen  überhaupt  die  Durchmesser  der  Geschosse  bis  zu  den  venrea- 
dcten  Grössen  derselben  keinen  erheblichen  Einfluss  auf  den  Widerstand»- 
coefficienten  &  erkennen. 
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DRITTER  ABSCHNITT. 


Heizung. 


§.  157.  Uebersieht  der  Aufgaben. 

Unter  Heiznng  wird  hier  allgemein  die  zweckmässig  geregelte  Wärme- 
mittheilnng  an  einen  zu  erwärmenden  Körper  verstanden,  die  speciellere 
AusfÜhraiig  der  Aufgabe  jedoch  (insbesondere  unter  Ausschluss  metallurgi- 
scher und  anderer  chemisch -technologischer  Erhitzungszwecke)  auf  den 
Fall  beschränkt,  dass  der  zu  erwärmende  und  eventuell  in  seiner  Aggre- 
gatform zu  verändernde  Körper  eine  (tropfbare  oder  luftfßrmige)  Flüssig- 
keit ist,  sei  es,  dass  diese  Erwärmung  letzter  Zweck  ist  oder  in  der  Ab- 
sicht geschieht,  damit  die  Flüssigkeit  die  ihr  mitgetheilte  Wärme  weiterhin 
an  eine  andere  (z.  B.  an  einem  für  die  unmittelbare  Erwärmung  unpassenden 
Orte  befindliche)  Flüssigkeit  übertrage,  oder  damit  sie  als  erwärmte  Arbeits- 
flüssigkeit einer  calorischen  Kraftmaschine  durch  ihre  Zustandsändernng 
die  Verwandlung  von  Wärme  in  mechanische  Arbeit  vermittle. 

Im  Allgemeinen  ist  die  zu  übertragende  Wärme  vorher  durch  den 
Yerbrennungsprocess  eines  Brennstoffes  erst  zu  produciren.  Die  in  dem 
Verbrennungsraum  (auf  dem  Herde)  entwickelten  heissen  luftförmigen  Ver- 
brennungsproducte  können  dann  unter  Umständen  mit  dem  zu  erwärmen- 
den Körper  in  unmittelbare  Berührung  kommen;  in  den  hier  vorzugsweise 
vorausgesetzten  Fällen  von  zu  erwärmenden  und  eventueü  zu  verdampfen- 
den Flüssigkeiten  bleiben  sie  aber  gewöhnlich  von  diesen  durch  eine  feste 
Wand  (Heizwand)  getrennt,  deren  Fläche  die  Heizfläche  genannt  wird, 
indem  die  Heizgase,  d.  h.  die  luftförmigen  Yerbrennungsproducte,  welche 
trotz  ihres  Gehaltes  an  Wasserdampf  doch  meist  ohne  wesentlichen  Fehler 
als  den  einfachen  Oasgesetzen  unterworfen  betrachtet  werden  können, 
einen  Canal  (Heizcanal)  oder  mehrfach  getheilt  ein  System  solcher  röhren- 
förmiger,  d.  h.  ringsum  begrenzter  Canäle  durchströmen.  Am  Ende  der- 
selben dürfen  die  Heizgase  im  Allgemeinen  nicht  unmittelbar  in  die  Atmo- 
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Sphäre  entweichen  theils  wegen  ihrer  schädlichen  oder  belftstigenden  Elih 
flösse  auf  die  Umgebung,  theils  weil  auch  zur  Yermittelnng  einer  daaend 
ausreichenden  Strömung  trotz  den  unvermeidlichen  Widerständen  im  Herde 
und  im  Heizcanal  und  zur  Sicherung  der  zur  Verbrennung  nöthigen  J»r 
Strömung  äusserer  Luft  zum  Herde  ihre  Sammlung  und  Aufwärtsleitung  in 
einem  weiteren  Canal^  der  Esse  (Schornstein,  Kamin)  erforderlidi  ist 
Hiemach  zerfällt  die  folgende  Untersuchung  in  3  Theile,  betreffend 

1)  die  Verbrennung  der  technisch  verwendbaren  Brennstofe  und  dk 
dadurch  bedingte  Beschaffenheit  und  Bedienung  des  Herdes, 

2)  die  Wärmetransmission  durch  feste  Wände  und  die  unter  gegebenet 
Umständen  erforderliche  Grösse  einer  Heizfläche, 

3)  die  Bewegung  der  Heizgase  in  dem  gesammten  Canalsjstem,  ins- 
besondere die  Zugwirkung  der  Esse. 

Hier  sollen  diese  Gesichtspunkte  einstweilen  nur  im  AUg^n^nen  er- 
örtert werden  vorbehaltlich  der  weiteren  Ausführung  und  Anwendug  ii 
besonderen  Fällen,  die  im  3^®''  und  4*^  Bande  dieses  Werkes  za  brnpredien 
sein  werden.  Die  Gesetze  der  Verbrennung  gelten  übrigens  im  Wesent- 
lichen gleicher  Weise  auch  in  solchen  Fällen,  deren  Besprecbiing  nicht  im 
Zweck  dieses  Werkes  liegt,  und  die  Gesetze  der  Wärmetransmission  soid 
ebenso  wie  behufs  der  Erwärmung  einer  Flüssigkeit,  natürlich  aach  zua 
Zweck  ihrer  Abkühlung  oder  in  solchen  Fällen  anwendbar,  wo  es  sich 
umgekehrt  darum  handelt,  die  Erwärmung  oder  Abkühlung  einer  Flüssig 
keit  unter  gegebenen  Umständen  möglichst  zu  verzögern. 


A.  Verbrennung, 

§.  158.  Brennstoffe. 

Die  technisch  verwendeten  Brennstoffe  stammen  fast 
von  der  Holzfaser  (Cellulose,  einem  sogenannten  Kohlenhydrat,  d.  h.  einer 
solchen  Verbindung  von  Kohlenstoff  mit  Wasserstoff  und  Saoerstoff,  dass 
die  letzteren  in  demselben  Gewichtsrerhältnisse  wie  im  Wasser  darin  ent- 
halten sind).  Sie  sind  entweder  Holz  (mit  unveränderter  Holz&ser  ab 
wirksamem  Bestandtheile),  oder  natürliche  Vermoderungsproducte  der  Hob- 
faser:  Torf,  Braunkohle,  Steinkohle  (fossile  Brennstoffe),  oder  künst- 
liche Verkohlungsproducte  insbesondere  von  Holz  und  Steinkohle:  Holi- 
kohle  und  Coks,  oder  endlich  gasförmige  Producte  der  De8tillati<m  ni 
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uiiTollkoniinenen  Verbrennung  jener  festen  Brennstoffe:  Leuchtgas,  Gicht- 
gase, Generatorgase. 

I.  Die  festen  Brennstoffe  enthalten  ausser  den  der  Holzfaser 
entstammenden  organischen  Bestandtheilen,  nämlich  Kohlenstoff  (C\  Wasser- 
stoff (ff)  und  Sauerstoff  (0),  in  der  Regel  noch  geringe  Mengen  Stickstoff 
(bei  den  Analysen  gewöhnlich  dem  Sauerstoff  zugerechnet)  und  Schwefel, 
ferner  wechselnde  Mengen  hygroskopischen,  d.  h.  solchen  Wassers  (W\ 
welches  durch  Erwärmung  etwas  über  100^  ohne  weitere  Zersetzung  des 
Brennstoffes  ausgetrieben  werden  kann,  und  von  erdigen  Bestandtheilen, 
in  der  Folge  als  Asche  (A)  bezeichnet,  indem  sie  als  solche  bei  der  Ver- 
brennung zurückbleiben.  Die  hier  beigesetzten  Buchstaben  dienen  im 
Folgenden  zur  kürzeren  Bezeichnung  dieser  Bestandtheile  im  Allgemeinen, 
unbeschadet  der  specielleren  Bedeutungen  von  C,  jET,  0  in  chemischen 
Formeln  als  zugleich  bestimmter  verhältnissmässiger  Gewichtsmengen  (Atom- 
gewichte:  C=12,  -0"=!,   0=1 6)  der  betreffenden  Elemente. 

1.  Holz.  Der  Aschengehalt,  etwas  wachsend  mit  dem  Alter  und  im 
Zweigholze  grösser,  als  im  Stammholze,  beträgt  im  Mittel  etwa  1,5  Procent 
Der  Gehalt  an  hygroskopischem  Wasser  variirt  mit  der  Art  und  dem  Alter 
des  Holzes,  mit  der  Feuchtigkeit  des  Bodens  und  mit  der  Jahreszeit;  bei 
im  Winter  frisch  gefälltem  Holze  beträgt  er  ungefähr  40  Procent,  nimmt 
aber  durch  Austrocknen  an  der  Luft  (etwa  in  Jahresfrist)  um  die  Hälfte 
ab.  Im  Durchschnitt  kann  die  Zusammensetzung  des  lufttrockenen 
Holzes  angenommen  werden  zu: 

0,39  0-,     0,40  JT^O;     0,015  u4;     0,195^, 
unter  ^  0  den  Wasserstoff  und  Sauerstoff  zusammen  genommen  verstanden, 
da  sie  im  Holze  in  demselben  Gewichtsverhältmsse  1  :  8  wie  im  Wasser 
enthalten  sind  und  zusammen  als  chemisches  Wasser  aufgefasst  und 
bezeichnet  werden  können.  — 

Die  allmählige  Zersetzung  des  Holzes  bei  beschränktem  Luftzutritte, 
darch  welche,  begünstigt  durch  hohe  Temperatur  und  starken  Druck,  die 
fossilen  Brennstoffe,  nämlich  in  chronologischer  Folge  Torf,  Braun- 
kohle und  Steinkohle  entstanden  zu  denken  sind,  erfolgte  (und  erfolgt  in 
geringerem  Maasse  noch  jetzt)  unter  Entwickelung  verschiedener  zumeist 
gasförmiger  Verbindungen  der  organischen  Elementarbestandtheile,  und 
zwar  verhältnissmässig  am  meisten  des  Sauerstoffs,  am  wenigsten  des 
Kohlenstoffs,  so  dass  die  fossilen  Brennstoffe  je  älter  desto  reicher  an 
Kohlenstoff  und  desto  ärmer  an  Sauerstoff  sind,  während  die  verhältniss- 
mässige  Menge  des  Wasserstoffs  sowohl  im  Ganzen  wie  insbesondere  auch 
des  freien  Wasserstoffs  zuerst  zunimmt  und  nur  gegen  die  letzten  Stadien 
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des  Yermodernngsprocesses  hin  wieder  abnimmt  Dabei  ist  unter  freies 
Wasserstoff  derjenige  verstanden,  welcher  mehr  in  dem  Brennstoff  est- 
halten  ist,  als  seinem  Gewicht  nach  mit  dem  gleichzeitig  noch  voibaiideiei 
Sauerstoff  zu  Wasser  verbanden  sein  könnte;  der  übrige  Theil  des  Wasser- 
stoffs wird  mit  dem  Sauerstoff  als  wirklich  zu  Wasser  verbunden  gedack 
und  dieses  als  chemisches  Wasser  (ff^O)  im  Gegensatze  zu  dem  hygro- 
skopischen Wasser  (W)  bezeichnet 

2.  Torf.    Während  die  organische  Masse  des  Holzes  zn   angefifar 

gleichen  Theilen   aus  Kohlenstoff   und  chemischem  Wasser   ohne   freiet 

Wasserstoff  besteht,  ist  ihre  verhältnissmässige  Zusammensetzung  bei  Torf 

im  Mittel  etwa: 

C:  11^0:71=  54:44,5:1,5. 

Die  Aschenmenge  ist  sehr  verschieden  (im  Allgemeinen  um  so  kleiner,  an 
je  grösserer  Tiefe  der  Torf  gewonnen  wurde)  und  kann  bei  aberiiaapt 
noch  verwerthbaren  Sorten  bis  30  Procent  betragen.  Frisdi  gestodien 
kann  der  Torf  bis  80  Procent  hygroskopisches  Wasser  enthalten,  luft- 
trocken zwischen  15  und  35  Procent  Im  Durchschnitt  kann  die  Zt- 
saromensetzung  des  lufttrockenen  Torfe  zu 

0,35  C;     0,01  //;     0,29  IT^O;     0,10  A-,     0,25  »^ 

angenommen  werden. 

3.  Die  Braunkohle  kommt  in  sehr  verschiedenen  Varietäten  vor. 
und  es  ist  die  verhältnissmässige  Zusammensetzung  der  organischen  Masse 

C  :  H^O  :  H 
bei  fasriger  Braunkohle  etwa   60  :    39    :  1 
„    erdiger  „  „       70  :    28    :  2 

„    muschliger     „  „       75  :    22    :  3 

Der  Aschengehalt  beträgt  5 — 10  Procent,  der  Gehalt  an  hygroskopisches 
Wasser  im  frischen  Zustande  bis  50,  im  lufttrockenen  etwa  20  Proceut 
Im  Mittel  mag  die  Zusammensetzung  der  lufttrockenen  Braunkohle  an- 
genommen werden  zu: 

0,50  C;     0,01 5  II \     0,205  2?,  0 ;     0,08  A ;     0,20  TT, 

In  ihren  Eigenschaften  nähert  sich  die  kohlenstoffreichere  muschlige  Braon- 
kohle  (Pechkohle,  Glanzkohle)  zuweilen  so  sehr  der  Steinkohle,  dass  zar 
Unterscheidung  nur  das  geologische  Yorkonmien  maassgebend  ist,  bezttghcii 
auf  welches  eine  der  Tertiärformation  angehörige,  also  der  Kreidegroi^e 
auflagernde  (jüngere)  Kohle  als  Braunkohle  bezeichnet  wird. 

4.  Die  Steinkohlen  können  zunächst  in  langflammige   und   kan- 
flammige  unterschieden  werden;  die  erstereu,  mit  langer  Flamme  brennead 


§.  158.  BRENNSTOFFE.  905 

und  bei  der  Destillation  yiel  Gas  entwickelnd,  sind  geologisch  jünger, 
ärmer  an  Kohlenstoff,  reicher  an  Wasser-  und  Sauerstoff,  als  die  letzteren. 
Ferner  unterscheidet  man  backende,  sinternde  und  magere  Kohlen  hin- 
sichtlich des  Verhaltens  in  der  Hitze,  jenachdem  nämlich  dabei  die  einzel- 
nen Stücke  zu  einer  festen  Masse  zusammenbacken  oder  einen  loseren 
Zusammenhang  erhalten  oder  ganz  unverbunden  bleiben.  Diese  sämmt- 
lichen  Sorten  finden  sich  sowohl  bei  den  langflammigen  als  bei  den  kurz- 
flammigen  Steinkohlen  vertreten,  und  zwar  zeigt  sich,  dass  die  kohlenstoff- 
ärmsten  jüngsten  langflammigen  und  die  kohlenstoffreichsten  ältesten  kurz- 
flammigen  Kohlen  mager  sind.  Für  das  Verhalten  der  Zwischenglieder  ist 
das  relative  Alter  und  die  chemische  Zusammensetzung  weniger  deutlich 
maassgebend;  im  Allgemeinen  aber  liegen  in  beiden  Hauptgruppen  (der 
lang-  und  kurzflammigen  Kohlen)  die  sinternden  Kohlen  dem  Alter  nach 
zwischen  den  mageren  und  den  backenden  Varietäten,  so  dass  letztere  den 
Uebergang  aus  der  einen  in  die  andere  Gruppe  vermitteln.  Mit  Rücksicht 
auf  diese  Erwägungen  lässt  sich  nach  R.  Peters^  die  folgende  Classifi- 
cation au&tellen,  geordnet  nach  zunehmendem  Alter  mit  Beifügung  der 
französischen  Benennungen  nach  Regnault: 

1)  Magere  langflammige  Steinkohlen,  magere  Flammkohlen  (houilles 
Seches  ä.  longue  flamme). 

2)  Sinternde  langflammige  Steinkohlen,  sinternde  Flammkohlen 
(houilles  fl6nu). 

3)  Backende  langflammige  Steinkohlen,  backende  Flammkohlen 
(houilles  grasses  dures  ou  k  longue  flamme). 

4)  Backende  kurzflammige  Steinkohlen,  Fettkohlen  (houilles  grasses 
mar^chales). 

5)  Sinternde'  kurzflammige  Steinkohlen,  Esskohlen  (houilles  demi- 
grasses). 

6)  Magere  kurzflammige  Steinkohlen,  Anthracitkohlen  (houilles 
maigres  ou  anthraciteuses). 

Diese  Uebersicht  der  Varietäten  eigentlicher  Steinkohle  wäre  noch 
zu  ergänzen  am  Anfange  durch  die  den  geologischen  Uebergang  zur  Braun- 
kohle bildende  sogenannte  Schwarzkohle,  am  Ende  durch  den  kurzweg 
sogenannten  Anthracit  als  ältestes  und  kohlenstoffreichstes  Zersetzungs- 
product  der  Holzfaser.  Die  sinternden  Flammkohlen  sind  zur  Leuchtgas- 
gewinnung, die  backenden  Flammkohlen,  Fettkohlen  und  Esskohlen  zu 


*    Üeber   den  Heizeffect   der  Brennmaterialien.    Zeitschrift  des  Vereins 
deutscher  Ingenieure,  1859,  S.  68. 
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Dampfkessel-  and  anderen  Feaernngen,  die  Fettkohlen  zugleich  ab  Sdunied^ 
kohlen  und  zur  Coksbereitnng  yorzagsweise  geeignet 

B.  Feters  hat  auf  Grund  vieler  Analysen  yon  Baer,  Liebig, 
Marsilly,  Playfair,  Regnault,  Richardson,  Stein  und  Trnran  die 
mittlere  Zusammensetzung  der  organischen  Substanz  obiger  6  Steinkohl»- 
Yarietäten  ermittelt  Wenn  die  von  ihm  angegebenen  Gewichtsmengei 
Sauerstoff  (incl.  Stickstoff)  im  Verhältnisse  9  :  8  auf  Kosten  der  Wasser- 
stoffmengen  vergrössert  als  chemisches  Wasser  und  die  restirenden  WaiBe^ 
stoffmengen  als  flreier  Wasserstoff  gerechnet  werden,  ergiebt  sieb  folgeade 
Zusammenstellung : 


J 


Varietät. 


I  Zahl  der 
I  Analysen. 


C 


H^O 


H 


Magere      Flammkohle 
Sinternde 
Backende 
Fettkohle  .  .  . 
Esskohle    .  .  . 
Anthracitkohle 


t) 


»» 


Mittel : 


28 
64 
61 
41 
88 
23 


80,9 
83,4 
84,8 
89,0 
90,7 
91,9 
86,8 


15,6 
12,7 
11,3 
6,6 
5,3 
4,6 
9,3 


3^ 
3,9 
3,9 
M 
4,0 

3.5 
3,9 


Die  Fettkohle  enthält  am  meisten  freien,  die  sinternde  Flammkohle  aa 
meisten  Wasserstoff  überhaupt  Da  ausserdem  die  Steinkohle  zwischen 
2  und  6  Procent  Asche  und  etwa  3  Procent  hygroskopisches  Wa^er  a 
enthalten  pflegt,  so  mag  bei  Abstraction  von  ihrem  nur  etwa  1  Proceat 
betragenden  Schwcfelgehalt  den  weiteren  Rechnungen  die  folgende  dni^ 
schnittliche  Zusammensetzung  zu  Grunde  gelegt  werden: 

0,80  C ;     0,04  R',     0,09  JT,  0 ;     0,04  A ;     0,03  V. 

5.  Die  Holzkohle  wird  durch  Verkohlung  des  Holzes  in  Meiknt 
zu  20  bis  25  Gewichtsprocenten  desselben  gewonnen,  so  dass  der  Aachen- 
gehalt des  Productes  entsprechend  grösser  sein  muss,  als  der  des  Hoties. 
Je  länger  die  Verkohlung  dauert  und  bei  je  höherer  Temperatur  sie  statt- 
findet, desto  vollständiger  werden  Wasser-  und  Sauerstoff  (theilweise  mit 
Kohlenstoff  insbesondere  zu  Holzessig  und  Theer  verbunden)  ausgetrieben. 
Auch  bei  der  Aufbewahrung  unter  Dach  kann  die  Holzkohle  bis  15  Procest 
Wasser  aus  der  feuchten  Luft  aufnehmen;  in  massig  feuchtem  Zustande 
ht  ihre  mittlere  Zusanmiensetzung  etwa: 

0,85  C;     0,01  -ff;     0,03  jET^O;     0,05  -4;     OfiQW. 

6.  Die  Goks,  durch  unvollkommene  Verbrennung  bei  beachr&nktai 
Luftzutritt  oder  durch  Destillation  ohne  Luftzutritt  aus  backender  oder 
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sinternder  Steinkohle  zu  60 — 75  Gewichtsprocenten  derselben  gewonnen, 
bestehen  in  ihrer  organischen  Masse  aus  fast  reinem  Kohlenstoff;  auch  wird 
der  Schwefelgehalt  der  Steinkohle  theils  durch  den  Yercokungsprocess 
selbst,  theils  durch  das  Löschen  der  glühenden  Coks  mit  Wasser  in  der 
Hauptsache  ausgetrieben.  Ihre  durchschnittliche  Zusammensetzung  ist: 
0,87  C;     0,005  H-,     0,015  JTgO;     0,06  A-,     0,06  W. 

Auf  andere  als  die  besprochenen  vorzugsweise  gebräuchlichen  festen 
Brennstoffe,  die  Yerkohlnngsproducte  von  Torf  und  Braunkohle  und  ver- 
schiedenartige, durch  Pressung  mit  oder  ohne  Bindemittel  aus  an  und  fttr 
sich  zu  den  betreffenden  Anwendungen  nicht  hinlänglich  compacten  brenn- 
baren Stoffen  hergestellte  Producte  sei  hier  nur  im  Allgemeinen  hingewiesen. 

n.  Die  gasförmigen  Brennstoffe  enthalten  in  der  Regel  freien 
Wasserstoff,  Sumpfgas  (Methylwasserstoff,  CH^\  Ölbildendes  Gas  (Aethylen, 
C^S^\  Kohlenoxydgas  {C0\  Kohlensäure  {C0^\  Stickstoffgas  {N)^  eventuell 
auch  noch  andere  Kohlenwasserstoffverbindungen,  als  die  zwei  genannten, 
insbesondere  die  dem  Aethylen  polymeren:  Propylen  {C^S^)  und  Butylen 
{C^H^\  endlich  kleine  Mengen  Schwefelwasserstoff  und  Schwefelkohlenstoff. 

1)  Die  Zusammensetzung  des  Steinkohlen -Leuchtgases  ist  sehr 
schwankend  je  nach  der  verwendeten  Kohlensorte  und  der  Dauer  des  De- 
stUlationsprocesses;  im  Durchschnitt  mag  sie  angenommen  werden  zu: 

0,05  JT;     0,54^7/4;     0,10  Cj^^;     0,08  C^  Hg;     0,15(70;     0,08  iV, 

immer  in  Gewichtstheilcn  pro  1  Kgr.  verstanden. 

2)  Die  Zusammensetzung  von  Hochofen-Gichtgasen  ergab  sich  (ab- 
gerundet nach  Scheerer)  wie  folgt: 


TT      CH^ 

Cj,  B^     CO 

CO^ 

N 

Gichtgase  von  Steinkohlen:  0,01     0,04 

0,02     0,22 

0,15 

0,56 

„     Holzkohlen:    —      0,01 

-        0,30 

0,06 

0,63 

„               Coks:    —        — 

—      0,35 

0,01 

0,64 

3)  Generatorgase,  durch  unvollkommene  Verbrennung  fester  Brenn- 
stoffe (namentlich  solcher  von  geringer  Qualität)  in  besonderen  Oefen  (Ge- 
neratoren) bei  beschränktem  Luftzutritt  entstanden,  zeigten  sich  (abgerundet 
nach  Ebelmen)  von  folgender  Zusammensetzung: 


U 

CO 

CO^ 

N 

Generatorgase 

aus       Holz:      0,01 

0,34 

0,12 

0,53 

Torf:      0,01 

0,22 

0,14 

0,63 

„    Holzkohle:   — 

0,34 

0,01 

0,65 

„       Coks:       — 

0,34 

0,01 

0,65 
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§.  159.   Heizeffeet  der  BreiiBBtoffe. 

Die  Verbrennung  eines  Brennstoffes  heisst  voll  kommen,  wenn  dabei 
seine  brennbaren  (mit  Sauerstoff  sich  verbindenden)  Elementarbestandtlieik 
Kohlenstoff  nnd  Wasserstoff  vollkommen  za  Kohlens&nre  und  Wasser  w- 
brennen.  Unter  dem  Heizeffect  K  eines  Brennstoffes  wird  die  W&noe- 
menge  verstanden,  welche  bei  vollkommener  Verbrennung  von  1  Kgr.  d»- 
selben  frei  wird,  d.  h.  als  freie  Wärme  in  den  (mit  Ausnahme  der  Asck 
luftförmigen)  Verbrcnnungsprodncten  enthalten  ist. 

Zur  Prüfung  des  Heizeffects  sind  theils  technische  Yersodie  ia 
grossem,  theils  physikalische  in  kleinerem  Maassstabe  angesteUt  wordei. 
Erstere  haben  zwar  einen  hohen  wirthschaftlichen  und  technischen  Wertii, 
lehren  aber  doch  unmittelbar  nur  den  Theil  des  Heizeffects  kennen,  der 
durch  die  Verbrennung  eines  gewissen  Brennstoffes  in  einem  bestimmten 
Heizapparat  unter  gewissen  Umständen  (insbesondere  z.  B.  zur  Yerdampluig 
von  Wasser  in  einer  Dampfkessclanlage  von  gewisser  Art)  technisch  nstz- 
bar  gemacht  werden  kann.  Zur  Bestimmung  des  vollen  Heizeffects,  ■a- 
vermindert  durch  die  von  den  Besonderheiten  der  Heizanlage  und  der 
Feuerungsmethode  abhängigen  Wärmeverluste,  dienen  Vcrbrennnngsrer- 
suche  in  einem  Calorimeter  verbunden  mit  Analysirung  der  Verbrennang»- 
producte,  wie  solche  namentlich  von  Favre  und  Silber  mann  in  aasge- 
dehnter und  sorgfältiger  Weise  ausgeführt  wurden.  Weil  aber  dorch  soldie 
Versuche  doch  nicht  die  Heizeffccte  der  vielen  Varietäten  zusammengesetzter 
Brennstoffe  von  variabler  Zusammensetzung  speciell  ermittelt  werden  können, 
so  haben  auch  sie  besonders  nur  insofern  technische  Wichtigkeit,  als  sie 
die  Heizeffecte  der  entfernteren  und  näheren  brennbaren  Bestandtheile  2ih 
sammengesetzter  Brennstoffe  und  (in  Verbindung  mit  anderweitigen  Vex- 
suchen)  die  Gesetze  kennen  lehren,  vermittels  welcher  jene  zur  Berechnmig 
des  Heizeffects  irgend  eines  Brennstoffes  dienen  können,  dessen  chemisdie 
Zusammensetzung  bekannt  ist  oder  als  mittlere  für  eine  gewisse  Varietät 
angenommen  wird.  Diese  erfahrungsmässig  constatirten  allgemeinen  Ge- 
setze (bei  Voraussetzung  eines  beständig  gleichen  äusseren  Drucks  =  dea 
atmosphärischen  Luftdruck)  sind  namentlich  folgende: 

1)  Die  Wärme,  welche  durch  die  chemische  Verbindung  veTScbiedeser 
Stoffe  entwickelt  wird,  bleibt  die  gleiche,  auf  welchem  Wege,  nämlich  direfc 
was  für  Zwischenprocesse  die  Verbindung  zu  Stande  kommen  mag. 
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2)  Bei  der  Zerlegung  einer  chemischen  Verbindung  wird  dieselbe 
Wärmemenge  gebunden,  welche  bei  ihrer  Bildung  frei  wird. 

3)  Die  bei  einer  chemischen  Verbindung  frei  werdende  Wärme  ist 
nicht  nur  durch  diese  Verbindung  an  und  für  sich,  sondern  auch  durch  die 
gleichzeitig  etwa  stattfindende  Aenderung  des  Aggregatzustandes,  insbeson- 
dere der  Dichtigkeit  und  der  Aggregatform,  bedingt,  überhaupt  durch  die 
Disgregationsänderung  (§.48),  welche  auch  bei  gegebener  chemischer  Zu- 
sammensetzung, d.  h.  bei  bestimmter  Gruppirung  der  Atome  in  den  Mole- 
külen mit  einer  veränderten  Gruppirung  der  letzteren  gegen  einander  ver- 
bunden sein  kann. 

4)  Der  Heizcfifect  eines  zusammengesetzten  Brennstoffes  ist  =  der 
Summe  der  Wärmemengen,  welche  durch  vollkommene  Verbrennung  seiner 
isolirt  gedachten  brennbaren  Bestandtheile  entwickelt  werden,  vermindert 
um  die  Wärme,  welche  zur  Zerlegung  der  Verbindungen  erfordert  wird, 
in  denen  sich  diese  Bestandtheile  mit  einander  und  mit  den  nicht  brenn- 
baren Bestandtheilen  im  Brennstoffe  befanden,  und  endlich  vermindert  um 
diejenige  Wärme,  welche  zu  etwaigen  Aenderungen  des  Aggregatzustandes 
verbraucht  wird. 

Favre  und  Silbermann  erhielten  u.  A.  durch  vollkommene  Ver- 
brennung von  je  1  Kgr.  der  folgenden  Substanzen  die  daneben  stehenden 

Wärmemengen: 

Kohlenstoflf 8080 

Kohlenoxydgas  (CO) 2403 

Wasserstoffgas    34462 

Sumpfgas  {ClfJ    13063 

Oelbildendes  Gas  {0^11^)  .  .  11858 

Bei  Wasserstoff  und  den  Wasserstoffverbindungen  sind  diese  Zahlen  nicht 
die  Heizeffccte  im  oben  erklärten  Sinne,  weil  Favre  und  Silbermann 
die  im  Schlangenrohr  des  Calorimeters  entweichenden  Verbrennungsgase 
bis  zu  einer  so  geringen  Temperatur  sich  abkühlen  Hessen,  dass  ihr  Wasser- 
dampf fast  ganz  zu  Wasser  condensirt  wurde  und  somit  auch  die  ent- 
sprechende Verdampfungswärme  an  das  Wasser  im  Calorimeter  abgab. 
Letztere  ist  also  in  Abzug  zu  bringen,  und  zwar  pro  1  Egr.  Wasser  ent- 
sprechend der  Formel 

r  =  607  —  0,708  t  (§.  27,  Gl.  6) 

für  diejenige  Temperatur  ^,  welche  die  verbrannten  Substanzen  und  der 
zu  ihrer  Verbrennung  (statt  atmosphärischer  Luft)  verwendete  Sauerstoff 
eventuell  als  Mischungstemperatur  vor  der  Verbrennung  hatten,  sofern  der 
Heizeffect  näher  als  die  Wärme  definirt  wird,  welche  die  Vcrbrennungs- 
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producte  yerlören,  wenn  sie  bei  constanter  atmosphärischer  Pressung  ni 
unveränderter  Aggregatform  (die  Möglichkeit  vorausgesetzt)  bis  zur  Anha^ 
temperatur  abgekühlt  würden.  Mit  Rücksicht  auf  die  den  Versachsweitki 
anhaftenden  wahrscheinlichen  Fehler  genügt  es,  für  eine  mittlere  LA- 
temperatur  t  in  runder  Zahl  r  =  600  zu  setzen,  und  da  1  Egr.  ^ba 
der  Verbrennung  9  Kgr.  H^O  liefert,  in  1  Kgr.  CM^  und  Cj-Ö'4  aber  hfr 
ziehungsweise  ^/^  und  ^/^  Kgr.  ff  enthalten  sind,  ergeben  sich  die  om- 
girten  Heizeffecte  K 

des  Wasserstoffs  =  34462  —  9  .  600  =  29062 , 

9 

des  Sumpfgases  =  13063— -.600  =  11713, 

4 

9 

des  ölbildenden  Gases  =  11858— -.600  =  11087. 

7 

Für  die  Kohlenwasserstoffverbindung  C^ffio  fanden  Favre  und  Silber- 
mann  die  Zahl  11491,  entsprechend  dem  Heizwerth 

11491—^.600  =  10720. 

/  7 

Auch  für  andere  Verbindungen  der  Gruppe  C^fftn  mit  noch  grosserei 
Werthen  von  n  ergaben  sich  mit  wachsendem  n  abnehmende  Heizeffecte. 
erklärlich  durch  den  mit  n  wachsenden  WärmeaufWand  zur  Zerl^ig 
dieser  Verbindungen,  und  es  lässt  sich  danach  annehmen,  dass  der  Heo- 
effect  des  im  Leuchtgase  vorkommenden  Butylens  (C^ffg)^  zwischen  ds 
Heizeffecten  11087  von  C^ff^  und  10720  von  C^ff^Q  liegend,  nicht  viel  voi 

^.11087  +  ^.10720  =  10842 

verschieden  sein  werde.  Den  weiteren  Rechnungen  sollen  als  Heizeffecte 
der  brennbaren  Bestandtheile  der  im  vorigen  §.  besprocheien 
Brennstoffe  (vorbehaltlich  einer  näheren  Bestimmung  über  den  Uät 
effect  des  Kohlenstoffs)  folgende  etwas  abgerundete  Zahlen  zu  Gmde 
gelegt  werden: 


Kohlenozydgas  .  . 
Wasserstoffgas  .  . 

Sumpfgas. 

Oelbildendes  Gas 
Butylen 


•     •     •     • 


CO 
H 


K 


2400 
29060 
11710 
11090 
10840 


In  Betreff  des  Köhlenstoffis  ist  es  noch  von  Interesse,  die  Wärme  =  4 
zu  kennen,  welche  1  Kgr.  desselben  bei  der  Verbrennung  zu  Kohlenen^ 
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gas  entwickelt;   in  Erwägung  aber,  dass  dabei  ans   1   Kgr.  Kohlenstoff 

12  4-  16         7 

-^ =  —  Kgr.  Kohlenoxyd  entstehen,  ergiebt  sich  aus  obigen  Zahlen 

mit  Rücksicht  auf  das  allgemeine  Gesetz  1): 

k  +  |.  2400  =  8080 ;    k  =  2480    (1). 

Uebrigens  ist  es  wesentlich  zu  bemerken,  dass  diese  Wärmemengen 
K  ==  8080  und  k  =  2480,  die  als  Resultat  der  Verbrennung  von  1  Kgr. 
Kohlenstoff  zu  Kohlensäure  resp.  zu  Kohlenoxydgas  gefunden  wurden,  für 
festen  Kohlenstoff  gelten  und  (nach  dem  S^^  der  oben  angeführten  Ge- 
setze) um  den  Betrag  der  zur  Verflüchtigung  desselben  nöthigen  Wärme  y 
kleiner  sind  als  diejenigen  Wärmemengen,  die  durch  die  chemische  Ver- 
bindung an  und  für  sich  entwickelt  werden.  Setzt  man  die  letzteren  = 
2x  und  =  iP,  da  1  Atom  C  sich  im  ersten  Falle  mit  zwei,  im  zweiten  nur 
mit  einem  Atom  0  verbindet,  so  hat  man 

8080  =  2ä  — y;     2480  =  x  —  y (2) 

und  somit  x  =  5600,   2a?  =  11200,  y  =  3120. 

Es  wäre  also  11200  der  Heizeffect  des  gasförmigen  Kohlenstoffs, 
und  da  derselbe  z.  B.  im  Sumpfgase  und  im  ölbildenden  Gase  schon  gas- 
förmig enthalten  ist,  im  Gewichtsverhäitnisse  3 : 1  resp.  6 : 1  mit  Wasser- 
stoff verbunden,  so  müssten,  wenn  mit  {CH^)  und  {€^114)  die  zur  Zerlegung 
von  je  1  Kgr.  dieser  gasförmigen  Verbindungen  erforderlichen  Wärme- 
mengen bezeichnet  werden,  die  Heizeffecte  derselben 

=  ^ .  11200  +  4  •  29060  —  {CH^)  =  15665  —  (CZTJ 
4  4 

und   =|.  11200+  y.  29060  — (CjiTJ^  13751 —  (CgZTJ 

sein.  Durch  Gleichsetzung  derselben  mit  den  experimentellen  Zahlen  11710 
und  11090  ergiebt  sich: 

(CJSi)  =  3955,  {C^H^)  =  2661 

nnd  daraus  mit  Rücksicht  auf  das  Gesetz  2)  die  Wärmemenge,  welche 
durch  chemische  Verbindung  von  1  Kgr.  gasförmigen  Kohlenstoffs  mit 
Wasserstoff  zu  CJS^  resp.  C^H^  frei  wird:. 

|.3955  =  5273    resp.    |.2661  =  3104. 
0  6 

Dass  die  zweite  dieser  Zahlen  mehr,  als  die  Hälfte  der  ersten  beträgt,  ob- 
schon  in  der  Verbindung  C^jQT^  je  ein  Atom  C  nur  mit  2  statt  mit  4  Atomen 
H  verbunden  ist,  wird  dem  Umstände  zuzuschreiben  sein,  dass  in  dem 
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Molekül  C^S^  zwei  Atomgruppen  CE^  noch  weiter  unter  sich  Terbnndei 
sind  und  dass  dadurch  eine  weitere  Wärmeentwickelung  bedingt  wiri 
Diese  letztere  secundäxe  Yerbindungsweise,  welche  in  der  theoreüscbes 
Chemie  als  durch  je  2  unter  sich  zusammenhängende  Atome  C  yermittett 
•betrachtet  zu  werden  pflegt,  findet,  in  den  Kohlenwasserstoffen  der  Gnippf 
CnH2n  um  so  vielföltiger  statt,  und  ist  also  der  Wärmeyerbraoch  zur  Zer- 
legung einer  solchen  Verbindung  um  so  grösser,  ihr  Heizeffect  in  Ueber- 
einstimmung  mit  der  Erfahrung  um  so  kleiner,  je  grösser  n  ist;  die  ge- 
fundenen Differenzen  sind  indessen  nicht  gross  genug  im  Vergleich  not 
den  diesen  calorimetrischen  Bestimmungen  anhaftenden  wahrscheiolichei 
Fehlem^  als  dass  daraus  auch  in  quantitativer  Beziehung  zuverlässige  w^ 
tere  Schlüsse  schon  jetzt  gezogen  werden  könnten. 

Schliesslich  ist  es  nöthig  hervorzuheben,  dass  die  hier  ab  Heizeiect 
des  festen  Kohlenstoffs  bisher  gebrauchte  Zahl  K  =  8080  sich  auf  reise 
Holzkohle  bezieht,  dass  sie  aber  fttr  festen  Kohlenstoff  von  anderer  Be- 
schaffenheit etwas  anders,  insbesondere  kleiner  bei  grösserer  Dichtigkeit 
gefunden  wurde,  von  Favre  und  Silbermann  z.  B.  für 

Holzkohle =  8080    ]    natürlichen  Graphit.  .  .  .  ^  7811 


Gasretortenkohle =  8047 

Zuckerkohle =  8040 


Graphit  vom  Hochofen .  .  =  7785 
Diamant =  777Ö 


Die  Differenzen  können  natürlich  nur  von  der  verschiedenen  YerflüGkti- 
gungswärme  y  herrühren,  die  für  den  dichtesten  Kohlenstoff  am  grösstai 
ist.  Wenn  man  in  der  That  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  allgemeis 
K  statt  8080  setzt,  so  ergiebt  sich 

Je  =  K—~.  2400  =  K—  5600 

jr=  2a?— y;     k  =  Ä^—  5600  =  x  —  y 

und  daraus  x  =  5600  wie  vorhin,  dagegen 

y  =  11200  — JT, 

z.  B.  für  Diamant  y  =  3430.  Da  es  ungewiss  ist,  in  welchem  Dichte 
keitszustande  sich  der  Kohlenstoff  in  irgend  einem  zusammengesetztes 
festen  Brennstoffe  befindet,  so  mag,  um  sicherer  zu  gehen,  bei  den  foXg^fSr 
den  approximativen  Rechnungen  der  Heizeffect  des  festen  Kohlen- 
stoffs mit  dem  mittleren  Werthe  K  =  8000  stets  zu  Grande  gelf«* 
werden.  Die  durch  die  Verbrennung  von  1  Kgr.  desselben  zu  KoUeo- 
oxydgas  frei  werdende  Wärme  ist  dann:  k  =  2400  =  dem  Heizeffeet 
des  Kohlenoxydgases  =  0,3  JT,  und  die  Yergasungswärme  von  1  Kgr. 
festen  Kohlenstoffs:  y  =  3200  =  0,4  JT.  — 
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Die  Anwendung  des  Gesetzes  unter  4)  zur  Berechnung  des  Heizeffects 
eines  festen  Brennstoffes  von  gegebener  Elementarzusammeusetzung  mit 
Hülfe  der  im  Vorhergehenden  festgestellten  Heizeffecte  der  brennbaren 
Bestandtheile  ist  nun  freilich  insofern  unsicher,  als  es  meistens  ungewiss 
ist,  auf  welche  Weise  die  chemischen  Elemente  mit  einander  verbunden 
in  dem  festen  Brennstoffe  vorkommen.  Die  ungünstigste  Annahme,  welche 
in  dieser  Beziehung  gemacht  werden  kann,  besteht  darin,  dass  aller  Sauer- 
stoff an  Wasserstoff  gebunden  sei  als  chemisches  Wasser  nach  der  Be- 
zeichnung im  vorigen  §.,  indem  dann  dieses  Wasser  in  Betreff  des  Heiz- 
effects nicht  nur  ohne  Nutzen,  sondern  schädlich  ist,  nämlich  eine  gewisse 
Wärmemenge  zu  seiner  Verdampfung  in  Anspruch  nimmt,  und  zwar  nicht 
nur  in  runder  Zahl  600  Cal.  wie  das  flüssig  vorhandene  hygroskopische, 
sondern  zugleich  die  Schmelzwärme  festen  Wassers,  also  im  Ganzen  etwa 
680  Cal.  pro  1  Kgr.  Weil  endlich  auch  nicht  anzunehmen  ist,  dass  der 
im  vorigen  §.  so  genannte  freie  Wasserstoff  sich  gasförmig  in  einem  festen 
Brennstoffe  befindet,  müssto  streng  genommen  entweder  sein  Heizeffect 
mit  einer  kleineren  Zahl  in  Rechnung  gebracht  werden,  als  für  Wasser- 
stoffgas (29060),  oder  eine  entsprechende  Vergasungswärme  in  Abzug  ge- 
bracht werden;  in  Ermangelung  der  dazu  nöthigen  Anhaltspunkte  ist  aber 
hiervon  um  so  eher  zu  abstrahiren,  als  dieser  freie  Wasserstoff  stets  nur 
in  geringer  Menge  vorhanden  und  in  dem  chemischen  Wasser  zu  Ungunsten 
des  Heizeffects  auch  die  kleine  Menge  des  Stickstoffs  gerade  so  einbegriffen 
ist,  als  ob  sie  eine  gleiche  Gewichtsmenge  Sauerstoff  wäre.  Indem  schliess- 
lich noch  von  der  jedenfalls  geringfügigen  Wärmemenge  abgesöhen  wird, 
die  durch  eine  chemische  Veränderung  der  Aschenbestandtheile  entwickelt 
oder  verbraucht  werden  kann,  mag  somit  der  Heizeffect  eines  festen 
Brennstoffes,  der  in  1  Kgr. 

C      Kgr.  Kohlenstoff, 

H       „     freien  Wasserstoff, 

H^O   „     chemisches  Wasser, 

W       „     hygroskopisches  Wasser 
ausser  A  Kgr.  Asche  enthält,  nach  der  Formel 

K  =  8000  C  +  29060  //—  680   If^O  —  QOOW (3) 

berechnet  werden.*    Auf  Grund  der  im  vorigen  §.  angegebenen  und  hier 


*  In  Ermangelung  wissenschaftlicher  Bestimmungen  von  K  für  technisch 
benatzte  feste  Brennstoffe  von  bekannter  Zusammensetzung  mögen  zur  Prüfung 
dieser  Formel  die  calorimetrischen  Versuche  von  Favre  und  Silbermann 
mit  anderweitigen,  aus  C,  H  und  0  bestehenden  festen  brennbaren  Substanzen, 
nämlich  mit  Wachs  ((7,^  /fgj  0)  und  Stearinsäure  {C^^  IIqs  ö«)  benutzt  werden. 

« 
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reproducirten  durchschnittlichen  Zusammensetzangen  der  wichtigsten  festn 
Brennstoffe  ergeben  sich  hiemach  beispielsweise  die  in  der  folgenden  Ta- 
belle enthaltenen  Werthe  von  K, 


Brennstoff. 


Lufttrockenes  Holz  .  . 
Lufttrockener  Torf  .  . 
Lufttrock.  Braunkohle 

Steinkohle 

Holzkohle 

Coks 


C 


H 


H^O 


W 


0,39 

— 

0,35 

0,01 

0,50 

0,015 

0,80 

0,04 

0,85 

0,01 

0,87 

0,005 

0,40 

0,29 

0,205 

0,09 

0,03 

0,015 


0,195 

0,25 

0,20 

0,03 

0,06 

0,05 


0,015 

0,10 

P,08 

0,04 

0,05 

0,06 


2731 
2743 

4176 
7483 
7034 
7065 


Der  Heizeffect  eines  gasförmigen  Brennstoffs  kann  mit  grösse- 
rer Sicherheit  berechnet  werden,  wenn  seine  Zusammensetzung  nicht  uir 
aus  den  elementaren  (entfernteren),  sondern  aus  den  näheren  Bestand- 
theilen  bekannt  ist  Enthält  er  in  1  Kgr.  H  Kgr.  Wasserstoffgas,  CH^  Kgr. 
Sumpfgas,  C^H^  Kgr.  Ölbildendes  Gas,  Cj^^H^  Kgr.  Butylen,  CO  Kgr.  Kohlen- 
oxydgas  ausser  CO^  Kgr.  Kohlensäure   und  N  Kgr.  Stickstoffgas,  so  ist 

sein  Heizeffect 

K=  29060  n  -\-   11710  CH^  *+  11090  C^H^ 

+  10840  C^H^   +  2400  CO    4., 

und  ergeben  sich  hiernach  z.  B.  auf  Grund  der  im  vorigen  §.  angef&brtei 
Analysen  die  folgenden  Resultate. 


Gasgemenge. 


H  \  CH^C^U^V^H^  CO    CO^     K       K 


Steinkohlen  -  Leuchtgas 
!  Gichtgase  von  Steinkohle 

Holzkohle 
Coks    .  .  . 
Generatorgase  von  Holz 

Torf    . 


»» 


>» 


»» 


»» 


1» 


» 


»» 


>» 


»> 


>» 


0,05   0,54' 0,10   0,08   0,15 1   —     0,08  10113 


0,01   0,04 
—   '0,01 


0,01     — 
0,01  '   — 


Holzkohle 
Coks    .  . 


0,02  —  !  0,22  '  0,15  :  0^ 
—  —  '  0,30.0,06  0,63 
—  0,35  0,01  0,64 
0,34  1  0,12  i  0,53 
0,22  I  0,14  0,63 
0,34  I  0,01  ■  0,65 
0,34   0,01  I  0,65 


1509 
837 

1107 
81J* 
816 
816 


Wenn  man  auch  bei  ihnen  den  Sauerstoff  zu  vorliegendem  Zweck  als  „cbeni- 
sches  Wasser^^  mit  Wasserstoff  verbunden  betrachtet,  so  sind  ihre  ZusaiBmcft- 
setzungen  pro  1  Kgr.: 

Wachs:     (7  =  g,H  =  A,fl,o  =  A 

Stearinsäure:     C  =  '^- ,  H  =  ^-,  H^O  =  ^- . 

24  81 

Da  in  den  Vcrbrcnnungsproducten  von  je  1  Kgr.  sich     -  resp.  ^     Kgr.  Wissffj 
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§.  160.   Laftbedarf  and  Prodncte  der  Yerbreiiiiangr. 

Wenn  man,  wie  es  zu  vorliegendem  Zweck  unbedenklich  geschehen 
kann,  vom  Wassergehalt  und  von  den  noch  mehr  nebensächlichen  Be- 
standtheilen  der  atmosphärischen  Luft  absieht  und  dieselbe  somit  in  100 
Gewichtstheilen  als  aus  23  Theilen  Sauerstoff  und  77  Theilon  Stickstoff 
bestehend  annimmt,  so  ist  die  zu  vollkommener  Verbrennung  von 
1  Kgr.  eines  Brennstoffes  nöthige  Luftmenge  =  L  Kgr.  im  Ver- 
hältnisse 100  :  23  grösser,  als  die  dazu  nöthige  Sauerstoffuienge,  letztere 
aber  leicht  aus  der  bekannten  Zusammensetzung  des  Brennstoffes  und  aus 
den  Atomgewichten  des  Kohlenstoffs  =  12,  des  Wasserstoffs  =  1  und 
des  Sauerstoffs  =  16  zu  berechnen,  indem  danach  1  Kgr.  Kohlenstoff  und 

8 
Wasserstoff  beziehungsweise  —  und  8   Kgr.  Sauerstoff   bedürfen,   um   zu 

3 

Kohlensäure  resp.  zu  Wasser  zu  verbrennen.  Ebenso  leicht  findet  man  die 
Menge  und  Zusammensetzung  der  gasförmigen  Verbrennungs- 
producte,  nämlich  die  Gewichtsmengen  Kohlensäure  =  Ac  Kgr.,  Wasser 
=  Aq  Kgr.  und  Stickstoff  =  N  Kgr.  (letzterer  hauptsächlich  von  der  ihres 
Sauerstoffs  beraubten  Luft  herrührend),  welche  pro  1  Kgr.  des  Brennstoffs 
resultiren. 

Insbesondere  für  einen  festen  Brennstoff,  der  in  1  Kgr.  aus  C  Kgr. 
Kohlenstoff,  H  Kgr.  freiem  Wasserstoff,  H^  0  Kgr.  chemischem  Wasser, 
W  Kgr.  hygroskopischem  Wasser  und  A  Kgr.  Asche  besteht,  ergiebt  sich: 

-=-^(1"+-) (') 

Ac=^~C',     Aq=d  JI+  R,0  +  W\     ^2) 

N  =  Z  +  1—A  —  Ac  -Aq  .  .    \ 

und  für  einen  gasförmigen  Brennstoff,  in  1  Kgr.  ausser  Stickstoff  enthaltend: 
I£  Kgr.  Wasserstoffgas,  CH^  Kgr.  Sumpfgas,  CgiiT^  Kgr.  Ölbildendes  Gas, 
C^-ffg  Kgr.  Butylen,  CO  Kgr.  Kohlenoxydgas  und  CO^  Kgr.  Kohlensäure, 


befinden,  ergeben  sich  aus  den  experimentell  gefundenen  Verbrennungswärmen 
10496  und  9716  die  reducirten  Heizeffecte: 

K  =  10496  — 1|. 600  =  9870  und   9716  — |^. 600  =-  9031 


nicht  sehr  verschieden  von  K  =^  9723  und  9273  nach  Gl. 

58* 
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r     _  1^^ 


^H+4.CH,  +  ^  (C,R^  +  C\R^)  +  i  C0J....t3} 


^c  =  ^^^  CJ2,  +  ^  ((7,^,  +  C.^e)  +  H  CO  +  CO, 

^^=  9  JS^+^CJJ,  +  y(C,J2,  +  C,M,) ^ ^^'- 


N   =  Z  +  1  —  ^(?—  ^j 

Die  zur  Verbrennung  von  1  Egr.  besonders  eines  festen  Brennstoffei 
thatsächlicb  verwendete  Luftmenge  ist  in  der  Regel  >  Z  bis  =  2Lw3Ü 
darüber;  wird  sie  allgemein  ==  mZ  gesetzt,  so  ist  die  Gewichtsmenfe 
der  gasförmigen  Verbrennungsproducte  von  1  Kgr.  eines  festes 
oder  gasförmigen  Brennsto£fes: 

G  =  mZ  -\-  1  —  A  resp.    G  =  mZ  +  1 o^ 

=  («i  —  1)  X  +  u4(?  +  ^?  +  N, 

In  diesem  Gemenge  von  überschüssiger  Luft,  Kohlensäare,  Stic^Qf- 
gas  und  Wasserdampf  pflegt  letzterer  nicht  in  solcher  Menge  vorhanden  n 
sein,  dass  dadurch  der  Gascharakter,  also  die  Anwendbarkeit  der  dem  Ms- 
riotte'schen  und  Gay-Lussac*schen  Gesetze  entsprechenden  Zustandsgleicfamif 
pv  =  RT  erheblich  beeinträchtigt  würde.  Um  aber  auf  Grund  derselbea 
die  Zustandsänderungen  dieses  Heizgasgemenges  in  dem  gesammten  Caail- 
system  zu  untersuchen,  ist  die  Eenntniss  der  Constanten  i2,  bedingt  durdi 
die  Dichtigkeit  6  (bezogen  auf  diejenige  von  atmosphärischer  Luft  bei  gldciier 
Pressung  p  und  Temperatur  T  als  Einheit),  sowie  die  Eenntniss  der  spt- 
cifischen  Wärme  des  Gemenges  erforderlich,  welche,  indem  sie  hier  slet^ 
nur  für  constante  Pressung  verstanden  in  Betracht  kommt,  in  der  FcA^ 
einfach  mit  c  ohne  Index  bezeichnet  werden  soll.  Die  Dichtigkeit  6  er- 
giebt  sich  aus  den  Mengen  und  Dichtigkeiten  der  Bestandtheile: 

{m  —  1)  Z  Egr.  überschüssige  Luft,  Dichtigkeit  =  1 

Ae  „      Eohlensäure,       Dichtigkeit       =  1,529 

Aq  „      Wasserdampf  „  ==  0,623* 

N  „      Stickstoffgas,  „  =  0,971 


*  Aas  den  Zustandsgleichungen  der  Luft  und  des  angesättigten  Wft5«^ 

dampfes  (§.  39) : 

iJtJ«  =  B^T  und  pv  =  R  (T^P), 

worin  P  eine  Function  der  Pressung  p  ist,  erglebt  sich  die  Dichtigkeit  de» 
Dampfes  bezüglich  auf  Luft: 

V   ^   B    t—P 
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ö  = Ä^--jr, ^'  ^"""  ^  =  T  •  («)' 

(j»  —  1)  z  H ^  H — - — 

^  ^       ^  1,529  ^  0,623  ^  0,971 

unter  ^q  ^^^  ^^^  Rücksicht  auf  ihren  Feuchtigkeitsgehalt  ==  29,3  bis  29,4 
zu  setzende  betreffende  Coustante  für  atmosphärische  Luft  verstanden  (§.  17). 

Die  specifische  Wärme  c  der  Heizgase  könnte  ebenso  leicht  aus 
den  specifischen  Wärmen  der  Gemengtheile  berechnet  werden,  wenn  diese 
für  die  hier  in  Betracht  kommenden  hohen  Temperaturen  zuverlässig  be- 
kannt wären.  Nun  kann  sie  zwar  mit  hinlänglicher  Sicherheit;  für  Luft 
=  0,2375,  für  Stickstoffgas  =  0,244  gesetzt  werden;  allein  bei  der 
Kohlensäure  wächst  sie  erheblich  mit  der  Temperatur,  von  0,187  bei  0^ 
bis  0,240  bei  200®  (§.  37),  und  auch  von  der  specifischen  Wärme  des 
Wasserdampfes,  bei  massiger  Ueberhitzung  =  0,48,  ist  es  fraglich,  wie 
sie  etwa  bei  viel  höheren  Temperaturen  sich  ändern  mag.  Unter  diesen 
Umständen,  und  da  die  specifischen  Wärmen  von  Luft,  Stickstoffgas  und 
Kohlensäure  (bei  höherer  Temperatur)  sämmtlich  nicht  viel,  wenigstens 
nicht  mehr  von  0,24  verschieden  sind,  als  die  Unsicherheit  der  Ueber- 
tragung  dieser  Bestimmungen  auf  solche  Temperaturen  beträgt,  welche  die 
Yersuchstemperaturen  erheblich  übertreffen,  mag  einfach 

gesetzt  werden,  wonach  es  nur  der  verhältnissmässige  Wassergehalt  der 
Heizgase  ist,  der  ihre  specifische  Wärme  mehr  oder  weniger  >►  0,24 
macht  — 

Vermittels  dieser  Formeln  und  bei  Voraussetzung  der  in  den  beiden 
Tabellen  zu  Ende  des  vorigen  §.  angegebenen  mittleren  Zusammensetzungen 
sind  die  folgenden  Resultate  berechnet  worden. 

1)  Luftmeugen  X,  welche  zur  vollkommenen  Verbrennung  luft- 
trockener fester  Brennstoffe  pro  1  Kgr.  nöthig  sind;  Menge  und 
Beschaffenheit  der  gasförmigen  Verbrennungsproducte  für  m  =  1  und 
m  =  2, 


streng  genommen  abhängig  von  p  und  T.  Indem  aber  im  Heizgasgemenge  der 
Wasserdampf  stark  überhitzt,  d.  h.  weit  von  seinem  Sättigungszustande  entfernt 
ist,  wurde  nach  §.  19,.  Gl.  (3)  seine  Dichtigkeit  hier  aus  dem  Molekulargewicht 
m  =  18  des  Wassers  berechnet: 

ö  =  0,0346  w  --  0,623. 
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§1^ 


Brennstoff. 

X 

i                    w  —  1            1           m  —  2 

A.C      A.Q   '    jiV     •               1               1 

1 

.    ;  ''      ^  i  ^ 

c         G          6         c 

Holz  .... 

4,52    1,43!  0,60  ;  3,48     5,50   1,003 

0,266    10,02   1,002  0,^ 

Torf  .... 

4,41 

1,28 

0,63 

3,40;    5,31,0,993 

0,268     9,72 

0,996,0,25« 

Braunkohle 

6,32 

1,83  0,54 

4,87      7,24  i  1,023   0,258    13,56 

1,012  a2&Q 

Steinkohle 

10,67 

2,93!  0,48   8,22 '11,63    1,043   0,250   22,30 

1,022  0,345 

Holzkohle  . 

10,20  j  3,12  0,18  1  7,85  ,  11,15    1,071  1  0,244   21,35  '  1,036  0^42 

Coks  .... 

10,26 

3,19 

1 

0,11 

,  7,90  1  11,20    1,077 

1          i           i 

0,242   21,46 

1,039  0,241 

1 

2)  Lufbmengen  L  zur  voUkommenon  Verbrennung  gasförmiger 
Brennstoffe  pro  1  Kgr.  Menge  und  Beschaffenheit  der  Yerbreimiiiig»' 
producte  für  w  =  1. 


Gasgemenge. 


Ac      Äq 


Steinkohlen  -  Leuchtgas 
Gichtgase  von  Steinkohle 

Holzkohle 
Coks    .  .  . 
Generatorgase  von  Holz 

Torf    . 
Holzkohle 
Coks    .  . 


»j 


11 


>> 


j» 


»> 


1» 


»» 


»» 


»» 


»» 


14,19  I  2,29 
1,89 ,  0,67 
0,92 ;  0,56 
0,87  I  0,56 
1,19  I  0,65  ' 
0,89  0,49 
0,84  0,54 
0,84  I  0,54 


1,90 
0,21 
0,02 

0,09 
0,09 


N 


G 


11,00 
2,01 
1,34 
1,31 
1,45 
1,31 
1,30 
1,30 


15,19   0,957  , 0,270 
2,89    1,016 ,  0,257 


1,92  i  1,080  0,242 
1,87 !  1,090  0,240 
2,19  1 1,062  •  0,250 
1,89!  1,042  0^251 
1,8411,087  0,240 
1,84 '1,087    0^40 


§.  161.   Yerbrennungstemperatnr;  Einflnss  der  Strahlung  und  dee 

Wirkungsgrades  der  Feuerong. 

Die  durch  einen  Verbrennungsprocess  hervorgebrachte  Temperatur- 
erhöhung würde  nach  dem  Vorhergehenden  bei  gegebener  Art  des  Brean- 
Stoffs  und  bei  gegebener  verhältnissmässiger  Luftmenge  leicht  zu  beredmcD 
sein,  wenn  die  Verbrennung  eine  wirklich  vollkommene  wäre,  also  pro 
1  Kgr.  aufgewendeten  Brennstoffs  eine  dem  Heizeffect  K  desselben  gleiche 
Wärmemenge  thatsächlich  producirt  würde,  und  wenn  femer  diese  voll- 
ständig zur  Temperaturerhöhung  der  Verbrennungsproducte  diente^  Bei 
den  technischen  Feuerungen  pflegt  aber  die  gewöhnlich  auf  einem  Beste 
stattfindende  Verbrennung  fester  Brennstoffe  hauptsächlich  aus  folgendei 
Gründen  mehr  oder  weniger  unvollkommen  zu  sein: 

1)  Mit  der  Asche  können  zugleich  brennbare,  Theile  unverbramt 
durch  die  Kostspalten  in  den  Aschenraum  herunter  fSallen  um  so  mehr,  je 
mehr  der  Brennstoff  an  und  für  sich  eine  staubförmige  Beschaffenheit  hax 
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oder  im  Verlauf  des  Verbrenunngsprocesses  dem  Zerfallen  in  kleine  und 
nicht  sogleich  wieder  zusammenbackende  Stückchen  unterworfen  ist. 

2)  Bei  der  periodischen  Beschickung  des  Rostes  mit  neuem  Brenn- 
stoffe wird  theils  durch  die  niedere  Temperatur  des  letzteren  und  durch 
die  zunächst  stattündeude  Verdampfung  seines  hygroskopischen  Wassers, 
theils  durch  die  kalte  Luft,  welche  in  grossem  Uebersehuss  durch  die  ge- 
öffnete Heizthür  in  den  Feuerraum  eindringt,  eine  solche  Erniedrigung 
der  Temperatur  verursacht,  dass  dieselbe  besonders  zur  Verbrennung  des 
in  Verbindung  mit  Wasserstoff  verflüchtigton  Kohlenstoffs  unzureichend 
sein  kann.  Indem  dieser  danu  in  fester  Form  sehr  fein  vertheilt  sich 
ausscheidet,  bildet  er,  eingehüllt  von  dem  verdampften  hygroskopischen 
Wasser,  den  dicken  schwarzen  Rauch,  der  einer  neuen  Beschickung  des 
Rostes  zu  folgen  pflegt 

3)  Ajjii  diese  gewöhnlich  nur  kurze  Periode  schwarzen  Rauches  folgt 
eino  länger  dauernde,  in  welcher  ein  leicht  gefärbter  Rauch  entwickelt 
wird,  der  zwar  erhebliche  Mengen  festen  Kohlenstoffs  nicht  mehr  enthält, 
wohl  aber  unvollkommen  verbrannte  Gase  (Kohlenoxyd,  Kohlenwasserstoff- 
yerbindungen  und  freien  Wasserstoff).  Die  Ursache  ist  in  einem  Mangel 
an  Luft  oder  wenigstens  an  hinlänglich  inniger  Mischung  derselben  mit 
den  sich  entwickelnden  brennbaren  Gasen  im  eigentlichen  Feuerraum,  wo 
die  zu  ihrer  vollkommenen  Verbrennung  nöthige  Temperatur  herrscht,  zu 
suchen.  Indem  nämlich  in  dieser  Periode  vorzugsweise  die  Verkohlnng 
des  festen  Brennstoffes  unter  Entwickelung  brennbarer  Gase  stattfindet, 
ist  der  Luftbedarf  zur  Verbrennung  derselben  besonders  gross,  die  wirklich 
vorhandene  Luftmenge  aber  um  so  eher  ungenügend,  als  ihr  Zutritt  durch 
die  Brennstoffschicht  hindurch  infolge  der  noch  grösseren  Dicke  der  letz- 
teren kurz  nach  Beschickung  des  Rostes  erschwert  wird. 

Von  der  Wärme,  welche  durch  die  solcher  Weise  mehr  oder  weniger 
unvollkommene  Verbrennung  producirt  wird,  geht  nun  aber  noch  ein  An- 
theil  verloren  theils  durch  Strahlung  nach  unten  in  den  Aschenraum,  theils 
durch  Strahlung  nach  oben  gegen  die  Wand  des  Feuerraums,  insoweit  sie 
nicht  etwa  als  Heizwand  (Scheidewand  zwischen  den  Heizgasen  und  der 
zu  erwärmenden  Flüssigkeit)  dient,  theils  durch  Berührung  dieser  Wand 
mit  dem  glühenden  Brennstoff  und  den  Heizgasen.  Ist  die  Wärmemenge, 
die  mit  Rücksicht  auf  diese  Verluste  und  auf  die  Unvollkommenheit  der 
Verbrennung  pro  1  Kgr.  Brennstoff  nutzbar  entwickelt  wird,  =  ^/liT,  so 
soll  Tji  der  Wirkungsgrad  der  Feuerung  heissen. 

Wenn  die  Wand  des  Feuerraums  ganz  oder  theilweise  Heizwand  ist, 
deren  dem  Feuerraume  zugekehrte  Oberfläche  dann  directe  Heizfläche 
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genannt  wird  (im  Gegensatze  zu  der  nur  durch  Bertthrang  mit  den  Heiz- 
gasen Wärme  empfangenden  indirecten  Heizfläche),  so  wird  auch  ilff 
Wärme  zugestrahlt  und  zwar  ein  Theil  =  «^^iT  jener  nutzbar  entwickeltet 
Wärme,  so  dass  nur  die  Wärme  (1  —  s)7j^K  zur  Temperaturerhöhung  t  d« 
Verbrennungsproductc  von  1  Kgr.  des  Brennstoffs  übrig  bleibt,  deren  Ge- 
wicht =  mZ  -{-  1*  ist,  wenn  niL  die  Gewichtsmenge  der  zutretenden  Lnft 
bedeutet.    Ist  also  c  die  mittlere  specifischo  Wärme  dieser  Prodncte,  so 

ergiebt  sich 

,        (1  — *)'yi^  ... 

t  r= ,  — --—      (1;. 

(•//iZ  +  l)c 

Im  Falle  eines  festen  Brennstoffes  gehört  auch  die  Asche  zu  den  Yer- 
brennungsproducten,  die  durch  die  frei  gewordene  Wärme  erhitzt  werdet; 
ihre  verhältuissmässigc  Gewichtsmenge  ist  aber  so  unbedeutend  und  ihre 
specifische.  Wärme  (  =  0,2  bis  0,22)  von  der  im  vorigen  §.  berechnetet 
der  gasförmigen  Vorbronnungsproducte  so  wenig  verschieden,  dass  letztere 
ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler  für  o  gesetzt  werden  kann  nm  so 
mehr,  als  es  sich  bei  der  im  Verlauf  des  Yerbrennungsprocesses  zwischen 
zwei  Beschickungen  des  Rostes  streng  genommen  variablen  Menge  utd 
Beschaffenheit  der  Producte  doch  nur  um  ungefähr  zutreffende  Mittelweitbe 
handeln  kann. 

Das  Yerhältniss  s  der  einer  directen  Heizfläche  durch  Strahlung  mit- 
gethcilten  zii  der  gleichzeitig  überhaupt  nutzbar  entwickelten  Wärme  hängt 
ab  von  der  Art  des  Brennstoffes  und  von  der  Beschaffenheit  der  bestrahlten 
Fläche,  von  dem  Grössenverhältnisse,  der  gegenseitigen  Lage  und  der 
Temperaturdifferenz  der  (der  Rostflächo  gleichen)  ausstrahlenden  Obe^ 
fläche  des  glühenden  Brennstoffes  und  der  bestrahlten  directen  Heizfiäcbe, 
endlich  von  der  Brennstoffmenge,  die  in  der  Zeiteinheit  pro  Flächeneinheit 
des  Rostes  verbrannt  wird;  und  zwar  ist  namentlich  «  um  so  gröser 
1)  mit  je  weniger  Flamme  und  Rauch  die  Verbrennung  stattfindet,  2)  je 
grösser  die  Temperaturdifferenz  des  glühenden  Brennstoffs  und  der  be- 
strahlten Heizwand  ist,  3)  zu  einem  je  grödleren  Theil  die  Urnfsissangs- 
wand  des  Feuerraums  als  Heizwand  dient,  was  vollständig  bei  sogenannter 
Innenfeuerung,  dagegen  nur  theilweise  bei  Unterfeuerung  der  Fall  ist, 
4)  je  weniger  Brennstoff  (bei  kleiner  Schichthöhe  auf  dem  Roste  und  massi- 
gem Zuge)  pro  Stunde  und  Quadratmeter  Rostfläche  (übrigens  in  vor- 
theilhafter  Weise)  verbrannt  wird.  Behufs  einer  zuverlässigen  quantitativei 
Bestimmung  der  Abhängigkeitsgesetze  dieses  Strahlungscoefficienten  #  unter 
solchen  Umständen,  wie  sie  bei  technischen  Feuerungen  vorzukomma 
pflegen,  fehlt  es  an  brauchbaren  Versuchen.    Wenn  Peclet  die  Wärmt, 
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I 


die  eine  in  einem  Drahtnetz  brennende  nnd  dadurch  an  ihrer  ganzen  Ober- 
fläche zur  Ausstrahlung  geschickte  icleine  Brennstoffmenge  einer  in  einiger 
Entfernung  sie  rings  umgebenden  berussten  und  jenseits  von  Wasser  be- 
rührten Blechwand  durch  diese  Strahlung  mittheilte,  für  Holz  und  Torf 
za  etwa  V49  ^^  Steinkohle,  Holzkohle  und  Coks  zu  etwa  V2  ^^^  ganzen 
Yerbrennungswärme  bestimmte,  so  waren  doch  die  Verhältnisse  bei  diesen 
Versuchen  allzu  sehr  verschieden  von  denen  der  technischen  Praxis,  als 
dass  für  diese  von  jenen  Bestimmungen  viel  mehr  verwendbar  wäre,  als 
das  Resultat,  dass  s  unter  ähnlichen  Umständen  für  Holz  und  Torf  etwa 
halb  so  gross  ist  wie  für  Steinkohle,  Holzkohle  und  Coks.  Die  Beurthei- 
lung  des  Einflusses  der  Strahlung,  so  wichtig  sie  auch  für  die  Wirksamkeit 
einer  Heizfläche  sein  mag,  ist  somit  einstweilen  auf  eine  ziemlich  unsichere 
Schätzung  angewiesen,  als  welche  es  zu  betrachten  ist,  wenn  z.  B.  für  eine 
Dainpfkesselfenerung,  bei  welcher  stündlich  pro  Quadratmeter  Rostfläche 
etwa  50  Kgr.  Steinkohle  verbrannt  werden,  im  Falle  einer  Unterfeuerung 
a  =  0,2  bis  0,25,  im  Falle  einer  Innenfeuerung  *  =  0,3  bis  0,35  ge- 
setzt wird.  — 

Nach  Gl.  (1)  und  mit  den  betreffenden  Werthen  von  JT  (§.  159)  und 
i,  e  (§.  160)  ergiebt  sich  die  dem  Grenzfalle 

W=l,     ^j=l,     Ä    =    0 

entsprechende  grösstmögliche,  praktisch  allerdings  nicht  realisirbare  Tem- 
peraturerhöhung t  durch  Verbrennung  von 

lufttrockenem  Holz'. =  1860<^ 

„  Torf    =  18920 

lufttrockener  Braunkohle =  2211® 

Steinkohle =  2565« 

Holzkohle    =  2574« 

Coks =  2593« 

Steinkohlen -Leuchtgas =  2466 « 

Gichtgasen  von  Steinkohle =  2032 « 

„  „    Holzkohle =  1801« 

„  „    Coks =  1872« 

Generatorgasen  von  Holz =  2022« 

„    Torf =  1726« 

„  „    Holzkohle  und  Coks  .  .  .  ^  1848«. 

Für  den  technisch  wichtigsten  Brennstoff,  die  Steinkohle,  kann  die 
specif  Wärme  der  Verbrennungsproducto  stets  =  0,25  und  dann  mit 
jr  =  7483 
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_  29932  (1  —  8)  Tji   _  f  1760(1  — «)jyi  für  m  =  1,5  \ 

~     10,67  w  +  1     ~  \  1340(1  — «)37i  für  I»  =  2      j 

gesetzt  werden. 

Die  Temperatur,  welche  im  Feuerraum  herrscht,  ergiebt  skh 
durch  Addition  jenes  Werthes  von  t  zu  der  Anfangstemperatur,  die  ledigM 
in  Folge  der  Berührung  des  Brennstoffs  mit«  der  zutretenden  Loft  ab 
Mischungstemperatur  hervorging  und  welche  bei  der  Yerbrennniig  fesur 
Brennstoffe  der  atmosphärischen  Temperatur  gleich  zu  sein  pfl^,  bd 
Gasfeuerungen  aber  oft  erheblich  grösser  ist,  theils  in  Folge  höherer 
Anfangstemperatur  der  brennbaren  Gase  selbst,  theils  weil  die  Luft  in  vor* 
gewärmtem  Zustande  mit  ihnen  gemischt  wird.  Auf  solche  Weise  und  4i 
diese  Mischung  hier  weit  vollkommener,  als  bei  festen  Brennstoffen  ge- 
schehen und  deshalb  mit  m  kaum  >>  1  eine  fast  vollkommene  Yerbra- 
nung  erreicht  werden  kann,  sind  Gasfeuerungen  besonders  zur  Hervor* 
bringung  hoher  Temperaturen  geeignet.  Uebrigens  finden  anch  sie,  nid 
findet  überhaupt  die  Vollkommenheit  der  Verbrennung  auch  von  noch  so 
innig  mit  S^uerstoffgas  oder  Luft  gemischten  brennbaren  Gasen  in  des 
Umstände  ihre  Grenze,  dass  die  chemische  Verbindung  eine  gewiase  ^t 
erfordert  und  um  so  mehr  erschwert  wird,  je  mehr  die  noch  nnverbandoiea 
Moleküle  mit  dem  Fortgange  des  Verbrennungsprocesses  durch  desspn 
Producte  getrennt  werden;  so  fand  Bunsen,  dass  bei  der  explosiven  Ver- 
brennung eines  Gemisches  von  Wasserstoffgas  oder  Eohlenoxydgas  in  einem 
abgeschlossenen  Räume  mit  Sauerstoffgas  nur  etwa  Vs?  ^^^  atmosphSrisdier 
Luft  nur  etwa  ^/g  des  brennbaren  Gases  wir^klich  verbrannte,  wenn  and 
Sauerstoff  resp.  Luft  in  der  zu  vollständiger  Verbrennung  gerade  e^fo^de^ 
liehen  Menge  vorhanden  waren.  Hierdurch  ist  es  erklärlich,  dass  die 
Hervorbringung  einer  Temperaturerhöhung  von  über  3000®  selbst  bei  Ve^ 
Wendung  reinen  Sauerstoffs  zul*  Verbrennung  bisher  in  keinem  Falle  mit 
Sicherheit  nachgewiesen  wurde,  obschon  sie  bei  vollkommener  Verbrennoiig 
z.  B.  von  Wasserstoffgas  oder  Kohlenoxydgas  mit  Sauerstoffgas  im  Gewicfats- 
verhältniss  1 : 8  resp.  7 : 4  der  Rechnung  zufolge  betragen  sollte  imgefiüir: 

29060         ,^„„„  2400  ^^^,„ 


§.  162.   Beschaffenheit  und  Bedienung  des  Herdes. 

Das  erste  Erforderniss  einer  vortheilhaften  Verbrennung  ist  die  des 
Umständen   entsprechende  Beschaffenheit  und  Bedienung  des  Herdes,  ifi 
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welcher  Beziehung  bei  Yoraussetzang  einer  üblichen  Rostfeuerung  mit 
periodischer  Beschickung  durch  dieHeizthür  von  oben  undLuft- 
zutritt  durch  die  Bostspalten  von  unten  hauptsächlich  in  Betracht 
kommen:  die  Grösse  der  Rostfläche,  die  Breite  der  Roststäbe  und  ihrer 
Zwischenräume,  die  stündlich  pro  Quadratmeter  Rostfläche  zu  verbrennende 
Brennsteffmenge,  die  Dicke  der  Brennstoffschicht  auf  dem  Roste,  die  Pe- 
riode und  die  Art  der  Beschickung  des  Rostes,  die  Höhe  des  Verbrennungs- 
raumes  und  die  Beschaffenheit  der  ihn  begrenzenden  Wände.  Die  Umstände 
aber,  von  denen  die  angemessene  Bestimmung  dieser  Verhältnisse  zum 
Theil  abhängt,  sind  namentlich:  die  Beschaffenheit'  des  Brennstoffes,  die 
disponible  Zugwirkung  und  der  Umstand,  ob  es  im  Wesentlichen  nur  auf 
die  Production  einer  gewissen  Wärmemenge  oder  zugleich  auf  eine  mög- 
lichst hohe  Yerbrennungstemperatur  ankommt  (z.  B.  bei  der  Feuerung  von 
Gasretorten- Cef en,  sofern  die  Production,  d.  h.  die  Schnelligkeit  der  Ver- 
gasung einer  gewissen  Steinkohlenmenge  mit  der  Temperatur  wächst),  ab- 
gesehen von  solchen  hier  ausgeschlossenen  Fällen,  in  denen  bei  unmittel- 
barer Berührung  der  zu  erhitzenden  und  chemisch  zu  verändernden  Körper 
mit  den  Verbrennungsproducten  zugleich  die  chemische,  ozydirende  oder 
desoxydirende  Beschaffenheit  der  letzteren  in  Betracht  kommen  würde. 

1)  Die  Grösse  eines  Rostes  ist  begrenzt  durch  die  Möglichkeit 
seiner  hinlänglich  leichten  und  guten  Bedienung  (Reinigung  von  Schlacken 
und  Beschickung  mit  Brennstoff  in  möglichst  gleichförmig  dicker  Schicht) 
ohne  die  Heizthür  zu  lange  offen  stehen  zu  lassen.  Als  Maximum  der  Länge 
ist  1,5  Mtr.,  der  Breite  0,9  Mtr.  zu  betrachten.  Ergiebt  sich  gemäss  der 
stündlich  aufzuwendenden  Brennstoffmenge  =  B  Kgr.  im  Ganzen  und 
=  B^  £gr.  pro  Quadratm.  Rostfläche  die  im  Ganzen  erforderliche  Grösse 
der  letzteren: 

Ä  =  -  -    ">  1,35   Quadratm., 

so  ist  ihre  Vertheilung  auf  zwei  oder  mehr  Roste  rathsam,  abgesehen  zu- 
nächst von  anderen  Gründen,  die  für  eine  solche  Zerlegung  sprechen  können. 

2)  Die  Spfilt weite  zwischen  den  Roststäben  soll  bei  hinlänglicher 
Grösse  für  den  Gebrauch  des  Schüreisens  so  klein  sein,  dass  sie  möglichst 
nur  die  Asche  und  nicht  zugleich  unverbrannte  Stückchen  des  Brennstoffs 
hindurchfallen  lässt,  ohne  jedoch  den  Widerstand  wesentlich  zu  vermehren, 
den  die  Brennstoffschicht  auf  dem  Roste  dem  Hiiidurchströmen  der  Luft 
darbietet.  Die  (von  oben  nach  unten  abnehmende)  Dicke  der  Roststäbe 
soll  bei  genügender  Sicherheit  gegen  Verbiegung  doch  möglichst  klein  sein, 
um  die  Kühlung  dieser  Stäbe  ~  durch  die  von  unten  her  zuströmende  kalte 
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Luft,  und  um  den  allseitigen  Zutritt  der  letzteren  zu  den  auf  den  Stäben 
liegenden  Brennstofftheilen  zu  erleichtern.  In  der  Regel  ist  die  Spaltweite 
je  nach  der  Beschaffenheit  des  Brennstoffs  =  5  bis  10  Millim.,  die  obere 
Dicke  der  Roststäbe  je  nach  ihrer  Länge  =  20  bis  30  Millim.,  die  soge- 
nannte freie  Rostfläche,  d.  h.  die  Gesammtöffoung  zwischen  den  Rost- 
stäben im  Durchschuitt  =  ^/^  der  ganzen  Rostfläche.  Wenn  bei  staub- 
förmigen oder  solchen  Brennstoffen,  die  in  der  Hitze  zu  staubfÖnnigeB 
Theilchen  zerspringen,  die  Spaltweite  eines  gewöhnlichen  Rostes  nicht  klein 
genug  gemacht  werden  kann,  um  übermässige  Verluste  zu  verhütea,  so  ist 
ein  Treppenrost  am  Platze,  d.  h.  ein  geneigter,  von  der  höchsten  Stelle 
aus  zu  beschickender  Rost,  der  durch  flach  liegende  und  mit  angemeasenen 
Zwischenräumen  sich  theil weise  überdeckende  Roststäbe  gebildet  wird,  so 
dass  die  Luft  in  horizontaler  Richtung  durch  jene  Zwischenräume  zaströmt 
3)  Die  pro  Quadratm.  Rostfläche  stündlich  zu  verbrennende 
Menge  =  B^  und  die  Schichtdicke  =  h  des  Brennstoffs  auf  den 
Roste  stehen  insofern  in  Beziehung  zu  einander,  als  die  Zeit,  während 
welcher  die  Brennstoffschicht  von  der  Luft  durchströmt  wird,  eine  gewisse 
vortheilhafteste  Grösse  hat.  Sie  soll  zwar  gross  genug  sein,  um  bei  der 
vielfach  wirbelnden  Mischungsbewegung,  mit  welcher  die  Hohlräume  zwiacheo 
den  Brennstoffstücken  von  der  Luft  durchströmt  werden,  den  Sauerstof 
derselben  in  die  zur  Verbrennung  nöthige  Berührung  mit  der  Oberfläche 
des  glühenden  Brennstoffs  und  mit  den  der  Luft  sich  zugesellenden  Destil- 
lationsproducten  kommen  zu  lassen,  dagegen  auch  nicht  grösser,  als  zu 
diesem  Zwecke  erforderlich  ist,  weil  ausser  der  dadurch  unnöthiger  Weise 
bedingten  Vermehrung  des  Zugwiderstandes  ein  noch  grösserer  Nachtheil 
insofern  zu  erwarten  wäre,  als  die  schon  gebildete  Kohlensäure  in  Be- 
rührung mit  glühender  Kohle  unter  Bindung  von  Wärme  zu  Kohlenoxyd- 
gas  reducirt  würde  und  dieses  dann  später  mit  dem  noch  überschüssig  vor- 
handenen Sauerstoff  bei  zugleich  hinlänglich  hoher  Temperatur  nicht  mehr 
in  die  zur  vollständigen  Verbrennung  zu  Kohlensäure  nöthige  innige  Be- 
rührung käme.  Sofern  aber  ein  lebhafter  Verbrennungsprocess  erst  dano 
beginnen  kann,  wenn  die  Luft,  bis  zu  einer  gewissen  Tiefe  h^  in  die  BrenB- 
Stoffschicht  eingedrungen,  eine  höhere  Temperatur  angenommen  hat  und 
der  Brennstoff  daselbst  dem  abkühlenden  Einflüsse  der  weniger  heisses 
Roststäbe  hinlänglich  entzogen  ist,  kommt  zur  Berücksichtigung  der  ange- 
führten Verhältnisse  die  zum  Durchströmen  nicht  sowohl  der  ganzen  Schicht- 
dicke 5,  als  vielmehr  des  Theils  =  i  —  b^  erforderliche  Zeit  t  in  Betracht 
Ist  nun  T  die  mittlere  absolute  Temperatur  der  Luft  in  diesem  Theil  der 
Schichtdicke,  und  /Ä,  unter  /  einen  ächten  Bruch  verstanden,  die  mittlere 


i 
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Grösse  der  Fläche,  in  welcher  die  Gesammtheit  der  Hohlräume  zwischen 
den  Brennstoffstücken  von  einer  mit  der  Rostfläche  parallelen  Ebene  ge- 
schnitten wird,  so  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Schicht- 
dicke =  b  —  h^  von  der  Luft  durchströmt  wird,  direct  dem  Volumen  der- 
selben, also  der  Grösse  mLBT^  und  umgekehrt /i2  proportional,  folglich 

h  —  h^  mLBT        mLB.T 

—  —    proportional       -— —  =  —  -"^ 

t  JK  J 

oder    - — ^-  proportional  — i 


5  — ^0  ^    "  7nLTt 


Da  T  um  so  kleiner  ist,  je  grösser  w,  und  deshalb  das  Product  mTin  ver- 
schiedenen Fällen  nicht  sehr  verschieden  sein  wird,  so  kann 

V  =  ^ (1) 


h-h 


£^esetzt  werden,  unter  C  eine  Constante  verstanden,  die  ebenso  wie  Iq  nur 

als  abhängig,  von  der  Beschaffenheit  (Art  und  Sttickgrösse)  des  Brennstoffs 

zu  betrachten  ist. 

Der  Natur  der  Sache  gemäss  lässt  sich  erwarten,  dass  Iq  um  so 

grösser  sein  wird,  je  grösser  die  Hohlräume  zwischen  den  Brennstoffstücken 

sind  und  je  besser  diese  die  Wärme  leiten;  ersteres  ist  besonders  bei 

Holz-  und  Torf-,  letzteres  bei  Coksfeuerung *  der  Fall,  und  kann  im 

Durchschnitt 

für  Steinkohle,     Holz  und  Torf,     Coks 

h^  =  0,04  0,08  0,1     Mtr. 

gesetzt  werden.  Der  einer  möglichst  vortheilhaften  Verbrennung  ent- 
sprechende Werth  von  C  ist  in  allen  Fällen  nahe  gleich,  im  Durchschnitt 
=  800,  wenn  B^  in  Kgr.  pro  Stunde  ausgedrückt  wird;  ist  auch  L  für 
Holz  und  Torf  erheblich  kleiner,  als  für  Steinkohlen  und  Coks,  so  kann 


*  Die  verhältnissmässig  grosse  Wärmeleitungsföhigkeit  der  Coks  kann 
unter  Umständen  sich  vortheilhaft  erweisen,  z.  B.  bei  den  Mei  ding  er 'sehen 
Fällöfen  zur  Zimmerheizung,  bei  denen  Coks  in  einem  verticalen  eisernen 
Hohlcylinder  von  massiger  Weite  nur  in  einer  unteren  Schicht  durch  die  hier 
eintretende  Luft  in  Verbrennung  begriffen  sind.  Die  von  dieser  Schicht  auf- 
steigenden mit  Kohlensäure  angereicherten  Gase  haben  dann  zwar  eine  ver- 
hältnissmässig hohe  Coksschicht  zu  durchströmen,  welche  aber  durch  die  (von 
der  entlang  strömenden  Zimmerluft  beständig  gekühlte)  eiserne  Wand  vermöge 
ihrer  eigenen  Leitungsfähigkeit  selbst  so  weit  abgekühlt  ist,  dass  sie  eine  er- 
hebliche Eeduction  der  Kohlensäure  zu  Kohlenoxydgas  erfahrungsmässig  nicht 
bewirken  kann,  wogegen  es  bei  Ausfütteruhg  des  eisernen  Schachtes  mit  Thon 
in  sehr  merklicher  Weise  der  Fall  ist. 
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doch  die  verhältnissmässig  kleinere  Gesammtoberfläche  der  grösseren 
stofifstücken  und  die  woniger  mannigfache  Mischnngsbewegang  der  Loft 
in  den  grösseren  und  weniger  zahlreichen  Hohlräumen  eine  entsprecbend 
längere  Zeit  t  ndthig  machen,  um  ihre  Sauerstoffmolekflle  nach  and  nuk 
mit  dem  glühenden  Brennstoff  in  Berührung  kommen  zu  lassen. 

Die  Absolutwerthe  von  h  und  B^  sind  von  der  Stärke  des  Zuges  ab- 
hängig und  können  bei  gleich  günstiger  Verbrennung  zwischen  weiten 
Grenzen  variiren.  Bei  sogenanntem  natürlichem  Luftzuge  durch  eine  Esse 
sind  sie  vorhältnissmässig  klein  und  um  so  kleiner,  je  geringer  die  Zug- 
wirkung ist  wegen  nur  massig  hoher  Temperatur  der  in  die  Esse  ab- 
ziehenden Heizgase,  wie  z.  B.  bei  Dampfkesselfcuerungen;  in  solchen  FäUen 
kann  etwa  b  =  2,5^0,   also 

für  Steinkohle,     Holz  und  Torf,     Coks 

b  =  0,1  0,2  0,25   Mtr. 

gesetzt  werden,  entsprechend  nach  jGrl.  (1)  mit  C  =  800  in  runden  Zahleo 
B^  =  50,  100  und  120  Kgr.  pro  Quadratm.  Rostfläche  und  pro  Stunde. 
Diese  Zahlen  sind  nur  Mittel werthe  und  nicht  nur  je  nach  der  Stärke  des 
Zuges,  sondern  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Stückgrösse  und  Oberhaupt  die 
besondere  Beschaffenheit  des  Brennstoffs  zu  modificiren,  z.  B.  für  backende 
oder  einigermaassen  staubförmige  Steinkohle  durch  etwa  h  ==  0,08  <,  fftr 
magere  Steinkohle  von  mittlerer  Stückgrösse  durch  b  =  0,12  Mir.  und 
durch  die  entsprechenden  Werthe  von  B^  zu  ersetzen.  Wenn  durch  eine 
Esse  von  beträchtlicher  Höhe  die  Heizgase  mit  sehr  hoher  Temperatur 
entweichen  (wie  z.  B.  bei  Gasretortenöfen),  so  können  b  und  Bj^  entspreehend 
grösser  sein,  besonders  aber  bei  künstlicher,  durch  mechanische  Mittel  be- 
wirkter sehr  intensiTcr  Anfachung,  wie  z.  B.  durch  die  Blasrohrrorriditang 
der  Locomotiven,  wobei  b  bis  0,6  Mtr.  und  darüber  betragen  kann.  Je 
grösser  b  ist,  desto  kleiner  darf  m  sein  bis  etwa  m  =  1,5;  die  Temperatur 
ist  dann  entsprechend  grösser. 

4)  Die  Beschickung  des  Rostes  soll  in  angemessenen  Penoda 
=  m  Minuten  wiederholt  werden.  Durch  zu  kurze  Perioden  werden  die 
Gelegenheiten  zu  dem  schädlichen  Einströmen  grosser  Mengen  kalter  Lsit 
durch  die  Thüröffnung  unnöthig  vervielfältigt,  bei  zu  langen  Perioden  wird 

durch  die  zu  grosse  Beschickungsmenge  =    -  B  Kgr.  kalten  Brenn9t<)ii 

60 

eine  übermässige  Abkühlung  und  Rauchbildung  verursacht  Soll  diese 
Menge  =  -  derjenigen  Brennstoffmenge  sein,  die  sich  im  Mittel  in  in- 
tensiver Verbrennung  auf  dem  Roste  befindet,  und  welche,  unter  y  das  Ge- 
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wicht  von  1  Gnbikm.  (incl.  Hohlräume)  yerstanden,  =  /Ä  (ä  —  b^)  gesetzt 
werden  kann,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  GL(1): 

''^    7>         1      T>/i       IN  QOy  h  —  hQ        60/ 

60  ^  =  «  5'^^*-  *«)•'     -  =    T      A      ^  -«C  •  •  •  •  (2)' 

insbesondere  für  Steinkohlenfeuerung  mit  durchschnittlich  /  =r  900  Kgr. 
OBd  C  =  800: 

135 
m  rrr  — — ,   z.  B.  =  13,5  Minuteu  für  n  =£=  5. 

Auch  ist  es  rathsam,  vorwiegend  die  vordere  Rosthälfte,  diese  aber 
möglichst  gleichmässig  mit  dem  fi'ischen  Brennstoff  zu  beschicken,  nachdem 
zuvor  die  rückständigen  glühenden  Kohlen  gegen  die  hintere  Hälfte  hin 
etwas  gehäuft  wurden,  ein  Verfahren,  das  durch  eine  massige  Neigung  des 
Rostes  von  der  Heizthür  an  abwärts  erleichtert  wird.  Indem  dann  die 
Producte  der  unvollkommenen  Verbrennung  auf  der  vorderen  Rosthälfte 
über  die  in  voller  Gluth  befindliche  dünnere  Schicht  auf  der  hinteren 
Hälfte  hinströmen,  finden  sie  hier  die  höhere  Temperatur  und  überschüssige 
Lnft  als  Bedingungen  einer  vollkommenen  Verbrennung. 

5)  Die  Höhe  h  des  Verbrennungsraums  über  dem  Roste  muss 
um  so  grösser  sein,  mit  je  grösserer  Schichtdicke  b  der  Brennstoff  aufzu- 
geben ist  und  je  mehr  derselbe  mit  Flamme  verbrennt,  damit  diese  Raum 
zur  Entwickelung  habe  nnd  die  sie  bildenden  Gase  noch  im  eigentlichen 
Feuerraum  vollständig  zur  Verbrennung  gelangen  können.  Ausserdem  ist 
aber  die  Wahl  dieser  Höhe  h  davon  abhängig  zu  machen,  ob  es  sich  um 
eine  Innenfeuerung,  Unterfeuerung  oder  Vorfeuerung  handelt,  d.  h.  ob  der 
Feuerraum  ringsum,  oder  nur  oben,  oder  gar  nicht  von  einer  metallenen 
Heizwand  begrenzt  wird,  während  im  zweiten  Falle  an  den  Seiten,  im 
dritten  zugleich  oben  die  Begrenzung  durch  eine  Steinwand  gebildet  wird. 
Bei  der  Innen feuerung  ist  h  so  gross  wie  irgend  thunlich  zu  machen, 
tun  Brennstoff  und  Flamme  dem  abkühlenden  Einflüsse  der  kälteren  Heiz- 
wand zu  entziehen.  Bei  der  Unterfeuerung  ist  zwar  dieselbe  Erwägung 
zutreffend,  die  Vergrösserung  von  h  jedoch  mit  Rücksicht  darauf  beschränkt, 
dass  mit  h  auch  die  Grösse  der  Seitenwand  wächst,  deren  Erwärmung  durch 
Leitung  nach  aussen  einen  Wärmeverlust  verursacht.  Bei  der  Ver- 
feuern ng  spricht  diese  letztere  Rücksicht  ohne  Einschränkung  für  eine 
thunlichst  kleine  Höhe  h. 

Für  den  mittleren  Fall  einer  Unterfeuerung  bei  Voraussetzung  einer 
Temperatur  von  100  bis  200®  jenseits  der  Heizwand  kann  im  Mittel 
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für     Coks,     Steinkohle,     Braunkohle,     Torf!,     Holz 

h~-b  =  0,3  0,35  0,4  0,45      0,5      Mtr. 

gesetzt  werden. 

6)  Die  Wände  des  Yerhrennnngsranms,  insoweit  sie  nicht  ab 
Heizwände  dienen,  sollen  möglichst  dick  aas  einem  Material  hergesteDt 
werden,  das  um  so  geeigneter  ist,  je  weniger  es  durch  die  Hitze  in  seiner 
Beschaffenheit  verändert  wird,  je  schlechter  es  die  Wärme  leitet  und  je 
grösser  seine  Wärmecapacität  ist  Der  durch  eine  solche  Wand  bedingte 
Wärmeverlust  kann  dann  mehr  als  aufgewogen  werden  durch  die  rort  heil- 
hafte regulirende  Wirkung  der  in  ihren  einwärts  gelegenen  heissesten 
Theilen  aufgespeicherten  Wärme,  indem  dadurch  namentlich  die  Abk&hlan^ 
des  Feuerraums  und  somit  die  Rauchbildung  nach  einer  Beschickung  des 
Rostes  mit  frischem  Brennstoff  vermindert  wird.  In  einem  FeuerraniD. 
der  ganz  oder  grossen  Theils  von  directer  Heizfläche  begrenzt  wiri 
herrscht  unter  sonst  gleichen  Umständen  eine  weniger  hohe  Temperatur. 
als  im  entgegengesetzten  Falle,  und  geht  in  Folge  dessen  die  Yerbrennasx 
besonders  im  ersten  Stadium  nach  einer  Neubeschickung  des  Rostes  weniger 
günstig  von  Statten; 'dagegen  wird  die  überhaupt  nutzbar  entwickelt«  Wärme 
bei  gegebener  Grösse  der  ganzen  Heizfläche  vollständiger  verwerthet,  oder 
es  ist  zu  gleich  vollständiger  Verwerthung  eine  kleinere  Heizfläche  »BSr 
reichend.  Die  Frage,  ob  eine  Innen-  resp.  Unterfeuerung  oder  eine  Vor- 
feuerang  besser  sei,  kann  unter  diesen  Umständen  nur  bedingungsweise 
beantwortet  werden.  Bei  Brennstoffen  von  grossem  Ueizeffect  und  ent- 
sprechend hoher  Yerbrennungstemperatur  und  bei  genügender  Grösse  des 
Yerbrennungsraums  ist  eine  Innen-  oder  Unterfeuerung  im  Allgemeinen 
vorzuziehen,  wogegen  bei  einem  Brennstoffe  von  geringer  Qualität  und 
bei  beschränkter  Grösse  des  Feuerraums  eine  Vorfeuerung  vortheilhaftex 
sein  kann. 


§.  163.    AussergewVhnliche  Mittel  zur  Terrollkonimnung  einer  Feneraif • 

Bei  der  gewöhnlichen  Rostfeuerung  können  auch  durch  Befolguu 
der  im  vorigen  §.  besprochenen  Constructions-  und  Bedienungsr^eln  die 
Ursachen  der  Rauchbildung  und  der  unvollkommenen  Verbrennung  &ber- 
haupt  in  der  Regel  nicht  so  vollständig  beseitigt  oder  in  ihrer  schädlicbt'n 
Wirkung  abgeschwächt  werden,  wie  es  wünschenswerth  ist  Von  den  haupt- 
sächlichsten dieser  Ursachen,  der  durch  die  Beschickung  bedingten  Ten- 
peraturabnahme  und  dem  Mangel   au  Luft  sowie  an  hinlänglich   innigtr 
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MischtiBg  derselben  mit  den  gasförmigen  Destillationsproducteh  des  zuletzt 
aufgegebenen  Brennstoffs  (§.  161)  sind  namentlich  letztere  und  besonders 
bei  Steinkohlenfeaerung  von  nachtheiliger  Wirkung,  indem  ihr  Einfluss 
sich  in  abnehmendem  Grade  auf  eine  längere  Zeit  erstreckt,  die  erfah- 
ningsmässig  auf  0,2  bis  0,4  der^anzen  Periode  zwischen  zwei  Beschickungen 
yeranschlagt  werden  kann.  Um  diesen  Uebelständen  wirksamer  zu  begegnen, 
sind  deshalb  vielfach  besondere  Herdeinrichtungen  und  Heizmethoden  er- 
sonnen worden,  die  zuweilen  allgemein  als  rauchlose  oder  rauchverzehrendc 
Feuerungen  bezeichnet  und  angepriesen  wurden,  obschon  bei  ihrer  Beur- 
theilung  wesentlich  untersc)iieden  werden  muss,  ob  sie  in  erster  Reihe  die 
Verhütung  von  Rauch  oder  die  Erhöhung  des  Wirkungsgrades  der  ganzen 
Heizanlage  zum  Zwecke  haben.  Beide  Ziele  bedingen  sich  nicht  notb- 
wendig  gegenseitig,  und  es  ist  namentlich  die  Rauchlosigkeit  nicht  selten 
durch  verminderte  Ausnutzung  der  wenn  auch  in  höherem  Grade  produ- 
cirten  Wärme  erkauft  worden,  nämlich  durch  Verminderung  des  später  zu 
besprechenden  Wirkungsgrades  tj^  der  Heizfläche,  dessen  Product  mit  dem 
Wirkungsgrade  rj^  der  Feuerung  (§.161)  erst  denjenigen  der  Heizanlage 
ergiebt.  Die  fraglichen  Einrichtungen  können  im  Wesentlichen  nach  fol- 
genden Gesichtspunkten  classiflcirt  werden. 

1)  Der  Temperaturerniedrigung  beim  Aufgeben  frischen  Brennstoffs 

« 

kann  zwar  am  einfachsten  durch  Einschliessung  und  Ueberdeckung  des 
Herdes  mit  einem  dickwandigen  Gewölbe  aus  feuerfestem  Stein  entgegen- 
gewirkt werden;  um  aber  den  t'^ortheil  einer  directen  Heizfläche  für  den 
Wirkungsgrad  %  nicht  preiszugeben,  kann  man  bis  zu  gewissem  Grade  den 
Zweck  auch  durch  Verdickung  und  Oberflächenvergrösserung  der  Feuer- 
brücke, d.  h.  der  Steinwand  erreichen,  über  welche  hinweg  mit  etwas  ver- 
engtem Querschnitt  (zur  Beförderung  einer  innigen  Mischung)  die  Heizgase 
aus  dem  Feuerraum  in  den  Heizcanal  entweichen;  je  grösser  die  Masse 
und  die  von  den  Heizgasen  berührte  Oberfläche  dieser  Feuerbrücke  ist, 
desto  mehr  ist  sie  im  Stande,  eine  erhebliche  Wärmemenge  von  den  heissen 
Producten  ded  letzten  Verbrennungsstadiums  vor  der  Beschickung  aufzu- 
nehmen und  an  die  Producte  des  ersten  Verbrennungsstadiums  nach  der 
neuen  Beschickung  zurückzugeben.  Bei  Locomotivfeuerungen,  denen  eine 
eigentliche  Feuerbrücke  fehlt,  kann  sie  durch  ein  besonderes  Gewölbe  aus 
fenerfestem  Stein  ersetzt  werden,  das  von  der  Röhrenwand  des  Feuer- 
kastens aus  unterhalb  der  Rohrmündungen  in  den  verhältnissmässig  hohen 
Verbrennungsraum  hineinragt. 

2)  Dem  Umstände,  dass  die  zur  Verbrennung  nöthige  Luftmeiige  im 
ersten  Stadium  des  Verbrennungsprocesses  am  grössten  ist,  während  die 
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darch  den  Rost  znsirdmende  LnflmeBge  gerade  mngefaJui 
kleinsten  ist  und  erst  mit  fortschreitender  Yerforenninig.  also 
Dicke  der  Brennstoffschicht  auf  dem  Roste  zonimmt.  kaarn 
Vortheil  Rechnung  getragen  werden,  dass  ausser  dnrefa  die 
auch  noch  durch  andere  Oeffhungen  oberhalb  des  Rostes  Luft  in  dem  F 
räum  oder  in  den  Heizcanal  bei  der  Feuerbrncke  eingeleitet 
LuftzufOhrung  so  regulirt  wird,  dass  sie  mit  fortschreitender 
des  zuletzt  angegebenen  BrennstofiiB  abnimmt  Eine  Tortlieillimfle 
ist  von  diesem  Mittel  namentlich  dann  zu  erwarten,  wenn  die 
Luft  genügend  erwärmt  zugeführt  wird,  z.  B.  durch  enge  Casäie.  ^ 
der  heissen  Feuerbrflcke  ausgespart  sind,  widrigenfalls  der  Ge 
Vermeidung  des  Luftmangels  mit  einem  ihn  theilweise  aufhebendes  T« 
lust  durch  gesteigerte  Abkühlung  verbunden  wäre.  Auch  soIL  wenn  o  i 
erster  Reihe  nicht  sowohl  auf  Rauchverhütung,  als  auf  Erhöfanng  des  i» 
snltirenden  Wirkungsgrades  ankommt,  die  aussergewöhnlidie 
nicht  mehr  betragen,  als  zur  Vermeidung  des  Luftmangels  in 
ligen  Stadium  des  Verbrennungsprocesses  nöthig  ist,  eine  Foidenuig. 
Erfüllung  freilich  einen  ungewöhnlich  geschickten  und  sorgfältigen  Hdsff 
erfordert. 

3)  Die  vortheilhafte  Mischung  der  noch  wesentlich  brennbaren  Gvt, 
die  sich  aus  dem  frisch  aufgegebenen  Brennstoff*,  insbesondere  ans  S 
kohlen  entwickeln,  mit  einem  hinlänglich  heissen  und  sauerstoffreicheB 
gemenge,  ist  ausser  der  im  vorigen  §.  unter  4)  angedeuteten  Bescfaickn^ 
weise  eines  einfachen  Rostes  auch  durch  einen  sogenannten  Doppelrosk 
d.  h.  durch  ein  System  von  zwei  nebeneinander  liegenden  Rosten  za  e^ 
zielen,  indem  dieselben  abwechselungsweise  in  gleichen  Zeitinterrallen  be- 
schickt werden,  so  dass  die  von  ihnen  sich  entwickelnden  und  sich  misAe^r 
den  Producte  stets  von  verschiedenen  Verbrennungsstadien  herrühren  n' 
somit  Mangel  und  Ueberschuss  an  Temperatur  und  freiem  Sauerstoff'  skk 
möglichst  ausgleichen.  Die  Mischung  erfolgt  entweder  in  einem  über  oder 
hinter  den  Rosten  gelegenen  Räume,  oder  noch  wirksamer,  wenn  aask 
weniger  einfach  (indem  durch  periodisch  umgestellte  Schieber  die  Strö- 
mung der  Gase  entsprechend  geleitet  wird)  stets  unmittelbar  Ober  den- 
jenigen Roste,  der  nicht  zuletzt  beschickt  wurde.  Wenn  es  auf  hinlänglich 
praktische  Weise  ausführbar  wäre,  würde  dasselbe  Princip  am  wirksamstes 
dadurch  zu  verwcrthen  sein,  dass  die  Producte  der  unvollkommenen  Ve^ 
brennung  auf  dem  zuletzt  beschickten  Roste  nicht  über  den  glüheodea 
Brennstoff  des  anderen  hinweg,  sondern  mit  Luft  gemischt  von  unten  htr 
durch  ihn  hindurch  geleitet  werden.  — 
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Die  genannten  Einrichtungen  haben  mit  der  gewöhnlichen  Rostfeue- 
rung die  sie  charakterisirenden  Eigenschaften  (periodische  Beschickung 
durch  die  Heizthür  von  oben  mit  Luftzutritt  durch  die  Rostspalten  von 
unten)  im  Wesentlichen  gemein,  bis  auf  die  unter  2)  besprochene  secun- 
däre  Lufteuführung.  Indem  man  aber  auch  jene  hauptsächlichsten  Eigen- 
schaften der  dadurch  bedingten  Uebelstände  wegen  in  ihr  GegentheU  um- 
zukehren versuchte,  ist  zunächst 

4)  die  periodische  Beschickung  durch  eine  continuirliche  ersetzt 
worden.  Der  Brennstoff  fäUt  aus  der  unteren  Mündung  eines  hinlänglich 
ToU  erhaltenen  Trichters  stetig  in  kleinen  Mengen  entweder  auf  einen 
festen  Rost  nieder,  wobei  durch  eine  passende  Neigung  des  letzteren  von 
der  Trichtermündung  aus  abwärts  die  gleichmässige  Ausbreitung  auf  dem- 
selben unterstützt  werden  kann,  oder  auf  einen  durch  mechanische  Hülfs- 
mittel  bewegten  Rost,  der  dann  stets  andere  neu  zu  beschickende  Stellen 
der  Mündung  des  FüUtrichters  darbietet.  So  sehr  indessen  auch  das  Prin- 
cip  solcher  Einrichtungen  richtig  ist  und  das  Uebel  dadurch  an  der  Wurzel 
angegriffen  wird,  so  sehr  sind  sie  in  der  Ausführung  mit  Schwierigkeiten 
und  Mängeln  verbunden.  Bei  der  variablen  Stückgrösse  und  sonstigen  Be- 
schaffenheit der  technisch  verwendeten  festen  Brennstoffe  ist  ihre  Ver- 
brennung weder  zu  verschiedenen  Zeiten,  noch  gleichzeitig  an  verschiede- 
nen Stellen  des  Rostes  ganz  gleichförmig,  und  ist  es  in  dieser  Hinsicht 
unmöglich,  die  intelligente  Nachhülfe  eines  Heizers  durch  automatisch 
wirkende,  hinlänglich  einfache,  zuverlässige  und  dauerhafte  Vorrichtungen 
zu  ersetzen.  ^ 

5)  Denselben  Erfolg,  der  durch  die  oben  unter  3)  erwähnten  Ein- 
richtungen erstrebt  wird,  hat  man  noch  vollkonmiener  durch  eine  solche 
Beschickungsweise  des  Rostes  zu  erreichen  gesucht,  bei  welcher  zwischen 
ihm  und  der  ihn  bedeckenden  Schicht  die  frischen  Kohlen  hineingeschoben 
und  so  die  aus  diesen  sich  entwickelnden  Destillationsproducto  genöthigt 
werden,  mit  Luft  gemischt  die  schon  abdestillirte  von  früheren  Beschickungen 
übrige  glühende  Schicht  zu  durchströmen.  Ausser  dem  Langen'schen 
Etagenroste,  wodurch  dieser  Gedanke  in  zwar  nicht  vollkommener,  aber 
praktisch  brauchbarer  Weise  realisirt  wurde,  sind  die  meisten  darauf  ab- 
zielenden Vorschläge  Project  geblieben. 

6)  Einfacher  würde  derselbe  Zweck  dadurch  zu  erreichen  sein,  dass 

die  Luft  genöthigt  wird,  in  der  umgekehrten  Richtung,  nämlich  von  oben 

nsjch  unten  die  in  gewöhnlicher  Weise  von  oben  periodisch  ergänzte  Brenn- 

Btoffschicht  auf  dem  Rost  zu  durchströmen,  wenn  dieser  dadurch  nicht  einer 

BO  hohen  Temperatur  ausgesetzt  würde,  dass  ihr  die  Roststäbe  nicht  lange 

59* 


932  MITTEL  ZUB  YERTOLLKOMMNÜNO  EIirER  FEUERCKO.  §.  161 

widerstehen  können,  abgesehen  davon,  dass  auch  diese  der  Batörückct! 
Tendenz  des  Anfsteigens  erhitzter  Gase  entgegengesetzte  Strömung  eiM 
wesentlich  verstärkte  Zugwirkung  erfordert.  Mit  Vortheil  wird  indesMB 
diese  Yerbrennungsweise  bei  Holzfeuerungen  ohne  Rost,,  insbesondere  M 
den  Oefen  zum  Brennen  von  Thonwaaren  und  Porzellan  verwendet,  unter- 
stützt durch  die  kräftige  Zugwirkung  der  mit  sehr  hoher  Temperatur  durdi 
die  Esse  entweichenden  Heizgase.  — 

Bei  vielen  Feuerungen,  wie  sie  in  der  Glas-  und  Thonwaaren-Industrie, 
bei  der  Bearbeitung  von  Metallen,  bei  der  Leuchtgasfabrikation  und  ii 
anderen  technologischen  Zwecken  Verwendung  finden,  besteht  der  Zweck 
nicht  sowohl  in  möglichst  ökonomischer  Production  und  Mittheilung  eiicr 
gewissen  Wärmemenge,  als  vielmehr  wenigstens  vorzugsweise  in  der  H«^ 
vorbringung  und  Erhaltung  einer  gewissen  und  zwar  besonders  einer  mfif- 
lichst  hohen  Temperatur;  es  handelt  sich,  wie  man  sich  auszudrücken  pflegt 
in  erster  Reihe  um  möglichste  Yerwerthung  nicht  des  calorimetrischei. 
sondern  des  pyrometrischen  Effects  der  JBirennstoffe.  Die  nähere  Be> 
sprechung  solcher  Feuerungen,  deren  rationelle  Anlage  Aufgabe  der  Ptn>> 
technik  ist  und  in  erhöhtem  Grade  praktische  Erfahrung  sowie  speciefle 
Kenntniss  der  betreffcndieu  Fabrikationsbedingungen  erfordert,  liegt  zvar 
nicht  im  Zwecke  dieses  Buches,  doch  mögen  einige  Andeutungen  auch  ii 
Betreff  der  Mittel  zur  Vervollkommnung  solcher  Feuerungen  hier  Plan 
finden.  Die  Nachtheile,  um  deren  Verminderung  es  sich  dabei  vonsngsveise 
handelt,  bestehen  theils  in  den  Wärmeverlusten  besonders  durch  die  mit 
sehr  hoher  Temperatur  entweichenden  gasförmigen  Verbrennungsprodocte, 
theils  in  dem  Umstände,  dass  die  Hervorbringung  einer  hohen  Temperatar 
vor  Allem  eine  Verbrennung  mit  möglichst  kleinem  Luftüberschuss  er- 
fordert und  dadurch  die  Erzielung  einer  genügend  vollkommenen  Va^ 
brennung  erschwert  wird. 

7)  Die  Wärme,  mit  der  die  heissen  gasförmigen  Verbrennungsprodvdf 
den  Ofenraum  verlassen,  kann  entweder  zu  anderweitigen  Heizanreckea 
verwendet  werden,  bei  denen  es  nur  auf  die  Mittheüung  von  Wärme  mit 
massig  hoher  Temperatur  ankommt,  z.  B.  zur  Heizung  von  Dampfkesseln. 
überhaupt  zur  Verdampfung  von  Flüssigkeiten,  zur  Heizung  von  Trockcai. 
kammern  u.  s.  w.,  oder  zur  Vorwärmung  der  Verbrennungalnft  des  betref- 
fenden Ofens  selbst.  Letzteres  geschieht  am  vollkommensten  durtfa  so- 
genannte Regeneratoren,  bestehend  nach  Siemens  in  Kammern,  die 
mit  feuerfesten  Steinen  in  mehrfach  versetzten  Lagen  so  angefüllt  siaA, 
dass  diese  ein  zusammenhängendes  System  gebrochener  Canäle  zwisdiet 
sich   frei  lassen.    Indem  dann  ein  Ofen  mit  zwei  solchen  Regeneratorei 
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versehen  ist,  kann  os  durch  periodische  Umstellung  einer  Klappe  erreicht 
werden,  dass  abwechsolungsweiso  der  eine  von  der  Verbrennungsluft  auf 
dem  Wege  zur  Feuerung,  der  andere  von  den  gasförmigen  Verbrennungs- 
producten  auf  dem  Wege  vom  Ofenraum  zur  Esse  durchströmt  wird,  und 
so  die  Luft  von  den  Steinen  des  betreffenden  Kegenerators  die  Wärme 
aufnimmt.,  die  sie  selbst  vorher  von  den  hindurch  ziehenden  heissen  Gasen 
aufgenommen  hatten.  Sofern  die  Verbrennung  mit  warmer  Luft  wenigstens 
ebenso  vollkommen  wie  mit  kalter  stattfindet,  wird  die  resultirende  Tem- 
peratur im  Ofenraum  ungefähr  ebenso  viel  erhöht  wie  die  der  zuströmenden 
Luft,  und  indem  damit  auch  wieder  die  Temperatur  des  von  den  Heizgasen 
durchzogenen  Regenerators  sowie  die  Erwärmung  der  ihn  demnächst  durch- 
ziehenden Luft  gesteigert  wird,  so  findet  nach  Inbetriebsetzung  des  Ofens 
zunächst  eine  successive  Steigerung  auch  der  resultirenden  Temperatur  im 
Ofenraum  statt  bis  durch  die  gleichzeitig  wachsende  Wärmeleitung  der 
Umfassungswände  ein  Beharrungszustand  eintritt.  Die  Verwendung  vor- 
gewärmter Luft  bei  Rostfeuerungen  ist  übrigens  mit  der  Schwierigkeit 
verbunden,  dass  dadurch  die  für  die  Haltbarkeit  der  Roststäbe  so  wesent- 
liche Kühlung  derselben  durch  die  zuströmende  Luft  preisgegeben  oder 
wenigstens  erheblich  vermindert  wird;  sie  wird  deshalb  vorzugsweise  prak- 
tisch erst  in  Verbindung  mit  der  eines  Rostes  nicht  bedürfenden  Gas- 
feuerung. 

8)  Wie  schon  früher  (§.161)  erwähnt  wurde,  ist  zur  Verwerthung 
des  pyrometrischen  unbeschadet  des  calorimetrischen  Effects  eines  Brenn- 
stoffs besonders  die  Gasfeuerung  geeignet,  wobei  in  einem  ersten  Ver- 
brennungsraum (dem  Generatpr)  bei  hoher  Schichtung  des  Brennstoffs  und 
massiger  Luftzuführung  eine  absichtlich  unvollkommene  Verbrennung  unter- 
halten wird  (charakterisirt  durch  eine  Reduction  der  in  der  untersten 
brennenden  Schicht  entwickelten  Kohlensäure  durch  die  darauf  folgende 
obere  zwar  glühende,  aber  nicht  brennende  Schicht  zu  Kohlenoxyd),  um 
dann  die  gasförmigen  Producte  dieser  unvollkommenen  Verbrennung  (Ge- 
neratorgase) erst  in  einem  zweiten  Verbrennungsraumc  durch  beigemischte 
atmosphärische  Luft  vollkommen  zu  verbrennen.  Nach  dem  Fündamental- 
gesetz  in  §.  159  unter  1)  kann  zwar  durch  eine  solche  Zerlegung  des  Ver- 
brennungsprocesses  in  zwei  gesonderte  chemische  Processe  keine  grössere 
Wärmemenge  gewonnen  werden,  im  Gegentheil  verursachen  die  Generator- 
wände und  die  Leitung  der  Generatorgase  weitere  Verluste,  die  höchstens 
durch  eine  mehr  vollkommene  endgültige  Verbrennung  aufgewogen  werden 
mögen;  indem  aber  letztere  in  Folge  der  Möglichkeit  einer  innigen  mole- 
kularen Durchdringung  von  Generatorgasen  und  Luft  (im  Gegensatze  zu 
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der  nur  oberflächlichen  BerfihniDg  fester  Brennstoffe  mit  der  VerbrennniifB- 
luft)  hier  mit  einer  viel  kleineren,  die  principiell  erforderliche  kaum  tUwr* 
treffenden  Luftmenge  erreicht  werden  kann,  ist  dadurch  die  Möglichkeit 
einer  wesentlich  höheren  Yerbrennungstemperatar  gegeben.  Um  die  er- 
wähnten Wärmeverluste  möglichst  herabzuziehen,  soll  die  Wärmeentwii^ 
lang  im  Generator  nicht  grösser  sein,  als  der  Yergasungszweck  des  fesleB 
Brennstoffs  erfordert,  und  wird  zum  Theil  aus  diesem  Grunde  die  Ver- 
brennungsluft mit  Wasserdampf  gemischt  dem  Generator  zugeführt  Wesn 
die  Annahme  richtig  ist,  dass  dieser  Wasserdampf  in  seine  ElemenUr- 
bestandtheilo  zerfallt,  der  Sauerstoff  Kohlenoxydgas  bildet,  während  der 
Wasserstoff  entweder  ft*ei  oder  als  Kohlenwasserstoff  den  Generatorgasei 
sich  zugesellt  (eine  Annahme,  deren  Bestätigung  durch  Analysen  wtti»chenB- 
werth  ist),  so  wird  dadurch  eine  Wärmemenge  gebunden,  die  den  Hei^üect 
der  Generatorgase  um  ebenso  viel  erhöht  und  demnächst  wiedergewonnea 
werden  kann.  Indem  aber  ferner  statt  des  atmosphärischen  (mit  einer 
überwiegenden  Menge  Stickstoff  gemischten)  Sauerstoffs  zum  Tbeil  der 
Sauerstoff  des  zersetzten  Wassers  zur  Vergasung  des  KoblenstoffiB  ver- 
wendet wird,  vermindert  sich  der  Stickstoffgehalt  der  Generatorgase  nid 
erhöht  sich  dadurch  ihr  pyrometrischer  Effect,  weil  nun  ihre  Verbrennung»- 
wärme  eine  kleinere  Masse  indifferenter  Gemengtheile  mit  zu  erhitzen  hat 

Dass  die  Gasfeuerung  eine  besonders  exacte  Regulirung  der  mehr 
oder  weniger  oxydirenden  oder  desoxydirenden  Eigenschaft  der  Flamme 
gestattet,  einem  Ueberschuss  oder  Mangel  an  zugelassener  Verbrennung^- 
lufb  entsprechend,  ist  ein  hier  nur  nebenbei  zu  erwähnender,  bei  roandien 
Verwendungen  aber  wichtiger  Umstand. 

9)  Die  höchsten  Hitzegrade  bei  zugleich  möglichst  voUkommeser 
Verbrennung  sind  endlich  durch  Combination  der  beiden  unter  7)  und  8) 
besprochenen  Principien  zu  erreichen,  wie  es  bei  den  Siemens'sdieB 
Regenerativgasöfen  der  Fall  ist.  Ein  solcher  enthält  4  Regenera- 
toren, von  denen  zwei  abwechselungsweiso  von  den  zuströmenden  Gene- 
ratorgasen und  von  den  zur  Esse  entweichenden  Heizgasen,  die  beiden 
anderen  abwechselungsweise  von  der  zuströmenden  Luft  und  von  den  ent- 
weichenden Heizgasen  durchzogen  werden,  so  dass  beide  Theile,  die  Gene- 
ratorgase und  die  Verbrennungsluft,  schon  erheblich  vorgewärmt  zusammen- 
treffen.* 


*  Eine  eingehende  wissenschaftliche  und  zugleich  auf  praktischer  Er- 
fahrung beruhende  Besprechung  dieser  Oefen  von  R.  Ziebarth  enthalt  die 
Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1864,  S.  658. 
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B.  Wärmetransmission  durch  feste  Wände. 

§.  164.    Fundamentalgresetz   des    permanenten   Wlirmedarchgangres    dureh 

eine  Wand. 

Eine  feste  Wand  von  gleichförmiger  Dicke  =  e  trenne  zwei  tropf- 
bare oder  luftförmige  Flüssigkeiten,  deren  Temperaturen  =  t  und  t'  seien ; 
F  und  F*  seien  die  Grössen  der  von  diesen  Flüssigkeiten  berührten  Wand- 
oberflächen, y  die  Grösse  einer  mit  ihnen  parallelen  Schnittfläche  der 
Wand  in  der  Entfernung  x  von  der  Oberfläche  F.  Die  Temperaturen 
t  und  V  seien  constant,  t  gleich  gross  längs  der  ganzen  Oberfläche  F^  i 
desgleichen  längs  F\  und  es  sei  bezüglich  auf  den  Wärmedurchgang  im 
Sinne  von  F  gegen  F' (t  >  ^'vorausgesetzt)  ein  Beharrungszustand 
eingetreten,  so  dass  die  Wärmemengen,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  F^  y 
und  F'  hindurchgehen,  gleich  gross  =  ö  sind.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Beschaffenheiton  der  Wandoberflächen  F  und  F'  gleichförmig, 
wenn  auch  unter  sich  im  Allgemeinen  verschieden  sind,  haben  die  von 
ihnen  begrenzten  unendlich  dünnen  Wandschichton  gleichförmige  constante 
Temperaturen  r  resp.  t',  und  zwar  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Widerstände, 
die  sich  dem  Eintritt  der  Wärme  durch  F^  ihrer  Leitung  durch  die  Wand 
selbst  und  ihrem  Austritt  aus  F'  entgegensetzen, 

Unter  der  ferneren  Voraussetzung,  dass  auch  im  Inneren  die  Wand  von 
gleichförmiger  Bosch aft'enheit  ist,  herrscht  in  der  Schnittfläche  y,  d.  h. 
tiberall  in  der  Entfernung  x  von  F  dieselbe  Temperatur  z  (<<  r  und  >>  x\ 
und  wenn  d%  die  der  Aenderung  dx  von  x  entsprechende  Aondorung  der- 
selben und  X  den  Wärmcleitungscoefficienten  des  Materials  der  Wand  im 
Sinne  der  Wärmeströmung  bedeutet,  so  ist  (§.  9,  Gl.  1): 

Q  .  <?a      ,  ,  Q  dx 

=  —  /•-    oder  —  «2  =  V    - 

y  dx  K    y 


':f 


^ ■ (1). 


0 

Wenn  ferner  mit  a  und  a  gewisse  Coefticienten  bezeichnet  werden,  die 
sich  (analog  dem  in  §.  9,  Gl.  3  mit  X^  bezeichneten  Wärmeübergangscoeffi- 


936  WÄRMEDURCHGANG  DURCH  EINE  WAND.  §.  V 

cioiiten)  auf  den  Eintritt  der  Wärme  in  die  Wand  an  der  Oberfläd^e  F 
und  auf  ihren  Austritt  aus  derselben  an  der  Oberfläche  F'  bezieheiL,  so  5«j 

^  =  a  [t  —  T)  und  y  =  a  (r  —  ^) 

_  ,  _  e       ,  _  .    ,    _Q  ^. 

aF  a  F 


Aus  Gl.(l)  und  (2)  folgt 


« 


0 

und    somit    die    in    der    Zeiteinheit   die    Wand   dnrchdringeude 
Wärme:  , 

Q  = r— (3> 


(^ 


0 

Im  Falle  einer  ebenen  Wand  ist  y  -^  F'  =^  F^  also 

«=^('-'-i_ ,., 

a         a  X 

Für  eine  cylindrische  Röhre  von  der  Länge  =  1,  deren  Wand  ifl 
der  Richtung  von  innen  nach  aussen  von  der  Wärme  durchdrungen  wird, 
ist  im  Falle  eines  kreisförmigen  Querschnitts,  wenn  d  den  inneren, 
B  den  äusseren  Durchmesser  bedeutet, 

r  dx  1        D 

J     y  2j€        d 

-  T — j T~^ '^^ 

ad  "^  a'D  "*"  22  ^*  rf 

und  im  Falle  eines  quadratischen  Querschnitts,  wenn  d  nnd  D  die 
Quadratseiten  innen  und  aussen  bedeuten,    * 

•  (  dx  \         J} 

F  =  'U,  i-"  =  4i),  y  =  4(rf  +  2«);     \   —  =  -  Ih% 

j     y  8       d 

Q=      -       5^-^')_    J_.    «. 

1      .       1       .      1     .   i) 


1 


ad  ^  aB^  2X       d 
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Gebt  die  Wärme  von  aussen  nach  innen  durch  die  Röhrenwand  hindurch, 
so  sind  nur  a  und  a  in  Gl.  (5)  und  (6)  zu  vertauschen. 

Gl.  (4)  kann  allgemein  für  eine  Wand  gelten,  deren  Dicke  klein  im 
Vergleich  mit  dem  Krümmungsradius  jedes  Normalschnitts  ihrer  beiden 
Oberflächen  ist.    Setzt  man  dann  einfacher 

•       Q  ^.-  kF{t  —  t'),  so  ist  ^  =  ^   +    ^  +  ~ (7) 

k         a         a  X 

und  hcisstife  der  Wärmctransmissions-Coefficient  der  Wand.  Hieraus 

9 

and  aus  Gl.  (2)  folgt 

,\..' (8). 

a  a 

Allgemein  kann 

Q  r-   kF(t  —  t')  =  k'F'  {t  -  i) 

gesetzt  werden,  wenn  die  Ausdrücke  der  auf  die  Ein-  oder  Austrittsfläche 
F  resp.  F'  bezogenen  Transmissionscoefficienten  k^  k'  der  Gl.  (3)  resp. 
den  besonderen  Formen  dieser  Gleichung  in  Specialfälleu  entnommen 
werden.  — 

Von  besonderen  solchen  Fällen,  in  denen  Gl.  (7)  Anwendung  finden 
kann,  sind  folgende  bemerkenswerth: 

1)  Wenn  die  Wand  dick  und  nicht  gut  leitend,  d.  h.  X  klein  ist, 
oder  wenn  «^  a  gross  sind,  wie  es  namentlich  dann  der  Fall  ist,  wenn  die 
Wand  von  stark  bewegten  tropfbaren  Flüssigkeiten  berührt  wird,  so  kann 

X 

k  =       ',     T  ^  t,   T   =  t'  .  ,  , (9) 

gesetzt  werden. 

2)  Für  eine  dünne  und  gut  leitende  Wand,  insbesondere  für 
dünne  Metallwändc  ist 


' .' 


1  11  aa  ,        at  -\-  txt 

-    —        -\~     ,  ;     k  =  — ,  •,      T  =  z    z=zz      -T--  ,-     .  .  (10) 

k         a         a      ,       .     IC  -\t  a  a  -|-  u 

zu  setzen,  und  wenn  insbesondere 

3)  zugleich  a  verhältnissmässig  gross  ist,  indem  z.  B.  die  Wand  an 
der  Austrittsseitc  der  Wärme  von  stark  bewegter  tropfbarer  Flüssigkeit 
berührt  wird,  • 

k  =  ci'^     r  =z  T  =     ,  t  -\-  t'  wenig  >  ^' (11). 

a 

Dieser  Fall  einer  stark  bewegten  und  somit  die  aufgenommene  Wärme 
sehr  schnell  von  der  Wand  wegführenden  Flüssigkeit  findet  namentlich  dann 
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statt,  wenn  dieselbe,  wie  z.  B.  das  Wasser  eines  Dampfkessels^  dnrdi  dii 
(insbesondere  von  unten  her)  aufgenommene  Wärme  vordampft  winL  Ui 
gekehrt  kann  a  besonders  gross  sein,  wenn  die  wärmere  Flüssigkeit  Dtinpf 
ist,  der  durch  Wärmeabgabe  an  der  Wand  condensirt  wird.  — 

Vermittels  dieser  Grundsätze  ist  nun  auch  leicht  der  W&nnetm»- 
missions-Coefficicnt  einer  zusammengesetzten  Wand  za  bestimmeit. 
Eine  solche  bestehe  aus  n  einzelnen  an  einander  grenzenden  Wänden  mit 
den  Dicken  e^^  e^  .  .  e„  von  verschiedenen  Stoffen  mit  den  Leitungscoett- 
cienten  2^,  2^  ...  vi»;  gewisse  dieser  Wände  können  auch  beiderseits  tob 
festen  Theilwändeu  eingeschlossene  (tropfbare  oder  luflförmige)  Flüssigkeits^ 
schichten  sein.  Die  Temperaturen  der  durch  die  zusammengesetzte  Wand 
geschiedenen  flüssigen  Medien  seien  wieder  t  und  t\  diejenigen  der  dei 
Einströmungsflächen  zunächst  liegenden  Oberflächenschichten  der  n  Theil- 
wände  seien  r,,  r2  ...  r„.  Dann  ist  die  im  Beharrungszustande  dnrch 
die  Flächeneinheit  in  der  Zeiteinheit  transmittirte  Wärmemenge 

Q  =  a{t  -  Ti)  =  Äj  (Ti  —  Tg)  =  ^3  (rg  —  T3)  .  .  .  =  k^ (Th  —  t 

mit   ,-  =  \ — 1 ;  TT  =^  3 — I '  '  '  '  T  ^^  j     +  " ' ' 

unter  a,  a  die  Wärmcübergangscoefßcienten  für  die  Eintriltsfläche  der 
ersten  und  die  Austrittsfläche  der  letzten,  und  unter  «„,  den  Coeflicient»*o 
des  Wärmeüberganges  aus  der  »i>®"  in  die  (w  +  1)**  Theilwand  ver- 
standen.   Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

.    Q  ,    Q  .    Q  ^    .    ö 

und  daraus  durch  Addition: 

n  —  1  n 

111         ^~^    1  v:"'  /• 

0  =  ^.(^-^0  ürit -,  ^- +  ,  +  y,    +>,-."-  ...12; 


§.  165.   Erfahrungswerthe. 

Die  Wärmeleitungs-CoefficiQuten  X  der  Substanzen  sind  voo 
verschiedenen  Beobachtern  theilweise  sehr  abweichend  gefanden  worden, 
auch  sind  sie  bei  einerlei  Substanzen  verrouthlich  sehr  variirend  mit  ihren 
besonderen  Beschaffenheiten  (Bearbeitung,  Beimischungen,  Zertheilimgs- 
grad  etc.).  Die  folgenden  Zahlen  sind  verschiedenen  Angaben  als  ungefthre 
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Dnrchschnittswerthe  entnommen;  besonders  liegen  ihnen  die  Angaben  von 
Fielet  zu  Grunde.  Sie  beziehen  sich  auf  das  Meter  als  Längeneinheit 
(das  Quadratmeter  als  Flächeneinheit)  und  die  Stunde  als  Zeiteinheit. 


Kupfer 69 

Eisen  und  Zink i        28 

Zinn '        23 

Blei 14 

Coks 5 

Marmor 2,8  —  3,4 

Kalkstein 1,2  —  1,8 

Glas 0,8 

Gebrannter  Thon 0,6 

Eichenholz 0,21 


Tannenholz  parallel  zu  den 

Fasern 

Desgl.  senkr.  zu  den  Fasern 

Sand   .  .  . 

Zerstosscne  Coks 

»  Ziegel 

Kreidepulver 

Holzasche 

Wolle,  Baumwolle,  Flaum . 
Stagnirende  Luft 


0,17 
0,10 
0,27 
0,26 
0,15 
0,09 
0,06 
0,04 
0,04 


In  Betreff  der  Wärraetibergangs-Coefficienten  «,  d  findet  noch 
grössere  Unsicherheit  statt  wegen  grösserer  Mannichfaltigkeit  der  sie  be- 
dingenden Umstände,  deren  Einfiuss  bisher  nur  in  ungenügender  Weise 
ermittelt  wurde.  Vor  Allem  ist  zu  bemerken,  dass  sowohl  der  Eintritt  der 
Wärme  in  die  Wand  wie  ihr  Austritt  aus  derselben  theils  durch  Berührung, 
theils  durch  Strahlung  vermittelt  werden  kann;  die  entsprechenden  zwei 
Theile  der  übergehenden  Wärme  hängen  beide  von  der  Art  der  die  Wand 
berührenden  Flüssigkeit  ab,  ausserdem  aber  der  erste  besonders  von  der 
Bewegung  der  Flüssigkeit,  d.  h.  von  der  Schnelligkeit,  mit  welcher  die 
Flüssigkeitstheilchen ,  nachdem  sie  Wärme  an  die  Wand  abgegeben  oder 
von  ihr  aufgenommen  haben,  durch  andere  Theilchen  zur  Wiederholung 
desselben  Vorganges  an  der  Wandfläche  ersetzt  werden,  wogegen  der  durch 
Strahlung  übergehende  zweite  Antheil  Wärme  wesentlich  durch  die  Ober- 
fiächenbeschaffenheit  der  Wand  bedingt  wird.  Als  Flüssigkeiten  sind  hier 
besonders  Wasser,  gesättigter  Wasserdampf  und  Luft  von  technischem  In- 
teresse; doch  ist  einstweilen  nur  für  die  letztere  eine  gesonderte  Bestimmung 
der  durch  Berührung  und  durch  Strahlung  übergehenden  Wärmemengen 
auf  Grund  der  bekannten  Erfahrungen  möglich. 

1)  Besonders  gross  ist  «  resp.  d  für  den  Uebergang  der  Wärme 
von  gesättigtem  Wasserdampf  an  eine  Metallwand  und  von  einer 
solchen  an  siedendes  Wasser,  vermuthlich  in  Folge  des  Umstandes, 
dass  durch  die  mit  der  Wärmeabgabe  an  die  Wand  verbundene  Condensa- 
tion  resp.  durch  die  mit  der  Wärmeaufnahme  von  derselben  verbundene 
Verdampfung  eine  besonders  schnelle  Erneuerung  der  die  Wand  berühren- 
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den,  zur  wiederholten  Abgabe  resp.  Aufnahme  von  Wärme  gescfaicktee 
Flüssigkeitstheilchen  vermittelt  wird.  Im  Mittel  nach  zwei  Beobachtangen 
von  Thomas*  wurden  durch  gesättigten  Wassordampf  von  135*  resp. 
121^,  der  durch  eine  Wand  aus  dünnem  Kupferblech  von  (unter  atoio- 
sphärischem  Druck)  siedendem  Wasser  getrennt  war,  pro  QnadratoL  Wand- 
flache  und  fttr  jeden  Grad  der  Temperaturdifferenz  (35®  resp.  21®)  toh 
Dampf  und  Wasser  stündlich  4,5  Kgr.  des  letzteren  verdampft,  woraus  mit 
Rücksicht  auf  die  Verdampf ungswärmc  des  Wassers  nach  §.  27,  GL  (6J 

I  *  =  4,5  (607  —  70,8)  =  2413 

folgen  würde,  also  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §.,  wenn  in  Ermangelung 
anderweitiger  Anhaltspunkte  a  =  a  gesetzt  wird, 

a  =  a  =  2;fe  =  4826. 

Weil  indessen  hier  trotz  der  kleinen  Wanddicke  e  und  des  grossen  Lei- 

tungscoefficienten  X  von  Kupfer  das  Glied       in  Gl.  (7)  des  vorigen  §.  oicfat 

verschwindend  klein  gegen  die  selbst  sehr  kleinen  Brüche    -  und  - ,  seil 

a  a 

konnte,  so  sind  letztere  in  der  That  noch  etwas  kleiner,  a  und  a  noch 
etwas  grösser,  und  mag  bis  auf  Weiteres 

a  =  a  =  5000 1; 

in  runder  Zahl  geschätzt  werden  können,  bezogen  immer  auf  Quadratm. 
und  Stunde  als  Einheiten. 

2)  Erheblich  kleiner  sind  die  Coefficienten  a  und  «'für  den  Ueber- 
gang  der  Wärme  zwischen  einer  Metallwand  und  nicht  sieden- 
dem Wasser.  So  fand  Thomas,  dass  die  eben  erwähnte  dünnwandige 
kupferne  Röhre  von  F  =  8,97  Quadratm.  Wandfläche,  wenn  sie,  von 
Wasser  umgeben,  von  Wasserdampf  durcliströmt  wurde,  dessen  Prea^ung 
3  Atm.,  dessen  Temperatur  also  t  =  134®  betrug,  in  4  Minuten  oder 

z=  —  Stunde  G  =  400  Kgr.  Waaser  von  ^o'=  ^^  *>»s  i/=  100®  za 
15 

erwärmen  im  Stande  war.**  Ist  nun  t'  die  variable  Temperatur  de«  Wassers 
in  irgend  einem  Augenblick,  dt'  ihre  Zunahme  im  Zeitelement  <ffi,  so  ist  die 


*  H.  Val6rius,  les  applications  de  la  chaleur,  Bruxelles,  1867,  p.  165. 
Der  Verfasser  setzt  die  Wandfläche  der  von  Thomas  gebrauchten  kapfeiDen 
Röhre  =  4,45  Quadratm.,  giebt  aber  später  an,  dass  sie  34  Millim.  Radios 
und  42  Meter  Länge  gehabt  habe.  Indem  danach  ihre  Wandfläche  8,97  Qua- 
dratm. betragen  hätte,  sind  mit  Rücksicht  hierauf  die  a.  a.  0.  mitgetheilteo 
Rechnungsresnltate  corrigirt  worden. 
♦*    H.  Val^rius  a.  a.  0.  p.  166. 


kFdz  ^  G  -       r,     k=  .^   In   .  -     .^  =  876 
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Während  des  letzteren  die  Wand  durchdringende  Wärmemenge  bei  Voraus- 
setzung eines  constanten  Transmissionscoefficienten  k  (die  specif.  Wärme 
des  Wassers  beständig  =  1  gesetzt): 

dQ  z=kF{t  —  0  d%  =  Gdt' 
und  folgt  daraus: 

di         ,  G        t  —  t 

•     k  =    -    In     - 
t—t'  F%        i  —  t^ 

und  daraus  nach  Gl.  (10)  im  vorigen  §.  mit  a  =  5000: 

«'=  1060. 

üebrigens  wird  die  Voraussetzung  eines  constanten  Werthes  von  a\  also 
von  ^,  durch  anderweitige  Erfahrungen  nicht  bestätigt,  vielmehr  scheint 
dieser  Uebergangscocfficient  ausser  mit  der  Bewegung  des  Wassers  auch  ^ 
mit  der  Temporaturdififerenz  J  (hier  =  r  —  ^')  desselben  und  der  an- 
grenzenden Wandschicht  erheblich  zu  wachsen,  vermuthlich  auch  mit  der 
seine  innere  Beweglichkeit  bedingenden  Temperatur  t'  des  Wassers  allein. 
Letztere  war  bei  obigem  Versuch  im  Mittel  t'  =  54®  und  nach  Gl.  (10) 
im  vorigen  §.  die  Temperatur  der  Wand: 

5000.134  +  1060,54  _  ^  _ 

6060  •      ' 

Eine  Erfahrung  in  Betreff  des  Falles,  dass  zwei  wässerige,  nicht  sie- 
dende Flüssigkeiten  von  verschiedenen  Temperaturen  durch  eine  dünne 
Metallwand  hindurch  sich  gegenseitig  Wärme  mittheilen,  führt  IL  Valerius 
(a.  a.  0.  p.  167)  an.  Indem  nämlich  längs  einer  solchen  Wand  von  F  =  ^ 
Quadratm.  Oberfläche  auf  der  einen  Seite  Bierwürze  behufs  ihrer  Kühlung 
und  auf  der  anderen  Seite  im  entgegengesetzten  Sinn  das  dazu  dienende 
Kühlwasser  entlang  strömte,  wurde  von  Lacombe  beobachtet,  dass  stünd- 
lich 600  Liter  Würze  von  t^  =  100®  bis  t^  =  22®  abgekühlt  werden 
konnten  durch  1000  Liter  Wasser,  das  sich  dabei  von  tQ=  18®  bis  t^'=: 
65^  erwärmte.*    Indem  hiemach  das  Kühlwasser  stündlich 

Q  =  1000(65  —  18)  =  47000  Cal. 
aufnahm,  und  die  Würze 

600  (100  —  22)  c  =  46800  c  Cal. 

d.  h.  ebenso  viel  abgab,  wenn  ihre  specif.  Wärme  c  =  1,004  gesetzt  wird, 
würde  aus  Gl.  (5)  in  §.166  der  wieder  constant  vorausgesetzte  Transmis- 
sionscoefficient 

*  Die  Angaben  von  Val<5rius:  6000  resp.  10000  Liter  sind  offenbar  un- 
richtig und  musBten  in  obiger  Weise  modificirt  werden,  um  mit  Valerius' 
eigener  Folgerung  zu  stimmen. 
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und  ans  GL  (10)  im  yorigen  §.: 

a  =  a  =  21  =  820 
folgen.    Dabei  war  im  Mittel: 

^==61^  f'=41,5®,  T  =  T=  ^^—  =51®;  A  =  t  —  T  =  T'-{=W\ 

Nach  Peel  et  wäre  a  resp.  a  für  so  kleine  TemperatordifferenzeB  J 
weniger  gross,  nämlich  fOr  den  durch  eine  dünne  Metall  wand  vermittritei 
Wärroeaustansch  zwischen  Wasser  und  Wasser 

k  =  100  bis  300  für  t  —  i=  10  bis   24^ 

also   a  =  a'=  200  bis   600  für  J  =  5   bis   12<> 

zu  setzen.    Der  Gesammtheit  der  vorliegenden  Erfahrungen  gemäss  ottg 

einstweilen  »        .^^    ,    -^  ^ 

a  =  a  =  400  +  10  J (2; 

gesetzt  werden,  vorbehaltlich  einer  Yergrösserung  oder  Verkleinerang  dieses 
Werthes  nach  Schätzung,  jenachdem  das  Wasser  mehr  oder  weniger  heftig 
bewegt  ist 

3)  Das  Gesetz  des  Wärmeaustritts  aus  einer  von  Lnft  und 
anderen  Gasen,  die  hier  nicht  weiter  interessiren)  berührten  festen 
Wand  ist  namentlich  von  Dulong  und  Petit  näher  untersucht  worden, 
freilich  unter  solchen  Umständen,  dass  die  gefundenen  Resultate  nur  mit 
Vorsicht  auf  die  in  der  technischen  Praxis  vorkommenden  Fälle  anwendbar 
erscheinen.  Ein  grösseres  zuvor  erhitztes  Quecksilberthermometer  wurde 
in  einen  innen  berussten,  aussen  durch  Wasser  von  constanter  Teraperator 
berührten  und  somit  selbst  sehr  nahe  auf  dieser  Temperatur  erhaltenen 
Ballon  von  Kupferblech  eingehängt  und  am  sinkenden  Stande  des  Thermo- 
meters bei  verschiedenen  Oberflächenbeschaffenheiten  der  Thermumet^r- 
kugel  die  Abnahme  ihrer  Temperatur  im  Verlauf  der  Zeit  beobachtet 
während  der  Ballon  zuerst  mit  Luft  (oder  einem  anderen  Gase)  von  einer 
gewissen  Pressung  erfüllt  war  und  dann  der  Versuch  mit  luftleer  ge- 
machtem Ballon  wiederholt  wurde,  um  so  den  in  beiden  Fällen  gleiches, 
im  letzteren  Falle  aber  allein  wirksamen  Einfluss  der  Strahlung  gesondert 
zu  bestimmen  und  endlich  durch  Subtraction  vom  Gesammtresnltat  des 
ersten  Falles  auch  den  Einfluss  der  Luftberührung  getrennt  von  dem  der 
Strahlung  zu  finden.  Diesen  Versuchen  zufolge  kann  die  Wärmemenge  <2, 
die  ein  fester  Körper  stündlich  pro  Quadratmeter  seiner  Oberfläche  von 
der  Temperatur  t  verliert,  wenn  er  von  einem  luftförmigen  Medium  be- 
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rührt  wird,  dessen  Temperatur  i  <^  t  ist,  und  wenn  er  zugleich  an  dem 
betreffenden  Theil  seiner  Oberfläche  sich  in  Wärmeaustausch  durch  Strah- 
lung mit  einer  das  luftförmige  Medium  eiuschliessenden  Wand  von  der 
Oberflächentemperatur  i'<i  t  befindet,  ausgedrückt  werden  durch 

Q  =  0,55  h  (15  —  0''^^+  125  %  ( 1,0017^—  1,0077*  )  .  ,  .  (3). 

Der  erste  Theil  dieses  Ausdrucks  mit  dem  von  der  Art,  Dichtigkeit  und 
Bewegung  des  luftförmigen  Mediums  abhängigen  Coefficienten  h  betrifft 
den  Wärmeverlust  durch  Berührung,  der  zweite  mit  dem  von  der  Ober- 
flächenbeschaffenheit des  Körpers  abhängigen  Coefficienten  8  den  Einfluss 

t 
der  Strahlung,  und  zwar  das  positive  Glied  mit  dem  Factor  1,0077    die 

t" 
vom  Körper  ausgestrahlte,  das  negative  Glied  mit  dem  Factor  1,0077    die 

von  der  äusseren  Wand  zurückgestrahlte  Wärme.  Wenn  das  luftförmige 
Medium  nicht  in  gleichartiger  Weise  ringsum  begrenzt  wäre,  .so  müsste 
unter  ^"  eine  zugleich  mit  Rücksicht  auf  die  verschiedenen  Strahlungs- 
vermögen der  Bestandtheile  abzuschätzende  mittlere  Temperatur  der  Be- 
grenzung verstanden  werden;  insbesondere  für  die  Stralilung  in  den  Welt- 

r 
räum  könnte  1,0077   als  verhältnissmässig  klein  vernachlässigt  werden. 

Die  Versuche  von  Dulong  und  Petit  umfassten  Temperaturdifferenzen 
t  —  t'  resp.  t  —  t''  bis  260^  Für  Temperaturen  bis  200®  wird  die  Be- 
nutzung ihrer  Formel  durch  folgende  Tabelle  erleichtert. 


■  t    1,0077* 

t 

t  ,1,0077' 

1 

t 

t 

1,0077'  1  i'-'' 

1 
1 

t  1,0077' :r^i 

'          1 

10 '    1,080     1,710  jGo'    1,584     2,596 

110 

2,325 

2,990 

160     3,412   -3,263! 

20     1,165 

2,010' 

70     1,711    j  2,691 

120  1   2,510 

3,051,170!   3,684     3,309! 

80     1,259 

2,209* 

'       1 

80  '   1,847     2,776 

130 

2,711 

3,108 

180'   3,978   i  3,353; 

40     1,359 

2,362;  90  i   1,994 

2,853 

140 

2,927 

3,163 

190     4,295   !  3,396 1 

,50'   1,467 

1            1 

2,488! 

1 

100    2,153 

1 

2,924 

150 

3,160 

3,214 

200,   4,637   1 3,437' 

Für  Temperaturdifferenzen  bis  etwa  60®  kann  nach  Peel  et  gesetzt 

werden: 

Q  =  ß{t-t')  +  a(t  —  t") (4) 

mit  ß  =  b[l  +  0,0075  (^  —  0] (5) 


(6). 


und   ö  =  8  (0,9556  +  0,0037^  )  [1  +  0,0056  (t  —  t)]  y 

oder  noch  einfacher   0  =  s[l  +  0,0056  (t  —  t")]  f 

Gewöhnlich  sind  die  Umstände  von  solcher  Art,  dass  t"  entweder  =:=  t 
oder  =  t'  gesetzt  werden  kann.  Bezeichnet  dann  a  den  resultirenden 
Wärmeübergangscoefficienten  der  Formeln  des  vorigen  §.,  entsprechend  der 
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Gleichung  Q  =  aA,  unter  A  die  Temperaturdifferenz  des   Körpers 
der  Luft  an  ihrer  Berührungsfläche  verstanden,  so  ist 

für  t''  =  i:a   =  ß  =  b(l  +  0,0075  J) '.7h 


i 


für  t"  =  t':a  =  ß  +  o  =  b  +  s  +  1^-+^^  J    .  .  ,§; 

'    ^  ^      ^        10000 

Die  Erwärmung  der  Luft  durch  Berührung  mit  einer  wärmeren  WaiJ 
verursacht  einen  längs  derselben  aufisteigenden  Luftstrom,  für  welchen/ 
von  unten  nach  oben  zunimmt,  also  A  abnimmt.  Dadurch  ist  es  erkläriid. 
dass  Peel  et  den  Coefficienten  h  von  der  Gestalt  und  den  Dimensioofi 
der  die  Wärme  abgebenden  Wand  abhängig  fand.   Für  atmosphärische  Luft 
von  gewöhnlicher  Dichtigkeit  drückte  er  h  durch  verschiedene   empirische 
Formeln  aus  für  eine  verticale  ebene,  eine  horizontale  oder  verticaJe  cyliih 
drische   und  eine  kugelförmige  Wand,   denen  zufolge  b  im  Allgemeint^c 
zwischen  den  Grenzen  2  und  4  liegen  würde,  abnehmend  mit  wachsender 
Grösse,  insbesondere  mit  wachsender  Höhe  der  Wand,  wenn  unter  ^  dif" 
Temperatur  an  der  tiefsten  Stelle  der  Wand  verstanden   wird.    Indes&<*ii 
ist  es  doch  hauptsächlich  die  stärkere  oder  schwächere  Bewegung  (stetige 
Erneuerung)  der  Luft  an  der  Körperoberfläche,  die  den  Coefficienten  h 
beeinflusst  und  die  auc]i  von  anderen  Umständen,  als  von  der  Gestalt  uod 
den  Dimensionen  der  Wand  abhängt,  z.  B.  in  freier  atmosphärischer  Loft 
in  höherem  Grade  stattfindet,   als  in  eingeschlossener  Zimmerluft.    Aacli 
ist  zu  bemerken,  dass  nach  Pöclet's  Versuchsmethode  seine  L^ebergangs- 
coefficienten  a    eigentlich   zusammengesetzte  Transmissionscoefficienten  l 
sind,  betreffend  den  Uebergang  der  Wärme  aus  beständig  bewegtem  Wasser 
durch  eine  dünne  Metallwaud  in  Luft,  und  wenn  hier  auch  der  Widerstand 
gegen  den  Eintritt  der  Wärme  aus  dem  Wasser  in  die  Wand  und  gegen 
ihre  Leitung  durch  die  Wand  verhältnissmässig  klein  waren,  so  musste  doch 
immerhin  die  Temperatur  der  Wand  an  ihrer  die  Luft  berührenden  Ober- 
fläche etwas  kleiner,  als  die  von  P igelet  dafür  gesetzte  Wassertemperatur 
sein,  und  somit  a   etwas  zu  klein  gefunden  werden.    In  der  That  ist  nach 
anderweitigen  Angaben*  b  =  S  bis  6  zu  setzen,  und  zwar  im  Durchschnitt 

b  =  4:   für  eingeschlossene,   ^  =  5   für  freie  Luft    .  .  .  .  ;9. 

wenn  unter  t'  die  Lufttemperatur  in  massiger  Entfernung  vom  Körper  ver- 
standen wird. 

*  H.  Valerius  (les  applications  de  la  chaleur)  nach  Ser  (Cours  de  pLy- 
sique  industrielle  de  TEcole  des  arts  et  manufactures  ä  Paris). 
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Die  Art  der  Oberfläche  bedingt  den  Coefficienten  i  nicht  merklich, 
ehr  wesentlich  dagegen  den  Strahlungscoefficienten  «,  dessen  Werthe  nach 
^^clet  der  folgenden  Tabelle  zu  entnehmen  sind. 


8 


8 


Kupfer     

Zinn 

Zink 

I  Blankes  Messing 

Polirtes  Eisenblech    .  .  . 
Gewöhnliches  Eisenblech 

Glas 

Neues  Gusseisen 


0,16  I  Oxydirtes  Eisen 

0,22  1  Kohlenstaub    

0,24  II  Holz,  Gyps,  Bausteine     

0,26  Ij  Baumwollenzeug 

0,45  !'  Wollen-  u.  Seidenstoff,  Oelanstrich 


2,77 
2,91 
3,17 


Papier 
Russ  . 

Wasser 


3,36 1| 

3,42 

3,60 

3,65 

3,7 

3,8 

4,0 

5,3 


Was  endlich^den  umgekehrten  Fall  des  Wärmeeintritts  in  einen 
Fon  Luft  berührten  festen  Körper  betrifft,  so  ist  die  übergehende 
Wärme  in  Ermangelung  specieller  Erfahrungen  derjenigen  gleich  zu  setzen, 
welche  aus  der  Körperoberfläche  austräte,  wenn  ihre  Temperatur  mit  der- 
jenigen der  Luft  resp.  (in  Betreff  der  Strahlung)  mit  der  mittleren  Ober- 
flächentemperatur der  diese  Luft  begrenzenden  Wäitde  vertauscht  würde, 
ßine  Regel,  die  von  Fielet  wenigstens  bei  massigen  Temperaturdifferenzen 
als  hinlänglich  zutreffend  erkannt  wurde.    Im  Widerspruch  damit  scheint 
sich  freilich  die  besonders  durch  Versuche  von  Noeggerath*  constatirte 
Thatsachc  zu  befinden,  dass,  während  der 'Wärmeübergang  von  einer  festen 
W^and  an  Luft  durch  Berührung  erfahrungsmässig  nicht  merklich  durch 
die  Oberflächenbeschaffenheit  der  Wand  beeinflusst  wird,  die  Wärmetrans- 
mission aller  derjenigen  Theile  einer  von  den  Heizgasen  einer  Feuerung 
berührten  Metallwand,  die  dem  Einflüsse  der  Wärmestrahlung  des  Feuers 
nicht  unmittelbar  ausgesetzt  sind  (indirecte  Heizfläche),  durch  Berussung 
dieser  Wand  an  ihrer  den  Heizgasen  zugekehrten  Oberfläche  sehr  erheb- 
lich  vermindert  wird,  dass  insbesondere  Heizgase  von  weniger  als  400^ 
Temperatur  kaum  nennenswerthe  Wärmemengen  durch  berusste  Metall- 
wände transmittiren.    Indessen  mag  diese  Thatsache  hauptsächlich  in  der 
sehr  geringen  Wärmeleitungsfähigkeit  der  lockeren  Russschicht  ihren  Grund 
haben.  — 

Zur  Anwendung  der  hier  mitgetheilten  Erfahrungen  auf  die  Bestim- 
mung der  Wärmetrausmissiou  durch  einfache  und  zusanmiengesetzte  Wände 


*   „lieber  den  Einfluss  der  Berussung  der  Dampfkessel  und  Siedepfannen 
auf  den  Ileizeffect".    Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1865,  S.  66. 


Üroi^hof,  tbeoret.  HascMnAnlehro.    I. 
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von  besonderer  Beschaffenheit  werden  spätere  Theile  dieses  Werkes  Ge- 
legenheit bieten. 


§.166.   Heizflftehen. 

• 

Unter  einer  Heizfläche  soll  hier  allgemein  die  Scheidewand  von  zwei 
ungleich  warmen  (tropfbaren  oder  luftförmigen)  Flflssigkeiten  verstanden 
werden,  welche  den  Wärmeübergang  von  der  einen  zar  anderen  dieser 
beiden  Flüssigkeiten  vermittelt,  einerlei  ob  die  Abkühlung  resp.  Conden- 
sation  der  ersten  oder  die  Erwärmung  resp.  Verdampfung  der  zweiten  da- 
durch bezweckt  wird.  Es  ist  dann  die  Aufgabe,  die  Grösse  =  F  der 
Heizfläche  zu  berechnen,  die  nöthig  ist,  um  in  der  Zeiteinheit 
eine  gegebene  Wärmemenge  =  Q  durchzulassen  ^i  Voranssetzanf 
eines  Beharrungszustandes  der  Art,  dass  an  jeder  Stelle  der  Heizfläche 
die  Temperaturen  t  und  t'  (  t  "^  {)  der  beiderseits  angrenzenden  Flä^g- 
kciten  unveränderlich  sind.  Wenn  dabei,  wie  es  hier  immer  geschehen 
soll,  der  Wärmetransmissions-Coefficient  k  für  alle  Elemente 
der  Heizfläche  gleich  gesetzt  resp.  näherungsweise  für  die  ganze 
Heizfläche  mit  demselben  Mittelwerth  in  Rechnung  gebracht  wird,  so  er-« 
giebt  sich  nach  §.  164,  Gl.  (7)  sofort 

^^w^) ^'-^ 

falls  t  und  t'  nicht  nur  an  jeder  einzelnen  Stelle  der  Heizfläche  unver- 
änderlich, sondern  auch  an  allen  Stellen  gleich  gross  sind. 

Wenn  aber  die  Temperaturen  t  und  i  an  verschiedenen  Stellen  der 
Heizfläche  verschieden  sind,  so  ist  eine  besondere  Rechnung  nothig,  die 
natürlich  voraussetzt,  dass  jene  Verschiedenheit  ein  mathematisch  aa»- 
drückbares  Gesetz  befolgt,  wie  es  namentlich  dann  der  Fall  ist,  wenn  die 
Flüssigkeiten  nach  parallelen  Richtungen  längs  der  lang  ge- 
streckten Heizfläche  hin  fliessen.  Unter  dieser  Voraussetzung  nehme 
längs  der  ganzen  Heizfläche  und  für  jede  Flüssigkeit  im  Sinne  ihrer  strd- 
menden  Bewegung  die  Temperatur 

der  wärmeren  von  ^q  bis  t^  ab, 

der  anderen     von  ^q'Ws  ^^'zu. 

Beide  Flüssigkeiten  seien  von  solcher  Art,  dass  ihre  specifischen  Wärmen 
r,  e\  die  hier  stets  als  solche  für  constante  Pressung  zu  verstehen  sind, 
als  unabhängig  von  ihren  variablen  Wärmezuständen  betrachtet  werden 
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können.  Denkt  man  sich  die  beiden  Flüssigkeitsströme  durch  correspon- 
dirende  (denselben  Durchschnittslinien  mit  der  Heizfläche  entsprechende) 
unendlich  nahe  Querschnitte  geschnitten,  so  theilen  dieselben  die  Heiz- 
fläche in  unendlich  schmale  Elemente  dF  und  die  Wandflächen  der  Canäle, 
in  denen  die  beiden  Flüssigkeiten  strömend  zu  denken  sind,  in  Elemente 
dW  und  dW'\  von  diesen  zwischen  denselben  zwei  Schnittflächen  ent- 
haltenen Wandflächenelementen  d  W  und  d  W*  ist  dF  im  Allgemeinen  nur 
ein  Theil,  nämlich  der  beiden  gemeinschaftliche  Theil.  An  den  übrigen 
Theilen  =  d  W—  dF  und  d  W'—  dF  können  die  Flüssigkeiten  Wärme- 
verluste nach  aussen  erleiden,  von  denen  dann  aber  vorausgesetzt  werden 
soll,  dass  sie,  in  der  Zeiteinheit  beziehungsweise  =:  wdQ  und  =  wdQ^ 
als  überall  gleiche  Thcile  der  durch  dF  in  der  Zeiteinheit  übertrageneu 
viel  grösseren  Wärme  dQ  betrachtet  werden  können,  dass  also  w  und  w 
kleine  constante  Brüche  sind. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  nun,  wenn  t  und  i  die  Temperaturen 
der  zwei  Flüssigkeiten  beiderseits  von  dF  sind,  und  wenn  —  dt  die  Tem- 
peraturabnahme der  wärmeren  Flüssigkeit  längs  dF  ist, 

,^         ,  ,„  ,         .         ,    dQ  — dt 

dQ  =  kdF  {t  —  t)  und    -       = 


Um  in  dieser  Gleichung  behufs  ihrer  Integration  t'  durch  t  auszu- 
drücken, werde  zunächst  angenommen,  dass  sich  beide  Flüssigkeiten 
in  gleichem  Sinn  an  der  Heizfläche  entlang  bewegen.  An  dem- 
selben Theil  der  letzteren  entsprechen  sich  dann  die  Temperaturabnahme 
=  t^  —  t  der  einen  und  die  Temperaturzunahmo  =  t' — t^  der  anderen 
Flüssigkeit;  beide  haben  gemäss  den  oben  erklärten  Voraussetzungen  für 
jeden  Theil  der  Heizfläche  dasselbe  Verhältniss  zu  einander: 

/_/  '        /  '— /  ' 


Daraus  folgt: 


Cq        t  -\-  t  —  ^Q  t^        ^l     \     *l         ^0 


(3). 


Cq  t  Cq  Cj 


oder  mit  A^  =  tQ  —  ^o'  und  Jj  =  t^ — t^':  ^  —  -^ * 


t  Cq  tQ  t^ 


und  die  Substitution  des  hieraus  folgenden  Ausdrucks  von 

{to  —  t,)(t-t')  =  (A,-A,)(t  —  tQ)  +  zJoC^o-^i) 

=  (Aq  —  A^)  t  +  4^0—  ^ak 
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in  Gl.  (2)  ergiebt  darch  Integration: 
Q 


F  = 


j^  (4>_-4)^o  +  ^h-M  =        ^ 


oder 


Q 


In 


h-h 


h-*i 


^       '^  öfo-O— (<i-^i') 


=  R 


ab 


indem   znr  Unterscheidung  und  Yergleichung  verschiedener  Fl 
demselben  Strömungssinne  beider  Flüssigkeiten  entsprechende  Ht 
mit  Fajb  bezeichnet  werden  soll. 

Im   Falle    entgegengesetzten    Strömungssinnes    der 
Flüssigkeiten   sei   sie  mit  F^a  bezeichnet.    Indem  sich  dann 
selben  Theile  der  Heizfläche  die  Temperaturabnahme  =  <o  — ' 
und  die  Temperaturzunahme  =  t^' —  ^   der   anderen  Flüssigke 
sprechen  und  somit 


h  —  t 


t'—t' 

^0  ^1 


ist,  eine  Gleichung,  die  aus  Gl.  (3)  durch  Yertanschung  Ton  Iq  und  ^ 
vorgeht,  ergiebt  sich  durch  dieselbe  Yertanschung  aus  Gl.  (4): 


F  = 


Q 


in 


h-to 


=  Fl 


ba 


*  (^o-^i')-(^i— O 
Wenn  nur  die  Wärme  abgebende  Flüssigkeit  in  strömeii« 

Bewegung  längs  der  Heizfläche  begriffen,  die  Temperatur»* 

anderen  aber  constant  und  überall  gleich  ist,  indem  sie  eine  stetige  £ 

neuerung  durch  Abfluss  erwärmter  (^'  Grad  warmer)  und  Zufluss  läi^ 

Flüssigkeit  erfährt,  die  sich  mit  der  übrigen  mischt,  so  ergiebt  sich  « 

Gl.  (4)  oder  (5)  mit  t^  =  </=  t': 


t^  —  t 
Q       h  —  t 

k  t,—t. 


=  F. 


Wenn  endlich  nur  die  Wärme  empfangende  Flüssigke 
eine  strömende  Bewegung  längs  der  Heizfläche  hat,  die  Tea 
peratur  t  der  anderen  dagegen  in  Folge  stetiger  Erneuerung  durch  Abnö 
abgekühlter  {t  Grad  warmer)  und  Zufluss  wärmerer,  mit  der  übrigens»* 
mischender  Flüssigkeit  constant  und  überall  gleich  ist,  so  folgt  aus  Gl  .^ 
oder  (5)  mit  1^^=  i^=  t\ 


Q       t-t,' 


=  F, 
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Schliesslich  kann  Gl.(l)  aus  GL  (6)  mit  t^y  =:  tj^  =  t  oder  aus  61.(7)  mit 
^^'  =  <i'  =  t'  erhalten  werden,  wenn  nur  das  bekannte  Verfahren  an- 
gewendet wird,  um  den  zunächst  in  unbestimmter  Form: 

erscheinenden  Ausdruck  seiner  Bedeutung  nach  zu  bestimmen. 

Wenn  3f  Kgr.  die  Gc wich tsm enge  der  Wärme  abgebenden  Flüssigkeit 
ist,  die  in  der  Zeiteinheit  mit  der  Temperatur  Iq  zufliesst  und  mit  t^{=  t 
in  den  Fällen  von  Gl.  1  und  7)  abfliesst,  ferner  M'  Kgr.  die  Gewichtsmenge 
der  Wärme  empfangenden  Flüssigkeit,  die  in  der  Zeiteinheit  mit  der  Tem- 
peratur ^q' zufliesst  und  mit  t^'  {=  i  in  den  Fällen  von  Gl.  1  und  6)  ab- 
fliesstj  so  ist  mit  Bücksicht  auf  die  oben  erklärten  Bedeutungen  von  c,  c 
und  «7,  w\  %,' '  r*'      i  '> 

1  -Y  w  1  —  w 

Würde  die  erste  Flüssigkeit  bei  ihrer  Abkühlung  bis  t^  condensirt,  so  wäre 
im  Zähler  des  ersten  Ausdrucks  von  Q  die  betreffende  Condensationswärme 
hinzuzufügen;  mit  dem  Beginn  dieser  Condensation  bliebe  t  constant  =r  t^^ 
und  wäre  dann  die  Heizfläche  —  ausser  in  den^Fällen  von  Gl.  (1)  und  (7)  — 
in  zwei  besonders  zu  berechnende  Theile  von  verschiedenen  Wirkungsweisen 
zu  zerlegen.  Würde  die  zweite  Flüssigkeit  bei  der  Erwärmung  bis  ^^  ver- 
dampft, so  wäre  im  Zähler  des  zweiten  Ausdrucks  (8j  von  Q  die  betreflFende 
Verdampfungswärme  hinzuzufügen;  mit  dem  Beginn  dieser  Verdampfung 
bliebe  t'  constant  =  t^\  und  wäre  dann  —  ausser  in  den  Fällen  von  Gl.  (1) 
und  (6)  —  wieder  eine  entsprechende  Zerlegung  der  Heizfläche  nöthig. 
Ein  Beispiel  mag  die  Verschiedenheit  der  Grösse  erkennen  lassen, 
die  zur  Erreichung  desselben  Heizzweckes  den  betrachteten  5  Arten  von 
Heizflächen  zu  geben  ist,  nämlich  den  Heizflächen  F^  Fat  -^ft?  ^ab  und  /^^o, 
unter  F  ohne  Index  hier  die  Heizfläche  nach  Gl.  (1)  entsprechend  dem 
Falle  verstanden,  dass  auf  der  einen  Seite  überall  und  beständig  die 
Minimaltomperatur  der  Wärme  abgebenden,  auf  der  anderen  überall  und 
beständig  die  Maximaltempcratur  der  Wärme  aufnehmenden  Flüssigkeit 
stattfindet.  Es  sei  z.  B.  der  Gebläsewind  eines  Hochofens  von  t^  =  20® 
bis  ty^  =  300®  zu  erwärmen  durch  die  einer  (die  Heizfläche  nicht  direct 
bestrahlenden)  Feuerung  entstammenden  Heizgase,  die  sich  dabei  von  t^  = 
1000®  bis  resp.  t^  =   300®,   400®,   500®,   600®  abkühlen   sollen.    Mit 

Q 

-  z=  100000  ergeben  sich  dann  folgende  relative  Grössen  der  betreffenden 

Heizflächen. 


950 


HKIZFLACHSN. 


§.166. 


F 


h 

300« 

h 

= 

400« 

h 

500» 

*, 

600« 

Fa 

Fh 

Fah 

Fba 

oo 

oo 

oc 

1     r 

1  218  . 

324 

477 

259 

!   191 

» 

251 

313 

204 

171 

212 

235 

174 

157 

♦ 

1000 
500 
333 


Da  ein  Element  der  Heizfläche  in  einer  gewissen  Zeit  am  so  mehr 
Wärme  durchlässt,  je  höher  die  Temperatur  auf  der  einen  Seite  nnd  je 
niedriger  sie  auf  der  anderen  Seite  ist,  so  muss  es  zur  Verkleinerung  der 
nöthigen  Heizflächengrösse  beitragen,  wenn  die  Wärme  abgebende  Flüssig- 
keit schon  mit  ihrer  Maximaltemperatur  t^^  die  andere  schon  mit  ihrer 
Minimaltemperatur  t^'  die  Heizfläche  berührt,  d.  h.  wenn  längs  derselben 
sowohl  die  eine  wie  die  andere  Flüssigkeit  in  strömender  Bewegung  be- 
griffen ist.  Jedenfalls  sind  deshalb  unter  übrigens  gleichen  Umständen  die 
Heizflächen  Fat  nnd  F^a  kleiner  als  Fa  und  JPt,  letztere  kleiner  als  F, 
und  es  kann  nur  noch  die  Vergleichung  von  Fc^  mit  F^a,  sowie  von  F^ 
mit  Fft  in  Frage  kommen.  Was  erstero  betrifft,  so  ist  nach  Gl.  (4)  mit 


oder  wegen     Inx 


^<^  =  k^r+i)^'' 


_J_ 

La?  +  1         3 


^0  —  ^0 


wo  «,  (^,  «',  /  und  *  —  9  positive  Grössen  sind, 

Q 

k-\' 

.«  +  1/  ^  5  V«  -I- 


i)  +  \  (H4)V  ■  ■  ■] 


mit    X  = 


^0  ^0 


2Ö 


'  ? 


also 


« 


^ab  =    ^-T 


X  —  1         Iq  —  t^ —  ^1  H-  ^i' ^  ~\~  ^ 

8  s' 


■ + ;  (■+/)+ 1 


+ 


■] 


Indem  hieraus  F^a  durch  Vertauschung  von  ^ß'mit  t^\  also  von  /mit  — / 
hervorgeht,  ergiebt  sich  Fba  <C  ^ab-  Was  aber  Fa  und  Fb  ^)et^ifft,  so  ist 
nicht  immer,  wie  bei  obigen  Beispielen,  jP«  <C  -^6;  es  kann  auch  F^  >  f* 
sein,  wenn  /=  ^iV-^o'  verhältnissmässig  gross  ist  Wenn  z.  B.  der  Ge- 
bläsewind von  ^q'  =  20*^  bis  ^i'=  500^  zu  erwärmen  wäre  durch  Heiz- 
gase, die  sich  bei  von  ^^  =  1000®  bis  t^  =  600®  abkühlen,  so  wäre 

Ö 


mit 


=  100000  :  Fa  =  402,   ^6 


366. 


Allgemein  ist  also  nur 


F> 


>  F^u  >  F 


»d 


(9X 
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und  zwar  wachsen  die  Unterschiede  dieser  Heizflächengrössen  mit  den 
Temperatardifferenzen  t^  —  t^  und  t^' — <o'.  — 

Wenn  es  die  gasförmigen  Verbrennungsproducto  einer 
Feuerung  (Heizgase)  sind,  die  als  Wärme  abgebende  Flüssigkeit 
mit  der  Heizfläche  in  Berührung  kommen,  so  kann  es  der  Fall  sein, 
dass  letztere  wenigstens  theilweise  als  sogenannte  directe  Heizfläche 
der  Bestrahlung  durch  den  glühenden  Brennstoff  und  die  Flamme  ausge- 
setzt ist.  Ausser  der  in  obigen  Formeln  vorkommenden  Wärmemenge  Q, 
die  hier  auf  die  Stunde  als  Zeiteinheit  bezogen  werde,  überträgt  dann  in 
Folge  jener  Strahlung  die  Heizfläche  stündlich  noch  die  Wärmemenge  sij^KB, 
unter  s  einen  erfahrungsmässigen  Coefficienten  (§.  161),  rjj^  den  Wirkungs- 
grad der  Feuerung,  X  den  Heizoffect  des  Brennstoffes  und  B  die  stünd- 
lich verbrannte  Gewichtsmenge  desselben  verstanden,  und  ist  also  die 
stündlich  im  Ganzen  durch  die  Heizfläche  übertragene  Wärme; 

W  =  Q  +  87j^KB. 

Das  Yerhältniss  derselben  zu  der  in  der  Feuerung  stündlich  nutzbar  ent- 
wickelten Wärme  kann  der  Wirkungsgrad  der  Heizfläche,  und  ihr 
Yerhältniss  zum  Heizeffect  des  stündlich  verbrannten  Brennstoffs  der  resul- 
tirende  Wirkungsgrad  der  Heizanlage  genannt  werden.  Wird  ersterer 
mit  7)2^  letzterer  mit  tj  bezeichnet,  so  ist  also 

W                   JF 
''«  =  l^KB'  '^=  KB^  ^^^^    ^^^)- 

Ist  W  gegeben,  so  ist  in  den  Gleichungen  (1)  bis  (8)  zu  setzen: 

Ö  =  W—  sri^KB  =  (l  —  ~)   W (11). 

Die  Anfangstemperatur  t^  der  Heizgase  ist  die  Summe  der  durch  den 
Verbrennungsprocess  hervorgebrachten  Temperaturerhöhung  und  der  allein 
aus  der  Mischung  des  Brennstoffs  mit  der  hinzutretenden  Verbrennungs- 
luft rcsultirenden  Temperatur  t.  Wird  also  mit  G  die  Gewichtsmenge  der 
gasförmigen  Verbrennungsproducto  pro  1  Kgr.  Brennstoff  bezeichnet,  die 
auch  im  Falle  eines  festen  Brennstoffs  ohne  in  Betracht  kommenden  Fehler 
=  wZ  -f-  1  =  der  Gewichtsmenge  aller  Verbrennungsproducto  gesetzt 
worden  kann,  so  ist  nach  §.161,  Gl.  (1): 

■  ■    ^—^ä^"^ <-'■ 

Hiermit  und  mit  M  =  BO  orgiebt  sich  nach  Gl.  (8): 
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und  somit  für  den  Wirkungsgrad  der  Heizfläche  ^er  Aasdntck: 

_    Q  +  sri^KB         1-s    t,-t^     , 
'  ri^  KB  1  -\-  %D  Iq  —  r 

Ihm  zufolge  ist  ^^  um  so  grösser,  je  kleiner  w  (d.  h.  der  verhältniasm&ssige 
Wärmeverlust  durch  solche  Wandtheile  des  Heizcanals,  die  nicht  als  Heiz- 
fläche dienen),  femer  je  kleiner  t^  und,  sofern  r  <C  ^j,  je  grösser  t^  oud 
je  grösser  s  ist.  Die  Vortheilhaftigkeit  der  Vergrösserung  von  9  wird  ia- 
dessen  durch  den  Umstand  vermindert,  dass  damit  t^  abnimmt,  vicUeidit 
auch  ^1  (bei  übermässiger  Verkleinerung  von  t^  im  Falle  eines  Brennstofls 
von  geringer  Qualität).  Die  Yortheilhaftigkeit  der  Verkleinerung  von  t^ 
wird  begrenzt  und  vermindert  thoils  durch  die  Rücksicht  auf  die  Zugwir- 
kung der  Esse,  thoils  durch  den  Umstand,  dass  mit  abnehmender  Endtem- 
peratur t^  der  Heizgase  die  erforderliche  Heizfläche  grösser  (die  Anlage 
somit  theuerer)  wird,  und  zwar  in  höherem  Grade,  als  t^  abnimmt,  da  zur 
Transmissioii  gleicher  Wärmemengen  um  so  grössere  Heizflächentheile 
nöthig  werden,  je  mehr  die  Heizgase  schon  abgekühlt  sind. 

Meistens,  insbesondere  bei  Dampfkesselanl^^en  im  Beharrungszust^uide, 
wenn  das  Kesselmauerwerk  eine  constante  Temperatur  angenommen  bat 

sind  10  und    -    klein  genug,  um  ohne  erheblichen  Fehler 
^0 


^^  +  '"^(^-0= 


'0 


setzen  zu  können.    Dann  ist  nach  Gl.  (13): 

fh  =(1— ^i  {^~^t)  +  *""  1  — (1— «)  J-     (H. 

und  somit  nach  Gl.  (11;:* 

1—«     * 


§.  167.   Bereehnungsmethode  einer  Heizanlftge. 

Für  die  Berechnung  einer  zu  entwerfenden  Heizanlage  ist  die  dordi 
die  Heizfläche  stündlich  zu  übertragende  Wärmemenge  JF  als  gegeben  rosp. 
durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  bestimmt  vorauszusetzen,  desgl.  die 
Anfangstemperatur  ^0'  und  Endtemperatur  t^'  der  dadurch  zu  orwärmendeo 
und  event.  zu  verdampfenden  Flüssigkeit.    Durch  die  ferner  gegebene  Art 
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des  Brennstoffs  sind  dessen  Heizeffect  K  (§.159),  sowie  nach  §.160  die 
zu  vollkommener  Verbrennung  von  1  Kgr.  desselben  nöthige  Lnftmenge 
=  L  Kgr.  and  die  specifische  Wärme  e  der  Yerbrennangsproducte  be- 
stiDimt,  wenn  für  den  Factor  m,  der  thats&chlich  fttr  1  Kgr.  Brennstoff  ver- 
wendeten Luftmenge  =  m  L  Kgr.  ein  crfahrungsmässiger  Werth  ange- 
nommen wird.  Angaben  in  dieser  Beziehung  sowie  in  Betroff  des  gleichfalls  or- 
fahrungsmässig  anzunehmenden  Strahlungscoefficicnten  s  und  des  Wirkungs- 
grades i/i  der  Feuerung  müssen  der  Besprechuug  besonderer  Arten  von 
Feuerungsanlagen  vorbehalten  werden.  Das  Yerhältniss  w  des  stündlichen 
Wärmevcrlustes  der  Heizgase  zu  der  durch  die  Heizfläche  (ausser  durch 
die  Wärmestrahlung  der  Feuerung)  stündlich  übertragenen  Wärmemenge  Q, 
sowie  der  Transmissionscoofficient  k  der  Heizfläche  sind  mit  Rücksicht  auf 
§.  164  und  165  in  jedem  einzelnen  Fall  zu  bestimmen  resp.  auf  Grund  von 
Specialerfahrangen  in  Betreff  analoger  Fälle  anzunehmen. 

Am  meisten  Ueberleguug  erfordert  die  angemessene  Wahl  der  Tem- 
peratur ^1,  mit  der  die  Heizgase  die  Heizfläche  verlassen  sollen.  Je  kleiner 
^1,   desto  grösser  ^j,  also  ^  =  7/i%  und  desto  kleiner  der  Bedarf  an 
Brennstoff;  je  grösser  aber  ^j,  desto  kleiner  die  erforderliche  Heizfläche 
und  die  Esse  (behufs  einer  ausreichenden  Zugwirkung),  desto  billiger  also 
die  Anlage.  Hiernach  giobt  es  einen  gewissen  Werth  von  t^^  durch  welchen 
die  Summe  des  jährlichen  Geldaufwandes  für  Brennstoff  sowie  für  Ver- 
zinsung und  Amortisation  des  Capitals  zur  Herstellung  der  Anlage  ein  Mi- 
nimum wird;  die  möglichst  angenäherte  Bestimmung  dieses  vortheilhaftesten 
Werthes  von  t^  ist  aber  wegen  der  nöthigen  Rücksichtnahme  auf  die  ob- 
waltenden Umstände  natürlich  nur  für  gewisse  Arten  von  Heizaulagen  ge» 
sondert  ausführbar.    Im  Allgemeinen  lässt  sich  nur  sagen,  dass  ty^  um  so 
grösser  angenommen  werden  muss,  je  billiger  der  Brennstoff,  je  weniger 
andauernd  der  Betrieb,  je  theurer  die  Anlage  und  je  mehr  die  zulässige 
Grösse  der  Heizfläche  (wie  z.  B.  bei  Locomotiven)  durch  die  Rücksicht  auf 
Raum  und  Gewicht  beschränkt  ist,  femer  je  näher  die  Art  der  betreffenden 
Heizfläche  am  Anfang  der  Reihe  (9)  steht  und  je  grösser  die  gegebene 
Endtemperatur  t^^  der  zu  erwärmenden  Flüssigkeit  (überhaupt  die  verlangte 
Temperatur  in  dem  Raum  jenseits  der  Heizwand)  ist.    Ausser  im  FaUe 
einer  sogenannten  Gegcnstromheizfläche  (jFfta)  niiiss  jedenfalls  ^1  >  ^i'soin, 
da  für  iy  =  ty'  die  erforderliche  Heizfläche  schon  unendlich  gross  würde, 
und  ist  danach  eine  Gegenstromheizfläche  besonders  bei  grossen  Werthcn 
von  t^'  von  erheblichem  Vortheil.    Inwiefern  die  Zugwirkung  einer  Esse 
durch  die  Temperatur  t^  der  in  sie  abziehenden  Heizgase  bedingt  ist,  wird 
im  Folgenden  erörtert. 
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Mit  einem  anf^enommenen  Werth  von  ^^  and  sofern  anch  die  1l^^^t^^ 
liehe  Mischnngstemperatar  z  von  Brennstoff  and  Yerbrennangslnft  als  ge> 
geben  voraaszasetzen  ist  (bei  gewöhnlichen  Rostfenerangen  fftr  feste  Bremh 
Stoffe  =  einer  mittleren  atmosphärischen  Lafttemperatar),  findet  mao  d«b 
die  Temperatar  im  Feaerraam: 

Iq  =r  -\.  (1— *)j?i^  nach  §.166,  Gl.  (12)  mit  G  =  mL  +  l 

und  den  Wirkungsgrad  der  Heizfläche: 

%  =  ~^^-  ^f-— -  +  8  nach  §.  166,  Gl. (13). 

Ist  ferner  B^  Kgr.  die  pro  Quadratm.  Rostfläche  stündlich  zu  verbrennende 
Brennstoffmenge  (§.  162),  so  ergiebt  sich  die  stündlich  im  Ganzen  erforder- 
liche Menge  desselben  =  JB  Kgr.  und  die  dazu  nöthige  Grösse  der  Eost- 
fläche  =  E  Quadratm. 

mit  r;  =  rj^^iB  =    -      und   ^  =  ^ 

und  sind  dann  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.162  erörterten  Gesicht^ra&kt« 
auch  die  übrigen  Dimensionen  des  Herdes  festzusetzen.  Die  der  Aufgabe 
entsprechende  Heizflächengrösse  ist  endlich  durch  die  betreffende  der  Glei- 
chungen (1)  resp.  (4)  bis  (7)  des  vorigen  §.  bestimmt,  wenn  darin  nacfe 
Gl.  (11)  daselbst 


=('-i)'^ 


Q 

gesetzt  wird.  Diese  Wärme  Q  wird  zwar  unabhängig  von  der  Strahlung  des 
Feuers,  aber  doch  nicht  nur  durch  Berührung  mit  den  Heizgasen  von  der 
Heizfläche  übertragen,  falls  letztere  nur  einen  Theil  der  Wand  des  übrigens 
von  einer  Stein  wand  begrenzten  Heizcanals  ausmacht;  die  von  der  heiisen 
Oberfläche  dieser  Stoinwand  aus  durch  den  Gasstrom  hindurch  der  Heizfficfae 
zugestrahlte  Wärme  kann  dann  vielmehr  einen  erheblichen  Theil  von  Q 
botragen,  besonders  wenn  die  zu  einer  wirksamen  Wärmeübertragung  dnrd 
Berührung  nöthige  beständige  Mischung  der  an  der  Heizfläche  abgekühlte» 
mit  den  übrigen  heisseren  Theilen  des  Gasstroms  durch  einen  weiten  Quer- 
schnitt und  eine  glatte  Oberfläche  des  Heizcanals  erschwert  ist  Zur  Be- 
förderung eines  schnellen  Ersatzes  der  an  der  Heizfläche  abgekühlten  dordi 
heissere  Gastheile  ohne  erhebliche  Vergrösserung  des  Zugwiderstandes  er- 
scheint der  Vorschlag  v.  Reiche's*  zweckmässig,  die  Mauerfläche  des  Heue- 

*   „Anlage  und  Betrieb  der  Dampfkessels  S.  65. 
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canals  mit  vorspringenden  Schraubengängen  anszastatten.  Wenn,  wie  bei 
Köhrenkesseln,  die  ganze  Wand  des  Heizcanals  resp.  des  Ganalsystems  als 
Heizfläche  wirkt,  so  fällt  die  hier  in  Rede  stehende  Strahhuig  fort;  die 
dadurch  bedingte  Verkleinerung  des  Transmissionscoefficienten  k  kann  aber 
durch  die  vollkommenere  Temperaturausgleichung  der  einzelnen  Gasströme 
in  den  engeren  Heizröhren,  also  durch  Erhöhung  der  Gontactwirkung  auf- 
gewogen werden.  — 

Wenn  endlich  die  Flüssigkeit,  an  welche  die  Wärme  fF  durch  die 
Heizfläche  übertragen  wurde,  selbst  wieder  als  Wärme  ahgebende  Flüssig- 
keit an  einem  anderen  Orte  verwendet  werden  soll,  wie  z.  B.  bei  Wasser- 
oder Dampfheizungen  von  Gebäuden,  so  sind  die  dazu  dienenden  ander- 
weitigen Heizflächengrössen  wiederum  nach  den  betreffenden  Formeln  des 
Torigcn  §.  zu  berechnen  mit  Rücksicht  auf  die  nach  §.  164  und  165  zu  be- 
stimmenden (wenn  nicht  unmittelbar  erfahrungsmässig  bekannten)  betref- 
fenden Transmissionscoef&cienten  ^,  sowie  mit  Rücksicht  auf  die  sonstigen 
Umstände  und  vorgesetzten  Zwecke. 


C.   Zuswirkimg  der  Esse. 

§.  168.  Allgemeine  Olelchnngen. 

Die  Zugwirkung  einer  Esse,  d.  h.  des  röhrenförmigen  Canals,  durch 
welchen  die  Heizgase  nach  Ausübung  ihrer  Heizwirkung  aufwärts  strömen, 
am  an  einer  höheren  Stelle  in  die  Atmosphäre  zu  entweichen,  beruht  auf 
dem  Umstände,  dass  die  Gassäule  in  der  Esse  ihrer  höheren  Temperatur 
wegen  ein  kleineres  specifisches  Gewicht  als  die  äussere  Luft  hat,  und  dass 
deshalb  der  Druck  dieses  Gases,  der  oben  in  der  Essenmünduug  dem 
atmosphärischen  Luftdruck  daselbst  gleich  ist,  unten  in  der  Esse  von  dem 
äusseren  Luftdruck  gleichen  Niveau's  übertroffen  wird.  Dieser  Drucküber- 
schuss  bewirkt  eine  Luftströmung  durch  den  Herd  (die  Brennstoffschicht 
auf  dem  Roste),  durch  den  Heizcanal  längs  der  Heizfläche  und  in  der  Esse 
aufwärts,  deren  Beharrungszustand  an  eine  solche  Geschwindigkeit  ge- 
bunden ist,  bei  welcher  die  mit  ihr  wachsenden  Bewegungswiderstände  mit 
der  jenem  Ueberdruck  entsprechenden  bewegenden  Kraft  im  Gleichgewicht 
sind.  Bei  Voraussetzung  dieses  Beharrungszustandes  handelt  es  sich  um 
die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Widerständen  des  Herdes 
und  des  Heizcanals,   der  stündlich  abzuführenden  Gasmenge, 
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den  Dimensionen  der  Esse,  der  Temperatur  der  in  sie  einströ- 
menden Heizgase  nnd  der  Ansflassgeschwindigkeit  in  der  Essen- 
mündung  stattfinden. 

Den  Querschnitt  der  Esse  lässt  man  zwar  in  der  Regel  von  ontefi 
nach  oben  etwas  abnehmen,  theils  nm  ohne  erhebliche  Yermehrung  des 
Bewegnngswidcrstandes  die  Ansflassgeschwindigkeit  zu  vergrössem  und  d^ 
durch  die  Wirksamkeit  der  Esse  von  dem  störenden  Einflüsse  des  Windes 
möglichst  unabhängig  zu  machen,  theils  um  der  frei  stehenden  Esse  eine 
grössere  Stabilität  zu  geben;  indessen  soll  der  Einfachheit  wegen  hier  so 
gerechnet  werden,  als  ob  der  Essenquorschnitt  constant  ( =  seinem  Mittel- 
werth)  wäre  und  erst  oben  an  der  Mündung  eine  plötzliche  VerenguBf 
erführe.    Es  sei  dann: 

F  dieser  mittlere  Querschnitt  (im  Lichten), 

P  sein  Umfang, 

4P 
d  =  —    der  entsprechende  mittlere  Durchmesser, 

A  =  aF  die  Grösse  der  Mündung  (event.  des  kleinsten  Qaerschnittes 
des  nach  dem  Ausflusse  aus  der  Mündung  contrahirten  Gasstroms^ 

h  die  Essenhöhe,  gerechnet  von  der  Feuerung  (dem  Roste)  bis  zur 
Mündung,  indem  eine  etwaige  Ansteigung  des  Heizcanals  klein  genag 
im  Vergleich  mit  der  Esseuhöhe  zu  sein  pflegt,  um  sie  dieser  m- 
rechnen  zu  können. 

Auch  die  Wanddicke  der  Esse  nimmt  nach  oben  gewöhnlich  ab,  also 
der  Wärme transmissions-Coefficient  dieser  Wand  zu;  doch  soD  aach  er 
mit  einem  coustanten  Mittelwerth  k  (bezogen  auf  die  Stunde  als  Zeit- 
einheit) in  die  Rechnung  eingeführt  worden.    Ferner  sei: 

M  Kgr.  die  durch  die  Esse  stündlich  abzuführende  Heizgasmenge, 

0  ihre  specifische  Wärme,  und  zur  Abkürzung 

Mo 

a  =  —     entsprechend  Gl.  (6),  §.  109,  in  der  es  gleichgültig  ist,  auf 

IC  JT 

welche,  wenn  nur  auf  dieselbe,  Zeiteinheit  k  und  M  bezogen  werdea. 
Weiter  seien: 

f<^,  ^2,  u  die  Geschwindigkeiten  dos  Gasstroms, 
i/j,  H^^  JTdie  entsprechenden  Geschwindigkeitshöhen, 
^1,  T,  T  die  absoluten  Temperaturen  beziehungsweise  unten  im  As* 
fangsquerschnitte,  oben  im  Endquerschhitte  der  Esse  und  im  Au^oss- 
qucrschnitte  A,  Bei  der  geringen  Verschiedenheit  der  Pressongen 
können  die  Geschwindigkeiten  den  absoluten  Temperaturen  und  um- 
gekehrt den  Querschnitten  proportional  gesetzt  werden: 
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T 

Der  atmosphärische  Luftdruck  (Kgr.  pro  Quadratm.)  sei  =  p  und 
=  p  beziehungsweise  im  Niveau  der  Feuerung  (des  Rostes)  und  der  Essen- 
mündang,  die  absolute  Temperatur  der  dazwischen  liegenden  Luftschicht 
=  2^^  ihr  mittleres  specifisches  Gewicht  also  mit  hinlänglicher  Annäherung 

p 
=  -^-^ ,  unter  R  ( =  29,4  bei  mittlerer  Feuchtigkeit)  die  Constante  der 

Zustandsgieichung  (§.17)  verstanden,  indem  der  verhältnissmässige  Unter- 
schied von  p'  und  p  viel  weniger  beträgt,  als  die  Veränderlichkeit  von  't 
und  die  Unsicherheit  der  meisten  bei  der  folgenden  Rechnung  zu  be- 
nutzenden Erfahrungscoefdcienten.    Es  ist  dann  also 

Ist  femer  die  Pressung  im  Feuerraume  =  p^^  die  Pressung  der  Heizgase 
in  der  Esse  am  unteren  Ende  =  j^^,  am  oberen  vor  dem  Ausfluss  aus  der 
MOndung  =  p^^  und  setzt  man 

V^   .  X       f\  1  A        ^2  1  A  ^    1  A 

->    =    1—  do,     —   =   1— Öl,    ^      =   1— Ö25    ^  =   ^""    ^' 
P  Po  Pl  P% 

80  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  do,   (^i,   6^  und  6  sehr  kleine  Brüche 

sind,  auch 

p  ^        p        ^       ^        ^      ,         Ä 

P 

Ä  =  Äo  +  Ä^  +  Äjj  mit  Äo  =  Rl^io,  K  =  R'^^u  h  =  Är'((Jj,  +  6). 
Diese  Höhen  ä^,  h^  und  h^  sind  die  Bestandtheile  der  Essenhöhe  A,  welche 
beziehungsweise  dazu  dienen,  die  Bewegung  der  Verbrennungsluft  (durch 
die  Brennstoffschicht  auf  dem  Roste)  in  den  Feuerraum,  sowie  der  Heiz- 
gase im  Heizcanal  und  in  der  Esse  mit  Rücksicht  auf  die  betreffenden 
Widerstände  zu  unterhalten. 

Die  Dichtigkeit  der  Heizgase  ist  zwar  von  derjenigen  der  atmosphäri- 
schen Luft  verschieden,  in  der  Regel  etwas  grösser  (§.  160),  jedoch  nicht 
in  solchem  Grade,  dass  mit  Rücksicht  auf  den  variableu  Zustand  der  atmo- 
sphärischen Luft  selbst  und  auf  den  Genauigkeitsgrad,  den  die  vorliegende 
Untersuchung  überhaupt  in  Anspruch  nehmen  kann,  die  Rücksichtnahme 
darauf  hier  Bedürfhiss  wäre.  Wird  dann  also  auch  die  (der  Dichtigkeit 
umgekehrt  proportionale)  Constante  R  der  Zustandsgieichung  für  die  Heiz- 
gase ebenso  wie  für  die  äussere  Luft  angenommen,  so  ist  nach  §.  109, 
GL  (13)  bei  Voraussetzung  einer  verticalen  Esse  mit  co«^  =  —  1  und 
den  entsprechenden  Buchstabenänderungen: 


-,  =  1  — rfo—  rfi— rfa  — ^1    also.   ^^'  =  *o.+  <f i  +  ^2  +  «^ 
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6,= 


^1 


^0  +  1^ 


a\   T—'T^ 


1      /  T 


dl       T, 

und  nach  §.  108,  Gl.  (9)  bei  Abstraction  von  einem  besonderen  Widerstände 
in  Betreff  des  Ansströmens  aus  der  Essenmfindung  Ai 

6    = 


I 


a 
BT 


a 


RT  2 

da   -     im  Vergleich  mit  -  ^  eine  grosse  Zahl  (jBI  <C  1  Mtr.)   ist,  oder 


auch  wegen 


6  -= 


E^T 


RT^^  W 
Hiernach  ergiebt  sich: 


RTi 


2 


')- 


T 


d,  +  (J  = 


+  (^-'i) 


r— 7\ 


+ (■:. 


3 


+ Ä  (* + •*•  -i) 


und  somit  h^  =  RT^  {6^  -|-  <^)9  wenn  noch  mit 

^  =  ^4r:)  =  2^  (r>-)  •'   '"  =  3600    "-' 

die  Geschwindigkeitshöhe  bezeichnet  wird,  mit  der  die  Heizgase  (w  Kgr- 
pro  Secuudc)  den  Querschnitt  F  durchströmen  würden,  wenn  ihre  absolute 
Temperatur  =  T^  und  ihr  speciiisches  Gewicht  entsprechend  =  /'  wire, 

h    .    /.  a  1\  T^—T 


H' 


+(': 


« 


8 


+  Ä  -f-  «A. 


In  dieser  Gleichung  ist  T  von  A  abhängig,  nämlich  nach  §.  109,  GL  (9): 


y, 


k 


T=r+  {Ty^—f)e    "  =  7;— (7i— T')(l  — 


) 


oder  2  =  7^—  (7^—  r')/(Ä)  mit  /(Ä)  =  1  —  ^    * (2i 

wodurch  nun  die  Gleichung:   h^^  -\-  h^ -{-  h^  =  h  die  Form  erhält: 

*. + ^ + ^  H+(«  :-->-ji)^/(»)+(-\-.)Pj 
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T^—r 


(3). 


=  ~aln  [l--'-^    -   /Wj 

£ndlich  ist  die  Ausflussgeschwindigkeit: 

«  =  y2  ™'*  ^  ""  ^    7^'  *^^^  "*  =  7^  F    ^^^• 

Der  Rechnungsgang  bei  Benutzung  dieser  Gleichungen  ist  natürlich 
von  der  besonderen  Form  der  Aufgabe  abhängig,  d.  h.  verschieden  jenach- 
dem  diese  oder  jene  der  verschiedenen  Elemente  gegeben  sind  oder  ge- 
sucht werden.  Wären  z.  B.  ausser  Jf=3600  w,  h^  und  h^  auch  h  und  «*, 
femer  die  Gestaltung  und  Wandbeschaffenheit  der  Esse  (Querschuittsform, 
Verjüngsverhältniss  innen  und  aussen,  Herstellungsmaterial)  insoweit  ge- 
geben, dass  durch  h  und  A  auch  F^  P  und  k  bestimmt  sind,  und  würden 
dann  Ä  und  T^  gesucht,  so  fände  man  mit  den  Umständen  gemäss  ange- 
nommenen Werthen  von  c,  T',  y',  i  und  mit  einem  versuchsweise  ange- 
nommenen Werth  von  A  zunächst  -P,  a,  P,  rf,  k  und  Oy  dann  ^ET  nach  Gl.  (1), 
7;  aus  Gl.  (3),  T  aus  Gl.  (2)  und  u  aus  Gl.  (4).  Wäre  dieser  Werth  von  u 
zu  klein  oder  zu  gross,  so  wäre  mit  einem  entsprechend  kleineren  oder 
grösseren  A  die  Rechnung  zu  wiederholen  bis  die  resultirende  Ausfluss- 
geschwindigkeit u  von  der  verlangten  sich  hinlänglich  wenig  verschieden 
orgiebt.  Ergiebt  sich  indessen  u  nur  massig  zu  klein,  so  genügt  es,  die 
Esse  sich  nur  an  ihrem  oberen  Ende  bis  zu  einem  entsprechend  kleineren 
Mündungsquerschnitte  verengen  zu  lassen  ohne  im  Uebrigen  die  zuletzt 
gefundenen  Elemente  zu  ändern.  — 

Von  den  Grössen  Äq  und  Äj  ist  erstere  im  Falle  einer  mit  festem 
Brennstoff  beschickten  Rostfeuerung  natürlich  um  so  grösser,  je  grösser 
die  Schichtdicke  des  Brennstoffs  auf  dem  Roste  und  je  kleiner,  auch  je 
ungleichartiger  seine  Stückgrösse  ist;  der  dieser  Grösse  h^  in  einem  ge- 
gebenen Falle  zukommende,  offenbar  auch  sehr  wesentlich  vom  Verhalten 
des  Brennstoffs  in  der  Hitze,  insbesondere  z.  B.  von  der  Backfähigkeit 
einer  Steinkohle  abhängige  Werth  ist  indessen  nur  sehr  unsicher  anzu- 
geben, und  wird  dadurch  vorzugsweise  eine  zuverlässige  Vorausbestimmung 
der  Zugwirkung  unter  gegebenen  Umständen  beeinträchtigt. 

Was  die  Höhe  h^  betrifft,  so  seien  T^  und  T^  die  absoluten  Tem- 
peraturen, B^  und  H^  die  Geschwindigkeitshöhen  des  Gasstroms  be- 
ziehungsweise am  Anfang  und  Ende  des  Heizcanals  von  der  Länge  /,  und 
es  mögen  in  Beziehung  auf  denselben  F^^^  d^^  a^  und  Jl^  dieselben  Be- 
deutungen haben  wie  F,  d,  a  und  X  in  Botreff  der  Esse.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  jenseits  der  Heizfläche  eine  constante  absolute  Tem- 
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peratur  =  T^  stattfindet  (oder  wenn  diese  näherangsweise  mit  einem 
Mittelwerth  =  Ti'  in  die  vorliegende  Rechnung  eingeführt  wird),  wäre 
dann  nach  §.  109,  Gl.  (13)  mit  ^«^  =  0  nnd  abgesehen  zan&chst  ron 
besonderen  Widerständen: 


;^  ?:.:  +  (-'.  ^)^;:--]- 


Besondere  Widerstände,  verursacht  durch  plötzliche  Querschnitts-  und 
Richtungsänderungen,  können  besonders  am  Anfang  und  Ende  des  Heiz- 
canals  (bei  der  Fenerbrücke  und  an  der  Stelle  des  Zugschiebers  im  Fachs; 
vorkommen;  andere  können  mit  einer  hier  meistens  genügenden  Annähe- 
rung wenigstens  so  in  Rechnung  gebracht  werden,  als  ob  sie  am  Anfang 
oder  Ende  stattfänden.  Beim  Uebergang  der  Heizgase  aus  dem  FeuerramD 
in  den  Heizcanal  findet  zugleich  eine  dauernde  Querschnittsverminderong, 
also  Geschwindigkeitszunahme  statt,  in  Betreff  welcher  so  gerechnet  werde, 
als  ob  die  Geschwindigkeit  im  Feuerraum  =  Null  wäre.  Sind  dann 
go  und  g^  die  resultirenden  Widerstandscoefficienten  am  Anfkng  und  Endf 
des  Heizcanals,  so  ist  nach  §.  108,  Gl.  (9)  dem  obigen  Aasdruck  von  d| 
hinzuzufügen: 


(1  +  So)  J:-  und 

und  wird  dann 

rci  +  ^)T,+  ^T, 
L     •         T, 

und  schliesslich  h^  =  RT'öi  mit  ^^^  f  -  j  =  —    (-#j^  ) 

=  der  Geschwindigkeitshöhe,  mit  der  das  Gasgemenge  denselben  Quer- 
schnitt F^  durchströmen  würde,  wenn  seine  Temperatur  =  T'  wäre. 

Wenn  die  Heizgase  mehrerer  Feuerungen  durch  eine  ge- 
meinschaftliche  Esse  abgeführt  werden  sollen,  haben  »»  in  den 
Gleichungen  (1)  und  (4),  T^  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  nicht  die- 
selben Bedeutungen  wie  in  Gl.  (5)*,  vielmehr  ist  dann  m  dort  die  Summf 
der  einzelnen  m  von  Gl.  (5)  und  T^  dort  die  Mischungstemperatnr  der 
von  den  einzelnen  Feuerungen  mit  vielleicht  verschiedenen  Temperaturen 
in  der  Esse  zusammenströmenden  Gasgemenge.  Wenn  in  solchem  FiUtf 
^0  H~  K  ^  ^^^  verschiedenen  Feuerungen  nicht  gleich  ist,  so  ist  dafftr 
in  Gl.  (3)  der  grösste  dieser  verschiedenen  Wertlie  zu   setzen;  die  Zoff- 
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flchieber  der  übrigen  Feaemngen  mllssten  dann  so  eng  gestellt  werden, 

'dass  (durch  die  hierdurch  bedingte  Vefgrössernug  des  Widerstandscoef* 

^cienten  g^,  also  der  Höhe  h^)  jenes  Maximum  von  Aq  -{-  h^  auch  bei 

I  ihnen  erreicht  würde.    Um  das  Bedürfhiss  solch'  unerwünschter  theilweiser 

Vermehrung  des  Zugwiderstandes  zu  vormeiden,  sollten  nur  solche  Feue* 

rangen  mit  einer  gemeinschaftlichen  Esse  verbunden  werden,  bei   denen 

A^   H~  ^  unter  normalen  Umständen  bei  ganz  geöffneten  Zugschiebern 

nahe  gleich  gross  ist. 


§.  169.   ErfahruBsrswerthe. 

Die  Anwendung  der  allgemeinen  Gleichungen  des  vorigen  §.  erfordert 
die  erfahrungsmässige  Annahme  einiger  Elemente  in  Betreff  der  Bewe- 
gungswiderstände des  Gasstroms  und.  der  Wärmetransmission  durch  die 
Essenwand. 

1)  Für  den  Coefficienten  X  (resp.  X^)  des  Leitungswiderstandes 
sind  die  Erfahrungen  in  Betreff  der  Bewegung  kalter  Luft  in  ziemlich 
glattwandigen  cyliudrischen  Röhren  bei  grösseren  Geschwindigkeiten  (über 
20  Mtr.  pro  Secunde),  denen  zufolge  im  Durchschnitt  etwa  X  =  0,025 
gesetzt  werden  kann,  wachsend  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  (§.  106), 
hier  nicht  ohne  Weiteres  maassgebend.  Die  Geschwindigkeit  ist  hier  viel 
yeiner,  höchstens  etwa  4  Mtr.  pro  Secunde,  die  mehr  oder  weniger  mit 
Russ  bedeckten  Wände  sind  rauher,  und  durch  die  erhebliche  Wärmetrans- 
mission der  Wände  werden  in  weit  höherem  Grade  mannigfach  unregel- 
mässige, die  Temperaturausgleichung  vermittelnde  und  mit  inneren  Rei- 
bungen verbundene  Mischungsbewegungen  verursacht.  Alle  diese  Umstände 
bedingen  eine  Vergrösserung  von  2,  und  es  mag  mit  P6clet  zunächst  für 
gemauerte  Wände  X  =  0,08  gesetzt  werden,  ein  Werth,  den  auch  andere 
Autoren*  in  Ermangelung  anderweitiger  Anhaltspunkte  einstweilen  an- 
genommen haben.  Für  Metallwände  (Essen  von  Eisenblech,  Heizröhren 
bei  Röhrenkesseln)  mag  X  resp.  X^  etwas  kleiner  zu  setzen  sein,  doch  ist 
die  Beschaffenheit  der  Wand  an  sich  um  so  weniger  von  Einfluss,  je  mehr 
sie  mit  Russ  bedeckt  ist. 

Was  den  Einfluss  besonderer  Widerstände  betrifft,  so  kann 
(§•  108)  der  betroffende  Widerstandscoefficient  für  eine  plötzliche  Rich- 


*  Morin,  ^tudes  sur  la  Ventilation,  Paris  1863  und  H.  Val^rius,  les 
applications  de  la  chaleur,  Bruxelles  1867. 
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tangsänderang  des  Gasstroms  um  einen  rechten  Winkel  zn  C  =  0,8  Ins  1 
veranschlagt,  für  eine  plötzliche  Qaerschnittsändemng  nach  §.  92,  GL  (1) 
ebenso  wie  bei  Wasser  benrtheilt  werden. 

2)  Den  Widerstand,  den  die  Brennstoffschicht  auf  dem 
Roste  dem  Durchgang  der  Luft  entgegensetzt,  suchte  Peclet  da- 
durch zu  bestimmen,  dass  er  durch  Yergleichung  der  vermittels  eines  Aae- 
mometers  gemessenen  Strömungsgeschwindigkeit  mit  seiner  theoretis^ei 
Formel  für  dieselbe  den  Gesammtwiderstand  ermittelte  und  davon  die  mit 
Hülfe  angenommener  Coefficienten  berechneten  übrigen  Widerstände  io 
Abzug  brachte.  Eine  befriedigende  Zuverlässigkeit  lässt  indessen  dieses 
indirecte  Verehren,  wobei  zudem  die  Temperaturänderungen  des  Gas- 
Stroms  nur  sehr  unvollkommen  veranschlagt  wurden,  kaum  erwarten.  Un- 
mittelbarer und  sicherer  ist  der  in  Rede  stehende  Widerstand  durch  Mes- 
sung der  Druckdifferenz  f — f^  (§.168)  bei  geschlossener  Heizthttr  mit 
Hülfe  eines  Wassermanometers  zu  bestimmen,  von  welchem  der  eise 
(eiserne)  Schenkel,  die  Herdwand  oberhalb  des  Rostes  luftdicht  dnrdi- 
dringend,  mit  dem  Feuerraum,  der  andere  ausserhalb  mit  der  Atmosphäre 
communicirt.  In  Wünschenswerther  Zuverlässigkeit  und  zur  Ableitung  em- 
pirischer Gesetze  ausreichender  Mannigfaltigkeit  sind  derartige  Messnngeii 
bisher  nicht  bekannt  geworden.  Nach  Ser*  soll  die  Druckdifferenz  p — p^ 
bei  Rostfeuerungen  zu  technischen  Zwecken  (insbesondere  vermuthlich  bei 
Steinkohlenfeuerungen  für  Dampfkessel,  Siedepfannen  etc.)  mit  sogenann- 
tem natürlichem,  d.  h.  durch  eine  Esse  vermitteltem  Luftzuge  einer  Waaser- 
säule  von  J  =  5  bis  20  Millim.  entsprechen,  bei  Locomotivfeuemngäi 
aber  (mit  viel  grösserer  Schichthöhe  und  intensiverem  Luftzuge  durch 
Vermittelung  des  Blasrohrs)  einer  bis  A  =  100  Millim.  betragendea 
Wassersäule.    Bei  dieser  Bedeutung  von  J  ist  auch 

P—Po  =  ^  Kgr., 

also      ^^  =  l-6o=  l-i-,     Äo  =  Rröo  =  ^  A  =  ^. 
P  P  P  7 

und  wenn  das  speciüsche  Gewicht  y  der  äusseren  Luft  zn  durchschnittlidi 

1,25  Egr.  pro  Cubikm.  angenommen  wird, 

4 
Ao  =    -  J  =  4  bis  16  Mtr.  bei  natürlichem  Luftzuge, 
5 

resp.  bis  80  Mtr.  bei  Locomotivfeuemngen. 
Die  Strömung  der  Luft  durch  die  Brennsto&chicht  kann  der  Be- 

*    „Cours   de   physique   industrielle   de   IMcole   centrale  ä  Paris*'   nach 
H.  Yal^riuB,  les  applications  de  la  chaleur,  Bruxelles  1867,  p.  99. 
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wegnng  des  Wassers  durch  Sandfilter  verglichen,  und  deshalb  analog  Gl.  (2) 
in  §.  98  vermuthlich  ziemlich  zutreffend 

gesetzt  werden,  unter  M  die  Gewichtsmenge  der  stündlich  entwickelten 
Heizgase  (nicht  sehr  verschieden  von  der  stündlich  zuströmenden  Luft- 
menge),  H  die  Grösse  der  Rostfläche,  h  die  Dicke  der  Brenustoffschicht, 
und  unter  a?,  y  von  der  Art  und  Beschaffenheit  des  Brennstoffs  abhängige 
Coef ficienten  verstanden,  von  denen  y  erheblich  <<  x  ist.  Bei  Weglassung 
des  Gliedes  mit  y,  und  wenn  mit  G  Kgr.  die  Gasmenge  pro  1  Kgr.  Brenn- 
stoff, mit  ^i  die  von  letzterem  pro  Quadratm.  Rostfläche  stündlich  ver- 
brannte Menge  bezeichnet  wird,  wäre  also 

M 

Hq  proportional    _  6  r=  OB^h 

zu  setzen,  und  wenn  bei  gleich  guter  Verbrennung  B^  proportional  h  —  h^ 
(§.  162,  Gl.  1),  hier  aber  einfacher  B^  proportional  h  gesetzt  wird, 

Äq  proportional  Oh^^ 

nach  den  obigen  Angaben  für  Steinkohlenfeuerungen  im  Durchschnitt  etwa: 

Äo  =  25  Qh^,  entsprechend  ä^  =    4  für  3  =  0,08  und  Ö  =  25 

Äo  =  80    „3  .=  0,45     „     O  =  16. 

Für  eine  bei  natürlichem  Luftzuge  im  Mittel  zu  J  =  0,1  anzunehmende 
Schichthöhe  der  Steinkohle  und  mit  6^  =  22  (entsprechend  t»  =  2, 
§.  160)  wäre  h^  =  5,5  Mtr. 

3)  Was  endlich  den  Wärmetransmissions-Coefficienten  k  be- 

Mc 
trifft,  von  dem  die  Constante  a  ==  j-—  abhängt,  so  sind  die  beiden  Fälle 

einer  gemauerten  und  einer  Esse  von  Eisenblech  zu  unterscheiden.  In 
beiden  hängt  k  ausser  von  den  Dimensionen  streng  genommen  auch  von 
der  Temperatur  in  der  Esse  ab,  in  welcher  Hinsicht  hier  jedoch  mittlere 
Verhältnisse  vorausgesetzt  werden  vorbehaltlich  einer  schätzungsweisen 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  von  *,  jenachdem  die  Temperatur  in 
der  Esse  ungewöhnlich  hoch  oder  niedrig  ist. 

Wenn  im  Falle  einer  gemauerten  Esse  von  kreisförmigem  oder 
quadratischem  Querschnitt  d  und  2>  beziehungsweise  (im  Mittel)  den  inne- 
ren und  äusseren  Durchmesser  oder  die  innere  und  äussere  Quadratseite 
bedeuten,  wo  dann  in  beiden  Fällen  d  auch  der  sogenannte  mittlere  Durch- 

messer  =  ~-  ist,  so  kann  nach  §.  1 64,  Gl.  (5)  und  (6) 

61* 
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jt  resp.  4 


kP  = 


ad  ^  aJ)  ^  2X        d 


gesetzt  werden.  Was  die  darin  den  Coefficienten  a,  a  und  X  im  Dnrdh 
schnitt  beizulegenden  Werthe  betrifft,  so  sei  an  irgend  einer  Stelle  der 
Esse:  t  die  Temperatur  der  Heizgase,  r  die  innere,  z'  die  äussere  Ober- 
flächentemperatur  der  Wand,  i  die  äussere  Lufttemperatur  A  ^  t  —x, 
Ä  =  T  — 1'\  es  verhält  sich  dann: 

ad  aD    2X        d 
Indem  nun  der  Wärmeübergang  an  der  inneren  Waudfläche  nur  durch  Be- 
rührung mit  den  Heizgasen  vermittelt  wird,  da  die  Strahlung  hier  zwischen 
Wänden  von  gleicher  Oberflächentemperatur  x  stattfindet  und  deshalb  wir- 
kungslos ist,  kann  nach  §.165,  Gl.  (7) 

a  =  h  {1  -\~  0,0075  A)  etwa  =  7 

gesetzt  werden,  entsprechend  J  =  5  und  A  =  53®.  (Durch  Ansatz  toi 
Russ  wird  zwar  h  verkleinert;  in  Folge  der  intensiven  Bewegung  an  der 
inneren  Essenwand  mag  aber  gleichwohl  diesem  Coefficienten  ein  verhält- 
nissmässig  grosser  Werth  beizulegen  sein.)  Der  Wärmeaustritt  ans  der 
Essenwand  erfolgt  durch  Ijoitung  und  Strahlung  unter  solchen  Umständen. 

dass  nach  §.165,  Gl.  (8) 

,    75Ä  +  56»    ^ 

ß   =-.  h  -f-  8  A -ttI.t::^ —  ^  etwa  =  9 

^         '  10000 

in  runder  Zcahl  gesetzt  werden  kann.    Indem  nämlich 

A'  =r   "f-  A  =  16®  mit  «  -^  7,  «'  =  9,  J  =  63^  und    ~  =  f- 
a  I)  D         b 

(als  ungefährem  Mittelwerth  dieses  letzteren  Verhältnisses)  sich  ergiebt  und 
B  =  3,6  (nach  den  Angaben  in  §.  165)  zu  setzen  ist,  entspricht  der  An- 
nahme a'  =  9  der  vermuthlich  nahe  zutreffende  Werth  h  =  4,5. 

Den  grössten  Einfluss  auf  den  Transmissionscoefficienten  k  hat  bei 
gemauerten  Essen  der  Leitungscoefficient  X  der  dicken  Wand.  Besteht  die- 
selbe aus  Ziegelstein,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  die  Angabe  X  =  0^6 
für  gebrannten  Thon  (§.  165)  auch  hier  nahe  zutreffend  sein  werde;  doeb 
mag  die  Beschaffenheit  der  Ziegel  von  erheblichem  Einflösse,  insbesondere 
für  sehr  hartgebrannte  glasige  Ziegel  X  grösser  sein.  Aus  einer  BeobachtUBg 
von  Brix  in  Betreff  der  Temperaturabnahme  von  unten  bis  oben  in  eiser 
aus  Ziegelstein  gemauerten  quadratischen  Esse  Hess  sich  (freilich  bei  £^ 
gänzung  der  unvollständigen  Angaben  durch  einige  mehr  oder  weniger 
unsichere  Annahmen) 
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jfeP  =  4,8  für  rf  =  0,54  und  2)  =  3 1^  =  1,6«  Mtr. 
folgern*  und  wttrde  dann  mit  a  =  7,   a  =  9  aus  der  Gleichung 

4 


+  ^    J"^^  +  ö  0^  ^♦^  3 


-  =  4,8  sich  ergeben:  i  =  1,1, 


7.0,54    '    9.1,62    •     2X 

Ein  überwiegendes  Gewicht  kommt  indessen  dieser  vereinzelten  und  theil- 
weise  unsicheren  Bestimmung  nicht  zu,  und  mag  bis  auf  Weiteres  für  Essen 
aus  Ziegelmauerwerk  X  =  0,8  geschätzt  werden.  Sie  sind  solchen  aus 
Bruchstein  deshalb  vorzuziehen,  weil  für  diese  X  noch  grösser,  also  die 
Schwächung  des  Zuges  durch  Abkühlung  der  Heizgase  beträchtlicher  ist. 
Noch  grösser  ist  die  Abkühlung  in  Essen  von  Eisenblech.  Für 
solche  kann  nach  §.  164,  Gl.  (10): 

k         a^  a 
und  dabei  nach  §.  165,  Gl.  (3): 

a  =  0,55  h{t—r) 

r'  t' 

^.r  T  /  '      .N<>'233   ,     ^^^      1,0077    —  1,0077 

a  =  0,55  h(T  —  t)       +  125  « -, — -y^ — -    - 

r  —  t 

gesetzt  werden  mit  J  =  5,  «  =  2,8  und  unter  <,  r,  t',  ^'wieder  die  oben 

erklärten  Temperaturen  verstanden,  die  hier  in  den  Beziehungen  stehen: 

a(t  —  r)  =  «'(t' —  t')  und  t  =  r'. 

Hieraus  findet  man  z.  B.  mit  ^'=  20^: 

k  =  5,2   für  t  —  t'=  250^   k  =  5,6   für  t  —  t':=  330^ 

Nach  anderen  Angaben  ist  in  diesem  Falle  k  noch  grösser  zu  schätzen, 
insbesondere  nach  Redtenbacher  k  =  7  (freilich  ohne  Nachweis  der 
Herleitung  dieses  Werthes);  im  Folgenden  mag  durchschnittlich  ^  =  6 
angenommen  werden. 


§.  170.  Beispiele  und  Kfthemngsformeln. 

Das  in  §.  168  erklärte  Verfahren  zur  Berechnung  von  i^{  =  T^—  273) 
und  A  bei  gegebenen  Werthen  von  if,  Äq  -|-  Aj,  A  und  u  ist  infolge 
der  Unmöglichkeit,  die  gesuchten  Grössen  aus  den  zu  benutzenden  Glei- 

*  Siehe  des  Verfassers  Aufsatz  über  „die  Zugerzeugung  durch  Schorn- 
steine" in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  1866,  S.  456. 
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chuDgen  (1)  bis  (4)  daselbst  explicite  za  entwickeln,  sehr  zeitraubend. 
Zur  Erleichterung  des  technischen  Gebrauchs  ist  deshalb  die  Ausf&hrung 
der  Rechnung  far  eine  Reihe  Ton  Beispielen  dienlich,  um  die  Resultate 
dann  entweder  unmittelbar  (durch  geeignete  Interpolation)  zur  Beortfaei- 
lung  anderweitiger  specieller  Fälle  oder  zur  Ableitung  yon  technisch  brauch- . 
baren  Näherungsformeln  zu  verwierthen. 

Unter  Bezugnahme  auf  die  in  §.  168  erklärte  Bedeutung  der  Boeh- 
Stäben  und  mit  Rücksicht  auf  die  Angaben  im  vorigen  §.  ist  bei  den  fol- 
genden Rechnungen 

«  =  4  Mtr.  pro  See,  i{=  f—  273)  =  20<^, 

/  757   '>78\ 

,  =  0,25  ,     /  =  1,2  (=  1,2932  ^  ^) ;  ^  =  0,08 

angenommen  worden,  ferner  für  quadratische  gemauerte  Essen: 
d  =yÄ  +  0,007  Ä ;    J)  =  d  +  0,36  +  0,016  h  | 

1  1  /  1     .      1      ,      1    ,     ^\  !    •  •  •  (^) 

F  =  d^i     —  =  -  ( V-  +  —  /»  -    1 

'     kP        4  \7(f  ^  92)  ^  1,6        d)  I 

und  für  runde  eiserne  Essen: 

I  /TÄ  üid^ 

V      jt  4 

Zur  Ableitung  vorläufiger  Näherungswerthe  von  t^  resp.  7\  und  J 
in  irgend  einem  speciellen  Fall  wurde  zunächst 

k  =  0  und  F  =  A,  also  a  =  1 ,  a  =  oo,  f{h)'=  0,   T  =  T^ 
angenommen.    In   Gl.  (3),  §.  168,  war  dann  nach  den  Gleichungen  (1) 
und  (4)  daselbst  ferner 

__  h 
und      af(h)  =  oo.O  =  a(l—e    "\  =  a  fl —  1  -\-    -)  =  k 

zu  setzen,  wodurch  sie  die  Form  erhält: 

^^+^  +  2gT,^d=^'-~T;^' 
Hieraus  ergiebt  sich,  da  nach  §.  168,  GL  (4)  mit  jP  =  ^,  T=  T^ 

1  1         tty'  T' 

bei  quadratischem  Querschnitt  -—  =  --  =  -  -  ~~ 

d"         A         m    Ty^ 

1  3t         jr«y'  T^ 

bei  kreisförmigem  Querschnitt   ^  =  ——  =  —      —- 

a'        4t  A  4j»    T^ 
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ist^  mit  der  abgekürzten  Bezeichnung 

C  =  [—  Xy  3600  uy    resp.    f  —  l\  .  3600 . -  u/ 


T*('  +  Sa)  =  ^(>  +  |/i^S-*-V-V 


Mit  tt  =  4,  ;i  =  0,08,  Y=  1,2  und  g  =  9,81  findet  man 

C  =  73,5   bei  quadratischem,   C  =  57,8  bei  kreisförmigem  Querschnitt, 

und  da  bei  den  folgenden  Beispielen  M  wenigstens  =  1000  angenommen 
wurde,  war 


V 


^^   höchstens  =  V0,0735  =  0,27 
M 


—  -—  ein  hinlänglich  kleiner  Brach,  um  darin  der 
M  7j 

obigen  Gleichung  zufolge 

T'  _  h  —  h^  —  h^ 

T[-  h        - 

setzen  zu  können,  besonders  wenn  der  Fehler  dieses  etwas  zu  grossen 
Werthes  durch  eine  kleine  Verminderung  von  C  etwa  auf 

C  =  72   resp.   56 

theilweise  ausgeglichen  wird.    Hiemach  ergiebt  sich  dann 


.^1.  _  .Ä__  _  4.  1/  ^  ^  f3^ 

r     h—hQ—h^  ^  f  M  h—hQ—h^  ^  ^ 

und  damit  nach  §.  168,  GL  (4)  mit  T=  7\  und  m  =  4,  /=  1,2: 

^  —  ^^A  —  ^JL^t  a^ 

^  ~  uy  r  ~  17280  r ^^^' 

Die  durch  diese  Gleichungen  (3)  und  (4)  bestimmten  Näherungswerthe 
von  T^  und  A  sind  ausreichend  genau,  um  damit  nach  vorgängiger  Be- 
rechnung der  entsprechenden  Werthe  von 

A  Me 

F^  a  =  -—^  d  und  «  =     --    gemäss  Gl.(l)  resp.  (2) 


*  ä 


sowie  von  f{h)  =1  —  e    *  = 


h 

e 


a 


e 
das  die  Bewegung  in  der  Esse  betreffende  Glied  von  Gl.  (3)  in  §.168: 


s(^rH+«— ^r^>^*>+(^^-#] 


2y\y 


=  Ä'  (6) 
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endgültig  za  berechnen,  da  der  Fehler  dieser  Bechnnngsweise  gegen  die 

Unsicherheit  der  Coefficienten  X  und  k  verschwindet.    Mit  der  kürzerei 

Bezeichnung . 

n  = 


*o  +  Äi  +  *' 


ist  dann  der  genannten  Gleichung  zufolge: 


e 


—  n 


h 


r 


/(*) 


e    — 1 


—  w 


h_ 
a 


(6;. 


—  M 


e       —  e  ^     e  —  1 

Mit  dem  hierdurch  bestimmten  corrigirten  Werth  von  T^  folgt  nun  aas 

Gl.  (2),  §.168:  k 

^1  .-n 


Y  =  Y'   '+/W  =  i^ 


e 


(1) 


und  damit  endlich  nach  §.  168,  Gl.  (4)  der  corrigirte  Werth 

m     T  _      M       T 

—  Y  —  - 


A  = 


fa\ 


(8> 


«7    2  17280  T"  

Auf  diese  Weise  sind  für  gemauerte  quadratische  Essen  und  ftr 

Hq  +  Äi=r  6,  9, 12  ;  Ä  =  10, 15,  20,  25,  30  ;  M=  1000,  2000,  4000,  8000 

die  in  der  folgenden  Tabelle  enthaltenen  Werthe  von  t^  und  A  berechnet 

T 

unter  Beifügung  der  entsprechenden  Werthe  von  h\     \  und  t. 


K  +  K 

h       \ 

1 

M 

V 

r 

^1 

1 
t         A 

1 
Kt,)        {A\ 

i 

[ 

6 

10 

1000 

0,316 

2,884 

572 

479  0,148  561  0,149 

»> 

n 

2000 

0,296 

2,805 

549 

491 

0,302 

534  .  0,300 

»> 

)» 

4000 

0,257 

2,736 

529 

491 

0,604 

515  0,602 

)* 

» 

8000 

0,212 

2,689 

515 

492 

1,208 

503  1,203  , 

1» 

15 

1000 

0,557 

1,880 

278 

221 

0,097 

272  0,097  ' 

9» 

»» 

2000 

0,578 

1,844 

267 

232 

0,200 

261  0,199  ! 

»» 

»» 

4000 

0,549 

1,815 

259 

237  0,403 

252  0,401  . 

>» 

»> 

8000 

0,485 

1,786 

250 

237 

0,806  ! 

247  0,806  , 

» 

20 

1000 

0,644 

1,585 

191 

144 

0,082 

192  1  0,083  j 

>» 

»» 

2000 

0,718 

1,557 

183 

154 

0,169 

183 

0,170  1 

»> 

»> 

4000 

0,728 

1,538 

178 

160 

0,342 

177 

0,344' 

»» 

1» 

8000 

0,681 

1,523 

173 

162 

0,688 

173  ^  0,692  ' 

9 

15 

1000 

0,343 

2,902 

577 

441 

0,141 

582   0,143 

»» 

»» 

2000 

0,348 

2,804 

549 

465 

0,292 

547  0.293  ■ 

1 

»» 

1 

4000 

0,323 

2,783 

528 

475  0,591 

525  0,592  ' 

»1 

1   " 

8000 

0,279 

2,680 

512 

480 

j  1,189 

|509 

:  1,191 

1 

§.  170. 
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~p     ' 

i 

r. 

1     1' 

Äo+Ä, 

1    "^ 

1 

-^1 
r 

t. 

t 

1 

{Ä) 

1 

i 

9 

20 

1000 

0,340 

2,042 

325 

236 

0,101 

334 

0,102 

i> 

1) 

2000 

0,404 

l,9a5 

309 

254 

0,208 

317 

0,211 

j» 

}) 

4000 

0,424 

1,951 

299 

265 

0,425 

305 

0,429 

»» 

M 

8000 

0,404 

1,922 

290 

269 

0,857 

297  1  0,868 

25 

1000 

0,552 

1,763 

244 

166 

0,087 

245 

0,087 

1 

1-   " 

»» 

2000 

0,645 

1,712 

229 

183 

0,180 

232 

0,180 

i   " 

»> 

4000 

0,682 

1,681 

220 

192 

0,367 

223 

0,368 

»» 

8000 

0,661 

1,661 

214 

197 

0,742 

217  0,746 

1 

1 

12 

20 

1000 

0,341 

2,946 

590 

411 

0,135 

612  0,138 

1 

»> 

2000 

0,37g 

2,816 

552 

444 

0,283 

567  0,285 

1 

»> 

>? 

4000 

0,363 

2,737 

529 

462 

0,581 

538 

0,581 

t 

1 

>? 

8000 

0,328 

2?679 

512 

470 

1,174 

518 

1,175 

25 

1000 

0,439 

2,236 

382 

252 

0,104 

389 

0,103 

?> 

2000 

0,511 

2,142 

355 

277 

0,217 

363 

0,216 

I 
t 

}) 

j» 

4000 

0,534 

2,089 

339 

292 

0,446 

346 

0,444 

}> 

8000 

0,510 

2,053 

329 

299 

0,904 

335 

0,903 

30 

1000 

0,481 

1,923 

290 

180 

0,089 

294 

0,088 

»1 

2000 

0,584 

1,841 

266 

201 

0,187 

275 

0,186 

)) 

4000 

0,641 

1,798 

254 

215 

0,385 

262 

0,383 

i 

>» 

8000 

0,642 

1,768 

245 

221 

0,781 

254 

0,782 

Mit  genflgender  Annäherung  können  diese  und  deshalb  auch  solche 
Werthe  von  t^  und  A,  welche  Werthen  von  Äq  -|-  Ä^,  A  und  M  ent- 
sprechen, die  nicht  viel  kleiner  oder  grösser,  als  die  hier  beispielsweise 
angenommenen  sind,  durch  die  Gleichungen  ausgedrückt  werden: 

Äo  +  Äi       1,07  +  0,006  (Ä,  +  Äi)« 


r 

-rir  =  0,95 


0,93 


Ym 


A  = 


M 


17280 


3450 


13,8  + 


3280  — 6,9  (Äo  +  Ai) 


.  (9) 


(10). 


Zar  Nachweisung  ihres  Annähorungsgrades  sind  die  nach  ihnen  berechneten 
Werthe  von  t^  und  A  in  den  mit  (t^)  und  (A)  überschriebenen  Columnen 
der  Tabelle  beigefügt  worden. 

Folgende  Tabelle  enthält  noch  die  Kechnungsresultate  für  einige  Bei- 
spiele von  runden  eisernen  Essen.  Dabei  sind  die  Werthe  von  A  der 
vorhergehenden  Tabelle  als  Näherungswerthe  statt  Gl.  (4)  benutzt,  und  sind 
auch  die  Werthe  von  h\  anstatt  sie  nach  Gl.  (5)  neu  zu  berechnen,  denen 
gleich  gesetzt  worden,  welche  denselben  Werthen  von  Äq  +  ^^  ^  ^^^  ^ 


970 


EISEBKE  ESSEK.     BEISPIELE  UND  •  nIHEBüKGSFORMELK.  §.170. 


bei  der  gemanerten  Esse  entsprechen,  da  sich  gezeigt  hat,  dass  diese  die 
Bewegung  in  der  Esse  selbst  betreffende  Grösse  h'  von  untergeordneter 
Bedeutung  im  Vergleich  mit  der  analogen  Grösse  =  ä^  +  Ä^  ist,  die  sich 
auf  die  Bewegung  in  der  Brennstoffschicht  und  im  Heizcanal  bezieht 


1 

K  +  K 

h 

M 

h 

t 

A 

*i 

^ 

(^,) 

(^»  li 

6 

15 

1000 

312 

197 

0,093 

1,062 

0,952 

1,067 

ro,953^ 

j? 

»» 

2000 

'  290 

213 

0,192 

1,043 

0,962 

!  1,049     0,962  \ 

» 

»» 

4000 

275 

223 

0,392 

1,030 

0,971 

1,032  1  0,972 

20 

1000 

222 

124 

0,078 

1,067 

0,952 

1,067     0,953  ; 

?? 

»» 

2000 

204 

139 

0,163 

1,046 

0,963 

1,049  ,  0.962  ' 

•  • 

»• 

4000 

192 

148 

0,333 

1,032 

0,973 

1,032     0,972 

9 

20 

1000 

387 

199 

•  0,093 

1,104 

0,927 

1,100     0,921» 

11 

?» 

2000 

350 

225 

0,196 

1,071 

0,943  \  1,073  ^  0,943 

1 

»» 

4000 

327 

242 

0,407 

1,049 

0,957      1,047  '  0,959  .. 

'» 

25 

1000 

303 

134 

0,080 

1,115 

0,927 

1,100     0,929 

TJ 

>» 

2000 

267 

157 

0,170 

1,076 

0,943 

1,073     0,943  , 

1 

<« 

>» 

4000 

245 

172 

0,352 

1,052 

0,958 

1 

1,047 

0,959 

Mit  d-^  ist  hier  das  Verhältniss  bezeichnet,  in  welchem  T^  grösser, 
mit  d-  das  Verhältniss,  in  welchem  T  und  somit  A  kleiner  ist,  als  bei  der 
gemauerten  Esse  för  gleiche  Werthe  von  A^  +  Ä^,  Ä,  Jf  und  für  die  stets 
vorausgesetzte  Ausströmungsgeschwindigkeit  »  =  4  Mtr.  pro  See  Di€se 
Verhältnisse  können  näherungsweise  gesetzt  werden: 

30  (Äo  +  Ai) 


^1=1  + 


^  =  1  — 


M  +  1700 
33  (Ao  +  K) 


ai) 


(12}, 


M  -f  3200 

wie  die  danach  berechneten  Zahlen  in  den  mit  (ß-^)  und  (d-)  überschrie- 
benen  Columnen  der  Tabelle  erkennen  lassen.  — 

Die  Annahme;  A^  -}-  ^i  =  ^  entspricht  den  durchschnittlichen  Ver- 
hältnissen bei  Dampfkesselfeuerungen,  die  im  dritten  Bande  dieses  Werks 
einer  spocielleren  Besprechung  unterzogen  werden  sollen. 


S.    ■N.-v  ■^^/V.'-^^v-'*.   V-■>.^^  '^•'  ^    -\»   ■    A^N 


Drnclc  von  Föschel  &  Trepte  in  Leipxigt 


Beriohtigiingen. 


S.  29.    Eine  Berichtigung  zu  §.  6  findet  sich  in  der  Anmerkung,  8.  281. 

S.  41,  Z.    1  T.  u.  lies:  l  statt  y. 

S.  42,  Z.  13  T.  u.  ist  liinzuzusetzen :  bei  Voraussetzung  eines  conatanteu  Werthes  von  ^. 

S.  61,  Z.  13  T.  u.    „  „  :  wenn  U  nicht  als  wirkliche  Arbeit,  sondern  als  der  Arbeits- 

werth  Ton  W&rme  (Körperwärme)  betrachtet  wird. 

S.  65,  Z.  7—9  ▼.  0.  lies:  .  .  .  liegt,  und  wens  auch  dS  =  0  gesetzt,  d.  h.  von  der  Wärmeent- 
wickelung durch  die  inneren  Bewegungswiderst&nde  vorläufig  und  vorbehaltlich 
nachträglicher  Correction  der  Sechnungsresultate  abstrahirt  wird,  was  in  Be- 
treff der  auch  in  den  Gleichungen  (1)  nicht  vorkommenden,  auf  discontinuir- 
lichen  Geschwindigkeitsänderungen  beruhenden  inneren  Bewegungswiderständo 
schon  deshalb  nöthig  ist,  weil  sie  .  .  . 

S.  70,  Z.    4  V.  u.  lies:  .  .  äusserer  und  innerer  Beibung  und  .  . 

S.  72,  Z.  17  V.  u.  lies:  .  .  .  hinjiichtlich  der  nnmitte'^l baren  Wärmemtttheilung  .  .  . 

,,    „    Z.  14  V.  u.  lies:  .  .  .  Beziehung  steht,  indem  dann  die  Wärmemittheilung  nur  mittelbar 

stattfindet,   nämlich  durch  Uebergaug  aus  der  einen  in  die  andere  Aggregat- 
form und  entsprechende  Expansionsarbeit  vermittelt  wird;  zur  .  .  . 
S.  119,  Z.  10  V.  0.  ist  die  betreffende  Gleichung  an  die  einschränkende  Bedingung  geknüpft,  das» 

mit  der  Ausdehnung  im  Sinne  -der  Fortpflanzung  keine  Contraction  im  Sinne 
der  Wellenfläche  verbunden  ist,  wie  es  bei  FlILssigkeiten  zwar  stets,  bei  festen 
Körpern  aber  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  die  Wellenfläcben  unbegrenzte  resp. 
geschlossene  Flächen  sind.  Dieselbe  Einschränkung  erfordert  der  Satz,  S.  120, 
Z.  7  und  8  V.  u. :  „welche  in  dieser  Form  allgemein  g&ltig  ist*'. 
S.  137,  Z.  12  V.  u.  Hier,  nämlich  bei  den  Gleichungen  (10)  ist  der   umstand  übersehen  worden, 

dasB  Gl.  (6)  in  §.  21  auf  der  Voraussetzung  beruht,  es  sei  mit  der  Ausdehnung 
im  Sinne  der  Fortpflanzung  keine  Contraction  im  Sinne  der  Wellenfläche  ver- 
bunden, während  thatsächlich  eine  solche  hier  stattfindet,  welche  —  so  gross 

m 

2        m  —  2 

wie  jene  Ausdehnung  ist.    Es  ist  also  hier  dv  nur  1 =  — so  gross 

"  mm 

tn  dp 

wie  dort,  oder  dv  dort mal  so  gross  wie  hier,  so  dass  in  der  That  ffir  — - 

'  w  — 2  dv 

dpi  m  —  2  doi  E  Cg 

in  Gl.  (6),  §.  21  gesetzt  werden  muss:  -,   -^-i--  = p  = -^,  Da- 

m  m       dv  *'    Cd 

dv 

m  —  2 


1  /  Cp         1  /     A'  C  n 

durch  wird  w  =■  §/  gEv  -      =   w  9  Ti        • 

8.  163,  Z.  14  V.  o.   Ues:  m  sUtt  b. 

S.  2&5,  Z.    1  V.  0.  lies:  einseinen  statt  einzigen. 

S.  317,  Z.    b  V.  u.  lies    .  . .  durch  einen  verticalen  Stoss  .  .  . 

S.  899,  Z.    6  V.  u.  lies:  .  .  .  gesetzt  werden ;  indem  dann  aber  die  unendlich  kleinen  Fehler  dritter 

Ordnung,  die  bei  dieser  Berechnung  der  einzelnen  Flächen  begangen  werden, 
fftr  je  zwei  gegenüber  liegende  Flächen  nur  um  unendlich  kleine  Grössen 
nächst  höherer,  also  vierter  Ordnung  verschieden  sind,  werden  auch  die  Dif- 
ferenzen =  d/g,  df^,  dfg,  welche  unendlich  klein  dritter  Ordnung  sind,  bis 
auf  unendlich  kleine  Fehler  vierter  Ordnung  genau  gefunden.  Die  um  1  lie- 
genden Flächen  sind  also  .  .  . 
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S.  405,  Z.  12  bis  15  t.  o.  Heu:    Bei  ebenen  QaO'Mluutten  sind  die  Bahnen  äqnidistante  Cin«i. 

deren  KrflnunungBmittelpankte  in  den  geradlinigen  I>arch«cliniiteliniei  dv 
Quersclinitte  liegen;  die  KrftnunnngH-  nnd  Konnalcnrren  sind  dann  twti 
Systeme  sich  rechtwinkelig  schneidender  Geraden,  erstere  nomal  n  im 
Dnrchschnittslinien  der  Querschnitte,  letztere  parallel  mit  denselben,  also  . . 

S.  417,  Z.  11  ▼.  o.  lies:  ^  +  M  stett  Jf. 

«^  ig 

S.  467,  Z.    2  V.  u.  lies:  —  sUtt  ~. 

2ff  H* 

S.  482,  Z.  11  V.  n.  and  S.  483,  Z.  15  v.  u.  lies:  Ganckler  statt  Gauehler. 

S.  508,  Z.     9  T.  u.  lies:  Si  »tatt  ^i  nnd  Si'  statt  Ci'- 

ä.  522,  Z.    3  T.  0.  lies:  p*  statt  pi. 

S.  527,  Z.  10  y.  o.  lies:  .  .., dessen  Wasseroberfläche  ftber  dem  Schwerpunkte  der  Mnndutf  eis« 

Höhe  hat,  welche  der  in  der  Rölure  dicht  vor  der  H&ndnng  statttadci^ 
Ueberdraokhöhe  gleich,  insbesondere  also  =  Nnll  ist,  wenn  die  Böhrs  nü 
vollem  Querschnitte  frei  ausmündet. 

S.  534,  Z.  13  V.  o.  lies:  a^Vg  —  Fi,  OjV,  —  f j  .  .  .  statt  Vi  —  Ot,Vü,  Kg  —  «iFx  . . . 

S.  560,  Z.  12  T.  u.  lies:  willkürlicher  statt  weniger  willkürlich. 

S.  572,  Z.  12  T.  0.  lies:  t  statt  a. 

1  1 

S.  638,  Z.    9  T.  u.  lies:  —  statt  — . 

«0  « 

S.  666,  Z.    5  y.  o.  lies:  0^  statt  0. 

S.  780,  Z.  14  y.  o.  lies:  „der  mittleren  hydraulischen  Tiefe'*   statt  „des  benetzten  Qnerpnffls"* 

S.  748,  Z.  10  V.  o.  lies:  dx  =  -rLr^rz-. 


This  book  should  be  returned  to 
the  Library  on  or  before  the  last  date 
stamped  below. 

A  fine  is  incurred  by  retaining  it 
beyond  the  specified  time. 

Please  return  promptly. 
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